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Resumen

En este documento se muestra el desempefio de 35 estudiantes de tercero de secundaria en
la aplicacion de un cuestionario conformado esencialmente por problemas aditivos que retoma
cinco de las once categorias de Bruno y Martindn (1997). Los sujetos pertenecen a una escuela
publica de la Ciudad de México. La investigacion se realiza como alternativa a una problematica
documentada en estudios previos, Gallardo (2002), donde se expresa que los estudiantes usan
positivos en problemas de negativos, es decir, no ven la necesidad del uso de la negatividad.
Nuestra investigacion incluye un Estudio de Caso donde la alumna explica al entrevistador los
procesos de resolucion e invencion de problemas aditivos y situaciones en contexto via la forma

dialdgica.

Los estudiantes usan distintos Sistemas Matematicos de Signos, Filloy (1999) que van
desde los intuitivos hasta los formales: lenguaje verbal, recursos graficos, procedimientos
propios, aritmética y algebra. La categorizacion de los distintos Sistemas Matematicos de Signos,
permiten llegar a una resolucion formal con negativos y por el contrario, sefialar las resoluciones
que obstaculizaron el arribo al uso preciso de negativos. Se muestra que las equivalencias
semanticas contribuyen a darle sentido al uso de negativos en problemas aditivos. Asimismo
consideramos la importancia de las expresiones sintacticas aunque también se puso de manifiesto

la ambigliedad que causaban algunos enunciados de los problemas.



Summary

In this document, we tested the performance of 35 8™ grade students in completing a
questionnaire composed primarily of addition and subtraction problems, utilizing five of the
eleven categories employed by Bruno and Martindn (1997). Our study subjects are taken from a
public school in Mexico City. Our research is realized in order to find alternatives to a
problematic which has been detected in previous studies, Gallardo (2002), where it is shown that
students use positives in negative problems, which is to say they avoid using negativity. Our
research includes a Case Study where student explains to the interviewer the process by which
they resolve and execute additive problems and their situations in context through the form of

dialogue.

Students use distinct Mathematical Systems of Signs, Filloy (1999) which span from the
concrete to the formal: verbal language, graphical knowledge, personal processes, arithmetic and
algebra. The categorization of the different Mathematical Systems of Signs, allow us to reach the
formal resolution with negatives, as well as its contrary, the exposing of resolutions which stood
as obstacles against the precise use of negatives in the first place. We have shown that semantic
equivalencies contribute towards making sense of the use of negatives in additive problems.
Thus, we considered the importance of syntactic expressions, although we also discovered the

ambiguity surrounding the enunciation of certain problems.



INTRODUCCION

En nuestra practica docente hemos observado que los alumnos en muchos casos no
aceptan soluciones negativas en problemas de enunciado verbal, aunque llegan a respuestas
equivalentes utilizando el lenguaje natural. Comenzamos el trabajo de investigacion buscando
referencias respecto a nuestro tema como las siguientes: Vergnaud (1982), Carpenter y Moser
(1984), Peled (1991), Janvier (1983), Bruno y Martindn (1997, 1999), Thompson y Dreyfus
(1998), Liebeck (1990), Gallardo (1995), Streefland (1996), Vlassis (2004), Gallardo y Basurto
(2009), Mejia (2009), Alcéntara (2010), Bofferding y Richardson (2013). De todas estas
investigaciones elegimos solamente las que fundamentan nuestro estudio, ver paginas 12 y 13

del presenta documento.

En la propuesta Institucional SEP (2006) se describen situaciones de temperatura,
deportes, ganancias, pérdidas, elevador, recta numérica, plano cartesiano y localizacion de
fechas para darle sentido a los negativos. Posteriormente se introducen algoritmos, pero existe
una ausencia de problemas aditivos de enunciado verbal. Debido a este vacio conceptual, nos
hemos interesado en la clasificacion de Bruno y Martindn (1997) como alternativa para que los

alumnos adviertan la presencia y uso de los negativos en la vida real.

Nuestra investigacion se sustenta fundamentalmente en el estudio realizado por Gallardo
y Basurto (2009) quienes han retomado la clasificacién de once categorias de problemas
aditivos propuesta por Bruno y Martindn (1997). El resultado principal en Gallardo y Basurto

(2009) es la aparicion de formas semanticas equivalentes en la resolucion de problemas.

Nuestro interés por los problemas aditivos es debido a que el enunciado verbal de los
mismos, permite que los alumnos le den sentido a conceptos opuestos y los puedan simbolizar
con positivos y negativos de una manera natural e ir avanzando cada vez mas hacia
representaciones formales. Pretendemos en esta investigacion validar una ensefianza que advierta

la inevitable extension del dominio numérico en la resolucion de este tipo de problemas.

Las dificultades mayores encontradas en el Estudio se refieren a la tendencia de los
estudiantes por el uso de ndmeros positivos exclusivamente en la resolucion de problemas

aditivos.



CAPITULO 1. EL ESTUDIO
1.1 NUmero entero

Vargas et al. (1990) sefialan la existencia de distintas vias de acceso a los enteros (Z).
Sintetizamos la informacion del texto anterior relativo al concepto de ndmero entero y la
concepcion de las operaciones de sumay resta en Z. Uno de los primeros pasos en la ensefianza
del concepto de numero entero es la presentacion de situaciones concretas en las que se
encuentran estos numeros. La constitucion de este conjunto de nimeros implica mucho mas que
situaciones concretas. No todas las operaciones con enteros tienen en cada contexto una
representacion concreta e intuitiva. Asi, por ejemplo, multiplicar temperaturas no tiene sentido.
Tampoco es facil encontrar una representacion intuitiva en la reduccion de deudas, es ain mas
dificil representar la multiplicacion de enteros. Los enteros son un contenido de ensefianza,
donde se debe mostrar a través del planteamiento de situaciones probleméticas que los nimeros
naturales (N) resultan insuficientes y a partir de esta necesidad constituir los nimeros enteros.
Una de las dificultades para aceptar a estos nimeros es la ausencia de significados concretos.
Dentro de cada marco conceptual (aritmética, algebra y geometria) existen distintas vias de
acceso a N. En este apartado de tesis solo explicaremos algunas vias. En aritmética la
insuficiencia en N para hacer validas expresiones como 0-1, 3-4, nos conduce a la necesidad de
usar otro tipo de nimeros. Es posible partir de situaciones concretas, establecer los enteros y
definir las operaciones directamente, pero expresiones como 8 —(-3) 6 (-2)'(-4) no tienen una
representacion concreta facil de encontrar, por lo que una alternativa es que después de haber
trabajado con las representaciones, es necesario dejarlas a un lado, definir la resta a partir de la
suma y considerar a la multiplicacion de dos nimeros negativos como una resta reiterada. En

algebra existen expresiones en que se hace necesario el uso de enteros:

La ecuacion x+ a= b tiene solucion en el conjunto de los nimeros naturales siempre que
<<a>> sea menor o igual que <<b>>. Estas ecuaciones de primer grado se pueden reducir
alos tipos x +a=00 x —a =0, donde <<a>> es un nimero natural. Las ecuaciones del
tipo <<x —a = 0>> tienen por solucion a <<a>>, que es un numero natural. Sin embargo
las ecuaciones <<x + a = 0>> no tienen solucion en el conjunto de los nimeros naturales,
por lo que es necesario definir una serie de nuevos numeros que sean las soluciones de
estas ecuaciones, a tales nimeros se les denomina nimeros negativos y se suelen denotar

por: <<-1>>la solucion de x + 1 = 0, <<-2>> la solucién de x + 2 = 0, etc.
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En otros términos <<-1>> es el nimero que sumado a <<1>> da cero, <<-2>> el que
sumado a <<2>> da cero, etc. Por tanto para cualquier valor numérico de <<a>> se

verifica que <<(-a) + a = 0>>, denomindndose a <<a>>t <<-a>> nlmeros opuestos.

Hemos establecido asi a un nuevo conjunto numérico que incluye a los nimeros
naturales (nimeros positivos), que se denomina conjunto de los nimeros enteros y se
simboliza por Z. Una vez establecido este conjunto deberd definirse una suma, un
producto y una relacién de orden, que sean coherentes con las definiciones de N y
conserven los resultados y propiedades anteriores. (Vargas, et al. 1990, p. 92).

En la recta numérica la suma se representa con una traslacion a la derecha de acuerdo al
namero de unidades que indique la expresion; si es positivo a la derecha y si es negativo a la
izquierda. Sumar cero significa la falta de movimiento. La resta se define de forma anéloga a la
suma, traslacion a la izquierda si es un nimero positivo y a la derecha si se resta un nimero

negativo.
1.2 Revision de libros de la SEP sobre el tema de nimeros con signo

Examinamos el libro para el maestro de la propuesta SEP (1994), reproducimos la
informacién referente a la introduccion del tema con los alumnos y la posterior aplicacion de
gjercicios con sumas Yy restas de negativos. Se advierte que la localizacion de valores con
respecto a otros no es dificil para los alumnos, pero realizar operaciones con enteros y en
especial con negativos resulta menos accesible. Es posible explicar algunos aspectos
relacionados con los enteros a partir de situaciones concretas pero no existe un modelo intuitivo
con el que se puedan representar las distintas situaciones que surge al operar con ellos. La
busqueda de modelos intuitivos a veces conduce a presentar en el salon de clases modelos
artificiales y con escaso valor para el aprendizaje. Se recomienda dar tiempo para que los
estudiantes maduren las ideas y después vean la necesidad del uso de enteros, al operar con ellos
en distintas situaciones sobre todo en algebra. En los primeros acercamientos puede proponerse
la localizacion de nimeros con signos en la recta numérica, en la representacion de pérdidas y
ganancias, temperaturas bajo cero y sobre cero y otros ejemplos similares. Desde el principio
deben proponerse actividades en las que localicen numeros con signo en la recta numérica y en
los cuatro cuadrantes del plano cartesiano. Los alumnos no deben perder de vista que los

nameros con signo pueden ser enteros, decimales o fraccionarios. Deberan aprender que la suma

10



y comparar con los positivos es diferente a la suma y comprar con los enteros. No debe causar
desconcierto el hecho, que por ejemplo, el -9 es menor que el -2 0 que la operacion 5 +(-2) sea
una suma y no una resta. La representacion de pérdidas y ganancias en un termémetro y el

desplazamiento en la recta numeérica le daran sentido a la comparacién y suma de nimeros con

signo.

Por consiguiente, si nos situamos en el cero y nos desplazamos cinco unidades hacia la
derecha y luego dos a la izquierda, llegaremos al positivo 3. Estos desplazamientos corresponden
a la expresion 5+(-2)=3. La resta de nimeros con signos se facilitara si los alumnos comprenden
que la suma es la operacion inversa a la resta. La busqueda de patrones como los que a
continuacion se presentan, haran ver a los negativos como una extension natural de los positivos.

Se recomienda la localizacion de los resultados en la recta numérica.

a) b)
2+2=4 3-6=-3
2+1=3 3-5=-2
2+0=2 3-4=

2+(-1)= 3-3=
2+(-2)= 3-2=
2+(-4)= 3-1=
2+(-5)= 3-0=
2+(-6)= 3- (-1)=
2+(-7)= 3-(2)=

En la propuesta Institucional SEP (2006) hemos encontrado que se presentan situaciones
de temperatura, ganancias, pérdidas, deportes, elevador, plano cartesiano, recta numérica y
localizacion de fechas para darle sentido a los negativos. Posteriormente se introducen

algoritmos, pero existe una ausencia de problemas aditivos de enunciado verbal.
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1.3 Algunos reportes de investigacion que fundamentan el Estudio

En los siguientes parrafos, se mencionan los trabajos que se revisaron sobre el tema.

Alcantara (2010) en un Estudio de Caso de un grupo de segundo grado de educacion
secundaria, observo que el sujeto evitdo el uso de negativos recurriendo a equivalencias
sintacticas con positivos en la resolucion de problemas aditivos de la clasificacion de Bruno y
Martindn (1997). Posteriormente este profesor ensefi6 al alumno cuatro modelos de ensefianza:
recta numérica, modelo chino, modelo hibrido y reglas matematicas. El estudiante dominé los
cuatro modelos, los problemas mas faciles fueron los de las categorias: variacion de un estado,
comparacion de estados, variacion de variaciones, combinacion de comparaciones adyacentes,
combinaciéon de comparaciones. Asimismo los problemas mas dificiles no resueltos por el
alumno fueron los relacionados a las categorias: variacién de un estado, comparacion de

estados, variacion de una comparacion y comparacion de comparaciones.

Mejia (2009) report6 en una investigacion de nimeros negativos con un grupo de tercer
grado de educacion secundaria lo siguiente: son pocos los estudiantes que resuelven de manera
formal sustracciones de enteros. En problemas de enunciado verbal recurren a nimeros
naturales, existiendo un predominio de la sintaxis sobre la semantica. No usan algin modelo en
la resolucion de adiciones y sustracciones con negativos ni al resolver problemas de enunciado

verbal.

Bruno (1997) explica que en la ensefianza de los nUmeros negativos con la recta numérica
son necesarias tres dimensiones: el modelo, el contexto y la parte abstracta, la recta numérica
contribuye a que no se pierda el contexto en las representaciones abstractas de los negativos. En
la ensefianza de los positivos se da énfasis al paso de lo concreto a lo abstracto pero se ha
descuidado el paso de lo abstracto a lo concreto, esto ha provocado dificultades en la ensefianza

de los negativos.

Gallardo y Basurto (2009) en su estudio con alumnos de Educacion Secundaria de edades
entre 12 y 13 afos aplicaron la Clasificacion Funcional y Semantica de Problemas Aditivos de
Bruno y Martinén (1997), hallaron lo siguiente: los alumnos se dan cuenta de que la adicion y
sustraccion se convierten en operaciones sintacticas equivalentes al trabajar con enteros,
accediendo, a través de equivalencias semanticas. Los estudiantes muestran los diferentes

12



sentidos de la negatividad (nimero sustractivo, signado, relativo y aislado) haciendo un uso
constante del lenguaje verbal. Las equivalencias semanticas permiten acceder al algebra abstracta
que da cabida a los nimeros enteros. Existe un avance desigual en el concepto de nimero en un
mismo alumno dependiendo de la complejidad de la seméantica del problema a resolver. Los
autores recomiendan posponer la ensefianza de la regla de los signos de la multiplicacion hasta
que los estudiantes hayan comprendido las adiciones y sustracciones con enteros, también
sugieren mostrar variedad de contextos en problemas aditivos lo que contribuiria la extension de

los naturales a los enteros.

Peled (1991) propone una clasificacion con cuatro categorias conforme el nivel de
conocimiento de nimeros negativos asociado a dos dimensiones; la recta numérica y la cantidad,
la categorizacion no surge de un estudio empirico, sino de la literatura, posteriormente la
categorizacion constituye la base para indicar en investigaciones posteriores el nivel que tienen

los alumnos en el conocimiento de los negativos.

Vergnaud (1982) observé que de dos problemas resueltos con una misma operacion, uno
de éstos resultd mas dificil que el otro. Se dio cuenta entonces que los problemas tenian distintas
estructuras. En la aritmética distingui6 el calculo numérico y el célculo relacional. Este Gltimo se
refiere a las operaciones de pensamiento surgidas en situaciones aditivas. Para este autor, las
categorias fundamentales de las relaciones aditivas son: composicion de medidas, una
transformacion que une dos medidas, una relacion que une dos medidas, la composicion de dos
transformaciones, una transformacion al unir dos relaciones estaticas y composicion de dos
relaciones estaticas. Estas relaciones presentan dos conceptos claves; los conceptos de tiempo y
dimension que son manifestados por los nifios y que son indispensables para entender las

acciones al resolver problemas aditivos.

13



1. 4 Preguntas de investigacion

Los hechos sefialados anteriormente nos condujeron a nuestras preguntas de

investigacion:

¢Qué dominio numérico consideran los estudiantes de secundaria al resolver problemas

aditivos?

¢ Qué tipo de Sistemas Matematicos de Signos utilizan en el planteamiento y resolucion de

problemas aditivos?

Al pedirle la invencion de problemas que involucren nimeros negativos. ¢Cuéles son los

contextos a los que la entrevistada mas recurre?

En el capitulo 1 nos referimos al concepto formal de nimero entero. Hemos revisado los

libros de la SEP sobre el tema, descrito reportes de investigacion que fundamentan el proyecto.

Estos hechos nos permitieron plantear las preguntas de investigacion. En el capitulo 2
fundamentaremos el Estudio a partir de una perspectiva semiotica y abordaremos via una

clasificacion de problemas aditivos nuestro estudio empirico.

14



CAPITULO 2. FUNDAMENTACION TEORICA
2.1 Perspectiva semidtica

Parafraseando a Rojano (2011) quien explica que el analisis de la lectura e interpretacion
de lenguaje matematico y algebraico, fue el centro de atencion de muchas investigaciones en la
década de los ochentas. Debido a las dificultades de los alumnos en estas tareas, se hacia un
analisis comparativo del lenguaje natural, aritmético y algebraico, el marco analitico era
generalmente de corte piagetiano y fenomenologico. Filloy (1999) concibe una forma propia de
abordar esta problemaética. A través de un analisis historico critico, logra hacer conjeturas sobre
el pensamiento algebraico de estudiantes que estan en la etapa inicial del aprendizaje del algebra.
Conforma un meétodo propio con aportaciones a la investigacion en Matematica Educativa: El
disefio del método en donde se cambia el protocolo ortodoxo de la entrevista sin intervencion
(ensefianza) por una entrevista con intervencion en momentos criticos, donde el estudiante ha

puesto al limite sus conocimientos y es necesario producir nuevo conocimiento.

La produccion de textos era un elemento ausente en otras metodologias, en ésta se da
énfasis a estas producciones. Filloy advierte la necesidad de tomar prestados términos de otras
ramas como la semidtica ya que del analisis de entrevistas surge un fendmeno que él ha
denominado “la polisemia de la x”. En la expresion x+x/4=6+x/4 los alumnos interpretan que la
primera X tiene un valor de 6 y la segunda y tercera x pueden tener cualquier valor y tienen que
ser iguales. Hay dos nociones, una tan algebraica como la otra pero que estan coexistiendo en una
misma lectura. Otro elemento que es introducido es el concepto de Sistema Matematico de
Signos (SMS) definido como la secuencia de textos en donde el caracter matematico esta en el
sistema y no en los signos matematicos aislados ya que los SMS dan cabida a lenguajes verbales
y corporales incluso, los SMS pueden ser del entrevistador. En el desarrollo de la entrevista el
alumno produce nuevos textos a partir de los que se le presentaron e introduciendo los suyos que
pueden ser procedimientos propios, representaciones intuitivas y lenguaje formal para darle
sentido a los simbolos. El término Modelo de Ensefianza es introducido y se define como la
secuencia de textos. Del anélisis de textos producidos por los estudiantes Filloy es capaz de
identificar tendencias cognitivas, ya que ante una situacion los estudiantes presentan formas de
proceder a veces polarizadas. En consecuencia, la investigacion presentada en esta tesis toma
como Marco Tedrico Metodoldgico, la perspectiva semiotica de Filloy y colaboradores: Rojano
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T., y Puig L. Rubio G. (1999). Ademas nos basamos en los trabajos de Gallardo, A. (1994,
2002) que advierten de la existencia en estudiantes de sentidos de uso de los numeros negativos

antes de Ilegar a comprenderlos como nimeros enteros.

Estos son los siguientes:

NUmero sustractivo. Donde la nocion de ndmero esta subordinada a la magnitud. En la
resta de dos cantidades a-b, siempre que b serd menor que a, donde, a, b son nimeros
naturales, es decir, el signo menos tiene el caracter binario a nivel de operacion

sustraccion.

NUmero signado. Es el nimero natural al que se le asigna un signo mas o un signo menos.
Surge la dualidad del signo: binario signo de la operacion de adicién o sustraccion) y

unario (signo asociado al nimero natural).

NUmero relativo. Se hace presente cuando se puede concebir la idea opuesta en

situaciones discretas, asi como la idea de simetria en situaciones continuas.

Numero aislado. Surge al aceptar un nimero negativo como solucion de una operacion o
ecuacién. (Gallardo, 2002, p. 179).

En este trabajo el entrevistador presenta al estudiante textos escritos pertenecientes a
items del disefio experimental del cuestionario y la entrevista. El estudiante produce entonces un
nuevo texto escrito. Ademas existe intercambio de lenguajes verbales donde el entrevistador
recurre a modelos de ensefianza para provocar fenomenos de abstraccion que el estudiante
exhibe via sus producciones verbales y escritas. Durante el intercambio de mensajes, estos
modelos de ensefianza asi como el proceso de verificacion de las tareas planteadas, surgen en
ocasiones espontaneamente en el estudiante y otras veces son sugeridas ex profeso por el

entrevistador.
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2.2 Clasificacion funcional y semantica de problemas aditivos®

Analizamos cinco de las 11 categorias (Variacion de un estado, Combinacion de estados,
Comparacion de un estado, Variacion de variaciones, Combinacion de comparaciones
adyacentes) de Bruno y Martinon (1997). Los autores definen entre otros los conceptos

siguientes:
Estado

Un estado tiene un sujeto, una magnitud (algo que puede ser medido) y una unidad de
medida en un instante determinado. Por ejemplo: en la Ciudad de México la temperatura en este
instante es de 20° C. El sujeto es la Ciudad de México la magnitud es la temperatura y la unidad
de medida es 1° C.

Comparacion

Diferencia que hay entre dos estados; aqui el tiempo carece de importancia. Por ejemplo:

Juan tiene cinco pesos mas que Luis.
Variacion de un estado

Comparacién de un estado en dos momentos diferentes, por ejemplo, en el transcurso del
dia (un periodo constante de tiempo). Ejemplificando: Daniel tiene seis pesos mas en la tarde que

por la mafiana.
Variacion de variaciones

En una variacion de variaciones hay cuatro instantes: Se habla de dos periodos constantes
de tiempo, (por ejemplo, la variacion de un estado en un dia, luego se hace referencia a una
variacion de un estado del dia posterior que parte de lo que pasé en la variacion del dia anterior).
Al final un dato se puede obtener a partir de comparar las dos variaciones. Ejemplificando: Ayer
en el recreo José perdié tres pesos, hoy perdid un peso menos que ayer, es decir, si se habla de
lo que paso en los dos dias quiere decir que ha perdido dos pesos. Para llegar a la conclusion de
lo que pasé en los dos dias se podria utilizar una equivalencia semantica ya que perdioé un peso

menos que ayer equivale a decir hoy gano un peso.

! (Bruno, 1997) El texto original se presenta en el anexo nimero cuatro.
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La estructura funcional y la forma semantica

La estructura funcional se refiere al tipo de situaciones numéricas (estados, variaciones y
comparaciones) y la forma seméantica al modo de expresar dichas situaciones numéricas. Las

formas semanticas equivalentes son formas verbales que tienen el mismo significado.
Combinacién de estados

En esta categoria hay tres funcione estado. Hay dos estados parciales y resulta un estado
total. Por ejemplo Miguel tiene un saldo en el banco (debe o tiene), en casa tiene otro saldo, la

suma de estos dos saldos es el saldo total.
Combinacién de comparaciones adyacentes

En el ejemplo: Pedro tiene cuatro pesos menos que Francisco y Joseé tiene seis pesos mas
que Pedro, los estados son independientes, los podemos comparar y asi indicar cuantos pesos

tiene José en comparacion a Francisco.
Dos funciones estado

Supongamos que Juan tiene un saldo y Radul tiene otro saldo en cierto tiempo.
Comparacion de estados

La comparacién puede estar expresada en forma de diferencia, si es asi se le nombra
comparacion y una relacion estatica que une dos medidas. Y si estd expresada en forma de

cambio, se le nombra igualacion afiadiendo o igualacion quitando.

Ejemplo:
Juan debe 2 pesos.
Si Juan gana 5 pesos, entonces iguala a Raul.

Radul tiene 3 pesos.
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2.3 Instrumentos metodologicos del Estudio

El Estudio es descriptivo, pues se recurre al analisis de las producciones de los alumnos
en el cuestionario final y en la entrevista. La investigacion es cualitativa; se recaban evidencias
empiricas que nos permitan interpretar lo que esta pasando en el proceso de resolucion de los
problemas verbales que se aplican en el cuestionario y la entrevista. La investigacion se realiza
con 104 estudiantes de tres grupos de tercer grado en una secundaria publica, finalmente se
retoman a 35 estudiantes. A partir del pilotaje, se conformé el cuestionario final, de un banco de
reactivos, se obtuvieron preguntas para cinco entrevistas individuales video grabadas, los
alumnos fueron seleccionados a partir de su desempefio en los cuestionarios; tres de estrato alto y
dos de estrato medio. Para la validacion de los instrumentos se utilizara el método de
triangulacion Cohen, L. y Manién, L. (1990). Con la triangulacion de métodos de recogida de
datos se explica la riqueza y complejidad del sujeto estudidndolo desde maés de un punto de vista
por lo que se utilizan datos cualitativos y cuantitativos. Esto con el fin de conocer a profundidad

lo que pasa en la resolucion de problemas y asi tener confianza en los resultados del estudio.

2. 3. 1 Pilotaje

Se conformd un cuestionario de 29 preguntas compuesto esencialmente ejercicios de
sintaxis aritmética y problemas aditivos similares a los de las categoria de Bruno y Martindn
(1997), y se consideraron otros tomados de la propuesta SEP plan 1993 y 2006. Las
situaciones  presentadas fueron: localizacion en la recta numérica de acontecimientos
histdricos, situaciones cotidianas y uso del termometro. Se aplicd este instrumento en un grupo
de 35 alumnos de tercer grado de secundaria, se hizo una revision de las respuestas y nos dimos
cuenta que los estudiantes mostraban procedimientos de resolucion que nos ayudarian a

contestar las preguntas de investigacion.
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2. 3. 2 Cuestionario final

Debido a que en la resolucion del cuestionario piloto la mayoria de alumnos fueron
explicitos en sus respuestas, escogimos 20 preguntas del cuestionario piloto y con éstas quedd
conformado el cuestionario final. Nueve de las 20 preguntas abordaron cinco categorias de
Bruno y Martinon (1997): dos estados, variacion de un estado (dos problemas), combinacion de
estados, comparacion de un estado, variacion de un estado (dos problemas), variacion de
variaciones, combinacion de comparaciones adyacentes, tres preguntas se relacionaron con
situaciones cotidianas por medio de diagramas, tres problemas eran ajenos a las categorias
(problemas de descenso, problema de edades y problema de igualacién de puntaje en un record)
y se incluyeron cinco ejercicios de adicion y sustraccion de enteros (tres adiciones y dos
sustracciones). Se aplicd el instrumento a 104 alumnos de tercer grado de secundaria de la
misma escuela en la que se aplicd el cuestionario piloto, se dispuso de dos sesiones de 50

minutos para la resolucion.

Este capitulo comienza mostrando la perspectiva semidtica de Filloy (1999) destacando
los sentidos de uso de los numeros negativos descritos por Gallardo (2002). A continuacién se
presenta la clasificacion funcional y semantica de problemas aditivos de Bruno y Martin6n

(1997). Se finaliza explicando los instrumentos metodoldgicos del Estudio.
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CAPITULO 3. RESULTADOS DEL CUESTIONARIO

3.1 Producciones escritas de los estudiantes. ldentificacion de formas semanticas

equivalentes y sentidos de uso de los negativos

Los problemas de variacion de variaciones (problema 13) y de combinacién de
comparaciones adyacentes (problema 14) tuvieron el mayor nimero respuestas diferentes. Se

presentan las producciones mas explicitas de 16 estudiantes.

Los alumnos se denotaran como E y el nimero de lista.

Categoria: Variacion de variaciones

El dia de ayer a una arafia se le escaparon 3 moscas que habian caido en su red, hoy
se le escaparon 5 moscas menos que ayer. ;Cuantas moscas atrap6?
La respuesta es (-3)-(-5)=(+2)

A continuacion se reportan seis producciones de estudiantes que llegaron a la respuesta

correcta, tres casos con solucién incorrecta.

Estudiante E 1

: / Ly — MO5CO\~3)
a\./,;; 0o C(M{'eapo f:ac‘/a, se e csca g)cnov\ C S

a1 hoy aliabo O mas [‘fz’{: £ _wnp s@S
Jue aye Gorac deciv que :
IR (9 s dmem

A T N i a5 quedo

Se advierte la presencia del cero al escribir, ayer no atrapé nada, utiliza el ndmero

signado (-3), sustituye la frase, se le escaparon 5 moscas menos que ayer, por la equivalente

semanticamente, atrapd 5. En la recta numérica reconocio el nimero relativo.
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Estudiante E 15

Atrapo 2. mOSCGS

_ : E s56n Z ymmosec:s
Poirque TeNnia 3y 'IUECJO

porqY tenq 0, [Veqe Se escaparoh 3 osea Tien e
=3 pero e le psc aparen § KNOSCGy fl/fgc? Y&(
fenty ~31Y5=2

Muestra la necesidad de nombrar un estado inicial: tenia... Surge el cero, pasa del
lenguaje natural, se escaparon 3, a lo sintactico -3. Sin embargo la frase: se le escaparon 5, la
representa como positivo 5. Ndtese que debi6 haber escrito se le escaparon 5 moscas menos, lo

cual puede escribirse como —(-5) o (+5). Reconoce el nimero signado.

Estudiante E 9

g S R=1 ~crae ~os aee OUE”
XD-(®) =X

Tiene la necesidad de establecer una cantidad x como un estado inicial. Utiliza sintaxis
algebraica. La introduccion de una cantidad inicial desconocida lo conduce a una equivalencia
sintactica de expresiones: x-3 — (-5)=x+2. Surgen los nimeros signados -3 y (-5) y el nimero

sustractivo ya que se indica una resta en la expresion x-3 — (-5).

Estudiante E 3

AYYAPO 2 wiosCas Qyey: =3
hoy = -2 (-5)z2
hOu:@

Jushificacion

Responde con la expresion numérica propuesta por Bruno y Martindn (1997),

reconociendo los numeros signados.
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Estudiante E 20

L, NOC T

Dot 1Ficocida: Dice Ste < Pomer T S ‘e

s CayE ora 3Jf;s”-1(~2c'lr o \_ng | ce §{ we

o\ 32 ¢ (\,r\%@ = lee 22 1wescoposon IO (MQSCES

rereS ol Tl O-r"*cll'-o(‘\)"ffi’»‘?cﬁJ CR-385 A 345 - xF

Necesita el estado inicial manifestandose al utilizar x. Resuelve el problema de manera
sintactica via los numeros sustractivo y signado. Utiliza el lenguaje natural, se le escaparon 5

moscas menos que ayer, para justificar el paso de —(-5) a la expresion sintactica equivalente +5.
Reconoce los nimeros signados.

Estudiante E 19

Z  (reshos lasmoscas que
_,'\5 *6:‘2 o &*{Q(&qggf\y le somas
s 5 pagsca, [ave no e
€ rSCapAioOnT menes)
¢\ resultado zcue.'y

Escribe una expresion sintactica y el -3 indica una resta, el +5 lo obtiene a partir de la

equivalencia semantica: sumas 5 moscas, con la frase, que no se le escaparon menos. Reconoce
los numeros sustractivo y signado.

Estudiante E 26

"9 * Candi en & prequnt
L= moseas ConSiderands Que e ol k. e
Son deben <optaz floan que dia o si (8
Gob e bx 8= slaparan, poae | 7 dios.

S QA w0 {enermoy  OIUOC infor- ‘

UG  omuremoe  estd> pomo O 129 &de\cceq Qf“h5 MOy oxbrapd
\ YY)\ .
Mmooy (e atrapo. Me pavece mal  veductado,

Escribe en lenguaje natural tratando de dar significado al problema. La respuesta de 8

hace referencia a las moscas que atrapd en los dos dias. No considera los opuestos
atrapar-escapar tampoco compara lo que paso en los dos eventos.
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Estudiante E 27

‘—5\ < - N

Utiliza una representacién gréfica. Al escribir 8 moscas se refiere a lo que atrapé durante
los dos dias independientemente si se le escaparon o no. Compara dos cantidades ya que escribe

el signo menos entre 3a y 5a. Reconoce los nimeros sustractivo y signado.

Estudiante E 34

fk)s‘%mms

3\ (’\TC %2 fe r SQ/W .

e?ﬁ th

Recurre al lenguaje natural omitiendo el signo menos en el segundo evento que conduce a

sumar el 3 més el 5.

Estudiante E 2

o= Koy aba20 1/ mosess; aqer afffa)m b6 o5, es decir, hy 690

5 mos0zs  mas QU(' oger, ¢ oo
’%/ef’ 6 moxC75 '3(?5057’66[95) 5 e olro menerd} se kr CCPII

/%L/ //MOIS’J(Q%'Z)”"J‘%) ol 5 menos>  que oye”

Necesita establecer un estado de 6 moscas para el dia de ayer e indica que se le escaparon
3; quedando 3 moscas. Establece una equivalencia semantica de las frases, atrapd 5 moscas y, se
le escaparon 5 menos, por lo que suma 6 mas cinco 5 resultando 11, resta las 3 que se escaparon

y el resultado es 8. La respuesta se centra en las que atrapo los dos dias es decir, 11.
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Estudiante E 8

5 ('WQSC (,\S

dice Quz sec (¢ Cvaan 2

oy q ot &P }OTOb‘\CiMD
P - X :
o (_) d(u de hoY {‘—w.»rom S MOy G we AYec

<7 \
DX, .qwe Y PP o

S Mescas

Escribe en lenguaje natural la equivalencia seméantica; fueron 5 menos es lo mismo que
atrapd 5 moscas.

Estudiante E 23

O Selo 5
Qe 5 wo l
Po/av-é cu:_)(, solo
Se escapersn \ﬂ
\z escaparo
Po/q_u.(, S.\ wae é\(e ? s 2 \5 Q“D

-Q\\r,v\ﬂ 5 ?or SO

auc c\\seu/ <Se \_e CSCQQQ(QV\
3 "Mool e S {)Uo \/\s:-)
Se \¢ escq@c\/ow\ 5 ne ADS

Qre Sy es Q/\'\Tof\gcs

Ne Se CSCC\?Q"Q"\ S

Recurre al lenguaje natural. Se apoya en la palabra escapar y establece formas semanticas
equivalentes: se le escaparon menos, no se escaparon. La comparacion que llevé a cabo en el

proceso de resolucién, no la considera en la parte final y escribe 5 que es lo que se atrapé en el
segundo evento.

Categoria: Combinacion de comparaciones adyacentes

“Alejandro Tiene 3 canicas menos que Héctor, Simon tiene 7 canicas mas que

Alejandro. ;Cuantas canicas mas tiene Simon que Héctor?”, tomado de Alcantara (2010).
La respuesta es (-3)+(+7)=(+4)
Se reportan ocho producciones correctas y una incorrecta.
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Estudiante E 22

Ry . Porave. },. 3= q

Al;jamdfo\ Heedo £ Symo
IS e (i 1

O 1 2. 7¢° P
Difecencig

Justifica con una sustraccion y con la recta numérica en la que el cero corresponde a lo
que tiene Alejandro. También indica lo que tiene Héctor y Simén. El signo menos y la palabra

diferencia le dan un sentido sustractivo a la negatividad.

Estudiante E 32

= 10 - b o _ ‘ 5
H X 5 S - l4 ‘ﬁ;s\w’*@r"x **‘%:\i‘:i e i‘{ f,}@hﬂ{(‘;@f; o S
[:\ R g ue ‘:‘t{??“‘

e v

Utiliza nimeros positivos y una sustraccion. Recurre a suponer un valor inicial. Existe
una interpretacion no algebraica de las letras H, A, S, ya que representan las iniciales de los

nombres que aparecen en el problema.

Estudiante E 25
Aeprink 3 Yy, st
Nmof (V)4 (3), Nﬁ‘
= i
L= 4 Can| cay. %\\\tml\
En la representacion intuitivas (marcas) le asigna un nimero arbitrario de canicas a cada

uno de las tres personas. Posteriormente, esa misma idea la registra pero con un menor nimero

de marcas. Surge el nimero signado.
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Estudiante E 34

Alegndro =xX—3 R=4 caneas
A(ﬁ@f = X -
Jinch — x—+F S alepudio fit 3 conias e
% n Flahi@s (Y[\S e
it ol nens 3. e yobo K
T

0 3
B
Yﬁ&%ﬁ‘% L\ mQéS\

Resuelve el problema con sintaxis algebraica suponiendo un estado inicial designado
como X-3. Da una explicacion en la que, al menos tres de Alejandro, le suma, los 3 de los siete
de Simon. Ha igualado con esto lo que tienen Alejandro y Héctor y sobran 4, que es lo que tiene
de mas Simon que Héctor. EI numero relativo se presenta al sumar el menos 3 de Alejandro con

los 3 de los 7 que tiene Simdn. También aparece el nUmero sustractivo en la expresion: x-3.

Estudiante E 23

Q glmov\ L“.Lv\c_ '*l cenrcal

A\ \Uo X W x(

V%
\—\ecio»« X

%\Y\’\on Xk 7 \r\cc\“)( Xhé
xi 3 {\\zh\anévo *Q

gt .= DU - S Q”\J -
= X\ F=
(X\cbq .\érogt ene 3 canieS

eXOY  pel>

-3
) mhoea

Wienos C_‘UC

g VA G F wes e A\°BCAM

<\ \c_?:\(Q.

Las expresiones algebraicas incluyen la suposicion de un valor inicial (Alejandro x-3,
Héctor x, Simon x+7). Obtiene la diferencia entre x+7 y x-3 restando de manera vertical. La
respuesta seria 11 pero él indica que es -4 en la diferencia, también dice “Simon tiene 4 canicas

mas que Héctor”. Surgen el nimero sustractivo y el nimero signado.
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Estudiante E 15

H cahi(cas X=3 yt7

Por(/(‘/o S /e;cu//a/r@ #((’nt _,_'5 e r—/eULo/‘ y
N/ON 2L/el’\e +7 )’V)C(O? ve f}qndﬁo Ja
C//FFVehc/u stria ‘jya gue =3 FF= 4y

Aparece el nimero signado -3. Hace referencia al nimero sustractivo al escribir: la
diferencia seria.

Estudiante E 20

L\ C et c €

Ho;— ,\aes SR e re.vc»lm A=

“?) i =X e
s<riogkd 7 . Nhoro,ss Nepenen vale W2, e';f;.c&‘ejfch
Zi;r$§§—3)+7 H-FH "Qf ‘o“} orto,como sl

e ] eoe Qcto e ‘mcy\& VO~ Fieme (ch-oq

‘Ju:-} 5 f-;c A & S OJ%% '\hc FYone 3 Ty Mmeros Lve

Utiliza lenguaje natural y sintaxis algebraica. Su respuesta es equivalente a la correcta.

Estudiante E 26

—
=< cancad
Héokar tiere “x" camtided de canicas. (No e saken Qm@).
Alejondro kvene X-3 Qankidad de canicas (3 canicos menos que Héetor)
Jimdn Liene x 5+7 coamt; dad  de canicad (Teomas mdS o m?loﬂd"b
L Jodtificacidn: Sy aimdn tienc Ll

—:)‘\'7:‘)‘4 ‘ “X"es el pim. e CQ‘\\CQ) e Héctoy,
s 3 4_7 PO‘ () qr el % q® mmaica que tie-
N < ‘“C A comaes aS Oue Héctor

Necesita la suposicion de un estado inicial indicado por x que es lo que tiene Héctor,
luego resta 3 de lo que tiene Héctor correspondiéndole a Alejandro x-3. Simon tiene lo mismo
que Alejandro mas 7; x-3+7, resulta x+4. No explica como ha eliminado x en la parte final,

escribe  -3+7=+4 lo que coincide con la respuesta sintactica.
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Estudiante E 28

Ve o Xi== o 3-3=¢4% R
4 cancay” —
0 L |y O
\O : / 3\m
® 8% | Llec Ot
/] N pachO \ \\

Propone dos respuestas recurriendo a un estado inicial expresado aritméticamente con

una sustraccion erronea. Utiliza ademés, una representacion concreta donde Alejandro tiene 3
canicas y Simén 10, entonces Héctor deberia tener 6 para que se cumpla lo que indica el

problema.

Del andlisis de las producciones de 16 estudiantes en los problemas de variacion de
variaciones (problema 13) y de combinacion de comparaciones adyacentes (problema 14)

podemos afirmar lo siguiente:

Hemos observado la interpretacion de los textos en forma distinta a la esperada, es decir,
existe una comprension parcial del problema (E 8 y E 9, problema 13, variacion de variaciones).

Concluimos ademas, que las representaciones intuitivas realizadas en el proceso de
resolucion, aun las correctas, por si mismas no permiten arribar a la expresion sintactica. Es
necesario proporcionar ensefianza a los estudiantes para lograr la transicion a la sintaxis. De
hecho solo tres estudiantes finalizan con la expresion sintactica correcta del problema (E 3,
problema 13, variacion de variaciones, E 15 y E 26, problema 14, combinacion de

comparaciones adyacentes).

Observamos que la suposicion de un valor arbitrario para el estado inicial en el enunciado
del problema reduce la negatividad a ser representada solamente como un ndmero sustractivo
(E 22 y E 32, problema 14, combinacién de comparaciones adyacentes). Un estudiante reconoce
la negatividad por medio de numeros signado y relativo (E 1, problema 13, variacion de
variaciones). Otros estudiantes también reconocen la negatividad por medio del nimero signado
(E3,E9, E 15 E 19 y E 20, problema 13, variacion de variaciones, E15 y E 26, problema

comparacion de comparaciones adyacentes).
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3.2 Tablas sobre el desempefio de los estudiantes en el cuestionario final

En seguida se presentan ocho tablas que muestran los nexos entre los resultados obtenidos

por los estudiantes en los problemas 5, 6, 8, 9, 10, 11, 13 y 14.

Las columnas en las tablas se describen a continuacion.

Columna 1. Indica el nimero de alumnos que contestan del mismo modo, aunque también puede
ser un unico alumno.
Columna 2. Estudiantes
Columna 3. Resultado dado por el estudiante.
Columna 4. Proceso de resolucion.
En el inicio de la tabla se presenta el texto del problema y la posible respuesta.

Lee con atencidn los ejercicios y problemas, contesta y resuelve, justifica tus
respuestas.
Tabla 5. Variacion de un estado

5. Andrés pidié prestado 2 pesos durante el recreo y en la salida su mama le dio 5 pesos,
¢cual es la cantidad que puede él gastar sin endrogarse nuevamente? Justifica tu respuesta
con una operacion.

Resultado
(-2)+(5)=(+3
Cantidad
de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
alumnos
2 1°,2° 3 Resta aritmética vertical.
5-2=3
1 3° 3 Resta aritmética vertical. 5-2=3
Lenguaje verbal.
Es una resta si, Andrés le regresa lo pedido prestado
al compariero se queda con 3 pesos lo cual ya son de
él.
1 4° 3 Resta aritmética vertical.
Andrés= pide $2 Sumaméleda$s 5-2=3
Lenguaje verbal. Justificacion: Puede gastar 3 pesos
de los 5 que le dio su mama ya que debe 2 pesos.
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Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
alumnos
1 5° 3 Resta aritmética horizontal.
dinero que se tiene) 5  (deuda) -2 = (sobrante) 3
Lenguaje verbal.
Si tiene $5.00 y debe $ 2.00, se resta 5-2 y se obtiene
3, que es la cantidad que puede gastar, una vez
pagada su deuda.
1 6° 3 Expresion algebraica.
X-2
-2+5=3
1 7°,8°% 9° 3 pesos Resta aritmética vertical. 5-2=3
1 10° 3 pesos Resta aritmética horizontal. Justificacion:
5-2=3
1 11° 3 pesos Resta aritmética horizontal.
5-2=3
Lenguaje verbal.
Con los cinco pesos que le dio su mama paga los dos
y se queda con 3 pesos los cuales puede gastar.
1 12° 3 pesos Resta aritmética horizontal. 5-2=3
Lenguaje verbal.
3 pesos ya que debe regresar 2 pesos y le dieron 5
1 13° 3 pesos Suma aritmética igualada a restas.
2 = Prestados
5 = de Andreés
2+5=7-2=5-2=3
1 14° 3 pesos Lenguaje verbal.
Pidio 2 pesos y después le dieron 5 pero debe pagar
los 2 pesos que habia pedido prestados.
Resta con sustraendo negativo y procedimiento
incorrecto. Entonces restas
2 - 5yqueda 3 pesos. 2-5=3
1 15° 3 pesos Recta numérica con explicacion.

Pidi6 pesos. Su mama le dio.

|
I I I I I I I I I

-1 -2 w 4 5 6
licde gastar.
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Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
alumnos
1 16° 3 pesos Expresion sintactica. -2+5=3

Lenguaje verbal.

Puede pagar los $ 2 y gastar los otros 3 pesos.
1 17° 3 pesos Expresion sintdctica. -2+5=3
1 18° $ 3 pesos | Expresion sintactica. -2+5=3
1 19° $3.00 Lenguaje verbal.

(pesos) Pues pidio prestado 2 y los tiene que pagar; y para no
endrogarse de nuevo, para pagar esta deuda solo goza
de 3 pesos para gastar; y los otros dos pesos, para
pagar.

Resta aritmética vertical. 5-2 =3
1 20° $3.00 Expresion sintactica.

(pesos) Justificacion: -2 + 5= +3

Lenguaje verbal.
Sélo puede gastar $ 3.00, para emplear los otros dos
en pagar lo que debia y asi no tener deudas.
Justificacion: -2+5=+3
1 21° $3.00 Resta aritmética horizontal.
5 - 2 que debe = 3 solo puede gastar $ 3.00 ya que
debe $ 2.00
1 22° $3 Resta aritmética vertical. $5-$2=$3
1 23° $3 _5 Positivos.
2 Deuda.
Resta aritmética vertical. 3 Al pagar la deuda.
1 24° $3 Resta aritmética vertical con comprobacion.
5-2=3 2+3=5
Lenguaje verbal.
Andrés se puede gastar solamente $ 3 ya que si no
seguiria debiendo.
1 25° $3 Resta aritmética horizontal.
$5-%$2=%3
Lenguaje verbal.  Paga lo que pidid y le sobran 3.
1 26° $3 Resta aritmética horizontal 5-2=3
1 27° $3 Expresion sintactica. (-2) + (+5) =3
1 28° Puede Resta aritmética vertical. 5-2=3
gastar 3
pesos
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Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
alumnos
1 29° Puede Resta aritmética vertical. Numero sustractivo.
gastar 3 5-2=3
pesos Expresion sintactica. Numero signado.
(-2)+5=3
1 30° Puede Lenguaje verbal y expresion sintactica en la que parte
gastar 3 del cero.
pesos. Puede gastar 3 pesos porque:
0-2=-2y -2+5=3
1 31° $ 3 puede | Tabla.
gastar $2 $5 $2
Juan Gastado Gastado Sobran $3
1 32° $3.00 Lenguaje verbal.
para Es confuso ya que podria ser que su mama le dio
pagarle a | dinero antes pero no le alcanzé.
quién le
presto.
1 33° 5 pesos Suma y resta aritmética.
5+2-2=5
1 34° Lenguaje verbal.
067 Porque tiene 2 opciones si su mama le regalo el $ o
no.
Si le tuviera que pagar a su mama no podria gastar
nada. Ya que tiene $ 7 pesos y debe pagar $ 5 a
mamay $ 2 a su amigo.
Si no le tuviera que pagar a su mama podria gastar $
5 pesos y solo le pagaria $ 2 a su amigo total $7.
1 35° 7 Suma aritmética vertical. 2+5=7

Andlisis de la Tabla 5, Variacién de un estado

5. Andrés pidié prestado 2 pesos durante el recreo y en la salida su mama le dio 5 pesos,
¢cual es la cantidad que puede él gastar sin endrogarse nuevamente? Justifica tu respuesta
con una operacion.

Resultado

(-2)+(5)=(+3)

Del primero al sexto estudiante escriben como respuesta 3, el primero y el segundo usan

una resta aritmética vertical 5-2=3. El tercero y el cuarto usan una resta aritmética vertical 5-2=3

y el lenguaje verbal explicando el contexto del problema. El quinto resuelve de forma similar al
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tercero y cuarto solo que la resta aritmética 5-2=3 es horizontal. El sexto escribe la expresion
algebraica x-2, -2+5=3. Del séptimo al 17° escriben como respuesta 3 pesos. El séptimo, octavo y
noveno usan la resta aritmética vertical 5-2=3. El décimo resuelve con una resta aritmética
horizontal 5-2=3. El 11° y 12° usan una resta aritmética horizontal 5-2=3 y lenguaje verbal
explicando el contexto del problema. EI 13° usa una suma aritmética igualada a restas. El 14°
escribe el resultado correcto pero el procedimiento en la resta con sustraendo negativo no es
correcto. Explica el contexto del problema con lenguaje verbal, introduce la expresion “2-5 'y

queda 3 pesos”.

El 15° resuelve con una recta numérica anulando 2 negativos con 2 positivos, marcando
los 3 positivos sobrantes como los que puede gastar. EI 16° llega a la sintaxis -2+5=3 y usa el
lenguaje verbal explicando el resultado. EI 17° escribe la expresion sintactica -2+5=3. El 18°
escribe como respuesta $3 pesos y resuelve con la expresion sintactica -2+5=3. El 19° escribe
$ 3.00 (pesos), usa el lenguaje verbal y una resta aritmética vertical. El 20° y 21° escriben $3.00,
el 20° llega a la expresion sintactica -2+5=+3 y usa el lenguaje verbal explicando el contexto del
problema. El 21° usa la resta aritmética horizontal: 5-2=3. Del 22° al 27° escriben como
respuesta $ 3. EI 22° usa una resta aritmética vertical con los signos de pesos: $5-$2=$3. El 23°
usa una resta aritmética vertical 5-2=3. El 24° usa una resta aritmética vertical con comprobacion
5-2=3, 2+3=5.

El 25° usa una resta aritmética horizontal 5-2=3. El 26° resuelve de forma similar al 25°
pero introduce signos de pesos $ 5 - $ 2=$ 3 y el lenguaje verbal. El 27° llega a la expresion
sintactica (-2)+(+5)=3. El 28°, 29° y 30° proponen como respuesta: Pueden gastar 3 pesos. El 28°
usa una resta aritmética vertical 5-2=3. El 29° resuelve con una resta aritmética vertical: 5-2=3
(ndmero sustractivo) y con la expresion sintactica (-2)+5=3 (namero signado). EI 30° parte del
cero y llega a la expresion sintactica 0-2=-2, -2+5=3, usa también el lenguaje verbal. El 31°
contesta: $ 3 puede gastar Juan. La tabla que propone result6 dificil de interpretar. EI 32 contesta
$ 3.00 para pagarle a quien le presto, explica con lenguaje verbal: “Es confuso ya que podria ser
que su mama le dio dinero antes pero no le alcanzd”. El 33° escribe 5 como respuesta, justifica
con la suma aritmética: 5+2-2=5, la cual es correcta pero no resuelve el problema. ElI 35°

contesta con el nUmero 7 usando la suma aritmética vertical: 2+5=7.
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En sintesis: Considerando (-2)+(+5)=(+3) como la respuesta correcta, 8 alumnos

resuelven el problema.

Tabla 6. Combinacién de estados

6. Delia nacion en el afio 4 antes de Cristo y vivio 12 afios. ¢ Cuando muri6?

Resultado
(-4) +(+12) =38

Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion

alumnos

18 Del 1° al 8 Recta numérica con positivos y negativos, partiendo

18° del -4 y después yendo hacia la derecha.

2 19°y 20° 8 Recta numérica con positivos y negativos partiendo
del 4 y después yendo hacia la derecha. Expresion
sintactica. Adicion con un sumando negativos
-4+12=8

1 21° 8 Expresion sintactica. Sustraccion con positivos.
12-4=8

1 22° 8 Expresion sintactica. Sustraccion con positivos.
12-4=8
Lenguaje verbal explicando que a los afios después
de Cristo se le restan los afios antes de Cristo.

3 23°,24°y |8 Expresion sintictica. Adicion con un sumando

25° negativo -4 + 12 =8

3 26°, 27y 8 No justifica respuesta.

28°

1 29° 16 Recta numérica con positivos partiendo del 4 y
después yendo hacia la derecha.

1 30° 16 Expresion sintactica. Adicion con dos sumandos
positivos. 4 + 12 = 16

1 31° 16 Expresion sintactica. Adicion con dos sumandos
positivos. 4 + 12 = 16 Recta numérica con positivos
partiendo del 4 y después yendo a la derecha.

1 32° 16 Tabla con positivos comenzando con el 5 vy
finalizando en el 6

3 33°,34°y 16 No justifica respuesta.

35°
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Analisis de la Tabla 6, Combinacion de estados

6. Delia nacion en el afio 4 antes de Cristo y vivio 12 afios. ¢ Cudndo murié?

Resultado.
(-4)+(+12) =8

Veintiocho estudiantes escribieron el 8 como respuesta, del 1° al 18° utilizaron la recta
numerica con negativos y positivos, partiendo del -4 y yendo a la derecha hasta llegar al +8. Los
alumnos 19° y 20° ademas de la recta numeérica resolvieron con la expresion sintactica -4+12=8
usando un sumando negativo. El sujeto 21° utilizé la expresion sintactica de sustraccion con
positivos 12 - 4 = 8. El 22° utiliz6 la expresion sintactica con positivos 12 - 4 = 8 y lenguaje
verbal. La expresion sintactica con un sumando negativo -4 + 12 = 8 como Unica justificacion
aparecio en 3 casos (23° a 25°). Aparecen otros tres casos que no justifican su respuesta (26° a
28°).

Siete estudiantes (del 29° al 35°) escribieron 16 como resultado. El 29° utiliz6 la recta
numeérica con negativos y positivos, el 30° resolvié con la sintaxis de adicién con positivos
4+12=16. El 31° ademas de una expresion sintactica con positivos 4 + 12 = 16 resolvio en la
recta con positivos. El 32° resolvio con una tabla de nimeros positivos. Tres sujetos (33°a 35°)
no justifican su respuesta.

En sintesis:

Cinco alumnos contestaron correctamente.

Treinta alumnos no contestaron correctamente.
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Tabla 8. Variacion de un estado

8. En la Ciudad de Chihuahua la temperatura por la noche era de 4 grados centigrados

bajo cero y horas después por la mafiana la temperatura descendié 3 grados centigrados,

jcuanto marca el termometro por la mafiana?

Resultado
(-4)-(+3)=(-7)

Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion

alumnos

1 1° -7°C Operacién con  negativos no convencional y

4C
-3C
vertical. -7C
1 2° -7°C Recta numeérica horizontal con el cero y negativos.
——+————+—0
-7 -6 5 4 -3 2 -1
0
4
-3
7
Operacion con negativos no convencional y
vertical.

1 3° -7°C Expresion sintactica con suma de negativos.
(-4)+(-3)=-7°C
1+
0°C -4 -7
Recta numérica horizontal con el cero y los
negativos a la derecha.

1 4° -7°C Lenguaje verbal.

Si tenemos -4 y le aumentamos otro -3, da -7
1 5° -7°C Representaciones alternativas.
Lenguaje verbal.
Noche -4, descendi6 -3°C, mafiana -7°C.
Expresion sintactica sin paréntesis -4-3=-7
Serie numerica.
1 6° -7°C Lenguaje verbal. Sumamos los 4 grados que habia

por la noche méas los 3 grados mas que descendid
por lo cual da 7 pero como la temperatura era bajo 0
pues es negativo y pasaa -7°C.
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Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
alumnos
2 7°y8° -7°C Expresion sintéctica sin pareéntesis. -4-3=-7
1 9° -7°C Expresion sintactica no convencional con negativos
y horizontal, incluye °C.
-4°C-3°C=-7°C
2 10°y 11° -7°C Expresion sintictica con suma de negativos.
(-4)+(-3)=-7
2 12°y 13° -7°C No justifica.
1 14° Marca -7°C | Recta numérica horizontal con negativos hasta el -7
y el cero.
—— 1ttt
-7 -6 5 4 -3 2 -1 0
Lenguaje verbal.
De -4° C, bajo 3 grados mas.
Operacion no convencional con negativos Yy
i
vertical. -7
1 15° Marca -7°C | Lenguaje verbal.
Marca -7 ° C porque era -4 y bajo 3°C o sea -3
sumados es -7° C.
Expresion sintctica con resta incorrecta.
(-3)-(-4)=-7
1 16° El Expresion sintactica sin paréntesis. -4-3=-7
termometro | Recta numérica vertical con positivos y negativos
marca -7°C. | descrita correctamente.
1 17° -7 grados Termdmetro vertical con positivos y negativos.
centigrados.
1 18° -7 grados Lenguaje verbal con signo igual.
centigrados.
Porque -4 grados -3 grados=-7 grados.
2 19°y 20° -7 grados No justifica.
centigrados.
1 21° 7 grados Suma aritmetica vertical. 4+3=7. Respuesta correcta
centigra- que no coincide con la operacion realizada.
dos bajo
cero.
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Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
alumnos
1 22° 7 grados Recta numerica horizontal con positivos y negativos
centigrados | descrita correctamente.
bajo cero.
2 23°y 24° 7 grados No justifica.
centigrados
bajo cero.
1 25° 7°Cbajo0 | Dos formas de representacion numérica de la
solucion.
7° C bajo 0 6 7 grados centigrados bajo cero, de
igual manera -7°C.
1 26° 79 bajo Operacion no convencional con negativos y
cero. 4g
ﬁ
en forma vertical. -7g
1 27° -7°C bajo Expresion sintactica con negativos y sin paréntesis,
cero 0 -7°C. | -4-3=-7, aunada a la representacion hibrida:
-A(Z2)-3(=)=-7(C=7)
Recta numérica vertical con el cero y negativos.
1 28° -7 Recta numérica vertical con el cero y negativos
hasta el -7.
1 29° Respuesta Dibujos de dos termdmetros indicando dos
indicada en | momentos.
un dibujo
del
termometro.
(-7)
1 30° No hay Dibujo de un termometro con el cero, positivo 4
respuesta. hasta el negativo 4.
1 31° -1°C Termdmetro vertical con positivos y negativos.
1 32° -1°C Lenguaje verbal.

-1°C, se restan los grados sigue siendo recta
numerica.

Recta numérica horizontal en la que marca el cero,
el-lyel-4.
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Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
alumnos
1 33° -1°C Recta numeérica vertical con positivos y negativos.

Expresion sintactica con suma de negativos Yy
positivos, incluye °C. -
4°C+3°C=-1°C

1 34° 1° TermoOmetro en forma vertical con el cero en medio.
1 35° 1 grado. Lenguaje verbal.

Porque la resta de 4-3 da 1 grado centigrado.

Andlisis de la tabla 8, VVariacién de un estado

8. En la Ciudad de Chihuahua la temperatura por la noche era de 4 grados centigrados
bajo cero y horas después por la mafana la temperatura descendié 3 grados centigrados,

¢cuanto marca el termdémetro por la mafana?

Resultado

(4)-(+3)=(-7)

Trece alumnos escriben -7°C como respuesta. EI alumno uno justifica con una operacion

4C
-3C

de negativos no convencional y vertical -7C . El alumno dos, usa una recta descrita correctamente

y una operacion con negativos no convencional y vertical en la que escribe el cero en la parte

iU

4

3
superior-7 . El tres escribe una expresién sintactica con suma de negativos (-4)+(-3)=-7 y usa
una recta numérica horizontal con el cero y los negativos a la derecha. El cuarto usa el lenguaje
verbal correctamente indicando la adicion de negativos. El quinto indica representaciones
alternativas: lenguaje verbal en el que muestra los tres momentos correctamente. Usa la expresion
sintactica sin paréntesis -4-3=-7, escribe una serie numérica en la que parte del 10, pasa por el
cero y llega al -7. El sexto usa el lenguaje verbal indicando una adicién de positivos y finalmente

sefiala, como la temperatura era bajo 0 pues es negativo y pasa a -7°C.

El siete y el ocho usan exclusivamente la expresion sintactica sin paréntesis -4-3=-7. El

nueve justifica con la expresion sintactica no convencional con negativos y horizontal
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-4°C-3°C=-7°C. El diez y el 11 usan exclusivamente la expresion sintactica con suma de
negativos (-4)+(-3)=-7. El 12 y 13 no justifican. El 14 y 15 escriben como respuesta: Marca -7°C.
El 14 usa una recta numérica desde el -7 hasta el 0, usa lenguaje verbal, de -4°C, bajé tres grados

mas, indica dos momentos y omite el tercer momento. También escribe una operacién no

4
3

convencional con negativos y vertical -7 . El 15 explica con lenguaje verbal correctamente, hace
una suma de negativos, pasa de los positivos, bajo 3°C, a negativos, 0 sea -3, la expresion
sintactica (-3)-(-4)=-7 no es correcta. El 16 escribe: El termdmetro marca -7°C, justifica con una
expresion sintactica sin paréntesis -4-3=-7. Ademds usa una recta numeérica descrita

correctamente.

Del 17 al 20 escriben -7 grados centigrados como respuesta. ElI 17 justifica con un
termometro vertical con positivos y negativos. EI 18 con lenguaje verbal se refiere a un
sustraendo positivo: Porque -4 grados -3 grados =-7 grados. Si se da la interpretacion de que
quitar 3 positivos es igual a -3 para que resulte -7. Usa el signo igual =. El 19 y 20 no justifican
su respuesta. Del 21 al 24 escriben 7 grados centigrados bajo cero como respuesta. El 21 recurre
a una suma aritmética vertical 4+3=7 pasa del 7, a la negatividad en lenguaje verbal, 7 grados
centigrados bajo cero. El 22 justifica con una recta numérica horizontal con positivos y negativos
descrita correctamente. El 23 y 24 no justifican. EI 25 escribe 7°C bajo 0 con lenguaje verbal.

Propone dos formas de representacion de la solucién: 7°C bajo 0 equivale a -7°C.

El 26 escribe como respuesta 7g bajo cero. Usa una operacion no convencional con

-4g
3g

negativos y en forma vertical -7& . El 27 escribe -7°C bajo cero 6 -7°C. La primera respuesta

resulta redundante (-7°C bajo cero). Propone una expresion sintactica con negativos y sin

paréntesis -4-3=-7, aunada a la representacion hibrida: -4(==)-3("=)=-7(T="7). También
emplea una recta numérica vertical con el cero y negativos. El 28 escribe -7 y usa una recta
aritmética vertical con el cero y negativos hasta el -7. EI 29 indica su respuesta en un dibujo de
un termometro (-7), justifica con dibujos de termémetros indicando dos momentos. El 30 no da
respuesta. Dibuja un termdmetro con el cero, positivo 4 hasta el negativo 4. El 31, 32 y 33
escriben -1°C como respuesta. El 31 usa un termometro vertical con positivos y negativos. El 32

justifica con lenguaje verbal indicando que se restan los grados y la recta numérica en la que
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marca el cero, el -1 y el -4. ElI 33 usa una recta numérica vertical con positivos y negativos.
También justifica con la expresion sintactica de suma con negativos y positivos en la que incluye
°C: -4°C+3°C=-1°C. EIl 34 escribe 1° como respuesta, justifica con un termémetro en forma
vertical con el cero en el punto medio. El 35 escribe 1 grado, usa el lenguaje verbal “porque la

resta de 4-3, da 1 grado centigrado”.
En sintesis, si consideramos correcta la respuesta (-4)-(+3)=(-7) y su equivalente
(-4)+(-3)=(-7), tres alumnos resuelven el problema.
Tabla 9. Comparacion de un estado

9. En la Ciudad de México la temperatura minima fue de 3 grados centigrados bajo ceroy

la maxima fue de 26 grados centigrados, ¢cual es la diferencia entre las dos temperaturas?

Resultado
(26)-(-3)=(+29)
Cantidad
de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucién
alumnos
2 1°y2° 29° C Recta numeérica con positivos y negativos.
2 3°y4° 29°C Recta numeérica con positivos y negativos.
Suma aritmética vertical 26+3=29
3 5°,6°y7° |29°C Recta numérica con positivos y negativos.
Suma aritmética horizontal 26+3=29
1 8° 29 ¢ Recta numérica con positivos y negativos.
Suma aritmética horizontal 26+3=29
1 9° 29° C Recta numeérica con positivos y negativos.

Lenguaje verbal: Simplemente se ve cuanto hace
falta del -3 para el 26°C. Completacion por conteo.

1 10° 29° C Recta numeérica con positivos y negativos.

Lenguaje verbal: Estaba -3 y 26, lo Unico que hago es
contar de -3 a 26 en la tabla y sale el resultado.
Completacion por conteo.

1 11° 29 grados Lenguaje verbal: Porque 3 grados para 26 grados da
29° centigrados. Completacién por conteo.
1 12° 29 grados Lenguaje verbal: Porque son tres ° en lo que llega al

0° y maés los 26° que faltan. Completacion por
conteo en dos pasos.
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Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion

alumnos

1 13° 29° C Lenguaje verbal: Porque son los 26° que tiene para el
cero y luego los -3 grados que suman 29° C.
Completacion por conteo en dos pasos.

1 14° 29° C Lenguaje verbal: Porque como son los -3 ° C son
negativos, entonces a los positivos se le aumentan.
Completacion por conteo en dos pasos.

1 15° 29°C Lenguaje Verbal: Debido a que como es un nimero
negativo el 3, en lugar de restar se suma al 26.

2 16°y 17° 26 grados Representaciones intuitivas. Dibuja dos termometros
de las situaciones.

1 18° 23 Sustraccion aritmética vertical 26-3=23

1 19° 29° C Suma aritmética vertical 26+3=29

1 20° 29° C Expresion sintactica con el significado de grado,
sustraccion horizontal con el sustraendo negativo.
26°C-(-3°C)=29°C

1 21° 29° C Expresion sintactica, sustraccion horizontal con el
sustraendo negativo. 26-(-3)=29

2 22°y 23° 29° C No justifica

1 24° 29° No justifica.

centigrados

1 25° 29 grados No justifica.

1 26° +29 Recta numeérica con positivos Yy negativos.
Completacion por conteo.

1 27° 23° C Expresion sintactica, con el significado grados,
adicion con un sumando negativo
-3°C+26°C=23°C

1 28° 23 grados Recta numeérica con positivos y negativos.

centigrados
-3

Cadigo personal. 26

1 29° 23 grados No justifica.

centigrados
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Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucién
alumnos
1 30° 23 grados Sustraccion aritmética. 26-3=23

Lenguaje verbal: Puesto que a la minima fue de -3
grados y la maxima 26. La diferencia nada maés la
sacamos restando. Asociacion de la palabra
diferencia con la sustraccion.

1 31° 23°C Representacion concreta. Dibujo del termdmetro.
Sustraccion aritmética vertical: 26-3=23.
1 32° 22 grados Suma no correcta con un sumando negativo

centigrados. | -3+26=22

1 33° 30 Recta numérica con positivos y negativos. Error
aritmetico.
1 34° 30°C Recta numérica con positivos y negativos. Error
aritmético.
1 35° No la Lenguaje verbal: Que al principio era una
registra temperatura bajo cero y después va ascendiendo.

Representacion concreta. Dibujo de un termometro.
Sentido de la diferencia.

Analisis de la tabla 9, Comparacion de un estado
9. En la Ciudad de México la temperatura minima fue de 3 grados centigrados bajo ceroy

la maxima fue de 26 grados centigrados, ¢cudl es la diferencia entre las dos temperaturas?

Resultado

(26)-(-3)=(+29)

El primero y segundo escriben la respuesta 29° C, usan la recta numérica con positivos y
negativos. El tercero y cuarto alumno también escriben 29° C, usan la recta y hacen una suma
aritmética vertical 26+3=29. EIl quinto, sexto, y séptimo siguen el mismo procedimiento que el
tercero y el cuarto, la diferencia es que la suma aritmética es en forma horizontal. El octavo
escribe 29° g, usa la recta y una suma aritmética horizontal 26+3=29. El noveno hace una
completacion por conteo, escribe 29° C, usa el lenguaje verbal: simplemente se ve cuanto hace

falta del -3 para el 26°C y la recta numérica con positivos y negativos. EI décimo hace una
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completacion por conteo, escribe 29° C, usa la recta numérica y el lenguaje verbal: estaba -3 y
26, lo unico que hago es contar de -3 a 26 en la tabla y sale el resultado.

Del onceavo al quinceavo usan exclusivamente el lenguaje verbal, el onceavo hace una
completacion por conteo escribié 29 grados y la frase: porque 3 grados para 26 grados da 29°
centigrados. La completacion por conteo del doceavo es en dos pasos, escribe 29 grados,
justifica escribiendo: porque son tres ° en lo que llega al 0° y méas los 26° que faltan. El treceavo
también hace una completacion por conteo en dos pasos, escribe 29° C y registra la frase:
porque son los 26° que tiene para el cero y luego los -3 grados que suman 29°C. EIl catorceavo
hace una completacion por conteo en dos pasos, propone la respuesta 29° C y también escribe:
porque como son los -3° C son negativos, entonces a los positivos se le aumentan. El quinceavo
registra 29° C en su respuesta y escribe: debido a que como es un nimero negativo el 3, en lugar
de restar se suma al 26.

El dieciseisavo y diecisieteavo escriben 26 grados, dibujan dos termémetros con las
situaciones que plantea el problema. El dieciochoavo escribe 23, hace una sustraccion aritmetica
vertical 26-3=23. El diecinueveavo escribe 29°C usa una suma aritmética vertical 26+3=29. El
veinteavo escribe 29° C usa la expresion sintactica con significado de grados y una sustraccién
horizontal con sustraendo negativo 26°C-(-3°C)=29°C. El veintiunavo escribe 29° C usa la
expresion sintactica sustraccion horizontal con el sustraendo negativo 26-(-3)=29. EIl
veintidosavo y veintitresavo escriben 29° C y no justifican. El veinticuatroavo escribe 29°
centigrados y no justifica. El veinticincoavo escribe 29 grados y tampoco justifica. El
veintiseisavo escribe +29, usa la recta numérica con positivos y negativos. El veintisieteavo
escribe 23° C justifica con la expresién sintactica con el significado de grados, usa una adicién
con un sumando negativo -3°C+26°C=23°C.

El veintiochoavo escribe 23 grados centigrados usa la recta numérica con positivos y

-3
negativos ademas una expresion con un codigo personal 26. El veintinueveavo escribe 23 grados

centigrados y no justifica. El treintavo escribe 23 grados justifica con una sustraccién aritmética
26-3=23 con la expresion: puesto que a la minima fue de -3 grados y la maxima 26, la diferencia
nada mas la sacamos restando, asocio la palabra diferencia con la sustraccion.

El treintaiunavo escribe 23° C justifica con una representacion concreta: dibujo del
termOmetro y una sustraccion aritmética vertical; 26-3=23. El treintaidosavo responde 22 grados

centigrados, usa una suma no correcta con un sumando negativo -3+26=22. El treintaitresavo
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escribe 30 usa una recta numérica con positivos y negativos se presenta un error aritmético. El
treintaicuatroavo escribe 30° C usa una recta humérica con positivos y negativos tiene un error
aritmético. El treintaicincoavo no registra la respuesta, soélo justifica con el dibujo de un
termometro y lenguaje verbal: que al principio era una temperatura bajo cero y después va
ascendiendo, le da sentido a la palabra diferencia.

En sintesis y considerando (26)-(-3)=(+29) como respuesta correcta, dos estudiantes

resuelven el problema.

Tabla 10. Variacion de un estado

10. La mama de Gabriel compro ciruelas, las cuales fueron colocadas en un recipiente,
pasaron dos dias y se pudrieron 3 ciruelas. Y Gabriel se comid 4. ;Cdémo se expresa la
cantidad de ciruelas que ya no forman parte de las que se podian comer al estar recién
compradas? Justifica tu respuesta con una operacion.

Resultado
(-3)+(-4)=(-7)
Cantidad
de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
alumnos
1 1° 7esigual |4 que ya fueron comidas y 3 podridas (las que se
al nimero | comen y las que no se comen). 4+3=7
de ciruelas | Suma aritmética horizontal con explicacion en
que yano | lenguaje verbal.
se pueden
comer.
1 2° Yano se T=Total de ciruelas.
pueden T-3-7=ciruelas que se pueden comer.
comer 7 3+4=Ciruelas que no se pueden comer.
ciruelas. Asigna a T el significado de total, usa negativos -3 y
-7.
Suma aritmética horizontal sin indicar el resultado en
la operacion sino el significado de estos numeros en
el contexto del problema en lenguaje verbal.
1 3° -TX x cantidad de ciruelas.
ciruelas X(-3-4)=-7 ciruelas.
-7x ciruelas.
Expresion algebraica no convencional.
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Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
alumnos
1 4° 7 P/
TGO
L/:_Z O0HO=
3 se pudrieron, 4 se comid, al sumarlos dan 7 y no
queda ni una.
Lenguaje verbal.
Dibujos.
1 5° 7 3+4=7
Suma aritmética vertical.
1 6 X-7 ,\ Q@ ]
N800/
(X-3)+(x-4)=x-7
Dibujos.
Expresion algebraica.
1 7° X-7 7 ciruelas no se pueden comer ya que se pudrieron 3
y se comieron 4.
Se pudrieron 3. x-3
Se comi6 4. x-4
x-7
Lenguaje verbal.
Operacion  no  convencional de  expresiones
algebraicas en forma vertical.
1 8° X-7 Dial Dia 3
X X-3
x=Cantidad de ciruelas recien compradas.
Expresion algebraica.
Lenguaje verbal.
Introduce el tiempo.
2 9°y10° X-7 X-3-4=x-7
Expresion algebraica no convencional.
1 11° -7 Recta numeérica descrita correctamente.

Operacion no convencional con negativos y vertical.
-3

4

-7

Reminiscencia de las operaciones aritméticas.
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Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
alumnos
1 12° -7 (-3)+(-4)=-7  x-7
Expresion sintactica correcta.
Expresion algebraica.
3 13°,14°y Respuesta
15° no Dibujo de 4 manzanas y 3 podridas.
indicada.
1 16° Respuesta x0-7 OOOOO0O
no Representacion hibrida.
indicada.
1 17° Respuesta | Suma aritmética vertical 3+4=7
no Resta aritmética vertical 7-3=4
indicada.
1 18° Respuesta | (x-3)-4=
no Expresion algebraica no convencional.
indicada.
1 19° Respuesta | P3 GC4
no Letras y nimeros que corresponden al contexto del
indicada. | problema.
1 20° X-3 Pasaron 2 dias, ya no estaban recién compradas, asi
que son 3 ciruelas menos, x-3.
Lenguaje verbal.
Expresion algebraica.
1 21° X-3 Compro x pasaron 2 dias pudrieron 3
comio4 x-3
Lenguaje verbal.
Expresion algebraica.
1 22° X-3 2d=-3c g=4
Expresiones propias con letras y nimeros.
Expresion algebraica.
2 23°y 24° X-3 No muestra procedimiento.
1 25° c-3 Si se compré “c” cantidad de ciruelas, ese seria

nuestro total y al pudrirse 3, se tendria que expresar
como “-3” por lo que da c-3.
Lenguaje verbal. Expresion algebraica.
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Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
alumnos
1 26° 3 ciruelas Comidas por Gabriel. —— 4 )
3 —Podridas.
yanose 1 —=—Posiblemente quedan.
pueden Resta aritmética vertical.
comer .
porque se Lenguaje verbal.
pudrieron.
1 27° 3 7-4=3
Sélo sumé la cantidad de ciruelas podridas con las
que se comieron y luego resté otra vez las 3 que
estaban mal.
Resta aritmética vertical. Lenguaje verbal.
1 28° X-3=4 x-3=4
x=la cantidad de ciruelas en un principio.
3=ciruelas podridas.
4=ciruelas comidas por Gabriel.
Expresion algebraica. Lenguaje verbal.
1 29° X-4 n=ndmero de ciruelas podridas.
n+4=x n=x-4 n=3
X-4=3
x=3+4 xX=7
Expresiones algebraicas.
1 30° X-2 Recién compradas todas se podian comer, después de
2 dias queddé= x-4-2=y que no se pueden comer, es
x-2 la cantidad de ciruelas.
Lenguaje verbal con expresion algebraica.
1 31° X c-3-4=x donde c= ciruelas
-3=ciruelas podridas
-4=ciruelas comidas
x=resultado
Expresion algebraica.
Lenguaje verbal.
4 32°, 33°, 12, 14, 25 | No contesto.
34°y 35° y 31
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Analisis de la tabla 10, Variaciéon de un estado

10. La mama de Gabriel compro ciruelas, las cuales fueron colocadas en un recipiente,
pasaron dos dias y se pudrieron 3 ciruelas. Y Gabriel se comidé 4. ;Cdémo se expresa la
cantidad de ciruelas que ya no forman parte de las que se podian comer al estar recién
compradas? Justifica tu respuesta con una operacion.
Resultado
(B)+(-4)=(-7)
El primer alumno escribe la respuesta: 7 es igual al numero de ciruelas que ya no se
pueden comer, usa la suma aritmética horizontal 4+3=7, explica el contexto del problema con
lenguaje verbal. El segundo escribe como respuesta: Ya no se pueden comer 7 ciruelas. Justifica
con negativos, asigna un valor a T, también usa una suma aritmética horizontal 3+4=. En lugar
de escribir el resultado, explica con lenguaje verbal que la suma de esos nimeros es la respuesta
del problema. El tercero escribe -7x ciruelas, usa una expresion algebraica no convencional, x es
la cantidad de ciruelas, luego suma -3 con -7, escribe: x(-3-4)=-7. Al final agrega x a -7,
resulta 7x ciruelas. El cuarto y quinto alumnos escriben 7 como respuesta. El cuarto dibuja 4
ciruelas y 3 ciruelas podridas, explica el significado en lenguaje verbal. El quinto alumno
justifica con la suma aritmética vertical 3+4=7.
Del sexto al décimo escriben la respuesta x-7. El sexto dibuja 3 manzanas obscuras y 4
claras, escribe la expresion algebraica (x-3)-(x-4)=x-7 que no es correcta porque el resultado debe

ser 2x-7. El séptimo escribe la operacion no convencional de expresiones algebraicas en forma
Se pudrieron 3. x-3
) Se comid 4. x-4 ) ) o )
vertical x-7, explica con lenguaje verbal el significado de las expresiones. El octavo
explica que hay dos momentos, el dia 1 que le corresponde x que es la cantidad de ciruelas recién
compradas y el dia 3 x-3. Sin embargo registra la respuesta x-7. El noveno y décimo justifican
con la expresion algebraica no convencional x-3-4=x-7. El 11° y 12° registran la respuesta -7. El

11° usa una recta descrita correctamente ademas la operacion no convencional con negativos y

-3
4
vertical -7 . El 12° resuelve correctamente, con la expresion sintactica (-3)+(-4)=-7, también

escribe x-7.
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Del 13°al 19° no indican la respuesta. El 13°, 14° y 15° resuelven de manera similar,
justifican con dibujos de 4 manzanas y 3 manzanas podridas. El 16° registra la representacion
hibrida: ~ xO-7 OOOOOOO. El 17° justifica con la suma aritmética vertical 3+4=7 y la resta
aritmética vertical 7-3=4. El 18° usa la expresion algebraica no convencional (x-3)-4= en la que
no indica el resultado. EI 19° usa el lenguaje verbal y nimeros que corresponde al contexto del
problema: pudrieron P3, Gabriel comio GC4. Del 20° al 24° escriben como respuesta x-3. El 20°
usa el lenguaje verbal y expresiones algebraicas, explica “al pasar dos dias ya no estan recién
compradas las ciruelas por lo que su respuesta es x-3”. El 21° justifica con expresiones
algebraicas explica que pasaron dos dias y se pudrieron 3 manzanas. También indica que Gabriel
se comid 4, sin embargo su respuesta es x-3.

El 22° usa expresiones propias con letras y nimeros 2d=-3c g=4. Da como respuesta la
expresion algebraica x-3. El 23° y 24° no registran algin procedimiento. El 25° escribe la
respuesta c-3, usa el lenguaje verbal y expresiones algebraicas. Indica que “c” es el total de
ciruelas y como se pudrieron tres se expresa “-3” por lo que resulta c¢-3. EI 26° escribe como
respuesta 3 ciruelas ya no se pueden comer porque se pudrieron. Usa una resta aritmética vertical
con lenguaje verbal. EI 27° escribe el 3 como respuesta, justifica con la resta aritmética horizontal
7-4=3, usa el lenguaje verbal, su explicacion “Solo sumé la cantidad de ciruelas podridas con las
que se comieron y luego resté otra vez las 3 que estaban mal” no corresponde con la resta. El 28°
registra la respuesta x-3=4, usa el lenguaje verbal y expresiones algebraicas x-3=4 explica los
datos del problema: x=la cantidad de ciruelas en un principio, 3=ciruelas podridas, 4=ciruelas
comidas por Gabriel. Sin embargo la respuesta no es correcta. EI 29° escribe como respuesta x-4,
usa expresiones algebraicas que son légicas: n=namero de ciruelas podridas, n+4=x, n=x-4, n=3,
x-4=3, x=3+4, x=7 pero no logra relacionarlas para dar una correcta justificacion.

El 30° registra la respuesta x-2, usa lenguaje verbal con expresiones algebraicas, “Recién
compradas todas se podian comer, después de 2 dias quedo= x-4-2=y que no se pueden comer, es
X-2 la cantidad de ciruelas”. El 2 de la expresion x-4-2 no corresponde con los datos del
problema, esto lo lleva a la expresion x-2 tampoco es correcta. El 31° propone como respuesta X,
usa expresiones algebraicas y lenguaje verbal. Estas expresiones: c-3-4=x donde c= ciruelas,
-3=ciruelas podridas, -4=ciruelas comidas, x=resultado, son logicas pero no llega a establecer una

relacion que lo lleve a la respuesta correcta.
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En sintesis y considerando la expresion (-3)+(-4)=(-7) como correcta. Solamente un
alumno resuelve el problema.

Tabla 11. Variacion de un estado

11. Elvira tiene una deuda de 14 pesos y decide disminuir su deuda para deber 6 pesos

menos, ¢Cual sera la deuda actual?

Resultado

(-14) -(-6) = (-8)

Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion

alumnos

19 Del 1° al 8 Expresion sintactica. Sustraccion con positivos:

19° 14-6=8

1 20° 8 Expresion sintactica. Sustraccion con positivos:

14 - 6 = 8 Lenguaje verbal, equivalencia semantica
disminuir la deuda con pagar.

1 21° 8 Expresion sintactica. Sustraccion con positivos:

14 - 6 = 8 Lenguaje verbal. Palabra deuda. Uso de
tabla.

1 22° 8 Ecuacion de primer grado de la forma
a+tx=Db

3 23°,24°y 8 No justifica

25°

1 26° -8 Expresion sintactica. Adicion con un sumando
negativo. -14 + 6 = -8 16 - 6 = 8 Expresion
sintactica. Sustraccion con positivos. Lenguaje
verbal, contrarios, deber 8, tener -8.

2 27°y 28° -8 Expresion sintactica. Adicion con un sumando
negativo. -14 + 6 = -8 Lenguaje verbal: deber 8 es
igual a -8 (alumno 27°). El alumno 28° escribid: Es
una suma porgue como es deuda se tiene que agregar
dinero.

2 29°y 30° -8 Expresion sintactica. Adicion con sumando negativo.
-14+6=-8
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Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
alumnos
1 31° 6 Sustraccion con positivos 14 - 8 = 6

Representaciones intuitivas; billetes y monedas,
representa las tres partes de la sustraccion.

1 32° 6 Lenguaje verbal; equivalencia entre disminuir su
deuda con pagando. Sustraccion vertical con

lé) _1@
8

positivos , sefiala que es igual a ®.

1 33° 6 Lenguaje verbal: si quiere disminuir a 6 pesos, tiene
que pagar primero 8.

1 34° 6 No justifica

1 35° -6 Recta numérica con negativos, parte del -14 y llega al
-6.

Analisis de la tabla 11, Variacién de un estado

11. Elvira tiene una deuda de 14 pesos y decide disminuir su deuda para deber 6 pesos
menos, ¢ Cual sera la deuda actual?

Resultado

(-14) -(-6) = (-8)

Veintiséis alumnos (1° a 25°) escriben 8 como respuesta, de los cuales 19 (1° a 19°)
1

[SAIE N

ml

registran una expresion sintactica de sustraccion con positivos . El 20° estudiante ademas
de la sustraccion con positivos utilizan el lenguaje verbal, un alumno (21°) recurre a la expresion
sintactica de sustraccion con positivos, lenguaje verbal y uso de tabla. Un alumno (22°) justifica

con una ecuacioén de primer grado. Tres estudiantes (23° a 25°) no justifican su respuesta.

Cinco estudiantes (26° a 30°) sefialan que la respuesta es -8, uno de ellos (26°) registra
una expresion sintactica de adicién con un sumando negativo -14+6=-8  recurre a los positivos
en una expresion sintactica de sustraccion 14-6=8 y también se apoya del lenguaje verbal
sefialando la equivalencia de deber 8 con tener -8. Otros dos sujetos (27° y 28°) utilizan una

expresion sintactica de adicion con un sumando negativo también el lenguaje verbal: deber 8 es
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igual a -8 y como es deuda se tiene que agregar dinero. Dos estudiantes (29° y 30°) utilizan

exclusivamente la expresion sintctica de adicion con un sumando negativo.

De los 4 alumnos que escriben el 6 como respuesta el 31° hace uso de los positivos con

una sustraccion 14-8=6 y representaciones intuitivas, el 32° recurre al lenguaje verbal:

disminuir su deuda es lo mismo que pagar, el 33° recurre al lenguaje verbal, interpreta que Elvira

quiere disminuir su deuda a 6 pesos. El 34° no justifica.

El 35°

propone la respuesta -6 apoyandose de la recta numérica. Hizo un conteo

equivocado en la recta.

En sintesis:

Cinco alumnos contestaron correctamente.

Treinta alumnos contestaron de una forma incorrecta.

Tabla 13. VVariacion de variaciones

13. El dia de ayer a una arafia se le escaparon 3 moscas que habian caido en su red, hoy se

le escaparon 5 menos que ayer. ¢, Cuantas moscas atrapg?

Resultado

(-3)-(-5) = (+2)

Cantidad
de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
alumnos
2 1°y2° 2 Expresion sintictica. Sustraccion con negativos.
(-3)-(-5) =2
1 3° 2 Expresion sintactica. Sustraccion con negativos y
positivos. (-3)-(+5) =2
1 4° 2 Expresion sintactica. Sustraccion con positivos.
-3
)
2
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Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion

alumnos

1 5° 2 Expresion sintactica. Sustraccion con positivos. 5
- 3 = -2 Representacion intuitiva: telarafias y
moscas.

1 6° 2 Expresion sintactica. Adicion con negativos Yy
positivos. -3+5=2

1 7° 2 Expresion  sintdctica. Adicion con negativos
positivos. -3 + 5 = 2 Lenguaje verbal,
equivalencia de las palabras escapar con resta y
sumar con frase: las que no se escaparon menos.

1 8° 2 Expresion sintactica. Adicion con negativos y
positivos. - 3 + 5 = 2  Lenguaje verbal,
equivalencia de escapar 3 con tener -3, partiendo
del cero.

1 9° 2 Expresion algebraica de sustraccion con negativos.
X-3-(-5) =2

1 10° 2 Recta numeérica partiendo del cero, yendo a la
izquierda y desde ahi hacia la derecha. Lenguaje
verbal, equivalencia de los nimeros 0, -3 + 5 con
las frases; no atrap6 nada, se le escaparon y hoy
atrap6 5 mas que ayer respectivamente.

1 11° 2 Recta numérica partiendo del cero, yendo a la
izquierda y desde ahi hacia la derecha.

1 12° 2 Repeticion de las frases del enunciado del
problema.

1 13° +2 Expresion sintactica, sustraccion con negativos y
positivos. (-3)-(+5) = +2

1 14° X+ 2 Expresion algebraica con positivos y negativos.
(x-3) - (-5) = (x-3) + 5 = x +2 Lenguaje verbal
equivalencia de las expresiones x - 3 y -(-5) con las
frases: se le escaparon 3 y se le escaparon cinco
menos al dia anterior, respectivamente.

1 15° X +2 Expresion algebraica: x-3 x+5 x+2

1 16° (x-3)+2 | Expresion algebraica: (x-3), (x-3)+2

1 17° 5 Lenguaje verbal, equivalencia de se le escaparon
cinco menos con atrapo.

1 18° 5 Lenguaje verbal, equivalencia de: se le escaparon 5

menos con, NO Sse escaparon 5.
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Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion

alumnos

1 19° 5 Expresion sintactica. Sustraccion con positivos.
10-(-5) =5

1 20° 8 Expresion algebraica. Sustraccion con positivos y
negativos. 3a - 5a = 2a Representaciones intuitivas,
dibujo de telarafas y moscas.

1 21° 8 Expresion sintactica. Adicion con  positivos.
3+5

1 22° 8 Ecuacion de primer grado: x + a = b (incorrecta)
3-5=x x=5+3 x=8

1 23° 8 Lenguaje verbal explicando la dificultad de
interpretar el problema.

1 24° 8 Lenguaje verbal, explica que se suman las 3 que se
le escaparon ayer, mas las 5 de hoy.

1 25° -8 Expresion sintictica. Sustraccion con positivos y
negativos. 3 - 5 = -8 Representacion intuitiva,
dibujo de telarafia y moscas.

1 26° Las que no | Lenguaje verbal, explica que no se sefiala el nimero

escaparon de moscas que atrapé.

1 27° 8610 Lenguaje verbal, sefiala que, el dia anterior se le
escaparon 3 pero tenia 5. Representaciones
intuitivas, dibujos de telarafia y moscas.

1 28° 11 Expresion sintactica. Adiciobn con negativos,
adicion con positivos. -3-5 = -8 (vertical)
5+3=88+3=11

1 29° 11 Lenguaje verbal, 6 que atrapé ayer, hoy atrap0 5
moscas mas que ayer, en otras palabras se le
escaparon 5 menos, por lo que al parecer escribe 11
Como respuesta.

1 30° 7 No justifica.

1 31° y Expresion algebraica. x-3-5=y

1 32° X Expresion algebraica. Ayerx-3  Hoy x
Lenguaje verbal en el que afirma que hoy no se le
escaparon moscas.

1 33° Ninguna Representacion intuitiva, dibujé 8 moscas y sefiala
que ninguna se escapo.

1 34° Ninguna Lenguaje verbal, repite por escrito el problema.

1 35° Ninguna Lenguaje verbal, sefiala que no es posible que hoy

se escapen 5 menos que ayer porque ayer sélo se le
escaparon 3.
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Analisis de la tabla 13, Variacion de variaciones
13. El dia de ayer a una arafia se le escaparon 3 moscas que habian caido en su red, hoy se
le escaparon 5 menos que ayer. ¢Cuéntas moscas atrap6?
Resultado
(-3)-(-5) = (+2)
Doce estudiantes escribieron como respuesta 2; el 1° y 2° primero utilizan la sintaxis en
una sustraccion de negativos: (-3)-(-5)=2, omitiendo el + en el 2, el tercero responde con el

numero dos pero la expresion (-3)-(+5)=2 no es correcta. La expresion sintactica con positivos
23
=
del cuarto 2 no es correcta. El quinto escribe una sustraccion con positivos 5-3=2 y dibuja la
telarafia y las moscas. El sexto utiliza la sintaxis con una adicion de negativos y positivos -3+5=2
la cual consideramos correcta aunque omitio el + en el 2. El séptimo y el octavo utilizan la misma
expresion que el sexto. Se apoyan en el lenguaje verbal. El octavo escribe una equivalencia
semantica: escapar 3 con -3, partiendo del cero. El noveno sujeto utiliza la expresion algebraica
x-3-(-5) = 2. El 10° estudiante usa dos recursos que incluyen a negativos; recta numérica y
lenguaje verbal. EI 11° s6lo utiliza la recta numérica. EI 12° repite por escrito el enunciado del
problema. El 13° propone una expresion sintactica de sustraccién con negativos y positivos no
correcta: (-3)-(+5) = +2

El 14° estudiante, escribe (x -3)-(-5)=(x+2) pasa del lenguaje verbal a expresiones con
negativos. En la respuesta x+2 del 15° estudiante aparece el sentido sustractivo de la negatividad
porque resta 5-3 de las expresiones x-3, X+5 que inventa para resolver el problema.

El 16° alumno escribe expresiones algebraicas.
El 17° y 18° utilizan expresiones seménticas equivalente, no resuelven correctamente el
problema.

Seis alumnos (del 19° al 24°) escribieron como respuesta el 8. Se observa que operaron
con los nimeros 3 y 5 vy realizaron distintos procedimientos que no los llevé a contestar
correctamente.

El 25° contesta -8 con una sintaxis incorrecta y sus dibujos no muestran una representacion clara
de la situacion del problema.

El 26° no realizé una comprension correcta del problema. ElI 27° tampoco interpret6

correctamente el problema.
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Los alumno 28° y 29° escriben como respuesta el 11, solo en el caso del 29° se encontrd
una explicacion que nos permitid interpretar el porqué de su respuesta, indica que son 6 moscas
de ayer y luego con una expresion seméantica equivalente sefiala que a las 6 se le suman las 5. El
procedimiento del 28° no es claro para nosotros.

El 30° no justifica. El 31° escribe una expresion algebraica. EI 32° ademas de usar
literales sefiala una equivalencia semantica de una parte del problema.

La representacion concreta del 33° no representa claramente la informacion del enunciado y no
Ileva al alumno a resolver el problema correctamente.

La explicacion escrita del alumno 34° es una copia del problema.

La justificacion del 35° sugiere que este problema es dificil de interpretar para algunos
estudiantes.

Consideramos el 2 y no sélo al +2 como respuesta correcta, a pesar de estar trabajando
con enteros, ya que desde la ensefianza se omite el +.

8 alumnos resolvieron correctamente el problema.

Tabla 14. Combinacién de comparaciones adyacentes

14. Alejandro tiene 3 canicas menos que Héctor, Simon tiene 7 canicas mas que Alejandro.
¢Cuantas canicas mas tiene Simoén que Héctor?

Resultado
(-3)+(+7)=(+4)
Cantidad
de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
alumnos
1 1° 4 canicas. | Expresiones algebraicas y lenguaje  verbal
explicando la relacion entre las tres cantidades
dadas. Alejandro = x-3
Héctor =x  Simon= x-3+7
1 2° 4 canicas. | Expresiones algebraicas y uso del lenguaje verbal.
X X-3 X-3+7 X+4 -3+7=+4
1 3° 4 canicas. | Expresiones algebraicas.
Alejandro Simén  Héctor
(x-3) (x-3)+7  (x+3)
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Cantidad

de Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
alumnos
1 4° 4 canicas. | Sustraccion de expresiones algebraicas.

Alejandro=x Héctor=x+3 Simén=x+7
(x+7)-(x+3)=4

1 5° 4 canicas. | Asigna a Alejandro y Simon valores enteros. Ningun
nimero asocia con Héctor. Agrega una sustraccion
de naturales. Héctor ? Alejandro -3 Simon +7
7-3=4

1 6° 4 canicas. | Lenguaje verbal y expresion sintactica con un

sumando negativo. -3+7=4

1 7° 4 canicas. | Expresiones algebraicas, sustitucion de A en S.
A=H-3 S=A+7 S=(H-3)+7
S=H+4

1 8° 4 canicas. | Expresiones algebraicas, igualacion de los valores de
A.

A=H-3 A=S+7 S+7=H-3 S-H=7-3 S-H=4

1 9° 4 canicas. | Recta numérica con el cero y positivos.
Sefiala que existe una diferencia.
Alejandro Héctor Simon
1 |

| 1 1 [l 1

0 1

I | ] ] ]
3 4 5 6 7
Diferencia 7-3=4

b ==

1 10° 4 canicas. | Expresiones  algebraicas 'y  representaciones
intuitivas: palitos.
Al
H 1111

Alejandro (-3)-(x) Simén (7)+(-3) +4 S IIIIII

1 11° 4 canicas. | Asignacién de un nimero de canicas a cada persona.
A=10 H=13 S=17

1 12° 4 canicas. | Asignacion de un nimero de canicas a cada persona.
Héctor 11 canicas. Simon 15 canicas.

Alejandro 8 canicas.
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Cantidad | Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
de
alumnos
1 13° 4 canicas. | Ecuacion de primer grado: x+a=b incorrecta.
Asignacion de un nimero de canicas a cada persona.
A=10, H=13, S=17

1 14° 4 canicas. | Expresiones algebraicas distintas para el valor de A.
A=3x  A=T7x

1 15° 4 canicas. | Explica los datos del problema y concluye: se hace
una resta 7 canicas (Simén) menos 3 canicas
(Alejandro) es igual a 4.

1 16° Simon Expresion algebraica, con un sumando negativo.
tiene 4 . ) .
canicas Héctor x Alejandro x-3 Simén x-3+7
masque | X3T7XH4
Héctor.

1 17° Tiene 4 Codigos personales, adicion con positivos 'y
canicas negativos introduciendo X. A-3 Heéctor
mas. S+7 Alejandro

Héctor x-3=x-3+7=x-4

1 18° Simén Expresiones algebraicas. Sustraccion en forma
tiene 4
canicas Hector x ‘:| _x-3

) Alejandro  x-3 .:l:ltl 7
mas que . Simon X+7 20

) vertical. -4
Héctor.

1 19° Simon Expresiones algebraicas, lenguaje verbal explicando
tiene 4 o . . .
canicas sus significados. Asignacion de un numero de
mas que canicas a cada persona.

Héctor.

A S Ale Hec Sim
H-3 7+A 7 10 14

Si Alejandro tiene 3-H (7), Simén 7+A (14), y
Héctor 3+H (10), se toma como referencia a Héctor
con un numero X y se da valor a los demas.
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Cantidad | Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
de
alumnos
1 20° 4 canicas | Asignacién de un numero de canicas a cada persona.
tiene
Simén Héctor  Alejandro  Simon
mas que 8 5 12
Héctor.
1 21° Simon H=10
tiene 4 -3
canicas A= _
. Sustraccion con positivos. 7 S=14 Alejandro
mas que . L . h
) tiene 7. Simon tiene 14 porque tiene 7 mas que
Héctor. ;
Hector.
1 22° 4 canicas | No justifica.
mas que
Héctor.
1 23° 4 Asignacion de dos nimeros y una incgnita
?7=X.
Expresiones algebraicas. A H S
-3 ? +7
X-3
X-3+7
1 24° x=4 Expresiones algebraicas, adicién con positivos vy
negativos.
Lenguaje verbal. Concluye: es como si a 7 le restas 3
y da 4 que son las canicas que tiene de mas Simon
que Héctor.
Héctor x Alejandro x-3 Simon x-3+(+7)
1 25° 4 Sustraccion ~ con  sustraendo  negativo y

representaciones concretas: canicas.

3-7=4
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Cantidad | Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion
de
alumnos
1 26° No lo Asignacion de un nimero de canicas a cada persona.
indica. Introduce Xx.
No. De canicas. Héctor Alejandro  Simén
X X-3  (x-3)+7
1 27° No lo Asignacion de un nimero de canicas a cada persona.
indica. Representacidn no usual de una recta numérica.
A H S
-3 1 4
-3-2-1012314
1 28° Héctor Expresiones algebraicas. Dibujos de canicas donde
3-x aparece X.
Alejandro
7+X Alejandro  Héctor  gimen
000
-&o X *560°
1 29° 10 canicas | Expresiones algebraicas y lenguaje verbal
mas. estableciendo, relacién entre dos cantidades.
x-3
x+7
10 canicas mas, esto como resultado de que
tomamos como base a Alejandro y observamos que
tiene 3 menos, + los 7 que tiene Simon de mas, dan
10 canicas.
1 30° 10 canicas +_Z
mas. Adicién con positivos. 10
1 31° 10 Escribe: s6lo se suma las canicas que Héctor tiene
mas que Alejandro y Simdn, 10 canicas.
1 32° % =10 Ecuacion de primer grado, escribe una variable al

cuadrado. A=3-q’ H  S=7+q’A  3-X=T7+x

X-X=7+3 X2 =10
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Cantidad | Estudiantes | Resultado Proceso de resolucion

de

alumnos

1 33° 21 Lenguaje verbal. a=-3h s=+7a vy h=a

canicas. 3

1 34° 3 canicas. | Resolucion de wuna ecuacion de primer grado.
4+3=T7+x +4-3=7+x  1=7+X -6=x +4-3=7-6
+1=+1

1 35° X-3+7 Asignacion de expresiones algebraicas a cada
persona. Alejandro Héctor Simén
X-3 X X-3+7

Anélisis de la tabla 14, Combinacién de comparaciones adyacentes

14. Alejandro tiene 3 canicas menos que Héctor, Simon tiene 7 canicas mas que Alejandro.
¢Cuantas canicas mas tiene Simoén que Héctor?

Resultado
(-3)+(+7)=(+4)
Quince alumnos escriben como respuesta 4 canicas. ElI primero de ellos le asigna la

incognita a Héctor, de ahi resta para destinarle a Alejandro x-3. Finalmente escribe: Simon
x-3+7, que es lo que le corresponde a Alejandro (x-3) mas 7 de Simén. El segundo alumno
escribe el mismo procedimiento que el primero. Explica con lenguaje verbal llegando a la
expresion -3+7=4 en la que ya no escribe x. El tercero también utiliza expresiones algebraicas.
Aparecen los numeros relativos x-3 que le corresponde a Alejandro y x+3 a Héctor. La expresién
(x-3)+7 es equivalente a x-3+7 aparecida en el primer y segundo caso. El alumno no opera esta
expresion. El cuarto alumno parte del valores de Alejandro (x) es por eso que a Héctor le asigna
x+3, luego saca la diferencia de (x+3) de Héctor con (x+7) de Alejandro y llega a 4. La expresion
del quinto alumno contiene una idea parecida a la de los alumnos primero a tercero, sélo que este

alumno no utiliza x y a Héctor no le asigna un namero.
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El resuelve correctamente el problema considerando a la expresion sintactica

(-3)+(+7)=(+4) como la correcta.

El sexto estudiante expresa con sus propias palabras la misma informacion del enunciado
y llega a la sintaxis correcta -3+7=A. El séptimo alumno sustituye A en S. El octavo iguala los
valores de A, se equivoca en el proceso de resolucion del problema dos veces conduciéndolo al
resultado correcto. EI noveno utiliza la recta numérica y sefiala la diferencia con una flecha hacia
la izquierda. El décimo alumno se apoya del &lgebra y de las representaciones concretas para
justificar. Los alumnos 11° y 12° asignan un numero a cada persona, no utilizan los mismos
numeros para cada una. EI 13° también asigna un ndmero a cada persona y justifica con una
ecuacion que no lo lleva a la respuesta. El 14° utiliza expresiones algebraicas pero no resuelve el
problema. La respuesta del 15° no muestra los datos suficientes para hacer una interpretacion de

coémo comprendié el problema.

Siete alumnos escriben como respuesta que Simdn tiene 4 canicas mas que Héctor. La
respuesta del alumno 16° contiene un procedimiento similar a la de los alumnos 1°, 2°, 17°, 23°
y 24°. La expresion que registra el 17° estudiante es similar a la de los alumnos primero a tercero
y a la del 16° pero los pasos muestran un camino diferente. EI 18° trata de resolver el problema
con una sustraccion, no la resuelve ya que escribe -4 como resultado de la operacién. Debi6 ser
10. Notese que el cuarto alumno utiliza una sustraccion con las mismas expresiones, pero el 18°
alumno coloca a x-3 en el minuendo. Como se indico anteriormente la respuesta debié ser 10, €l
escribe 4, no llega a la respuesta con un procedimiento correcto. ElI alumno 19 combina el
lenguaje verbal con expresiones algebraicas, explica que a cada persona le corresponde un
numero y que también puede expresarse estableciendo relaciones con abreviaturas. EI 20°
alumno sigue un camino parecido al 11° y 12°. El 21° resuelve con una sustraccién de positivos,

el 22° no justifica.

El 23° asigna x a Héctor, sefiala que Alejandro tiene -3 y Simén +7. Esto lo
interpretamos como: tiene 7 mas que Alejandro, ademas utiliza la expresion x-3+7 como los
alumnos 1°, 2°, 16°, 17°, 23°, 24° y 35°,

El 24° alumno utiliza la expresion x-3+(+7) que es equivalente a la usada por los

alumnos, 1°, 2°, 16°, 17°, 23° y 35° (x-3+7). La sustraccion que resuelve el alumno 25 no es
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correcta, debio resultar -4 en lugar de 4. El procedimiento del 26° alumno es parecido al de los
alumnos 1° y 16°. El 27° alumno asigna un nimero a cada persona aunque se equivoca al contar
por lo que sus representaciones en la recta no coinciden con los datos del problema. Las
representaciones concretas del alumno 28 no lo llevan a establecer expresiones algebraicas
correctas. El alumno 29 utiliza expresiones algebraicas pero éstas son incorrectas. Los alumnos
30 y 31 operan con los numeros del enunciado pero no establecen una relacién correcta de estos.
El alumno 32 establece una ecuacion erronea. ElI alumno 33 sefiala que hay que sacar la
diferencia entre la segunda y tercera expresion (s=+7a y h=a/3). El planteamiento y resolucion de
la ecuacion propuesta por el alumno 34 no son correctos. La respuesta que registra el alumno 35
(x-3+7) es similar a las expresiones en los procedimientos de los alumnos 1°, 2°, 16°, 17°, 23° y
24°,

En sintesis:
Dos estudiantes resuelven correctamente el problema.

Treinta y tres estudiantes no lo resuelven.
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3. 2. 1 Andlisis de resultados de las Tablas

En este apartado se muestra el nimero de respuestas correctas aparecidas en las tablas 5, 6, 8, 9,

10, 11, 13 y 14 del cuestionario. Se indica a qué categoria pertenecen.

NUm. de la
tabla.

Problema o ejercicio. Respuesta. Categoria.

Respuestas
correctas

NUm. de la
tabla.

Problema o ejercicio. Respuesta. Categoria.

Respuestas
correctas

Tabla 5

Andrés pidio prestado 2 pesos durante el recreo y en la
salida su mama le dio 5 pesos, ¢cual es la cantidad que
puede €l gastar sin endrogarse nuevamente? Justifica tu
respuesta con una operacion.
Resultado.
, , (:2+()=(+3)
CATEGORIA: VARIACION DE UN ESTADO

8 respuestas
correctas

Tabla 6

Delia nacidn en el afio 4 antes de Cristo y vivid 12 afios.
¢Cuando murio?
Resultado.
(-4) +(+12) =8
CATEGORIA: COMBINACION DE ESTADOS

5 respuestas
correctas

Tabla 8

En la Ciudad de Chihuahua la temperatura por la noche
era de 4 grados centigrados bajo cero y horas después por
la mafana la temperatura descendid 3 grados centigrados,
¢cuanto marca el termoémetro por la mafiana?
Resultado.
) ) (-4)-(+3)=(-7)
CATEGORIA: VARIACION DE UN ESTADO

3 respuestas
correctas

Tabla 9

En la Ciudad de México la temperatura minima fue de 3
grados centigrados bajo cero y la maxima fue de 26
grados centigrados, ¢ cual es la diferencia entre las dos
temperaturas?
Resultado.
(26)-(-3)=(+29)
CATEGORIA: COMPARACION DE UN ESTADO

2 respuestas
correctas

Tabla 10

La mama de Gabriel compro ciruelas, las cuales fueron
colocadas en un recipiente, pasaron dos dias y se
pudrieron 3 ciruelas. Y Gabriel se comio 4. ;Coémo se
expresa la cantidad de ciruelas que ya no forman parte de
las que se podian comer al estar recién compradas?
Justifica tu respuesta con una operacion.
Resultado.
) ) (-3)+(-4)=(-7)
CATEGORIA: VARIACION DE UN ESTADO

1 respuesta correcta
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Tabla 11

Elvira tiene una deuda de 14 pesos y decide disminuir su
deuda para deber 6 pesos menos, ¢Cudl serd la deuda
actual?
Resultado.
, , (-14) -(-6) = (-8)
CATEGORIA: VARIACION DE UN ESTADO

5 respuestas
correctas

Tabla 13.

El dia de ayer a una arafia se le escaparon 3 moscas que
habian caido en su red, hoy se le escaparon 5 moscas
menos que ayer. ;Cuantas moscas atrapg?
Resultado.
, , (:3)-(5)=(+2)
CATEGORIA: VARIACION DE VARIACIONES

8 respuestas
correctas

Tabla 14

Alejandro tiene 3 canicas menos que Héctor, Simon tiene
7 canicas mas que Alejandro. ;Cuéntas canicas mas tiene
Simoén que Héctor?

Resultado.
(-3)*+(+7)=(+4)
CATEGORIA:; COMBINACION DE

COMPARACIONES ADYACENTES

2 respuestas
correctas
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3.3 El método clinico. Estudio de Caso
Lo que define al método clinico en una primera aproximacién, es el estudio en
profundidad y en extension de un caso. El “caso clinico” en todas sus variables evoca la
situacion inversa de la del método experimental donde se intenta explorar las
modificaciones de una sola variable en multitud de casos que constituyen ya sea la
totalidad de un inverso o una muestra representativa del mismo. EI método clinico en
cambio, trata de registrar la observacion del mayor nimero posible de variables en un
solo individuo. Se caracteriza entonces por centrar la investigacion sobre
comportamientos relatados por el sujeto, reacciones observables en el curso de la relacién
establecida con él y otras especificamente provocadas en condiciones sistematicas
constantes con el fin de comprenderlas y explicarlas en sus particularidades. Psicologia:

ideologia y ciencia. Pasternac (como se cit6 en Gallardo, 1994).

Por lo que respecta al experimentador se puede afirmar lo siguiente: el arte del
clinico consiste, no en hacer contestar, sino en hacer hablar libremente y en descubrir las
tendencias espontaneas, en vez de canalizarlas y ponerles diques.

Consiste en situar todo sintoma en un contexto mental, en lugar de hacer abstraccion
de ese contexto. Asi el buen experimentador debe, en efecto, reunir dos cualidades con
frecuencia incompatibles: saber observar, es decir, dejar hablar al nifio, no agotar nada, no
desviar nada y, al mismo tiempo saber buscar algo preciso, tener en todo instante alguna
hipotesis de trabajo, alguna teoria justa o falsa que comprobar. Piaget J. Lecturas de

psicologia del nifio (como se cit6 en Gallardo, 1994).

Una estudiante de mediano desemperio, capaz de explicar detalladamente los procesos en
la resolucion de problemas. Utiliza en forma correcta el lenguaje verbal para explicar los sentidos
opuestos del numero en los problemas aditivos. Establece un equilibrio entre el uso de semantica
y la sintaxis en sus dialogos. Representa graficamente la situacion del problema, mostrando gran
intuicion de la situacion real que éste describe. Transita adecuadamente entre diversos SMS. Por

todo lo anterior podemos afirmar que es un caso unico de la situacion elegida.
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3.3.1 Conclusiones del Estudio de Caso

En este apartado exponemos las conclusiones de la entrevista de C, problema a problema.

1. Representa con un diagrama que alguien debe 8 pesos.

Se observa el surgimiento de los sentidos de uso de los nimeros sustractivo y relativo.
Para justificar el problema se apoya ademas, en una representacion tabular. La respuesta es
correcta. La estudiante describe un enunciado donde parte de una cantidad (dinero que le pidio a

su mama), es decir, recurre a un estado.

5. Andrés pidio prestado dos pesos durante el recreo y en la salida su mama le dio cinco
pesos, ¢cual es la cantidad que puede, que él puede gastar sin endrogarse nuevamente?
Justifica tu respuesta con una operacion.
Resultado.
(-2)+(+5)=(+3)
El enunciado del problema corresponde a la categoria Variacion de un estado.
Plantea una sustraccion (2-5=3) cuyo resultado debiera haber sido un nimero negativo, lo
que consideramos como un retroceso a la positividad. Se le sugiere una respuesta concreta y
cambia al contexto pajaros.  Utiliza valores opuestos: semilla y semilla tachada. Surgen los

nameros relativos en contexto y llega a la respuesta correcta.

4. Representa con un solo esquema las siguientes situaciones:
a) Juan no gano ni perdié tazos.
b) Juan perdié dos tazos.

¢) Juan gano tres tazos.

! 1
I |
3 02 -1 0 1 2 ;f 4
Perdi6 No gano Gano 3
2 tazos. ni perdio. tazos.
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b) a) C)

Perdi62 | No gand | Gano 3

ni perdio

-2 0 +3

Posible respuesta representada en la recta numérica y en una tabla.

Utiliza tres representaciones; tabular, recta numérica y una ilustracion del contexto del
problema. En la situacién a) interpreta el cero como punto muerto o como la nada, introduce el
negativo en una tabla. Resuelve correctamente el problema. En las situaciones 2 y 3 utiliza

ndmeros signados.

7. Una gaviota vuela a 13 metros de altura sobre el nivel del mar, en su pico lleva una

tortuga pequefia como presa, la cual cae y se sumerge 1 metro debajo del mar. (Cual es la
distancia recorrida por la presa? Justifica tu respuesta.

Resultado.

(-13)+(-1)=(-14)

El enunciado del problema no pertenece a las categorias de Bruno y Martinén (1997).

Utiliza una representacion grafica de la situacion en contexto (gaviota y tortuga). En el
dibujo estan presentes los opuestos por medio de flechas correspondientes a los sentidos de uso
de los nimeros signado y relativo. Sin embargo arriba a un lenguaje redundante: “menos 14
metros cayd”. No llega a la expresion correcta, hubiera bastado decir 14 metros cayé o bien decir,

menos 14. No resuelve correctamente.

8. En la Ciudad de Chihuahua la temperatura por la noche era de 4 grados centigrados
bajo cero y horas después por la mafiana la temperatura descendié 3 grados centigrados,

¢cuanto marca el termémetro por la mafiana?

Resultado.

(-4)-(+3)=(-7)
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El enunciado del problema corresponde a la categoria Variacion de un estado.
Respuesta correcta: descendié menos 3 0 sea tres grados mas abajo. Se le sugirio la recta
numérica y la hizo propia. Le asocid un contexto al considerar el valor -4 con la luna noche y el

dia con los positivos, es decir mostro, el sentido de uso de los relativos.

9. En la Ciudad de México la temperatura minima fue de 3 grados centigrados bajo cero y
la maxima fue de 26 grados centigrados, ¢cudl es la diferencia entre las dos temperaturas?

Resultado.
(26)-(-3)=(+29)
El enunciado del problema corresponde a la categoria Comparacion de un estado.

La respuesta es incorrecta por la via de la representacion sintactica y correcta en la recta
numérica. Considera el elemento neutro, es decir el cero como positivo, identifica en la recta la

posicién hacia la izquierda con el sentido de nimero relativo.

11. Elvira tiene una deuda de 14 pesos y decide disminuir su deuda para deber 6 pesos

menos, ¢Cual sera la deuda actual?

Resultado.

(-14) -(-6) = (-8)

El enunciado del problema corresponde a la categoria Variacion de un estado.

Utiliza el lado positivo de la recta porque la palabra deuda absorbe el signo menos: (deuda
de 14). Utiliza los numeros relativos 8- y 8. No registra la respuesta sintactica, pero da el

resultado correcto verbalmente.

13. El dia de ayer a una arafia se le escaparon 3 moscas que habian caido en su red, hoy se
le escaparon 5 menos que ayer. ¢Cuantas moscas atrap6?

Resultado.

(-3)-(-5) = (+2)

El enunciado del problema corresponde a la categoria Variacion de variaciones.
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Lo resuelve con la recta y apoyandose en el lenguaje natural. Hace una interpretacion

correcta del problema. Utiliza nimeros signados.

14. Alejandro tiene 3 canicas menos que Héctor, Simén tiene 7 canicas mas que Alejandro.

¢ Cuantas canicas mas tiene Simon que Héctor?

Resultado.

(-3)+(+7)=(+4)

El enunciado del problema corresponde a la categoria de Combinacion de comparaciones
adyacentes.

La utilizacién de representaciones concretas resulté ambigua. Resolvié correctamente el

problema de forma algebraica considerando nimeros signados Y relativos.

I. En un partido el Cruz Azul anot6 5 goles y le anotaron 3, ¢cuéntos goles a favor obtuvo
en este partido?

Resultado.

(+5)+(-3)=(+2)

El enunciado del problema corresponde a la categoria de Combinacion de estados.
Resuelve correctamente el problema en la recta numérica. No registra una respuesta

sintactica. Aparece el sentido de nimero sustractivo.
Il. Enrique perdié en un juego 4 tazos, si gana 15 tazos, iguala a Daniel, ¢cuantos tazos
tiene Daniel?

Resultado.

(-4)+(15)=(+11)

El enunciado del problema corresponde a la categoria Comparacion de estados.
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Primero resuelve el problema en la recta. Partir del cero hacia los negativos favorecio que

la alumna lo hiciera correctamente de forma sintactica. Estan presentes los nimeros relativos.

I11. Por la mafiana una persona perdi6 3 pesos y durante la tarde esta persona gano6 9 pesos.
¢Durante el dia cuanto ha ganado?
Resultado.
(-3)+(+9)=(+6)
El enunciado del problema corresponde a la categoria Variacion de un estado.

El comenzar del cero hacia los negativos en la recta numeérica, le permitié a la alumna

llegar a la respuesta sintéctica correcta.

IV. En un dia muy frio (lunes) el sefior de las nieves de la cooperativa perdi6 5 pesos por las
ventas, el dia martes perdié 8 pesos menos que el lunes.
¢ Cuénto gané o perdi6?
Resultado.
(-5)-(-8)=(+3)

El enunciado del problema corresponde a la categoria Variacion de variaciones.

Primero utiliza una representacion tabular. Luego en una recta numérica, lleva a cabo la
8

i3

operacion -5+8=3. Después la cambia a forma vertical: 3 . Luego transforma esta sustraccion en

forma horizontal: 8-5=3. Decide convertirla a la expresion: -5-8=. A continuacion la escribe

como -5+8=y finalmente llega a la respuesta correcta: (-5)-(-8)=+3.
Invencion de problemas

Problema V. Enunciado: Puedes inventar un problema que se resuelva con esta operacion.
(+6)+(-4)=(+2)
Le atribuye al -4 una expresion verbal equivalente “menos lo que cuesta el refresco”. Respuesta

correcta.
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Problema VI. Enunciado: Un problema que se resuelva esta expresion.
(-5)+(+12)=(+7)

Propone un contexto de llantas, la expresion verbal no corresponde a la sintaxis solicitada.

Problema VII. Enunciado: Uno que se resuelva con esta.
(-20)+(+15)=(-5)
Su respuesta es incompleta ya que: interpreta al -20 como menos veinte grados
centigrados y luego dice aumentaron, aument6... es aqui donde se detiene, por lo que pasamos a

otro problema. Respuesta incorrecta.

Problema VIII. Enunciado: Un problema que tenga como respuesta este nimero.
(-3)
La expresion, ;cudnto se quedd debiéndoles?, es adecuada para dar sentido -3 en el
problema. Respuesta correcta.

Problema IX. Enunciado. Uno que se resuelva con este nimero.
(-5)
La expresion ;cuanto le falta? equivale a -5 en el contexto del enunciado. Escribe lo
siguiente: Unas papas costaban diez pesos y Roberto llevaba cinco pesos y hace la pregunta
¢cuanto le falta? Respuesta correcta.

Resuelve correctamente 14 de 18 problemas.

En este capitulo, una vez presentadas las producciones escritas identificando las formas
semanticas equivalentes y el sentido de uso de los negativos continuamos con tablas sobre el
desempefio de los estudiantes en el cuestionario final y concluimos con un analisis sobre los
resultados correctos. En el capitulo 3 también analizamos un estudio de Caso a fin de describir

los procesos a mayor profundidad.
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES

4.1 Conclusiones Finales

En general la estudiante representa los problemas en lenguaje verbal, tabla, dibujos en
contexto, algebra, recta numérica, niUmeros positivos, numeros enteros con una sintaxis errénea
en un principio, la cual cambia por la recta conforme avanza en la entrevista, arribando a
respuestas correctas. En los problemas considera los sentidos de uso de negatividad; nimero
sustractivo, nimero signado, nimero relativo, nimero aislado. Sin embargo en la invencién, que
implica lo contrario, partir de la sintaxis y llegar a un contexto, no utilizé distintos modelos en
un mismo problema.

Los estudiantes al resolver problemas aditivos usan distintos Sistemas Matematicos de
Signos, Filloy (1999) que van desde los intuitivos hasta los formales: lenguaje verbal, recursos
gréficos, procedimientos propios, aritmética y algebra. Utilizan los distintos sentidos de la
negatividad, reconociendo el nimero sustractivo, signado, relativo y aislado. En ocasiones estan

presentes los cuatros sentidos en un mismo problema.

El analisis de los distintos Sistemas Matematicos de Signos, permite identificar los
adecuados para acceder a una resolucion formal con negativos y por el contrario, sefialar las
resoluciones que obstaculizaron el arribo al uso de negativos. Es necesaria la ensefianza para

ayudarles a que lleguen a la sintaxis correcta.

Se muestra que las equivalencias semanticas contribuyen a darle sentido al uso de
negativos en problemas aditivos. En ocasiones estas equivalencias las usaron para llegar a una
resolucion formal. En otros casos las equivalencias se usaron en sentido correcto pero no
arribaron a la respuesta. Asimismo consideramos la importancia de las expresiones sintacticas
aunque también se puso de manifiesto la ambigliedad que causaban algunos enunciados de los
problemas. Como los alumnos lo muestran, estos problemas pueden abordarse desde la aritmetica
o el algebra. Consideramos que se les debe dar un enfoque en el que esté presente la idea de que
los negativos permiten la resolucion correcta. Es necesario reforzar la comprension lectora con
algunos estudiantes ya que ellos trataron de resolver los problemas pero no hicieron una

interpretacion que los llevara a la respuesta final.
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En la resolucion de problemas de variacion de variaciones surgieron formas semanticas
equivalentes. En el problema de combinacion de comparaciones adyacentes surgieron

resoluciones que obstaculizaron el arribo a la sintaxis porque partieron de un estado.

4.2 Respuesta a las preguntas de investigacion

¢Qué dominio numérico consideran los estudiantes de secundaria al resolver problemas

aditivos?

La mayoria® de los alumnos no contestan de manera formal los problemas de las

categorias de Bruno y Martindn (1997). Recurren a los positivos.

Los alumnos tuvieron un mejor desempefio en los problemas 5 y 13 (Variacion de un

estado y Variacion de variaciones) de las categorias de Bruno y Martinon (1997).

El problema de las categorias de Bruno y Martindn (1997) que resulté mas dificil fue el
reactivo 10 (Variacion de un estado) lo que sugiere que la redaccién influyé en el resultado ya
que los reactivos 5, 8 y 11 de la misma categoria tuvieron 8, 3 y 5 respuestas correctas

respectivamente.

¢Qué tipo de Sistemas Matematicos de Signos utilizan en el planteamiento y

resolucién de problemas aditivos?

Los SMS que usan en la resolucién de negativos son: sumas y restas con positivos,
expresiones algebraicas, recta numérica, ilustraciones, lenguaje verbal, equivalencias semanticas,
procedimientos propios, tablas, series numericas, representaciones hibridas, dibujos y expresiones

numeéricas recurriendo a estados.

2 ) . , . , .
El término “mayoria” no se puede precisar porque varia segun el problema.
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En ocasiones las respuestas eran correctas pero las justificaciones no. De ahi la

importancia de conocer sus procesos.

Surgieron expresiones semanticas equivalentes al justificar algunas respuestas, aunque no
siempre las expresiones semanticas equivalentes llevaron a los alumnos a resolver los problemas.

Aparecieron expresiones semanticas equivalentes al justificar la sintaxis correcta.

Un estudiante reconocio el nUmero sustractivo, signado, relativo y aislado en el problema
11 (Variacion de un estado). Es notable que sea el unico alumno que utiliza los cuatro sentidos de
uso definidos por Gallardo (2002).

Al pedirle la invencion de problemas que involucren nameros negativos. ¢Cuales son los

contextos a los que la entrevistada mas recurre?

La alumna entrevistada recurrié a los contextos: compra-venta, temperatura, recorrido de un

movil y pérdida-ganancia.

Al concluir el Estudio, surge una interrogante, ;como hacer que la informacion recabada
tenga impacto en las aulas? Hemos dado los primeros pasos al exponer nuestras ideas con
profesores de Matematicas de Secundaria. Nos planteamos continuar la difusion de estas ideas
con los profesores de otras asignaturas del Nivel Basico como Espafiol, Educacion Artistica y
Educacién Fisica. En estas asignaturas se presentaria el contenido de mi proyecto a la manera de
obras de teatro. Los estudiantes analizan los enunciados de los problemas y sugieren diversas
modificaciones al llevar a cabo las representaciones teatrales en el aula. El autor de esta Tesis

actlia como director.
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Apéndices

1. Ponencia del XXIV Congreso Asociacion Nacional de Profesores de Matematicas, A. C.,

Universidad de Colima, Facultad de Ciencias de la Educacion (2011)

Titulo. Resolucion de problemas aditivos por profesores de secundaria.

Eje temdtico. Reportes y proyectos de investigacion en la ensenanza de las
matematicas.

Modalidad. Comunicacion breve.
Infroduccion.

Este trabajo es un reporte de resultados preliminares de la primera etapa de una
investigacion mdas amplia sobre “Resolucion e invencion de problemas aditivos
por estudiantes de secundaria”. En esta primera etapa se frabajé con
profesores de educacion bdsica que resolvieron problemas aditivos con el
proposito de indagar la pertinencia del planteamiento de estos problemas a los
alumnos de secundaria. Ofro objetivo a perseguir es constatar el nivel de
dificultad que conllevan los problemas aditivos que involucran numeros con
signo. Los profesores resolvieron los problemas por escrito y posteriormente se les
entrevistd en forma individual. A continuacién se describe la investigacion
completa, aungue Unicamente reportamos resultados de la primera etapa.

Justificacion del problema.

El lenguaje verbal es la parte esencial de un problema aditivo, aunque no se le
ha dado el énfasis suficiente. Retomamos como problemas aditivos los definidos
por Bruno, A. & Martindn, A. (1997) descritos en el marco tedrico de este
documento. Los libros de texto tienen muchos ejercicios sobre algoritmos,
inclusive se presentan situaciones en contexto de temperatura, ganancias,
pérdidas, deportes, caida libre, localizacidon de puntos en el plano cartesiano y
ubicacién de fechas, con el fin de darle sentfido a los numeros signados pero no
surgen problemas en que sea necesario involucrar estos numeros para su
planteamiento y aun menos problemas que conduzcan a soluciones negativas.

La primera etapa de este estudio propone a profesores la resolucion de
problemas aditivos para analizar sus registros y conocer coémo interpretan los
numeros signados y al mismo tiempo conocer su opinidn acerca de la
aplicacion de estos problemas con alumnos.

Con el desarrollo de la investigacion se quiere confribuir a superar algunas
dificultades que se presentan en la ensenanza de los nuUmeros con signo, se
busca que el reporte tenga un impacto en las aulas; es decir que la propuesta
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de Bruno A. & Martinén, A. (1997) sea incluida en el curriculo de secundaria SEP
(2006).

Fundamentacion Tedrica.

Esta investigacion toma como Marco Tedrico Metodoldgico, el llamado Modelo
Tedrico Local (MTL) creado por Filloy y colaboradores: Rojano T., y Puig L. Rubio
G. (1999) que constituye una herramienta para describir observaciones en el
proceso de ensenanza-aprendizaje en Matemdtica Educativa. El investigador
hace precisiones en cuanto a la utilizacion del MTL indicando que tfiene un
caracter local ya que se utiliza en la investigacion de un tema en particular con
sujetos especificos y sélo es adecuado para el fendmeno observado. En
consecuencia el MTL no es una teoria general. Se reconoce la posibilidad de
describir este mismo fendmeno desde otro marco tedrico lo cual podria llevar a
resultados distintos. Filloy introduce el concepto de Sistema Matemdtico de
Signos (SMS) para interpretar las producciones de los alumnos durante la
ensenanza y aprendizaje. Las producciones de los alumnos y de los textos
matematicos histéricos pueden expresarse via distintos estratos de SMS. Los
sistemas matemdticos de signos creados por los alumnos son importantes ya
que dan sentido a lo que se les muestra en la ensenanza incluso cuando estos
SMS no estdn socialmente establecidos sino que constituyen solamente parte
de las ideas de cada alumno.

El MTL estd constituido por los cuatro siguientes componentes:

Componente de Competencia Formal: Considera la existencia de un sujeto
ideal que domina el conocimiento de su tiempo, aquel establecido
socialmente. Ahora bien, los conocimientos que tiene el profesor son suficientes
para explicar como son las producciones de los alumnos. Para el investigador es
conveniente poseer un sistema formal abstracto desde el cual interpretar |as
distintas producciones que realizan los alumnos.

Componente de los Procesos Cognitivos: Existen tendencias cognitivas de 1os
estudiantes que se manifiestan en las distintfas maneras de afrontar los
problemas, codificar y descodificar los Sistemas Matematicos de Signos (SMS) all
pasar de lo concreto a lo abstracto.

Componente de ensenanza: Un modelo de ensenanza en esta perspectiva se
define como una secuencia de textos. El elaborarla y descodificarla le permite
al alumno interpretar estos textos en un SMS abstracto. Existe una etapa en la
que los estudiantes utilizan distintos signos que provienen del lenguaje natural y
de sistemas de signos personales que desaparecerdn al hacer abstracciones
que los llevan a un SMS socialmente establecido.
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Componente de comunicacion. Se refiere a la interaccion a través de mensajes
de alumnos con el profesor. En este proyecto la comunicacion se realiza
durante entrevistas realizadas a los alumnos. El entrevistador respeta el
desempeno del estudiante pero en ocasiones puede mostrar un modelo de
ensenanza para provocar en el alumno una abstraccidon y asi realizar una
produccion tanto verbal como escrita. Los modelos a veces surgen
espontdneamente en los alumnos y ofras veces son mostradas por el
entrevistador.

Dos son las investigaciones tomadas como antecedente de esta propuesta.
Una de éstas es el trabajo de Gallardo, A. y Basurto, E. (2009) en el que se
reporta que los estudiantes de secundaria que han recibido una ensenanza en
el tema de los numeros con signo al proponerle la resolucion de problemas
aditivos cuyas respuestas se espera que estén en el campo de los numeros
signados, no lo hacen asi, sino que recurren a una equivalencia sintdctica en
la que utilizan los nuUmeros naturales dando respuestas correctas.

El presente estudio retoma los problemas aditivos clasificados en 11 categorias
en un trabagjo de Bruno, A. y Martindn A. (1997) los cuales pueden ser aplicados
y posibilitar asi que los alumnos encuentren contextos en los que se haga
necesario el uso de los numeros signados en la resolucion de problemas aditivos.

Preguntas de investigacién.

o slos estudiantes de tercer grado de secundaria recurren al dominio de los
numeros signados al resolver problemas aditivos?e Si es asi 3como los
interpretan?

e Al pedirles la invencion de problemas que se planteen con numeros
signados. 3Cudles son los contextos a los que ellos mds recurren?

e 5Qué meétodos intuitivos utilizan los alumnos de tercer grado de
secundaria al resolver problemas aditivos?

Método.

El estudio es descriptivo, para comprender el problema de investigacion se
recurre al andlisis de las respuestas de los alumnos en el cuestionario y en las
entrevistas.

La investigacion es cualitativa; se van a recabar evidencias empiricas que nos
permitan interpretar lo que estd pasando en el proceso de resolucion de los
problemas verbales que se apliquen en el cuestionario y las entrevistas.

La investigacion se realizard con estudiantes de un grupo de tercer grado en
una secundaria publica y se fundamentard en la perspectiva semidtica de los
MTL descrita anteriormente.

128



Instrumentos Metodologicos. (Métodos de recuperacion de datos).

Inicialmente se aplicard un cuestionario piloto de 12 preguntas. En base a su
andlisis se aplicard un cuestionario definitivo en el tercer semestre.

Se cuenta con un banco de reactivos de 40 preguntas, de donde se obtendrdn
las preguntas para entrevistas individuales videograbadas a los alumnos
seleccionados a partir de su desempeno en los cuestionarios. Para la validacion
de los instrumentos se utilizard el método de triangulacion Cohen, L. y Manion, L.
(1990).

Resultados preliminares de la primera etapa de investigacion.

Los profesores no recurren a los nUmeros con signo al resolver problemas
aditivos, llegan a plantear la resolucion con negativos solo si se les solicita que
busquen otras alternativas. En este caso ellos agotan distintos recursos como son
el uso de: tablas, diagramas de conjuntos, expresiones algebraicas, dibujos, la
recta numérica, combinacion de ilustraciones con expresiones aritméticas o
algebraicas. Estos caminos seguidos por los profesores al resolver los problemas
pone de manifiesto segln sus opiniones, que hay distintas situaciones con las
que se puede abordar un mismo problema y que hay algunas que son idéneas
para explicar estos temas de negativos, por ejemplo, infroduciendo el uso de
tablas o conjuntos.

Se presenta un problema aditivo retomado de Bruno, A. & Martindn A. (1997)
donde los profesores acuden a sus representaciones personales:

Problema.

Alejandro Tiene 3 canicas menos que Héctor, Simon tiene 7 canicas mas que
Alejandro. ;Cudntas canicas mds tiene Simén que Héctor?

Primera resolucion de un profesor.

A H S

-7 -4 0

-1 2 6

0 3 |7

2 5 9

3 6 10

X | X+3 | X+7 Respuesta. Simén tiene 4
X-3 | X X+4 canicas mds que Héctor.

Segunda resolucion de este mismo profesor.
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A H
©

Respuesta de otro profesor.

Respuesta. Simoén  fiene 4
canicas mds que Héctor.

Hay 3 cajas. ) R . .
“La caja de Héctor y la de Alejandro tienen

una misma canfidad de canicas (no se sabe
cudntas), le quitas 3 canicas a la caja de
Alejandro y como el problema dice que Simoén
tiene 7 canicas mds que Alejandro echas las 7
canicas de Simén a la caja de Alejandro vy
ahora puedes comparar y decir que Simoén
tiene 4 canicas mds que Héctor.”

Héctor

Aleiandro

Simoén

Oftros profesores indicaron que este problema es adecuado para la clase de
dlgebra y dieron una respuesta correcta.

La respuesta con numeros negativos que proponen Bruno, A. & Martinbn A.
(1997) eslasiguiente: (-3 )+(+7) =(+4)
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2. Reporte de investigacion. Vigésima Séptima Reunidn Latinoamericana de Mateméatica
Educativa (RELME 27) en la Ciudad de Buenos Aires Argentina (2013)

RESOLUCION DE PROBLEMAS ADITIVOS POR ESTUDIANTES DE SECUNDARIA.

Hernandez, M., Gallardo, A.

Cinvestav, México.

mhernandezp@cinvestav.mx agallardo@cinvestav.mx

Lenguaje matematico. Medio basico. Empirico.

MARCO TEORICO.

Hemos observado que los alumnos de secundaria en muchos casos no aceptan soluciones
negativas en problemas de enunciado verbal aunque llegan a respuestas equivalentes utilizando
positivos. En la propuesta Institucional SEP (2006) se presentan situaciones de temperatura,
deportes, ganancias, pérdidas, elevador, recta numérica, plano cartesiano y localizacion de
fechas para darle sentido a los negativos.

De estas Ultimas aseveraciones, intentamos responder las siguientes interrogantes:

¢ Qué niveles conceptuales de la negatividad consideran los estudiantes de secundaria al
resolver problemas aditivos?

¢ Qué tipo de estructura funcional y forma semantica de enunciados verbales son mas dificiles
para los alumnos?

Recurrimos a Bruno y Martindn (1997) quienes hacen una clasificacion de problemas aditivos
distinguiendo entre la estructura funcional como el tipo de situaciones numeéricas (estados,
variaciones y comparaciones) y la forma semantica definida como la expresion en lenguaje
verbal de dichas situaciones numéricas. Bruno y Martinon (1994) definen problemas aditivos
simples de enunciado verbal como los traducidos en sumas Yy restas de dos numeros enteros. Y
advierten la existencia de formas semanticas equivalentes para representar una misma situacién
numérica. Por ejemplo, en el caso de las variaciones Bruno y Martinén (1997) plantean que las
expresiones: “Ernesto tiene 3 pesos menos por la mafiana que por la noche, Ernesto tiene 3
pesos mds por la noche que por la manana” (p. 34.) son equivalentes.

Ademas de la clasificacion de Bruno y Martinén (1997) nos basamos, en Gallardo (1994) que
advierte de la existencia de los siguientes niveles conceptuales de negatividad:

131


mailto:mhernandezp@cinvestav.mx
mailto:agallardo@cinvestav.mx

“NUmero sustractivo. Donde la nocién de numero esta subordinada a la magnitud. En la resta de
dos cantidades a-b, siempre que b sera menor que a, donde, a, b son nimeros naturales.

Namero signado. Es el namero natural al que se le asigna un signo mas o un signo menos.

Namero relativo. Se hace presente cuando se puede concebir la idea de opuestos en situaciones
discretas, asi como la idea de simetria en situaciones continuas.

Namero aislado. Surge al aceptar un nimero negativo como solucién de una operacion o
ecuacion” (Gallardo, 2002, p. 179).

METODO.

La poblacién estudiantil fue de 35 alumnos de un grupo de tercero de secundaria de edades de 14
a 16 afios de una escuela publica urbana de la Ciudad de México.

Los instrumentos metodoldgicos fueron un cuestionario diagnostico, un cuestionario exploratorio
y entrevistas individuales video grabadas en situacion de aula, que permitieron el andlisis de 5 de
las 11 categorias de la clasificacion de problemas de Bruno y Martindn (1997). Estas son las
siguientes: Variacion de un estado, Variacion de variaciones, Comparacién de estados,
Combinacién de estados, Combinacion de comparaciones adyacentes.

En este articulo se definen y ejemplifican tres de las 5 categorias anteriores donde se introducen
los conceptos previos siguientes: estado y comparacion.

Estado. Tiene un sujeto, una magnitud y una unidad de medida en un instante determinado. Por
ejemplo: en la Ciudad de México la temperatura en este instante es de 20° C.

Comparacion. Es la diferencia entre dos estados; aqui el tiempo no esta involucrado. Por
ejemplo: Juan tiene cinco pesos menos que Luis.

Variacion de un estado. Comparacion de un estado en dos momentos diferentes. Por ejemplo,
Daniel tiene seis pesos mas en la tarde que por la mafana.

Variacion de variaciones. Hay cuatro instantes, se habla de dos periodos constantes de tiempo.
Ejemplificando; ayer en el recreo Jose perdio tres pesos, hoy perdié un peso menos que ayer.

Combinacién de comparaciones adyacentes. Existen tres funciones estado independientes.
Ejemplo: Pedro tiene cuatro pesos menos que Francisco Y, Jose tiene seis pesos mas que Pedro.
Podemos comparar los estados y asi indicar cuantos pesos tiene José en comparacion a
Francisco.

Los autores advierten: “el esbozo que presentamos aqui exigiria, para su plena utilidad, una
investigacion didactica que por nuestra parte slo esta recientemente iniciada y cuya conclusién
no es inmediata” (Bruno y Martinon 1997 p. 34).
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REFLEXIONES FINALES.

Del andlisis de los problemas aditivos podemos afirmar lo siguiente:

*El estudiante expresa via el lenguaje natural respuestas con formas semanticas equivalentes.
*El nivel de negatividad alcanzado depende de la categoria del problema aditivo.

*Existe una relacion entre el contenido de los problemas, su forma seméntica y los niveles
conceptuales de negatividad.

*La suposicion de un valor arbitrario para el estado inicial en el enunciado del problema, reduce
la negatividad a ser representada solamente como un numero sustractivo. Otros estudiantes
reconocen la negatividad por medio de nameros signados, relativos y aislados. Utilizan
espontaneamente el lenguaje algebraico y la recta numérica para la resolucién de problemas.

*La mayoria de los sujetos logra comparar correctamente los tiempos descritos en el enunciado.

*Los problemas correspondientes a las categorias Variacion de variaciones y Combinacion de
comparaciones adyacentes resultaron ser las méas dificiles para los estudiantes.
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3. Cuestionario final

Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto
Politécnico Nacional

Departamento de Matematica Educativa

Cuestionario final

Lee con atencién los ejercicios y problemas, contesta y resuelve, justifica tus respuestas.

1. Representa con un diagrama que alguien debe 8 pesos.

2. En una canasta se han podrido 2 manzanas, representa con un diagrama esta situacion.

3. El termometro marca 5 grados centigrados bajo cero.
Ahora el termdémetro marca 10 grados centigrados.

Registra ambas temperatura en el termometro.
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4. Representa con un solo esquema las siguientes situaciones:
a) Juan no gano ni perdio tazos.
b) Juan perdié dos tazos.

¢) Juan gano tres tazos.

5. Andrés pidio prestado 2 pesos durante el recreo y en la salida su mama le dio 5 pesos, ¢cuél es
la cantidad que puede él gastar sin endrogarse nuevamente? Justifica tu respuesta con una
operacion.

6. Delia nacio en el afio 4 antes de Cristo y vivi6 12 afios. ;Cuando murié?
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7. Un gaviota vuela a 13 metros de altura sobre el nivel del mar, en su pico lleva una tortuga
pequefia como presa la cual cae y se sumerge 1 metro debajo del mar. ¢Cudl es la distancia
recorrida por la presa? Justifica tu respuesta.

8. En la ciudad de Chihuahua la temperatura por la noche era de 4 grados centigrados bajo cero y
horas después por la mafana la temperatura descendio 3 grados centigrados, ¢cuanto marca el
termometro por la mafiana?

9. En la Ciudad de México la temperatura minima fue de 3 grados centigrados bajo cero y la
méaxima fue de 26 grados centigrados, ¢cual es la diferencia entre las dos temperaturas?
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10. La mama de Gabriel comprd ciruelas las cuales fueron colocadas en un recipiente, pasaron 2
dias y se pudrieron 3 ciruelas. Y Gabriel se comio 4. ;Como se expresa la cantidad de ciruelas
que ya no forman parte de las que se podian comer al estar recién compradas? Justifica tu
respuesta con una operacion.

11. Elvira tiene una deuda de 14 pesos y decide disminuir su deuda para deber 6 pesos menos,
;cual sera la deuda actual?

12. Luis tiene 22 afios y su papa 40, ;cuantos afios tienen que transcurrir para que el papa tenga el
doble de afios que su hijo?

13. El dia de ayer a una arafia se le escaparon 3 moscas que habian caido en su red, hoy se le
escaparon 5 moscas menos que ayer. ;Cuantas moscas atrapo?

14. Alejandro Tiene 3 canicas menos que Héctor, Simon tiene 7 canicas mas que Alejandro.
¢Cuantas canicas mas tiene Simoén que Héctor?
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15. El record mundial de natacion en los 50 metros libres varonil es de 20 segundos con 91
centésimas de segundo (20791) y fue implantado por el nadador Cesar Cielo (Brasil) en Roma
Italia el 18 de diciembre de 2009. En la final de esta competencia en Beijing China 2008 este
nadador hizo un tiempo de 21 segundos con 30 centésimas de segundo (217 30). ;Cuantas
centésimas de segundo le hicieron falta en China 2008 para tener un puntaje igual al del record

mundial?

16. [ ] +6=2

17. [ lva=7

18.- (+9)—-(-4) =
19. (-6) — (+8) =
20, (17)-(-4)=
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4. Clasificacion funcional y semantica de problemas aditivos de Bruno y Martinén (1997)

Resumen

En este trabajo se presenta una clasificacion de problemas aditivos simples. ElI fundamento de
esta clasificacion es la distincion entre la estructura funcional y la forma seméntica. La estructura
funcional se refiere al tipo de situaciones numéricas (estados, variaciones y comparaciones) y la
forma semantica al modo de expresar dichas situaciones numeéricas.

1. Introduccién

La resolucion de problemas aditivos ocupa un lugar destacado en la investigacion en educacion
matematica. Esta relevancia esta justificada por el importante papel que los problemas aditivos
pueden desemperiar en el logro de los aprendizaje numérico lleno de significados. Los distintos
autores que se han ocupado de estos problemas han dado varias clasificaciones. En los trabajos de
Nesher y otros (1983), Castro y otros (1992) y Fuson (1992) se da una panoramica de las distintas
clasificaciones que han surgido.

En este trabajo ofrecemos una clasificacion de problemas aditivos simples de enunciado verbal
con numeros reales, aunque habitualmente se les proponen a los alumnos con nimeros enteros, a
lo sumo racionales, dados los niveles en los que estos problemas se trabajan en el aula. Con la
expresion “aditivo simple” nos referimos a problemas de “suma” o “resta” de dos nimeros. En el
estudio de este tipo de problemas los investigadores han tenido en cuenta, entre otros, los
aspectos que ahora comentamos brevemente. Con el fin de ilustrar las ideas que expondremos
consideramos el siguiente ejemplo de situacion numérica: “Ernesto debia 2 dolares y le dan 3,
luego tiene 1 ddlar”.

(1)  estructura: en la situacion numérica del ejemplo se produce una “variacion” v =3 en el
numero de dolares que tiene Ernesto, pasando de un “estado inicial” e(i)=-2 a un “estado final”
e(f) = 1. La situacién puede esquematizarse con la formula e(i) + v = e(f).
(2)  posicion de la incdgnita: cabe plantear tres problemas en relacién con la situacion
numérica del ejemplo, segin cuéles sean los datos conocidos y la incdgnita. Asi, por ejemplo, un
tipo de problema se corresponde con los datos e(i) y v, siendo la incognita e(f): “Ernesto debia 2
dolares y le dan tres. ;Cudntos dolares tiene ahora?”.
(3)  tipos de numeros: los valores concretos que toman e(i), e(f) y v tienen influencia en la
resolucion de los correspondientes problemas. La situaciéon descrita en el ejemplo (e(i) = -2,
v = 3, e(f) = 1), es mas dificil que la que se corresponde con el ejemplo <<Ernesto tenia 2
dolares y le dan 3, luego tiene 5 d6lares>>, en el que es e(i) = 2, v = 3, e(f) = 5.
4) contexto: el problema “Ernesto debia 2 ddlares y le dan 3. ;Cuantos dolares tiene ahora?”
es mas sencillo que “Ernesto nacio el afio 2 antes de Cristo y vivid 3 afos. ;Cuédndo muri6?”.
Ambos tienen la misma estructura, la misma posicion de la incognita y los mismos nimeros, pero
el primero se plantea en el contexto deber-tener, mientras que el segundo se formula en el
contexto tiempo, el cual suele presentar mas dificultades que el primero.
5) forma semantica: hay diversas formas, equivalentes desde el punto de vista semantico,
para expresar una variacion: “le dan 3 dolares a Ernesto”, “Ernesto tenia 3 ddlares menos por la
mafiana que por la noche”, “Ernesto tiene 3 délares mas por la noche que por la manana”.
Nuestra clasificacion atiende a los aspectos de la estructura y la forma semantica. No
tendremos en cuenta la posicion de la incognita, ni el tipo de nameros, ni el contexto, aunque
como ya hemos dicho juegan un papel importante desde el punto de vista didactico. Con el fin de
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enfatizar los dos aspectos a los que prestamos atencién, todas las situaciones numeéricas se
refieren al contexto deber-tener y se corresponden con la suma -2 + 5 = 3. Sin duda, otros
contextos exigirdn expresiones verbales diferentes de las que usamos para el contexto
deber-tener, pero tampoco prestamos atencion en este trabajo a esas variantes.

En este articulo describimos once clases de problemas atendiendo a la estructura funcional.
Algunas de estas clases no las hemos encontrado descritas en la literatura sobre el tema:
variacion de variaciones, variacion de una comparacion, combinacion de variaciones,
comparacion de comparaciones y combinacién de comparaciones.

Por otro lado, resaltamos la conveniencia de distinguir con nitidez entre estructura funcional y
forma semantica, diferencia que tampoco hemos hallado en los trabajos de otros autores y en
ocasiones aparecen confundidas.

Finalmente, debemos mencionar que el esbozo que presentamos aqui exigird, para su plena
utilidad una investigacion didactica que por nuestra parte solo esta recientemente iniciada y cuya
conclusién no es inmediata.

2. Estados, comparaciones y variaciones
En esta seccion precisamos las ideas de estado, comparacion y variacion, las cuales resultan
béasicas en la clasificacién que proponemos en los problemas aditivos.

2.1 Estados
Los nimeros se usan para expresar estados (Ernesto tiene 2 ddlares; la temperatura en Madrid es
de 10.3°C, ...). Resulta conveniente para la clasificacion funcional que discutimos en este

trabajo formalizar un poco esta idea. En los ejemplos de estado siempre hay un sujeto (Ernesto,
Madrid, ...), una magnitud (saldo dinerario, temperatura, ...) y una unidad de medida (1 doélar,
1° C, ...). También estd presente el tiempo, aunque a veces sea de manera imprecisa. Hemos de
suponer que Ernesto tiene 2 doélares, o que la temperatura de Madrid es de 10.3°C, en este
momento en el que escribimos.

Hablaremos de funcion estado o simplemente estado, y escribiremos e(t) para referirnos al
estado en el momento t. Precisemos algo mas el significado de este simbolo: e es la funcion
estado y esta asociada, como ya hemos dicho, a un sujeto, a una magnitud y una unidad de
medida; e(t) es el estado en el instante t. Hay situaciones en la que la funcion estado se considera
constante, independiente del tiempo (altura de EI Teide es de 3, 717 metros sobre el nivel del
mar).

2.2 Comparaciones
Los nimeros también se usan para comparar estados. La comparacion absoluta entre los estados
e(t) y d(s), en este orden, es la diferencia

Ced (t,5) d(s) — e(t).
Claramente, las dos funciones estado e y d deben referirse a una misma magnitud para que la
diferencia tenga sentido. Ejemplos: Ernesto tiene hoy 2 ddlares més de los que Francisco tenia
ayer; la temperatura de Madrid es de 10.3°C mas que en Londres.
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Aungue en este trabajo sélo nos fijaremos en las comparaciones absolutas, que son las que
aparecen en los dos problemas aditivos, mencionamos que la comparacion relativa entre los
estados e(t) y d(s), en este orden, es el cociente.
red (t,5) = d(s)/e(t).

Ejemplos: Ernesto tiene doble nimero de dolares que Andrés; la velocidad media del automovil
ha sido 50.40 kilometros por hora.
Establecemos dos tipos de comparaciones absolutas, las cudles denominamos comparaciones y
variaciones.
Llamaremos comparacion a la comparacion absoluta de dos funciones estado diferentes e y d.
Usaremos la siguiente notacion para la comparacion entre los estados e(t) y d(s):

C = Ced = Ced(t,5) = d(S) - e(t).
Escribiremos solo c si se sobreentienden las funciones e y d, y ced si el tiempo no tiene un papel
relevante, como es muy frecuente que ocurra en los problemas en los que aparece una
comparacion. En general, las comparaciones se refieren a una situacion estatica, incluso en el
caso de ser t y s diferentes. Si t = s, entonces hablaremos de comparacion simultanea. Ejemplo:
Ernesto tiene 2 dolares mas que Andrés.

2.3 Variaciones
Llamaremos variacién a la comparacion absoluta de dos estados de una misma funcion estado
e, en los dos momentos diferentes. Escribiremos

V = Ve =V(t,S) = Ve(t,s) =€ (s)—e (),
segun el énfasis que deseemos poner en los instantes t y s o en la funcion e. Las variaciones
necesariamente se refieren a una situacion dindmica; es decir, transcurre el tiempo. Ejemplo:
Ernesto tiene por la noche 2 délares méas que en la mafiana.
Insistimos en que en las comparaciones hay dos funciones estado y el tiempo carece de
importancia, mientras que en las variaciones hay una Unica funcion estado y en el transcurso del
tiempo juegan un papel fundamental.

2.4 Otras variaciones y comparaciones:
Podemos considerar, y asi lo haremos méas adelante, variacién de comparaciones, comparacion de
variaciones, ... Ya que las ideas basicas son las ya expuestas, no entramos en mas detalles ahora.

3. Formas semanticas equivalentes

Hay diferentes formas de expresar un estado, una comparacion una variacion. Nos referimos a
formas que resultan ser equivalentes desde un punto de vista semantico; es decir, son formas
verbales que tienen el mismo significado. Desde luego, no todas tienen el mismo uso en el
lenguaje ordinario, ya que algunas de ellas son muy artificiales y sdlo tienen interés desde una
perspectiva tedrica, aunque las exponemos aqui para presentar una panoramica completa.

Estas distintas maneras de expresion tienen gran importancia didactica pues no resultan
indiferentes a la hora de la resolucion de problemas por parte de los alumnos, y pueden utilizarse
para justificar la identificacion de la suma y de la resta en el aprendizaje de los ndmeros
negativos. (Bruno y Martinon, 1994, 1996).

En los apartados de esta seccion analizamos las diferentes maneras de expresar un estado, una
variacion y una comparacion. Los ejemplos con los que ilustramos nuestras ideas se sitan todos
en el contextos deber-tener. Todas las cantidades se refieren a dolares; por ejemplo; si decimos
“Ernesto tiene 2 dolares”, se entendera “Ernesto tiene 2 dolares”.
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3.1 Formas de expresar un estado
Hay una unica forma de expresar un estado. Por ejemplo,
Ernesto tiene 2,
0 bien
Ernesto debe 2.
Haciendo uso de los nimeros negativos, los estados pueden expresarse de otra forma diferente,
equivalente a la anterior desde el punto de vista semantico. Por ejemplo,
“Ernesto tiene 2” es equivalente a “Ernesto debe -27,
“Ernesto debe 2” es equivalente a “Ernesto tiene -2”.
En el lenguaje ordinario, lo natural es expresar un estado de nimeros positivos y no con nimeros
negativos. No obstante, este lenguaje doble tiene utilidad didactica (Bruno y Martinon, 1996).

3.2 Formas de expresar variacion

Consideremos el ejemplo: Ernesto (e) debe 2 por la mafiana (estado inicial) y tiene 3 por la
noche (estado final). La variaciébn que produce puede expresarse de diversas formas,
semanticamente equivalentes, que podemos agrupar en dos basicas. Las denominaremos cambio
y diferencia.

3.2.1 Cambio

Se trata es decir lo que gana o pierde a lo largo del dia, teniendo en cuenta
“ganar” es equivalente a “aumentar lo que tiene”,

“ganar” es equivalente a “disminuir lo que debe”,

“perder” es equivalente a “aumentar lo que debe”.

“perder” es equivalente a “disminuir lo que tiene”.

Cambio simple. Se expresa directamente lo que se gana o pierde:
En el transcurso del dia E gand 5.

Cambio aumento. Se dice que aumenta (lo que tiene o lo que debe):
En el transcurso del dia E aumento lo que tiene en 5.

Cambio disminucion: Se dice que lo disminuye (lo que tiene o lo que debe):
En el transcurso del dia E disminuy6 lo que debe en 5.

3.2.2 Diferencia
Se expresa la diferencia entre lo que tiene o debe por la noche y por la mafiana.

Diferencia directa. Se emplean en la expresion mas que:
Por la noche E tiene 5 mas que por la mafiana,
Por la mafiana E debe 5 mas que por la noche.

Diferencia directa. Se usa la expresién menos que.

Por la noche E debe 5 menos que por la mafiana.
Por la mafana E tiene 5 menos que por la noche.
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3.2.3 Lenguaje natural

La expresion natural de una variacion depende de la forma en la que se expresan los estados. Por
ejemplo, en lugar de decir “E tiene 2 por la mafiana y disminuyo lo que debe en 57, parece
preferible decir “E tiene 2 por la mafiana y aumento lo que tiene en 5”; en lugar de decir “E
debe dos por la mafiana y aumentd lo que tiene en 57, resulta mas claro decir “E debe 2 por la
mafiana y disminuyd lo que debe en 5”.

3.2.4 Con numeros negativos

Si se usan numeros negativos hay otras tantas formas de expresar variacion “En el transcurso del
dia E gand6 5

En el transcurso del dia E perdi6 -5,

En el transcurso del dia E aumento lo que debe en -5,
En el transcurso del dia E disminuy®6 lo que tiene en -5,
Por la noche E debe -5 mas que por la mafiana,

Por la noche E tiene -5 menos que por la mafiana,

Por la mafana E tiene 5 mas que por la noche,

Por la mafana E debe -5 menos que por la noche.
Ninguna de ellas se usa en el lenguaje ordinario.

3.3 Formas de expresar una comparacion

Distinguimos basicamente dos formas, semanticamente equivalentes, de expresar la comparacion,
a las cuales Ilamaremos diferencia y cambio. Consideremos el siguiente ejemplo: Ernesto (E)
debe 2 y Daniel (D) tiene 3.

3.3.1 Diferencia

Se expresa cuanto tiene o (debe) uno mas que (o0 menos que) el otro.
Diferencia directa. Se utiliza la expresion mas que:

D tiene 5 mas que E,

E debe 5 més que D.

Diferencia indirecta: Se emplea la expresion menos que:

D debe 5 menos que E,

E tiene 5 menos que D.

3.3.2 Cambio

Se expresa, en forma de cambio, la variacion que debe experimentar uno (ganar o perder) para
igualar al otro. Segun la forma de cambio de expresar esa variacion se obtienen diferentes formas
de expresar la comparacion:

Cambio progresivo:

Si Egana5igualaaD,

Si E aumenta lo que tiene en 5, iguala a D,
Si D aumenta lo que debe en 5 igualard a E.

Cambio regresivo:

Si D pierde 5, iguala a E.

Si D disminuye lo que tiene en 5, igualard a E.
Si E disminuye lo que debe en 5, iguala a D.
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3.3.3 Lenguaje natural

La forma de expresion natural de una comparacién depende de la forma en la que se expresen los
estados. Por ejemplo, en vez de decir “E debe 2 y D tiene 5 mas que E”, es preferible decir “E
debe 2 y D debe 5 menos que E”.

3.3.4 Con numeros negativos

Usando niimeros negativos hay otras tantas formas de expresar “D tiene 5 mas que E”:
D debe -5 mas que E,

E tiene -5 més que D,

D tiene -5 menos que E,

E debe -5 menos que D,

Si E pierde -5, igualaa D,

Si D gana -5, iguala a E,

Si E disminuye lo que tiene en -5, iguala a D,
Si D disminuye lo que debe en -5 iguala a E,
Si E aumenta lo que debe en -5, iguala a D.
Si D aumenta lo que tiene en -5, iguala a E.

Como ya hemos sefialado para los estados y las variaciones, no usan las expresiones con nimeros
negativos en el lenguaje ordinario, aunque si tienen utilidad en ciertas situaciones didacticas
durante el aprendizaje de dichos nimeros.

4. Clasificacion funcional y semantica de problemas aditivos
En esta seccion analizamos los distintos tipos de problemas aditivos simples, que son aquellos
que corresponden con igualdades aritméticas de tipo x +y = z.

Consideraremos 11 clases de problemas, cada una de las cuales se corresponde con una
estructura funcional. Los problemas de estado se corresponden con las siguientes 3 clases:
Combinacién de estados: a(t) + b(t) = e(t)

Variacion de un estado: e(i) + v = e(f)

Comparacion de estados: e + ¢ = d

Los problemas de variaciones son las siguientes 4 clases:
Combinacién de variaciones sucesivas: v (i,m) + v(m,f) = v(i,f)
Combinacion de variaciones: va (i,f) + vo(i,f) = ve(i,f)
Comparacién de variaciones: ve (i,f) + ¢ = va(i’,f")

Variacion de variaciones: v (i,f) + v =ve (i’,f")

Los problemas de comparaciones agrupan las siguientes 4 clases:
Combinacién de comparaciones adyacentes: Ced = Cdg = Ceg
Combinacidn de comparaciones: Cag + Cbh = Ced

Variacién de una comparacion: c(i) + v = c¢(f)

Comparacién de comparaciones: Ced + C = Cgh
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Segun la forma de expresar las variaciones y las comparaciones de un problema, hablamos de
formas semanticas. Teniendo en cuenta la estructura funcional y la forma semantica
obtenemos el tipo funcional-seméntico de un problema.

Iniciamos el estudio con los problemas en los que aparece una Unica funcion estado, luego
continuamos con aquellos en los que hay dos, y asi sucesivamente.

4.1 Problemas con una funcién estado

Consideramos ahora las distintas clases de problemas en los que aparece una Unica funcion
estado e. En los ejemplos que ponemos, e(t) significa el saldo (lo que tienen o lo que debe)
Ernesto (E), medido en dolares, en el instante t.

4.1.1 Variacion de un estado
Consideremos dos instantes distintos i (inicial) y f (final), siendo i < f. Asociados a esos instantes
se tienen el estado inicial e(i) y el estado final e(f), ademas de la variacion v = e(f) - e(i). En esta
clase de problemas se tiene la siguiente estructura funcional

e(i) + v=e(f).

Ejemplo: e(i): Por la mafiana E debia 2.
v: En el transcurso del dia E gand 5.
e(f): Por la noche E tenia 3.

Estos problemas, expresados en su forma semantica de cambio han sido denominados problemas
de cambio (Riley y otros, 1983), union y separacion (Carpenter y Moser, 1982), una
transformacién que une dos medidas (Vernaud, 1982) y dindmico (Nesher, 1982).

4.1.2 Combinacion de variaciones sucesivas
Ahora hay tres instantes diferentes: inicial i (inicial), m (medio), f (final).
En estos instantes el estado toma otros tantos valores: inicial e(i), medio e(m) y final e(f).
Aparecen asi diferentes variaciones:
v(i,m) =e(m) - e(i), v(m,f) = e(f) - e(m), v(i,f) = e(f) - e(i).
Los problemas de esta clase tienen la estructura funcional:
v(i,m) + v(m,f) = v(i,f).

Ejemplo: v(i,m): En el transcurso de la mafiana E perdid 2.

v(m,f): En el transcurso de la tarde E gano 5.

v(i,f): En el transcurso del dia E gané 3

Esta clase de problemas ha sido considerada por Vergnaud (1982) en su forma semantica de
cambio y la llam6 composicion de dos transformaciones.

4.1.3 Variacion de variaciones
En esta clase se problemas hay cuatro instantes: i <f 7 i" < f". Podemos entonces considerar las
variaciones del estado e:

v(i,f) = e(f) - ei), v(i'F) = e(f) - e(i").
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Lo habitual es que esas variaciones se refieran a periodos constantes de tiempo; es decir,
f—i=1f -1i". Por ejemplo, esas variaciones pueden representar las ganancias o pérdidas que se
producen en un dia. Aparece asi una nueva funcion estado v(i,f) que se define en intervalos
temporales (i,f). En la expresion de la estructura funcional de esta clase de problemas, v
representa la variacién de la funcion v(i,f) y no de la funcion e:

v(i,f) +v=v("f)
Ejemplo: v(i,f): Ayer E perdid 2.
v: Hoy E perdidé 5 menos que ayer.
v(i,f"): Hoy E gand 3.

Esta estructura funcional tiene gran similitud con la comparacién de variaciones, con la
diferencia en esta ultima se consideran dos funciones estados:
ve(i,f) + ¢ = via(i",f).

4.2 Dos funciones estado
Las dos funciones seran denotadas por e y d. Supondremos que e(t) es el saldo de Ernesto (E) y
f (t) el saldo de Daniel (D) en un cierto momento t.

4.2.1 Comparacion de estados:
La estructura funcional es:
e+c=d
Ejemplo: e: E desde 2.
c: Si E gana 5, entonces iguala a D.
d: D tiene 3.

Esta clase de problemas, cuando la comparacidén se expresa en forma de diferencia, ha sido
denominada en la literatura de las siguientes formar: comparacion (Riley y otros, 1983;
Carpenter y Moser, 1982, Nesher, 1982) y una relacion estatica que une dos medidas
(Vergnaud, 1982). Si la comparacion se expresa en forma de cambio se han denominado
igualacidén-afiadiendo o igualacién-quitando (Carpenter y Moser, 1982).

4.2.2 Comparacion de variaciones

Consideramos la variacion ve(i,f) entre los dos instantes i < f y también la variacion vd(i",f") entre

los instantes i'< f'de la funcion estado d, aunque lo habitual es que sea i =i’y f = f. En esta

clase de problemas se comparan ambas variaciones y tienen la siguiente estructura funcional:
Ve(i,f) + c = va(i", ).

Ejemplo: ve(i,f): En el transcurso del dia E perdio 2.
C: D perdio 5 menos que E.
vd(i",f): En el transcurso del dia D gand 3.

4.2.3 Variacion de una comparacion
Al variar con el tiempo los dos estados e y d, también varia la comparacion entre ellos.
c(t) = d(t) - e(t)
Entre los dos instantes i < f se produce una variacion v de la funcién comparacién c(t). La
estructura funcional de esta clase de problemas es la siguiente:
c (i) + v =c(f).
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Ejemplo: c(i): Ayer D tenia 2 mas que E.

v: Hoy E gan6 5 més que D.

c(f): Hoy E tiene 3 mas que D.

Esta estructura es muy similar a la anterior cuando i =i’y f=f":

V = c(f) - (i) = d(f) - e(f) - d(i) + e(i) = va(i,f) - ve(i,f) = ¢

4.3 Tres funciones estado
Consideramos en este apartado problemas en los que aparecen tres funciones estado.
4.3.1 Combinacion de estado
En ciertas situaciones una funcion estado e es suma de dos estados parciales a 'y b y diremos que
e es el estado total. Por ejemplo, a representa el saldo de Ernesto (E) (lo que tiene o debe) en el
banco, b el saldo en casa y e el saldo total, suma de ay b. La estructura funcional de esta clase
de problemas es:
a(t) + b(t) = e(t)
Ejemplo: a(t): En el banco E debe 2.
b(t): En casa E tiene 5.
e(t): En total E tiene 3.

Esta clase de problemas ha recibido diferentes denominaciones en la literatura: combinacion
(Ryley y otros, 1983) parte-parte-todo (Carpenter y Moser, 1982), una transformacion que
une dos medidas (Vergnaud, 1982) y estatico (Nesher, 1982).

4.3.2 Combinacion de variaciones
Suponemos que a y b son estados principales del estado total e:
e(t) = a(t) + b(t).
Con el transcurso del tiempo los tres estados varian:
va(i,f) = a(f) - (i) vo(i,f) = b(f) - b(i) ve (i,F) = e(f) - e(i)
De igual forma que en 4.3.1, podemos suponer que a y b representan los saldos de Ernesto (E) en
el banco y en su casa y e es el saldo total. La estructura funcional es:
va(i,f) + vo(i,f) = ve(i,f)
Ejemplo: va(i,f): En el transcurso del dia E perdié 2 en el banco.
vo(i,f): En el transcurso del dia E gand 5 en su casa.
ve(i,f): En el transcurso del dia E gand 3 en total.

4.3.3 Combinacion de comparaciones adyacentes
A diferencia de las dos clases de problemas anteriores (4.3.1 y 4.3.2) ahora las tres funciones
estados son “independiente”. Por ejemplo, e representa el saldo de Ernesto (E) d el de Daniel (D)
y g el de Gabriel (G). Podemos considerar las tres comparaciones

Ced=d—¢g, Cdg=¢Q-d, Ceg=( - €.
Decimos que las comparaciones Ced Y Cdg son adyacentes y que Ceg €s la combinacion de ambas.
La estructura funcional de esta clase de problemas es la siguiente:

Ced + Cdg = Ceg

Ejemplo: ced: D tiene 2 menos que E.
Cdg:G tiene 5 mas que D.
Ceg:G tiene 3 més que E.
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Estos problemas en su forma de expresion de diferencia han sido denominados composicion de
dos relaciones estaticas por Vergnaud (1982).

4.4 Problemas de cuatro funciones estado

4.4.1 Comparacion de comparaciones

Supongamos que tenemos cuatro funciones estado e, d, g y h. Por ejemplo, representan los saldos
de Ernesto (E), Daniel (D), Gabriel (G) y Héctor (H), respectivamente. Si consideramos las
comparaciones

Ced=d - €, cgh=h-g,
obtenemos la comparacion de comparaciones, cuya estructura funcional es la siguiente:
Ced + C = Cgh.

Ejemplo: ced: D tiene 2 menos que E.
c: Lo que H tiene méas que G es 5 mas de lo que E tiene mas que D.
cgh: H tiene 3 mas que G.

4.5 Problemas con seis funciones estado

4.5.1 Combinacion de comparaciones
Consideramos el estado e que es combinacion de los estados parciales a y b: e = a + b. Por
ejemplo, e es el salto total de Ernesto (E), mientras que a y b representan los saldos en el banco y
en su casa, respectivamente. Consideramos también el estado d = g+h, combinacion de los
estados parciales g y h: saldo total de Daniel (D), saldos en el banco y en su casa,
respectivamente. Las comparaciones de los estados parciales y totales son:
Cag = g — a (comparacién de los saldos en el banco)
cbh= h — b (comparacién de saldos en su casa)
ced= d — e (comparacion de saldos totales)
Entonces resulta que ced €s combinacion de cag y cbh siendo la estructura funcional de esta clase
de problemas la siguiente:

Cag + Cbh = Ced
Ejemplo: cag: En el banco, D tiene 2 menos que E.
cbh: En casa, D tiene 5 mas que E.
ced: En total, D tiene 3 mas que E.

Consideraciones finales

Hemos presentado una clasificacion general de los problemas aditivos verbales que permite
considerar nuevas situaciones no contempladas en las investigaciones sobre este tema. Esta
clasificacion puede ser utilizada con todo tipo de nimeros (positivos y negativos, enteros y no
enteros).

No pensamos que todos estos tipos de problemas deban ser tratados en la educacion primaria o
secundaria, lo cual no solo seria imposible sino innecesario. Aunque algunos de los problemas
que citamos pueden introducirse, no tienen por qué ser tratados de forma sistematica. La
clasificacion que damos y la distincion entre los aspectos funcionales y semanticos pueden servir
de reflexion a parte del profesorado de estos niveles sobre el tipo de situaciones que pueden
surgir en los problemas aditivos y los conceptos que estdn en juego (estados, comparaciones,
variaciones y las relaciones entre ellos).

148



Por otro lado, la clasificacidon puede ser parte del soporte tedrico en investigaciones sobre el tema,
ya que a partir de ella surgen interesantes preguntas de investigacion: ¢cuéles son los problemas
que presentan mayor dificultad?, influye la forma semantica de expresar las distintas
situaciones?, ¢los alumnos comprenden de la misma forma las variaciones expresadas como
diferencias, que las comparaciones expresadas como diferencias?, por lo tanto. ¢Es relevante el
tiempo? Otro tipo de cuestiones que cabe plantearse tiene que ver con las representaciones en
distintos modelos, como puede ser la recta, de estas situaciones.

En la medida en que las respuestas a estas preguntas ayuden a conocer mejor la comprension de
los alumnos en este tema, la clasificacion que presentamos cobrard mas o menos utilidad.

149



