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Resumen

En este proyecto de investigacion, abordamos el tema de la interpretacion de la
razon de cambio en el contexto del andlisis grafico. La puesta en marcha del
presente trabajo consistio del disefio de actividades cuyo objetivo fue que los
alumnos de licenciatura pudieran darle sentido a la razon de cambio, como una
herramienta para el analisis de la variacion de los parametros de una funcion, lo

gue los colocaba en mejores condiciones para interpretar la derivada.

Para llevar a cabo lo anterior nos apoyamos en ideas que hacen énfasis en el
papel que juegan tres elementos: la influencia de los conocimientos previos de los
estudiantes en el desarrollo de nuevos conocimientos, la relacion proceso-objeto
considerando como base de los procesos para el desarrollo del objeto abstracto
asociado a la razén de cambio y al analisis grafico como la herramienta que nos

permitié dar sentido a la razén de cambio.

Tomando en consideracidn éstos tres elementos en el disefio de las actividades y
en el analisis cualitativo de los resultados obtenidos, se concluyé entre otras cosas
que: el analisis grafico de la razon de cambio permiti6 que los estudiantes
concibieran a ésta como un valor, que establece una relacion entre el cambio de
las variables de una funcién dentro de un intervalo. Encontramos que construir la
idea de razon de cambio instantdnea a partir de la raz6n de cambio promedio, no
es un proceso natural y trajo dificultades a los estudiantes, sin embargo, se

empieza a considerar el calculo de ésta en intervalos pequefios.






Abstract

In this research project, the subject was the interpretation of the rate of change in
the context of graphic analysis, this study consisted in designing activities which
had the objective that undergraduate students could give sense to the rate of
change, like a tool for analyzing parameter’s variation of a function, which place

them in the best conditions to interpret the derivate.

To accomplish this aim, we were supported by ideas that make emphasis in the
role in which three elements play: the influence of previous knowledge in the
development of new knowledge, the relation process-object considering as basis
the process for the development of the abstract object associated to the rate of
change, and the graphic analysis like a tool that allowed us give sense to the rate

of change.

Considering this three elements in the design of activities and the qualitative
analysis of the obtained results, we concluded that graphic analysis of the rate of
change allowed the students to conceive this rate as a value that establish a
relation in the variable’s changes of a function in an interval. We found that
constructing the idea of instantaneous rate of change as of the average rate of
change is not a natural process and is difficult for the students. However, it starts to

consider the calculus of this in small intervals.
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Introduccion

En este trabajo, estamos interesados en investigar sobre las condiciones
necesarias para una adecuada comprension de la razon de cambio, es por ello
que llevamos a cabo un andlisis de las formas de abordar ésta en libros y en los
apuntes de algunas clases de Calculo. Encontramos que la razén de cambio,
aparece principalmente en la introduccion a los temas del limite, la derivada y la
integral: y aunque en el caso de la derivada es esencial para la formacion de este
concepto, observamos que se hace poco énfasis en ella y en algunas ocasiones
queda relegada a un simple algoritmo.

Consideramos, que el entender a la raz6n de cambio mas alla de una férmula
puede propiciar mejores condiciones para que los alumnos comprendan algunos
conceptos del Calculo. Es por esto que nuestra investigacion, esta enfocada en
desarrollar un significado de la razon de cambio, asociado a la variacién de sus

parametros.

Para alcanzar este objetivo, tomamos como base tres elementos: la influencia de
las experiencias y los conocimientos previos en el desarrollo de nuevas ideas, la
relacion entre los procesos y los objetos, en la que se toma como principio el
desarrollo de procesos asociados al objeto para la formacion de éste, y el andlisis
grafico que es visto como la herramienta que permite estructurar y dar sentido al
proceso que dara paso al objeto matematico.

El formular lo anterior dentro del caso especifico de nuestra investigacién nos lleva

a plantearnos las siguientes preguntas:

1. ¢De qué manera influye el estudio de la velocidad y el flujo de agua, para el
desarrollo de procesos que impliguen el trabajo con la razén de cambio?

2. ¢De gué manera los procesos fundados en el andlisis grafico de la razon de
cambio, fomentan condiciones para construir esta idea desde el punto de

vista de la variacion?




3. ¢La comprension y el analisis grafico de la razon de cambio son suficientes

para acceder al concepto de derivada? y en cualquier caso ¢ por quée?

Para responder a estas preguntas de investigacion, se disefiaron 5 actividades
que fueron aplicadas a 7 estudiantes de la Licenciatura en Mateméticas de la
Universidad Autonoma de Zacatecas (UAZ), en las que era necesario realizar
interpretaciones graficas del comportamiento de la velocidad y el flujo de agua
para resolver los problemas de cada actividad. Durante el proceso de resolucion
de éstas, se propuso utilizar relaciones establecidas a través de la razon de
cambio para resolver las actividades y realizar un andlisis grafico de los procesos

realizados.

Posteriormente, se realizé un analisis cualitativo con los datos obtenidos en cada

problema; en general se observo lo siguiente:

e Los estudiantes son influenciados en sus respuestas por sus ideas previas
de cursos de célculo y experiencias con el trabajo gréfico.

e El andlisis gréfico permitié que los alumnos establecieran, relaciones entre
el cambio de las variables con el valor de la razén de cambio y la
importancia del intervalo elegido para calcularla.

e La idea que se formularon acerca de la velocidad se opone al hecho de
establecer la velocidad en un punto.

Estas y otras observaciones realizadas en la investigacion en conjunto con el
analisis de datos, nos permitieron llegar a las siguientes conclusiones que

también responden las preguntas de investigacion:

e Las experiencias y conocimientos previos ligados a los problemas graficos
de velocidad y flujo de agua, guiaron las decisiones del estudiante, aunque
con mas dificultades en el segundo caso. Pero fueron reemplazados
rapidamente por el proceso de calculo y el analisis de los elementos

inmersos en la razon de cambio.



El andlisis grafico de la razon de cambio permiti6 que los estudiantes
concibieran a ésta como un valor, que establece una relacién entre el
cambio de las variables de una funcion dentro de un intervalo.

El proceso de dar forma a la idea sobre la razén de cambio instantanea (la
derivada) no es natural y trae dificultades a los estudiantes, sin embargo, se

empieza a considerar el calculo de ésta en intervalos pequefios.






CAPITULO 1

Antecedentes

En este capitulo presentamos una reflexion de la manera como se aborda la
relacion entre la derivada y la razén de cambio en los programas educativos de
nivel medio superior de las siguientes instituciones: la Secretaria de Educacion
Publica (SEP), Colegio de Bachilleres, Bachillerato Tecnolégico y La Unidad
Académica de Preparatorias de la Universidad Autébnoma de Zacatecas
(UAPUAZ). De igual manera presentamos un analisis de como este tema es
tratado en algunos de los libros de texto sugeridos en los programas antes
mencionados (Purcell, Varverg y Rigdon, 2007; Stewart, 2001; Larson y Edwards,
2010).

Completaremos esta perspectiva, con una revision de apuntes de algunas clases
tomados por los estudiantes de nivel medio superior y licenciatura. Posteriormente
agregamos una revision de algunas investigaciones realizadas alrededor del tema

gue nos atafie.

Finalizaremos el capitulo estableciendo la problematica bajo la cual se llevo a

cabo la presente investigacién, asi como la direccion que tomara ésta en adelante.



1.1 Larazén de cambio y la derivada en los programas educativos
En esta seccion se analizan cuatro programas educativos (SEP, 2012; Colegio de
Bachilleres, 2011; Bachillerato Tecnoldgico, 2009; UAPUAZ, 2013) en los cuales
nos centraremos en los objetivos generales de la materia de matematicas, la
estructura y el objetivo del calculo diferencial y las aptitudes que se pretenden

desarrollar en el estudio del calculo diferencial.

A manera de conclusion estableceremos, desde nuestro punto de vista, el rol que

juega la razén de cambio dentro del tema de calculo diferencial.

1.1.1 Programas Educativos
En México existe una gran variedad de centros educativos a los que se puede
asistir para formarse en el nivel medio superior, cada uno difiere en los objetivos y

programas con que se trabaja dentro de cada materia.

En el estado Zacatecas a nivel bachillerato existen 4 instituciones de gran
importancia: Colegio de Bachilleres del Estado de Zacatecas (COBAEZ), Centro
de Bachillerato Tecnoldgico Industrial y de Servicios (CBTIS), Preparatorias
estatales y Prepas-UAZ. La estructura, los objetivos y el enfoque de los
contenidos en las distintas asignaturas, en cada una de ellas, se rige por los
programas de instituciones mayores como son: Colegio de Bachilleres,

Bachilleratos Tecnoldgicos, SEP y UAPUAZ, respectivamente.
En la materia de matematicas los objetivos planteados son los siguientes:

* Bachillerato Tecnolégico. El estudiante, a partir de la apropiacion de los
contenidos fundamentales de las Matematicas, desarrollara habilidades de
pensamiento, comunicacion, descubrimiento y transferencia que le permitan
resolver problemas y ser participe del desarrollo sustentable de su entorno
(Bachillerato Tecnologico, 2009).

* Colegio de bachilleres. Se busca el mejoramiento de las habilidades de
razonamiento l6gico, abstraccion y generalizacion que le permitan
comprender y aplicar los métodos y lenguajes de la matematica en el
conocimiento de la realidad (Colegio de bachilleres, 2011).



+ UAPUAZ. Reconocer gque el area de las ciencias exactas son un producto del
quehacer humano en constante cambio y evolucion. Utilizar y valorar las
matematicas y su conexion con otras areas (UAPUAZ, 2013).

* SEP. Su objetivo es propiciar el desarrollo de la creatividad, el pensamiento
|6gico y critico, mediante procesos de razonamiento, argumentacion y
estructuracion de ideas que conlleven al despliegue de conocimientos,
habilidades, actitudes y valores, en la resolucion de problemas mateméaticos

gue en sus aplicaciones trasciendan a lo escolar (SEP, 2012).

Entre la gran variedad de objetivos que se pretende desarrollar en el alumno,
dentro de la materia de matematicas, en general encontramos un interés
compartido para que el alumno: desarrolle un pensamiento critico, la capacidad de
argumentar en un lenguaje verbal y matematico, disefie e interprete modelos
matematicos y desarrolle la capacidad de movilizar sus conocimientos

matematicos adquiridos para hacer frente a problemas de la vida cotidiana.

En el siguiente apartado mostraremos cOmo se encuentra estructurado el tema de

calculo diferencial en cada Programa Educativo.

1.1.2 Estructura del Calculo Diferencial
En este apartado se ilustran los temas y subtemas, asi como la secuencia con las
gue son presentados éstos, dentro del programa de Célculo Diferencial por cada

una de las instituciones mencionadas en la seccién anterior.

SEP

A 4

Bloque 1 Bloque 2 | Bloque 3 | Bloque 4

Evolucién del célculo. Estudio de funciones La Variacion de algunos Definicién, maximos y
continuas y discontinuas. fenémenosa través del minimos de una
Modelos matematicos. tiempo. funcién.
Limite y sus
Aplicaciones. interpretaciones. El caso particular de la Célculo de maximos,
velocidad y la aceleracién minimosy puntos de
Calculo de limites. de un moévil. inflexion.

Figura 1. Contenido teméatico del programa de Célculo Diferencial establecido por la SEP (2012).




Bachillerato Tecnoldgico CALCULO DIFERENCIAL

Precalculo Funciones Limite Derivada

« Antecedentes histdricos = Dominioy contradominl « Limite de una funcir « Razdn ok imbio promed|
= NUume reale « Clasificacian = Propledades e interpretacion geometrca
tema de coordenadas lineale«  Dperaciones « Continuidad de una « Derivacion de funclones
v rectangular « Comportamiento funcién = Formulas de derivacion

Je sl guald ade: = Derivadas sucesivas

= Intervalc « Comportamient
GRAFICACION

APLICAC NES
El comportamiento de fenomenos que se relacionen cor s especlalidades de cada plantel y su ntexto en general,
de tal manera que interprete, represente v estime soluciones a través del calculo diferencial

Méximaos ¥ minimos, concavidad v simetria, rapidez de cambio, entre otras

Figura 2. Contenido tematico del programa de Calculo diferencial en los Bachilleratos tecnol6gicos.
Fuente: Bachillerato Tecnoldgico, 2009. Programa de estudios matematicas. México. Recuperado
de http://www.cecyteo.edu.mx/site/Docs/ProgramasBasicas/Matematicas.pdf

En las prepas UAZ, el plan de estudio sélo nos muestra la estructura basica de la
materia, que consiste en abordar tres contenidos con el siguiente orden:
funciones, limites y derivadas. A este topico le anteceden conocimientos de

algebra y geometria analitica, y le sigue el célculo integral.

En los Colegios de Bachilleres, los temas razén de cambio y derivada, se abordan
después del tema de funciones, en quinto semestre junto con temas de Geometria
Analitica. Hay que hacer notar que ningan contenido sugiere que se tome el tema
de limites dentro de la carrera, solo se hace de manera ilustrativa. La razon de
cambio se ensefia por medio de problemas de variacién y el analisis de su
interpretacion geométrica, a ella le siguen las reglas de derivacién y el célculo de

maximos y minimos.

En lo que sigue nos centraremos en cuales son los objetivos que se pretenden
desarrollar en el estudiante que cursa Célculo Diferencial, y como interviene la
razon de cambio en la tarea de conseguir los objetivos planteados en cada

programa educativo.


http://www.cecyteo.edu.mx/site/Docs/ProgramasBasicas/Matematicas.pdf

1.1.3 Larazén de cambio en el Calculo Diferencial

En lo referente al topico de Calculo Diferencial cada plan de estudios presenta los

siguientes objetivos:

Bachillerato Tecnolégico. Desarrollar el razonamiento matematico, mediante
el analisis e interpretacion de las relaciones entre dos variables en
problemas surgidos de la actividad humana y de los fenémenos naturales,
que a su vez impliquen procesos finitos que involucren razones de cambio
(Bachillerato Tecnolégico, 2009).

Colegio de Bachilleres. Que desarrolle y profundice su pensamiento logico-
matematico, mediante la comprension y aplicacion de la razén de cambio (la
derivada), en la solucion de problemas propios del calculo diferencial,
aplicados a diferentes éreas del conocimiento, utilizando la matematica como
herramienta que explica y cuantifica el comportamiento de fendmenos
naturales y sociales presentes en la realidad del estudiante (Colegio de
Bachilleres, 2011).

SEP. El objetivo es analizar cualitativa y cuantitativamente la razén de
cambio instantaneo y promedio, lo que permitird responder a problemas del
contexto real del estudiante al facilitarle la formulacion de modelos
matematicos de problemas financieros, econémicos, quimicos, ecoldgicos,

fisicos y geométricos (SEP, 2012).

En general en todos los programas mostrados (excepto el de UAPUAZ donde no

se hace explicito los contenidos tratados en calculo diferencial) encontramos

presente el estudio de la razén de cambio promedio, la cual aparece como una

herramienta que nos introduce a la derivada de funciones. El trabajo con la razon

de cambio, se propone inmerso en la resolucién de problemas de variacion

basados en modelos matematicos de situaciones reales y en el analisis de su

interpretacion grafica.

De manera que consideramos de la revision, que si bien la razén de cambio

aparece como un elemento a considerar en los programas revisados, parece que



no se le asigna una funcion especifica en la ensefianza, soélo se le considera como

preambulo de la derivada: en realidad se le menciona, pero no se le aprovecha.

Pero los programas educativos no son la unica fuente en la que se basan los
profesores para la elaboracion de sus clases. Razon por la cual en la siguiente
seccion analizaremos el contenido del tema de Calculo Diferencial en algunos de

los libros textos sugeridos en los programas educativos.

1.2 Laderivada y larazon de cambio en los libros de texto

En esta seccion se muestra un andlisis de tres libros que se sugieren en los
programas educativos, analizados en la seccion anterior (Purcell, Varverg y
Rigdon, 2007; Stewart, 2001; Larson y Edwards, 2010). De éstos se presenta un
esbozo general de los contenidos tematicos abordados en el tema de Calculo
Diferencial, una sintesis general del papel que juegan las gréficas y las tablas
asociadas a la razon de cambio y un analisis del rol que juega ésta para introducir

el concepto de derivada.

1.2.1 Estructura del célculo diferencial en los libros de texto

Partiendo de los libros sugeridos en los programas educativos antes mencionados,
nos hemos dado a la tarea de realizar un estudio de los contenidos tematicos que
se manejan en el topico de calculo diferencial, dentro de tres libros: Calculo
diferencial e integral (Purcell, Varverg y Rigdon, 2007), Calculo de una variable

trascendentes tempranas (Stewart, 2001) y calculo 1 (Larson y Edwards, 2010).

Estudiando el contenido de célculo diferencial dentro de cada libro y la secuencia

con la que es presentado este tépico, hemos realizado los siguientes esquemas.



Stewart (2001)

v

Funciones

v

v

Lim_ites

¥

y

Derivada

v

Representacion de la
definicién y componentes.

funcion,

Modelos matematicos y tipos de
funciones.

Transformacién, combinacién vy
composicion de funciones .

Calculadoras
Software, sus
dificultades.

graficadoras y
beneficios vy

Funciones exponenciales,
logaritmica, uno a uno e inversas.

La recta tangente y la velocidad,
como procesos hacia al limite.

Limites de una funcién, definicion
por aproximacion, limites laterales,
la infinito y limite de la funcion.

Leyes y teoremas de los limites,
aplicados al calculo de limites.

Definicion precisa de los limites y
demostraciones.

Continuidad definicion, teoremas y
demostraciones.

Tangente, velocidad y razones de
cambio promedio e instantanea.

Derivada en un punto definicion,
interpretacion geométrica y como
de razén de cambio.

Funcion derivada, forma grafica,
numérica y analitica. Funciones
diferenciables y no diferenciables.

Reglas de derivacion y sus
demostraciones, derivadas de

orden superior e implicitas.

Aplicaciones y teoremas.

Figura 3. Stewart (2001), temas contenidos dentro del tépico de Calculo Diferencial.

Purcell et al. (2007)

\ 4 \ \ 4
Funciones Limites Derivada
\ 4 \ y
Plano cartesiano, puntos, Definicion intuitiva, limites laterales Tangente, velocidad y razén de

distancias, rectas y graficas de
ecuaciones.

Funciones y sus gréficas,
componentes y Definicion.

Operaciones, combinacion y
traslacion de funciones

Funciones trigonométricas e
identidades trigonométricas.

y casos problematicos.

Definicion precisa, demostraciones.
Teoremas.

Limites al infinito y de funciones
trigonométricas.

Continuidad en un punto, de la
funcion, definiciones, teoremas vy
demostraciones.

cambio. Derivada de una funcion,
reglas y demostraciones.

Regla de la cadena y derivadas
de funciones trigonomeétricas

Derivadas de orden superior y
derivada implicita.

Razén de cambio y diferenciales
Maximos y minimos, puntos

criticos monotonia, concavidad y
teoremas

Figura 4, Purcell et, al. (2007), temas contenidos dentro del topico de Calculo Diferencial.




Larson y Edwards (2010)

L

Funciones

l

Limites

!

Derivada

Graficas de ecuaciones, simetria,
interseccién con los ejes u otras
graficas y modelos matematicos.

Ecuacion y pendiente la recta, rectas
paralelas y rectas perpendiculares.

Modelos lineales, cuadraticos y
trigonométricos.

{

El problema de la recta tangente y
del calculo del area de una curva

Forma intuitiva y estimacion de
limites, limites laterales, definicion
formal de limite y demostraciones

Limites al infinito, definicion y
formas asintoticas

El problema de la recta tangente, la
definicion de la derivada y su
relacion con la continuidad

Reglas de derivacion y la razén de
cambio
Puntos criticos, concavidad,
convexidad y teoremas.

Figura 5. Larson y Edwards (2010), temas contenidos dentro del tépico de Calculo Diferencial.

En general en los tres libros, el inicio de cada tema (funciones, limites y derivadas)
se da mediante una ligera introduccién, uno o algunos problemas de donde se
originan o muestran la necesidad de cada conocimiento, después de ello siguen
una definiciébn informal del concepto central, seguida de varios ejemplos y
problemas. Luego aparece la definicion formal, continuando con ejemplos,

férmulas, problemas, teoremas y aplicaciones entre otras cosas.

Las definiciones asi como ejemplos que se presentan durante esta secuencia, se
explican y representan, mediante expresiones analiticas acompafiadas de
argumentos verbales, que algunas veces son complementadas con el uso de

tablas y gréficas, cuya presencia difiere en cada libro.

Son estos recursos de interpretacion (o didacticos) los que vamos a observar con

mas detalle en el siguiente apartado.

1.2.2 Uso de graficas y tablas

Las graficas aparecen dentro de los libros, como apoyos que ilustran lo
expresado analiticamente en ejemplos y definiciones. En algunos casos solo
aparecen como imagenes a los margenes sobre las que no se hace el énfasis

necesario, ya que para su interpretacion se requiere que se expliciten algunos de



los componentes graficos y su relacién con la expresion analitica que representan,
como lo muestra la Figura 6.

Mhmahmmahmy - f(x) =
en ¢l punto (2,4).
SOLUCION La recta cuya pendiente cstamaos buscando se muestra en la figura 5.
claro que tiene una pendiente positiva grande.
f2+h 2
P = Jimy f2+ ) f(2)
- (2~|-la)‘-22
k=0 h
“m4+4h+h’—4
A—0 h
H(4 + k)
t — e n
=4

Figura 6. Imagen de un problema de Purcell et al. (2007).

En cambio en otros casos aparece de forma clara la relacién entre los elementos
de la expresion analitica y el gréfico, haciendo énfasis en esta relacion. Pero, a
pesar de esto, todas las explicaciones se desarrollan entorno a los procesos y
expresiones analiticas presentes, como se aprecia en la Figura 7.

| Sea P un punto en una curva y sea Q un punto movil cercano a P en esa curva,
la recta que pasa por Py Q, llamada recta secante. La recta tangente en Pes |
posicion limite (si ésta existe) de la recta secante cuando Q se mueve hacia Palo lar- -
|go de la curva (véase la figura 3).
Suponga que la curva es la grifica de la ecuacion y = f(x). Entonces, P tiene |
coordenadas (¢, f(c)), un punto cercano Q tiene coordenadas (¢ + h, f(c + h)),yla |
|recta secante de Py Q tiene pendicnte m,, dada por (véase la figura 4):

fle + k) = f(c)
Mgee = A

fle+ ) 4

Figura 4

Mediante cl concepto de limite, que estudiamos en ¢l capitulo anterior, ahora podemos |
dar una definicién formal de la recta tangente,

Recta tangente
La recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(c, f(c)) es aquella recta que
pasa por P con pendiente
_ (et h) = f(c)
M = 1 = Ji, = —
siempre y cuando este limite exista y no sea 00 0 =00,

Figura 7. Definicion de recta tangente en Larson y Edwards, (2010).



Las tablas aparecen con poca frecuencia dentro de cada tema, comdnmente se
encuentran al principio de éstos, acompafiando un ejemplo sugerido. En la tabla
se muestra el comportamiento numérico de la funcion en general o alrededor de

un punto, dependiendo del problema.

Algo que aun no se ha dicho es dénde aparece y cual es papel que juega la razén
de cambio en los libros de textos. Discusion que trataremos en el siguiente

apartado.

1.2.3 Larazdén de cambio en los libros analizados.

La razén de cambio en los libros de texto analizados aparece en tres momentos
importantes: 1. Dentro de los problemas de la recta tangente y la velocidad
instantanea, como una introduccion al tema de limites, 2. El problema de la recta
tangente y la velocidad instantdnea como una introduccion a la derivada, y 3. La

relacion entre la derivada y las razones de cambio.

En estos tres momentos el trabajo con la razén de cambio es indiscutible, pero en
estos casos su papel no va mas all4d de representar una férmula que permite
calcular un valor. Desde el primer momento aparece dentro de las formulas para:
calcular la velocidad promedio de un objeto en un intervalo de tiempo y la
pendiente de la recta secante que pasa por dos puntos de una curva, luego en la
representacion analitica de ambas situaciones haciendo uso de incrementos y al
final con la incorporacion del limite para formular la expresion analitica de la

derivada.

Pero en ninglin momento de la secuencia anterior se hace una reflexiébn sobre la
manera como surgen estas expresiones, qué representan los elementos
relacionados en la razon de cambio y cuales son las exigencias que nos llevan a
incluir el proceso al limite. Ademas la razon de cambio toma el papel del algoritmo

gue resuelve estos problemas.

Una vez visto cdmo se presenta en los libros de textos y programas educativos, el
papel que juega la razén de cambio en el desarrollo del concepto de derivada,

surge la pregunta ¢ La relacion entre la derivada y la razon de cambio es percibida

ST



adecuadamente por los estudiantes como una forma de aproximacion? Para tratar
de responder esta pregunta, en la siguiente seccion realizaremos un analisis de
los apuntes de clases de calculo de bachillerato y licenciatura tomados por

algunos estudiantes.

1.3 Larazén de cambio en los apuntes de calculo

En esta seccion, se expone cémo se refleja en los apuntes de clases de nivel
bachillerato y universitario, la relacion entre la derivada y la razon de cambio.
Ademas de la estructura y caracteristicas de los problemas en que se encuentra

inmersa la razén de cambio.

1.3.1 Apuntes de bachillerato

Revisando los apuntes del curso de Célculo Diferencial del ultimo afio
bachillerato, pertenecientes a 4 jovenes provenientes de distintas escuelas, y
enfocandonos el tema de derivadas identificamos una estructura comun en las 4

libretas analizadas.

En los cuatro apuntes de clase, antes de iniciar el tema de derivadas se expone el
problema de encontrar la pendiente de la recta tangente, después de ello se define
la derivada como el limite de la razén de los incrementos, se ejemplifica un
método para resolver estos problemas utilizando la estructura analitica de la
definicion, luego se exponen las reglas de derivacion y finalmente se sigue con la
resolucién de una considerable cantidad de problemas y ejercicios, que implican el

uso de las reglas antes mencionadas.

En lo referente a la raz6n de cambio, como se menciona en el parrafo anterior
encontramos que antes de definir la derivada se expone el problema de la
pendiente de la recta tangente, en el cual se hace un amplio uso de ésta. El
tratamiento que se le da a este problema asi como el rol de la razén de cambio en

los distintos apuntes analizados, se muestra de forma general en las Figuras 8 y 9.
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Figura 8. Apuntes de clases de un estudiante de bachillerato.
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Figura 9. Apuntes de clases de un estudiante de bachillerato.

La secuencia con que se aborda el problema de la recta tangente mostrada en las
Figuras 8 y 9, esta presente en los 4 apuntes de clase que hemos analizado.



Dentro de éstas observamos que el problema parte de considerar una curva
donde se trazan una o un par de rectas secantes que pasan por dos puntos, uno
fijo y otro movil; a partir de esta imagen se extrae informacion para expresar
analiticamente la férmula para calcular el valor de la pendiente de la recta secante.
Después de lo anterior, se calcula el limite de la razén cuando el incremento en el
dominio tiende a cero, obteniendo asi el valor de la pendiente de la recta tangente

y definiendo a ésta como la derivada de la funcion en un punto “x” del dominio.

El contenido que se ilustra en las figuras mencionadas, consiste en interpretar un
resultado que se obtiene a partir del andlisis grafico y se traslada al terreno
analitico. Para llevar a cabo lo anterior, podemos apreciar en la imagen, que se
hace mucho énfasis en que aparezcan todos los elementos de forma gréfica y
analitica que intervienen en el proceso que nos lleva al resultado buscado, pero no
se muestran indicios que se aborde este proceso en el terreno gréafico ni analitico,
sino que se trabaja sélo en una situacién estereotipada que sustituye la idea

general.

1.3.2 Apuntes de licenciatura

En el primer semestre la Licenciatura en Matematicas de la UAZ, la materia de
calculo 1 estd centrada en el Calculo Diferencial, la cual tiene la siguiente
secuencia de temas: sistemas numéricos, funciones, limites y derivadas. En los
apuntes de clases de la asignatura, la razon de cambio aparece de forma explicita

al inicio del tema de derivadas.

El tema de derivadas se inicia definiendo la razén de cambio promedio en el
intervalo de una funcion de forma analitica, apoyandose en la grafica de una
funcién y su tabla, de las que se extrae la informacion para calcular la razén de

cambio en distintos intervalos, tal como se muestra en la Figura 10.

ST



Figura 10. Formulacién analitica de la razén de cambio.

Después se expone nuevamente de forma geométrica y analitica, pero en esta
ocasion también se presenta como la pendiente de la recta secante que pasa por
dos puntos sobre una curva y se utilizan incrementos en ambas representaciones.

Lo anterior se puede observar en la Figura 11.

Figura 11. Forma geométrica de la razén de cambio.

Esta secuencia finaliza mostrando de ambas maneras la razén de cambio puntual
(instantanea) y de ahi se define la derivada como el limite de la razén de cambio y
en su forma épsilon-delta, para relacionarla directamente con la pendiente de la

recta tangente, como se ilustra en la Figura 12.



Figura 12. Introduccién de limite a la razén de cambio.

En forma general, aunque vemos el trabajo con la razén de cambio presente en
los apuntes de clases de licenciatura, se observa, que al igual que en los libros de
texto y apuntes de bachillerato, es utilizada unicamente como la formula que nos
permite resolver un problema. Es decir, aparece de forma directa como un
algoritmo y no se le da sentido a ésta, a los elementos que la forman, ni a la
relacion que existe entre sus elementos. Ademas se aprecia que no se trabajé con
la idea de aproximacion, ni que se reflexione sobre el proceso que nos lleva a la

convergencia del intervalo en el punto o de la secante a la tangente.

En este momento disponemos de la informacion suficiente para tener una idea de
como es impartida y el papel que juega la razon de cambio en el tema de la
derivada. Pero antes de profundizar en esto, consideramos necesario conocer qué
acciones sugieren algunas investigaciones, para mejorar la comprension de la

derivada y de la razén de cambio.

1.4 Investigaciones sobre la derivada y la razon de cambio

En este apartado estudiaremos distintas investigaciones en las cuales se plantean
secuencias o estrategias que nos lleven a una mejor comprension de la derivada.
También se abordaran investigaciones enfocadas a la comprension de la razon de
cambio, en las cuales este conocimiento se plantea como esencial para una mejor

asimilacion de los conceptos del céalculo.



1.4.1 Laderivada

Respecto a las investigaciones en las que se trabaja o se discute sobre la
comprension, significado o sentido de la derivada, se pueden distinguir unas de
otras por los marcos tedricos utilizados y aquellos recursos que guian y

predominan en las actividades disefiadas.

Entre esta variedad de investigaciones encontramos: aquellas que resaltan la
importancia del trabajo y coordinacidon de varias representaciones semioéticas de la
derivada (Font, 2000; Font, 2005; Cortés, 2012), las enfocadas en el uso de
distintos tipos de software para facilitar la comprensién de esta (Tall 2013; Tall
2009; Giraldo, Carvallo y Tall 2000), y las que se refieren al trabajo y estudio de la
variacion (Cantoral, Molina y Sanchez, 2005; Dolores, 2000).

También encontramos disefios que se basan en la exploracion de modelos fisicos
de variacion (Nemirosky, 1994; Parra, 2006), aquellas donde el contexto juega un
papel primordial en el disefio de las actividades (Jurdak, 2005) y las basadas en la
presencia de la derivada dentro de otras ciencias (Garcia, Moreno, Badillo y
Azcarate, 2011).

El papel que se atribuye a los sistemas de representaciéon como medios a través
de los cuales se dota de significado a los conceptos, lleva a que algunas
investigaciones se centren en la manera como los estudiantes usan las diferentes
representaciones semiéticas. Tomar a los sistemas de representacibn como
medios que ayudan a dotar de significado a la derivada, es una tendencia

presente en varias investigaciones (Font, 2000b; Font, 2005, Cortés, 2012).

Font (2000b) sugiere que las representaciones pueden ser estudiadas a partir de
sus propiedades ostensivas; menciona que las practicas utilizadas al resolver
problemas con una notacion y contexto especifico, producen un determinado
sentido. Por lo tanto “las diferentes representaciones ostensivas de los objetos
matematicos y las traducciones entre ellas son un elemento fundamental para su

comprension” (Font, 2000, p.1).



Bajo esta vision, Font considera que el célculo de la derivada a partir de su
primitiva se puede ver como un proceso en el que se ha de considerar: Las
traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar la funcion, el
paso de una representacion de la funcion a una forma de representar su derivada,
y las traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar la

derivada.

Esta es la razén por la cual encontramos en las investigaciones de Font (2000,
2005) secuencias de actividades que tienen como finalidad calcular la derivada
con el uso de diversos procedimientos como: el calculo del limite del cociente
incremental, de la pendiente de la recta tangente y el calculo de la razén de
cambio en tablas. En estas actividades los estudiantes se valen de procesos

ostensivos en expresiones simbolicas, graficas y numéricas.

Por otro lado el uso de software para lograr darle sentido a la derivada, es tratado
en investigaciones como las de Tall (2013, 2009) y Giraldo, Carvallo y Tall (2002).
En éstas, las actividades presentadas se centran en el uso de un software,
mientras que sus objetivos estan dirigidos a observar un aspecto o trabajar sobre

un sentido especifico de la derivada.

Las investigaciones de Tall (2013, 2009) y Girlado et al. (2002), nos muestran el
potencial de la tecnologia para lograr que la derivada tome un sentido
determinado. Tall considera a las percepciones y acciones, como la base para el
desarrollo de la produccion en matematicas, y cree que el “pensamiento nos
permite construir sobre lo que vemos, e imaginar nuevas posibilidades mas alla de

las limitaciones del cuerpo humano” (Tall, 2009).

Por lo cual, basado en la consideracion de que el calculo es esencialmente
dinamico, plantea el uso de software que le permitan al estudiante interactuar con
los conceptos para observar aquello que es dificil de percibir en imagenes
estaticas. En el caso particular de la derivada, Tall (2009) nos muestra
tratamientos graficos en los cuales se presentan situaciones donde se pueden

ampliar las graficas de forma dinamica en una pantalla, para buscar en ésta la



imagen local de la recta e incorporar la gesticulacion de la mano a lo largo del

grafico para representar el cambio de la pendiente.

Lo anterior permite el reconocimiento de un objeto de salida que se incorporé a
través de los sentidos, en donde para lograr una mejor comprension de éste se
requiere de métodos numeéricos, que tienen la ventaja de dar un significado
incorporado a la notacion de Leibniz, como una relacion entre los componentes del

vector tangente.

Existen otras investigaciones que se centran en la exploracion de contextos fisicos
y la experimentacion con modelos de la derivada como son la velocidad y el flujo
del agua (Nemirosky, 1994; Parra, 2006; Jurdak, 2005). ComUnmente este tipo de
investigacion se centra en la interpretacion y disefio de graficos que representen
eventos fisicos. El tipo de problemas que se plantean, tienen como objetivo que
los estudiantes establezcan un vinculo entre los cambios en la variacion de los

parametros, con las distintas formas de la gréfica que lo representa.

Las investigaciones que tienen como eje rector el estudio de la variacion (Cantoral,
Molina y Sanchez, 2005; Dolores, 2000) se destacan por el uso de secuencias de

actividades basadas en el analisis de la variacion de distintos eventos.

1.4.2 Larazén de cambio

Existe una gran variedad de articulos que destacan la importancia de la razén de
cambio como un conocimiento que antecede al estudio formal del célculo, y la
necesidad de su comprensién para poder asimilar algunos conceptos dentro del
calculo, entre los que destacamos a la derivada (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, y
Hsu 2002; Doerr y O’Neil, 2011; Herbert y Pierce, 2012; Johnson, 2012). En ellos
se hace mencion a la falta de comprension de la razén de cambio por parte de los
alumnos donde, en algunos casos, esta concebida como un simple algoritmo o

férmula que se debe aplicar cuando se nos pide calcular una cantidad especifica.

Las investigaciones de Carlson, et al (2002) y Doerr y O’Neil (2011) se
caracterizan por proponer actividades donde se plantean situaciones de cambio,

en ellas encontramos secuencias que guian al estudiante a establecer la razon de



cambio de forma gradual, a través de resolver problemas que son principalmente
de caracter gréafico. Este tiene el objetivo final de que el estudiante establezca una
relacion numérica entre el cambio de una variable con respecto a otra, donde cada

una afecta de forma diferente el valor de la razén de cambio.

1.5 Reflexiones y Problematica

Los programas educativos nos permiten ver que existe una preocupacion por que
la derivada tome significado a partir de fendbmenos de variacion y cambio. En ellos,
el trabajo con la razén de cambio aparece como la principal estrategia para lograr
este objetivo. Mientras que en los libros de texto se observa como los problemas
que involucran el trabajo con ella, son utilizados como puentes para introducir los
conceptos de derivada y limite de una funcién en un punto, donde en algunos

casos se cuenta con el apoyo de figuras geométricas y tablas.

En los apuntes de clases analizados también es posible observar la presencia de
la razdén de cambio, al igual que en los libros ésta aparece como la herramienta
que nos permite resolver los problemas que estan disefiados con la intencién de
introducir el tema de la derivada. Los problemas utilizados estan enfocados en
mostrarle al estudiante cdmo se construye, con base en el analisis de la variacion,

la férmula que nos permite calcular la derivada en un punto.

Pero aun con estas secuencias, los estudiantes no logran comprender a la
derivada, por lo que encontramos diversas investigaciones que se valen de
planteamientos y estrategias distintas para disefiar secuencias, que permitan al
estudiante darle sentido a la derivada. También localizamos investigaciones que
enfatizan la necesidad de la comprension previa de elementos, como la razén de
cambio, antes de iniciar el estudio formal del célculo, debido a que con esta idea

es mas natural comprender la idea de variacion.

Nosotros coincidimos con esta Ultima idea. Por lo que consideramos que uno de
los problemas existentes en los desarrollos mostrados en los libros de texto y los
apuntes de clases estudiados, se debe a que la razon de cambio es considerada

como un simple algoritmo y no se explotan aspectos de la variacién.



Es decir, por un lado en el desarrollo del estudiante la razon de cambio aparece
en el algoritmo que le permite resolver problemas de cambio, pero en ningun
momento se reflexiona sobre estos algoritmos y las relaciones entre los elementos
que intervienen en el problema. Por otro lado, tampoco se reflexiona sobre

relaciones geométricas y numéricas que se asocian con ella.

En conclusion, lo que decimos aqui es que la razén de cambio es vista y tratada
solamente como un algoritmo que nos permite resolver ciertos problemas. Por lo
que consideramos que un método para lograr una comprension de la derivada, es
lograr que el estudiante le dé un significado a la razon de cambio asociado a la
variacion de sus parametros, para luego construir a partir de ella la definicién de

derivada.

Por lo tanto, nuestro problema de investigacion se refiere a la forma en como los
estudiantes podrian dar sentido a la razén de cambio, a partir de un proceso que
nos permita analizar la variacion de distintos fendémenos dentro de sus

representaciones graficas.
Lo anterior nos lleva a plantearnos los siguientes objetivos:

1. Observar como los estudiantes interpretan la razon de cambio a través del
analisis grafico de la variacién de un par de fenémenos.

2. Investigar las ventajas que tiene una aproximacion grafica para el desarrollo
de la idea de razén de cambio.

3. Interpretar a la razén de cambio como una herramienta que permite analizar

la variacion entre los parametros de una funcién.



CAPITULO 2

Marco tedrico

En este capitulo presentamos las estructuras tedricas sobre las que se basa y se
desarrolla la presente investigacion, éstas son utilizadas para fundamentar nuestro
punto de vista sobre el papel que juegan tres elementos en la construccién del

significado de la razon de cambio, que son los siguientes:

1. El papel de la experiencia y conocimientos previos. Este se establece con
base en las ideas de Tall (2008) y Sfard (1994, 1998), quienes sefialan que
éstos son indispensables e influyen en la estructura y significado que tomen
nuestros nuevos conocimientos, a través de dos constructos tedricos met-
before y la metéafora.

2. La relacién entre los procesos y los objetos. Esta es analizada mediante 2
elementos tedricos el procept y la reificacién, expuestos por Tall (2008) y
Sfard (1991, 1994) respectivamente, donde sefialan que primero se debe
desarrollar una familiaridad y entendimiento de los procesos inmersos en un
objeto matematico, para lograr su comprension.

3. La importancia de la interpretacion de la gréfica. El andlisis grafico se
considera esencial en nuestra investigacion, por lo cual es estudiado
mediante las ideas de Roth (2001, 2003, 2004).



2.1 Lainfluencia de nuestros conocimientos previos
El construir nuevos conocimientos en matematicas a partir del trabajo con
conceptos y procesos que ya son de nuestro dominio, es una de las ideas

centrales sobre las que se elabora esta investigacion.

En particular consideramos las propuestas de Tall (2008) y Sfard (1994, 1998),
quienes proporcionan una postura tedrica que relaciona nuestra experiencia con la
construccion de conocimientos matematicos, dando especial énfasis a un par de
constructos que se refieren a esta situacion: met-before y metafora elaborados

respectivamente por cada investigador.

El enfoque que toman los conocimientos previos en ambas posturas es
complementario, desde nuestro punto de vista. Pero dado que estas posturas

tedricas se centran en puntos diferentes, consideramos pertinente presentarlas.

2.1.1 La metafora

A lo largo de nuestra vida nos hemos enfrentado a retos que nos exigen la
adquisicién de nuevos conocimientos, para desarrollarlos es necesario entender o
comprender los objetos que estan inmersos dentro de la situacion a la que nos
enfrentamos. La comprensién que desarrollemos del objeto estd vinculada con
nuestra experiencia y conocimientos previos, el mecanismo con el cual surge este

vinculo es la metafora (Sfard, 1994).

En este sentido entender es visto por Sfard (1994) como la creacion de vinculos
entre simbolos y una realidad independiente de la mente, es una representacion
exacta, en la mente, de lo que estéa fuera de ella. Mientras comprender consiste de
una sensacion de certeza hacia algo, que puede depender o no de realizar una

prueba formal.

Para Sfard, nuestra comprension se manifiesta mediante la forma en que
experimentamos el mundo, en nuestro modo de estar en él. En otras palabras
nuestra comprension es exteriorizada en la manera como actuamos y nos

comportamos, se hace visible en forma de acciones, donde “nuestra experiencia



corporal es la principal, de hecho la unica, fuente de comprension” (Sfard, 1994,
p.45).

El medio por el cual la experiencia nos permite la comprension de algo nuevo, es
la metafora, en ella ésta es estructurada, dando paso a la imaginaciéon y al
razonamiento. Basicamente “la metafora es una asignacién de un dominio
conceptual en otro y su esencia es entender y experimentar un tipo de cosa en
términos de ofra” (Sfard, 1994, p.46). Estos dominios conceptuales son
trasladados a otro dominio por medio de un esquema incorporado, que es la
estructura de una determinada actividad, en la cual nuestra experiencia fisica es
organizada, luego es estructurada para dar forma y sentido a nuestra imaginacion,

de manera que podamos comprender.

Por lo tanto, la metafora se constituye como una fuente para la construccion de
nuestros conocimientos, imaginacion y razonamientos, los cuales pueden llegar
tan lejos como las estructuras existentes lo permitan. Esta conclusion proviene del
hecho de que nuestras ideas abstractas fueron formadas a través de estructuras
sobre nuestra experiencia fisica, corporal y perceptual, lo que indica que las

nuevas ideas heredan la estructura de nuestras experiencias previas.

El hecho anterior es considerado por Sfard para proponer la siguiente tesis de su
teoria: “todas las abstracciones matematicas estan estrechamente conectadas y
limitadas por la naturaleza de nuestros encuentros con una realidad fisica” (Sfard
1994, p.47). Dentro de esta afirmacion se considera a las matematicas avanzadas,
reconociendo dentro de ellas la existencia de objetos matematicos que no estan
directamente ligados a nuestra experiencia fisica, sin embargo, es muy posible
gue la metafora que permita la comprension de éstos sea otra de menor nivel

dentro de la estructura matematica.

Ver a los conocimientos matematicos como resultado de la construccién de varias
metaforas, es una idea que toma sentido si vemos a la matematica como una

estructura jerarquica. En ella algunos estratos no pueden construirse antes de que
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otro se ha completado, donde las mismas ideas son vistas de manera diferente,

cuando se observan desde distintas posiciones (Sfard, 1994).

Esta dependencia entre conocimientos, nos lleva a considerar que en nuestra
practica no podemos usar cualquier metafora, ya que las distintas metaforas
conllevan a diferentes formas de pensar y actuar. Lo anterior las convierte en una
espada de doble filo: por un lado, son el mecanismo que permite la construccion
de nuestras concepciones, y por otra parte, delimitan nuestro desarrollo dentro de
los limites de nuestra experiencia y sobre la estructura de nuestras concepciones
anteriores (Sfard, 1998).

Dentro de nuestra investigacion, la teoria planteada acerca de las metaforas
fundamenta las ideas formuladas de la problematica descrita en el capitulo
anterior. Afirmamos lo anterior, ya que la razén de cambio es formulada dentro de
los libros de texto, programas y apuntes de clases, como uno de los elementos
principales que forman y conducen al concepto de derivada. Esto sugiere que la
razon de cambio, es uno de los conocimientos previos con los que es posible

construir una metafora que da paso a la derivada.

El considerar a la razén de cambio, inmersa en la metafora que nos permite
comprender la derivada, nos hace pensar que la forma en que se encuentra

constituida ésta, influir directamente en el significado que le demos a la derivada.

El centrarnos en la razén de cambio nos lleva a cuestionarnos ¢Cuales son los
elementos que intervienen en la formacion de este concepto? y ¢Que formas
puede tomar éste a partir de los elementos utilizados? Para poder profundizar mas
en estas preguntas pasaremos a considerar otro punto de vista en la siguiente

seccion.

2.1.2 Met-before

Tall (2013), nos hace reflexionar sobre la importancia de la experiencia en el
ambito escolar, sugiriendo que una parte fundamental en el aprendizaje es lo que
sabe el alumno, siendo necesario determinar esto y ensefiar partir de los

conocimientos ya existentes, ya que como el menciona:



“Las nuevas experiencias que se construyen coherentemente con las
experiencias anteriores son mucho mejor recordadas que aquellas que no
encajan en la experiencia previa, las cuales no son aprendidas o aprendidas

temporalmente y se olvidan facilmente” (McGowen y Tall, 2010, p.3).

Esto nos lleva a considerar que en el momento cuando uno se enfrenta a nuevos
conocimientos, éstos no son simplemente aceptados y almacenados en nuestra
memoria. Mas bien son asimilados con base en nuestras ideas ya existentes, en
un proceso donde lo nuevo y lo viejo no siempre estan relacionados
coherentemente, que pueden ser inconsistentes el uno con el otro e incluso estar
en conflicto. Esta forma de concebir el desarrollo de nuevos conocimientos lleva a

Tall a considerar que:

“Coémo los estudiantes asimilen nuevos conocimientos depende de sus
experiencias previas y las imagenes cognitivas previamente construidas,
como se representa el nuevo problema, cdmo se recupera y presenta el
conocimiento pertinente en vigor, y en qué centran la atencion de las sefiales
visuales que se recogen a partir de la exploracion de los simbolos escritos”
(Tall, 2013, p.15).

Con base en lo anterior, se formula un nuevo concepto donde se incorpora la idea
de que el pensamiento de una persona, es consecuencia de las experiencias que
ha tenido antes. A este concepto se le conoce como met-before y se define como:
"una estructura mental que se tiene ahora, como resultado de las experiencias
previas especificas del individuo" (Tall, 2008, p.2), las cuales son construcciones
personales que surgen de manera diferente en contextos diversos, en donde cada

persona le asigna su sello personal.

Las concepciones met-before, afectan la forma en que los individuos interpretan
los nuevos conocimientos matematicos, ya que las experiencias previas forman
conexiones en el cerebro que influyen la manera en que damos sentido a las
nuevas situaciones, por lo cual el trabajo con las met-before se centra en como un

nuevo aprendizaje se ve afectado por la experiencia previa del alumno.



Lo anterior nos conduce a pensar que existen met-befores que benefician o
perjudican el desarrollo del pensamiento. Tal como como lo expresan Tall (2008) y
McGowen y Tall (2010, 2013), las met-before nos pueden brindar una ayuda para
la comprension de nuevos conceptos, pero a su vez pueden ocasionar una gran

problematica para lograr este objetivo.

Entonces por un lado, podemos encontrar una gran ventaja de la experiencia
previa del estudiante, cuando ésta se relaciona de forma coherente y esta
incorporada dentro del desarrollo de los nuevos conceptos, dotandolos de

comprension y estructura, propiciando asi una mejor asimilacion de éstos.

Mientras que por otro lado, la experiencia puede ser problemética y una gran
desventaja para desarrollar la comprension deseada del concepto, debido a que
es posible que se encuentre en una posicion contraria, 0 que evoque ideas que no
sean compatibles con el significado que se le desea dar al concepto. Asi la
experiencia puede impedir que el alumno se haga de nuevos conceptos u

ocasionar que éstos tomen formas inadecuadas.

Lo nuevo que el término met-before nos ofrece es considerar la problematica que
puede traer consigo la experiencia y nuestros conocimientos previos, cuando
éstos no logran relacionarse o estan en oposicion con los nuevos conocimientos.
Ademas, nos lleva a considerar que en una actividad o en un concepto, se
encuentran inmersos mas elementos de los que son visibles y que su papel es tan

primordial como el de aquellos que observamos.

Al formular lo anterior dentro de nuestra investigacion nos lleva a preguntarnos
¢, Cuales son los conocimientos que relacionamos con la razén de cambio? y
¢,Cual de estos es mas compatible con el significado de razon de cambio que

pretendemos lograr?

2.1.3 La experienciay los conocimientos previos en esta investigacion
La teoria sefalada hasta al momento, indica las bases sobre las cuales se
construiran las situaciones que permitan lograr llegar a una comprension de la

razon de cambio. Los elementos teodricos formulados hasta el momento, nos



indican que para que un nuevo conocimiento tome estructura y sentido para
nosotros, es necesario que éste se relacione coherentemente con nuestros
conocimientos previos y experiencias, ademas el significado que tome dependera
directamente de los elementos y las caracteristicas de la situacion con la que éste

fue expuesto.

Por otro lado, también nos sefiala que las experiencias y conocimientos previos
que se involucran en una actividad, son mas de lo que se hacen visibles, y en
algunos casos el contexto de la actividad puede traer consigo la asociacién de
elementos no previstos. También, la comprension dada al objeto puede
modificarse al verlo desde distintos angulos, la cual puede seguir siendo victima

de cambios, aun cuando se trabaja con el objeto en concreto.

En el plano de nuestra investigacién consideramos que es el momento de apostar
por cuales serdn esas experiencias y conocimientos iniciales, con los que se
trabajara para lograr nuestro objetivo de interpretar a la razon de cambio como
una herramienta que le permite al estudiante analizar la variacion entre los

pardmetros de una funcion.

Partiendo de las investigaciones anteriores (Nemirosky, 1994; Parra, 2006)
creemos que las situaciones que involucran la velocidad de vehiculos y el flujo de
agua de una llave, son adecuadas para desarrollar nuestra investigacion pues son
escenarios que encontramos en nuestra vida cotidiana y al mismo tiempo esta
presente la variacion. Ademas estos fendmenos pueden ser estudiados haciendo
uso de la razon de cambio y estas dos situaciones ofrecen al alumno experiencias
que se desarrollan coherentemente con nuestros objetivos. En particular
consideraremos la relacion entre el llenado de un tanque y la abertura de una
llave, y la que hay entre la velocidad de un vehiculo y el tiempo que tarda en ir de

un lugar a otro.

Uno de los problemas observados en el capitulo anterior, se refiere a que cuando
se trabaja con la razon de cambio se hace poco énfasis en las variables

involucradas, sin tener en cuenta que ésta es resultado de establecer una relacion



entre los cambios de los parametros. Nosotros consideramos que nuestros
conocimientos iniciales deben estar desarrollados con base en el andlisis del

cambio en cada variable.

Ya hemos establecido los puntos de partida que tomaremos para alcanzar nuestro
objetivo, que se refieren a dos experiencias con antecedentes de tratamiento en
los estudiantes y un analisis del cambio entre variables, de manera que a

continuacion mostraremos la forma como trabajaremos con ellos.

2.2 Larelacion entre los procesos y los objetos

Analizamos la influencia de los procesos en el desarrollo de la compresién de los
conceptos matematicos desde el punto de vista teorico de Tall (2008) y Sfard
(1991, 1994). Ambos investigadores coinciden en que primero se debe lograr una
familiarizacion con los procesos y un entendimiento mas profundo de éstos, no
s6lo como una secuencia de pasos, para después lograr comprender el concepto

matematico inmerso en los procesos.

Para lograr este fin comun, los investigadores profundizan en aspectos diferentes
y hacen énfasis en distintos elementos, por lo que consideramos conveniente

presentar ambas posturas por separado.

2.2.1 Lareificacion

Sfard (1994) establece que las metaforas estructurales son las mas adecuadas y
que éstas nacen del proceso de reificacion, que consiste en una transicion del
pensamiento desde un modo operativo a una estructura del conocimiento. En
otras palabras, la reificacion se refiere a la construccién de metaforas que parten
de la adquisicion de un esquema operacional, es decir, operar sobre ciertos
objetos para obtener otros, a un esquema estructural incorporado, donde se crea
un mensaje permanente y los objetos producto de ello son construcciones teéricas

en los que se puede actuar para obtener otras nuevas.

Sfard, estudia el pensamiento matematico a través de la reflexion sobre la
naturaleza ontologica y epistemologica de las construcciones matematicas,

centrandose en los conceptos matematicos y en el problema de la comprension de



los procesos psicoldgicos de los cuales éstos emergen, donde nuestra
comprension esta limitada por el desarrollo de concepciones operacionales y

estructurales del concepto.

Al hablar de concepto Sfard se refiere a: “la idea matematica en relacién con su
forma oficial, un constructo teérico dentro del universo formal del conocimiento
perfecto” (Sfard, 1991, p.3), mientras por concepcion considera: "todo el conjunto
de representaciones internas y asociaciones evocadas por el concepto” (Sfard,
1991, p.3).

Dentro del universo especifico de las matematicas, encontramos que los
matematicos usan ciertos objetos para referirse a éste, los cuales tienen
caracteristicas especificas, estan regidos por leyes bien definidas y se someten a
ciertos procesos. Estos objetos son construcciones matematicas totalmente
inaccesibles para nuestros sentidos, que so6lo se pueden alcanzar por medio de
los ojos de nuestra mente, en consecuencia Sfard (1991) considera que: ser capaz
de ver de alguna manera los objetos invisibles, parece ser un componente
esencial de la capacidad matematica. El ver un ente matematico como un objeto

significa:

“ser capaz de referirse a esté como si fuera una cosa real, una estructura
estética, que existe en algun lugar en el espacio y el tiempo, y poder
reconocer en él una idea "de un vistazo" y manipularlo como un todo, sin
entrar en detalles”(Sfard 1991 P.4)

De esta manera, Sfard encuentra dos concepciones que se derivan del trabajo con
los objetos matematicos, una estructural y otra operacional. La primera es de
naturaleza abstracta donde el concepto se dota de una especie de fisionomia, lo
gue nos permite verlo como una cosa Unica, por lo que este nivel de concepcion
es estatico, instantaneo e integrado. La otra es de tipo descriptivo, se refiere a
procesos, algoritmos y acciones, donde la existencia del objeto se define a través
de una secuencia de acciones, por lo que este nivel de concepcion es dinamico,

secuencial y detallado.



Aunque pudiera parecerlo las concepciones operacionales y estructurales de la
misma nocién matematica no son mutuamente excluyentes, en realidad se
complementan una a la otra, ya que un objeto matematico lo podemos encontrar
definido tanto estructuralmente como operacionalmente, y es mediante estas dos

concepciones que se puede construir el concepto.

Esta separacion en dos tipos de concepciones, abordando sus naturalezas
ontoldégicas y psicolégicas, combinado con su complementariedad, induce a
considerar que el desarrollo de nuestras concepciones estructurales y operaciones

refleja el tipo de comprension que logramos.

En este desarrollo dirigido a la comprensién, Sfard sefiala una secuencia a seguir

donde el pensamiento operacional precede al estructural:

“un conocimiento profundo de los procesos que subyacen a los conceptos
matematicos, tal vez incluso un cierto grado de maestria en la ejecucion de
estos procesos, a veces debe ser visto como una base para la comprension

de tales conceptos en lugar de un resultado”(Sfard, 1991, p.9).

Esto nos permite considerar que la “abstraccién no se origina directamente en el
objeto que se trabaja, sino de la accién que se realiza sobre él” (Piaget, 1970,
citado por Sfard, 1991, p.17). Dentro de esta relacion proceso-objeto, Sfard
identifica tres etapas en el desarrollo del concepto: interiorizaciéon, condensacion y

reificacion.

En la interiorizacion, el alumno se familiariza con los procesos que con el tiempo
dan lugar a un nuevo concepto. Diremos que un proceso ha sido interiorizado si
puede llevarse a cabo a través de representaciones mentales con el fin de ser

considerado, analizado y comparado.

La fase de condensacién, es un periodo donde se separan largas secuencias de
operaciones en unidades manejables. En esta etapa, la persona se vuelve mas y
mas capaz de pensar sobre un determinado proceso en su conjunto, el alumno se

referiria al proceso en términos de relaciones de insumo-producto y no por



indicacion de las operaciones. Este es el punto en el cual un nuevo concepto

oficialmente nace, pero aun asi éste sigue conectado al proceso.

La reificacion, es la etapa en la cual una persona llega a ser capaz de concebir la
idea de un objeto pleno. Por lo tanto, la reificacion se define como un cambio
ontolégico, una habilidad repentina para ver algo familiar con una luz totalmente

nueva.

Asi, mientras la interiorizacibn y la condensacion son cambios graduales,
cuantitativos y no cualitativos, la reificacion es un salto cualitativo donde un
proceso se solidifica en un objeto dentro de una estructura fija. Esta triada esta
estructurada en un esquema jerarquico, donde los objetos formados pueden ser

victimas nuevamente de esta secuencia, como se muestra en la Figura 13.
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Figura 13. Esquema general de la formacion de conceptos de Sfard.
Fuente: Sfard, A. (1991). On the dual nature of mathematical conceptions: Reflections on
processes and objects as different sides of the same coin. Educational Studies in
Mathematics, 22(1), 1-36.

Lo anterior nos muestra una matematica dividida entre lo abstracto y algoritmico,

lo declarativo y procedimental, los cuales son aspectos que se necesitan



desarrollar y relacionarse para formar nuevos conceptos, también deben estar

presentes cuando resolvemos problemas.

Dentro de la resolucién de problemas no parece conveniente siempre recurrir a la
carga operacional, también es necesario un objeto matematico fijo que consista en
una representacion que integre la informacién en un todo compacto y convierta el
esquema cognitivo en un estructura mas conveniente, es decir, los objetos
matematicos son los "nodos" superiores en el esquema jerarquico, como resultado
de la reificacion (Sfard, 1991). Para una persona cognoscente, funcionan como
imagenes o simbolos simplificados, los cuales pueden ser aprovechados en un
instante y ser usados en lugar de "lo real". En otras palabras, en la resolucion de
problemas el proceso de compactar entidades abstractas sirve como un enlace a

informacion mas detallada.

Por lo tanto, casi cualquier actividad matematica puede ser vista como una
intrincada interaccién entre las versiones estructurales y operativas de las mismas
ideas matematicas, donde "el enfoque estructural invita a la contemplacion, el
enfoque operativo invita a la accion, el enfoque estructural genera conocimiento y

el enfoque operativo genera resultados” (Sfard, 1991, p.28).

En ciertas etapas de la formacién del conocimiento (o adquisicién) la ausencia de
una concepcion estructural puede dificultar aun mas el desarrollo. Como la
cantidad de informacion crece, el esquema anterior se puede saturar y ser
practicamente impermeable a cualquier enriquecimiento. Podemos decir que en
las matemaéticas, la transicién de los procesos a los objetos abstractos aumenta

nuestro sentido de la comprensién matematica.

2.2.2 Problemas de lareificacion

La capacidad de ver algo familiar en una forma totalmente nueva no es facil de
lograr. De acuerdo con el modelo planteado la reificacibn de un proceso se
produce simultdneamente con la interiorizacion de los procesos de mas alto nivel

(Sfard, 1991). Pero no hay ninguna razon para convertir el proceso en objeto a



menos que tengamos algunos de ellos de alto nivel realizados sobre otros mas

simples.

Lo anterior presenta una gran complicacion: por un lado, sin un intento de la
interiorizacion de mas alto nivel, no se producird la reificacién, por otro lado, la
existencia de objetos en los que se llevan a cabo los procesos de mas alto nivel
parece indispensable para la interiorizacion. En otras palabras la reificacion de
nivel inferior y la interiorizacion de méas alto nivel son un requisito previo para la

construccion de un nuevo objeto matematico, lo cual nos lleva a un circulo vicioso.

La tesis del "circulo vicioso" implica que una capacidad no puede desarrollarse
plenamente sin la otra. Es necesario por un lado, que una persona sea muy habil
en la realizacion de algoritmos con el fin de lograr una buena idea de los "objetos"
gue intervienen en estos algoritmos, por otra parte, debe tener un dominio técnico
completo, poseer plenamente estos objetos, ya que sin ellos los procesos parecen
sin sentido y por lo tanto dificil de realizar y de recordar

Dentro de la investigacion, esto nos lleva a considerar que en el grupo que se
trabaje, los elementos y objetos de los que partan los procesos dentro de las
situaciones gue se planteen, deben ser comprensibles para los alumnos, y que las

actividades deben propiciar que se dé una reflexion sobre las acciones realizadas.

2.2.3 Procept
Para Tall la capacidad de pensar de manera flexible en mateméaticas depende de
doble uso del simbolo como proceso y el concepto, es decir, el considera una

dualidad entre los procesos y los conceptos relacionados a un signo.

Gray y Tall (1994) mencionan que el pensador matematico exitoso utiliza una
estructura mental en la cual dota a los signos de un significado dual, en el que se
encuentra el proceso y el concepto, esta accion de encapsular los procesos y

conceptos en un simbolo la llaman procept.

El término procept es utilizado en un primer instante para referirse a la amalgama

entre el concepto y proceso representada por el mismo simbolo, este es retomado
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posteriormente por Tall, Gray, Ali, Crowley, DeMarois, McGowen, Pitta, Pinto,
Thomas y Yusof (2001) para ser redefinido como: “un constructo cognitivo, en el
que el simbolo puede actuar como pivote, entre el cambio de enfoque en el
proceso para calcular o manipular y el concepto que puede ser pensado como una

entidad manipulable” (p.5).

Gray y Tall (1994) consideran que el nivel de la interpretaciéon del simbolismo
matematico marca la brecha entre el éxito y el fracaso académico de los
estudiantes, donde el desarrollo de un procept es el nivel a alcanzar, el cual es
precedido de otros dos niveles que son: procedimiento y proceso. Esta jerarquia o

niveles de desarrollo se encuentran enmarcados en la Figura 14.
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Figura 14. Procedimientos, Procesos y Procept.
Fuente: Gray, E., Pinto, M., Pitta, D., & Tall, D. (1999). Knowledge construction and diverging
thinking in elementary & advanced mathematics. Educational Studies in Mathematics, 38 (1). 111-
133.

En este esquema, el procedimiento es visto como una secuencia de pasos que

s6lo pueden usarse para propositos especificos, mientras que el proceso se puede



ver como la capacidad de relacionar un conjunto de procedimientos asociados a
un mismo simbolo, donde se dispone de la capacidad para seleccionar el

procedimiento mas eficaz que lleve a cabo las tareas con rapidez y precision.

En la Figura 14, se muestra un desarrollo creciente del nivel de las estructuras
mentales que utilizamos al desarrollar tareas matematicas. El esquema parte de
acciones a un nivel de rutina, que se van desarrollando conforme se incrementan
el nimero de procedimientos para efecto de una misma tarea. El nivel de proceso
inicia cuando el foco de atencion cambia de centrarse en las secuencias
realizadas a centrarse en las tareas asociadas a un simbolo y vincular los
sistemas de pasos que las resuelven. Mientras que el pensamiento proceptual, se
va adquiriendo cuando comprimimos las etapas de los procesos asociados a un
simbolo, hasta el punto que los simbolos son vistos como objetos que se pueden
descomponer y armar de forma flexible, obteniendo como resultados, simbolos

gue se pueden ver como procesos Yy conceptos manipulables.

Lo anterior nos indica que los procept, se originan cuando una o varias
operaciones en una entidad mental se convierten a su vez en un objeto. Si el
objeto es formado por un Unico proceso el simbolo que adquiere esta dualidad se
le conoce como procept elemental, por lo que un procept puede ser visto como:
“una coleccion de procepts elementales que tienen el mismo objeto” (Gray y Tall,
1994, p.120). Cabe sefalar que, si bien dentro de este constructo es necesario
tener un simbolo, este no es Unico, es decir un mismo objeto puede estar asociado

a distintos simbolos.

La distincidbn entre procepts elementales nos indica que la encapsulacion de
diferentes procesos evoca distintos procepts, por lo que es necesario que los
estudiantes reconstruyan su comprension mientras se mueven a nuevos
contextos, donde llegar a una nueva etapa de desarrollo implica un nuevo procept
y una nueva reconstruccion del conocimiento personal. Esto nos indica que a
medida que un estudiante avanza el nUmero de procepts crece tanto en cantidad
como en su rigueza interior y terminologia. Pero hay que tener en consideracion

gue esto no es algo natural ni tampoco una tarea sencilla.



Tall (2008) y Gray, Pinto, Pitta y Tall (1999) sefialan mediante diversos estudios
que muy pocos estudiantes le dan a los signos la doble dualidad
(proceso/concepto), la mayor parte de los estudiantes s6lo manifiestan el nivel de
proceso. También comentan que el hecho de que varios procedimientos sefialen
un mismo objeto, es motivo de conflictos entre los estudiantes, y la restructuracion

de los conocimientos es un proceso complicado.

Lo anterior nos indica que debemos de tener un gran cuidado, ya que cada cambio
entre dominios conceptuales involucra sus propias transformaciones sutiles y
reconstrucciones cognitivas, ya que si bien los ejemplos construidos en distintos
dominios satisface a la definicion, cada uno tiene cualidades adicionales, que
pueden o no, ser compartidas entre los ejemplos individuales. Por lo tanto esto
sugiere: “que las diferentes maneras en que los individuos procesan la informacion
en un momento dado pueden ser benéfico o comprometer gravemente su

desarrollo actual y futuro” (Gray, et al., 1999, p.118).

En nuestro trabajo, lo anterior trae como nuevo el hecho de que entre mas variada
sea la cantidad de procesos que intervienen para la formacién del concepto, se
obtendra una mejor comprensioén del concepto siempre y cuando las ideas que
emergen dentro de cada proceso sean compatibles unas con otras.

2.2.4 El rol de los procesos en lainvestigacion

Los elementos tedricos expuestos en esta seccion, muestran por un lado, que es
conveniente partir de los procesos sobre los que esta inmerso un concepto
matematico para lograr la comprension de éste. Por otro lado, marcan que para
poder llegar a una concepcién estructurada de un objeto matematico, es necesario
gue haya una reflexion y familiaridad con los procesos relacionados a éste.
Ademas, que es necesario, que los elementos y objetos matematicos que
intervienen de forma explicita en los procesos estén ya estructurados en el

alumno.

También nos mencionan sobre la importancia de los procesos utilizados, ya que

ellos determinan la comprension que se obtenga del objeto, asi que los procesos



deben estar direccionados sobre el significado que pretendemos. Ademas que
tanto el objeto, como el significado pretendido y los procesos, deben estar

relacionados coherentemente para que no surjan complicaciones.

En nuestra investigacion, lo anterior exhibe ciertas condiciones que deben cumplir
tanto el grupo de trabajo como la situacion planteada. Es decir, por un lado,
creemos que en la interpretacion de la razén de cambio es necesario que los
alumnos puedan encontrar el valor de una variable a partir de otra en la gréafica de
la funcion, para asi poder llevar a cabo comparaciones entre los cambios de las
variables. Por otro lado, nos condiciona a que dentro del disefio que planteamos

se reflexione sobre los procesos realizados.

También nos indica, que es necesario profundizar sobre los procesos que
intervienen al resolver las situaciones planteadas y cuidar que estén relacionados
de forma congruente con el significado que se le desea dar a la raz6n de cambio.
Lo anterior nos guia a proponer secuencias de acciones mediante las cuales se
calcule la variacion de las funciones. Ademas nos conduce a que los procesos que
intervienen en las secuencias comparten estructuras similares y estén organizados
de manera coherente, para que no existan contradicciones entre las distintas

acciones gue llevan a un mismo objetivo.

Por lo anterior el Ultimo paso dentro de las secuencias sugeridas, el estructurar y
encapsular los procesos en un objeto estatico, es primordial y es el que ocasiona
mayores problemas para lograr la concepcion de objeto matematico. Para
enfrentar esto, nosotros proponemos un disefio de actividades sobre contextos
graficos; los motivos e implicaciones que nos hicieron tomar esta decision son

planteados en la siguiente seccion.

2.3 El papel de las gréficas

Hasta este momento nuestro marco tedrico nos ha dirigido a tomar dos
consideraciones. La primera de ellas consiste en la busqueda y eleccion de
objetos matematicos que el estudiante domine algoritmicamente y tenga

comprension de éstos; ademas los objetos elegidos deben ser parte esencial en la



estructura del nuevo objeto matematico que se desea desarrollar. Mientras que la
segunda, nos conduce al disefio de actividades vinculadas con los objetos que se
desean formar, las cuales nos dirijan a una familiarizacion y reflexion sobre los

procesos que se desarrollan.

En la segunda idea, es importante la eleccion del entorno de las actividades, ya
gue estas deben fomentar un enfoque tanto operacional como estructural. En este
sentido Sfard (1991) considera que el trabajo con representaciones gréficas
fomenta el desarrollo de una concepcion estructural, ya que son imagenes
mentales, compactas e integradas de un concepto, las cuales permiten una vision
simultanea de todos los elementos involucrados haciendo las ideas abstractas

mas tangibles.

Lo anterior, nos lleva a considerar en nuestra investigaciéon un disefio compuesto
por actividades que se realicen sobre gréaficos. También nos plantea, la necesidad
de considerar elementos tedricos que profundicen sobre las problematicas

inmersas dentro del trabajo gréfico.

2.3.1 La transparencia

Dentro de la literatura escolar, las graficas son utilizadas para ejemplificar o
ayudar a entender mejor un concepto. Comunmente, se considera que fallar en la
interpretacion y disefio de las graficas se debe a una falta de comprension del
concepto involucrado, dejando de lado los conflictos que la propia interpretacion

de la grafica pueda ocasionar.

Roth (2001) es uno de los autores que consideran que este problema es mucho
mas profundo, ya que adn los cientificos expertos pueden tener problemas en
tareas que impliquen interpretar graficas, en particular cuando el especialista no se
encuentra familiarizado con el dominio y los datos que genera la gréafica. Por lo
gue considera que la lectura de graficas no depende sdélo del dominio de los
conceptos involucrados, sino también implica una familiaridad con el dominio en
que se originan los datos, asi como conocer las convenciones estructurales de los

graficos y las caracteristicas del fenbmeno que se representa.



De forma semejante Roth (2004) sugiere que las habilidades relacionadas con la
lectura y disefio de gréficas, tales como la percepcion de aspectos graficos
relevantes e interpretar el origen de éstos, surgen del proceso de investigacion y
se relacionan con la creciente familiaridad con el objeto investigado, la
instrumentacién, y una comprension de los procesos de transformacion que

convierten a un conjunto de datos en gréficas.

Por otro lado, establece que las personas inmersas en las tareas graficas
asociadas a fenobmenos de su entorno laboral logran ver a éstas como
trasparentes, es decir, la grafica deja de ser el mediador entre el fenomeno y el
investigador, y ésta toma el lugar de la situaciéon estudiada. Roth (2004) ejemplifica
esta idea como los anteojos que una persona ha utilizado por varios afios que en
un principio le sirvieron para apreciar de mejor manera lo que sucede a su
alrededor y aun contintan haciéndolo, con la diferencia que ya no se percata de

Su presencia.

Lo anterior nos indica que el contexto en que se usa 0 se interpreta un grafico,
ademas de la forma en que se les utilizan y se recaban los datos, se estructuran
en conjunto para dar forma al discurso especifico al que se establece en la gréfica.
Por otro lado, las acciones correspondientes al trabajo de interpretacion, asi como
las normas de interaccion de los elementos gréaficos y las herramientas disponibles
en las situaciones planteadas, son mediadores en la relacién entre el individuo y el

grafico. Por lo tanto forman parte del resultado de sus producciones.

En conclusién, cuando los estudiantes tienen la oportunidad de reunir una
considerable experiencia y estar intimamente familiarizados con el caracter de los
datos, con el mapeo entre los graficos y los fendbmenos haciendo uso de la
experiencia, se vuelven altamente competentes en la lectura e interpretacién de

graficos.

2.3.2 Las graficas en la investigacion
Lo formulado en esta seccion muestra que la grafica aparte de utilizarse para

comprender un concepto, también puede servir como una herramienta que permite



la construccion de un nuevo objeto matematico en el individuo. Esto es gracias a
que bajo ciertas condiciones es posible acceder directamente al fendbmeno
estudiado a través de la grafica correspondiente, lo que condiciona a que el
estudiante pueda observar dentro de éstas, el conjunto de procesos realizados y
una imagen simultanea de todos los elementos, permitiendo integrar y estructurar

los procesos en un objeto abstracto.

Lo anterior nos dirige a considerar dentro de nuestra investigacion la necesidad de
plantear actividades que fomenten el disefio e interpretacion de gréficas, donde
sea necesario realizar procesos. Estos deben ser aquellos en los que esta inmerso

el objeto matematico que se pretende desarrollar.

Por otro lado, nos conduce a trabajar con graficas que se encuentren dentro de
contextos familiares para los alumnos, asi como a considerar el conocimiento que

tienen de las reglas gréficas, la habilidad para el disefio y la interpretacién de ellas.

Con la introduccion del trabajo con gréficas, se han planteado todos los elementos
tedricos necesarios para nuestra investigacion, asi como el camino que
seguiremos en nuestro trabajo. Esto nos pone en condiciones para plantearnos el
esquema que llevaremos a cabo para lograr nuestros objetivos, asi como las
hipotesis y preguntas de nuestra investigacion. Estos seran establecidos a

continuacion.

2.4 Hipotesis y Preguntas de investigacion
Para desarrollar una concepcion de la razén de cambio relacionada con la
variacion de sus parametros y apoyada en el andlisis grafico, proponemos las

siguientes hipoétesis y preguntas de investigacion.
Hipotesis de trabajo:

Si los estudiantes cuentan con antecedentes de interpretacion de graficas de
fenbmenos familiares de variacion, estardn en mejores condiciones para

interpretar la raz6n de cambio.



Hipotesis de investigacion:

Si los estudiantes, trabajan con graficas que representan la distancia recorrida y el
llenado de un tanque con relacion al tiempo, haciendo énfasis en el andlisis grafico
de la velocidad y el flujo de agua respectivamente, estardn en condiciones de
construir un significado de la razon de cambio asociado a la variacion de sus

parametros.
Preguntas de investigacion:

1. ¢De qué manera influye el estudio de la velocidad y el flujo de agua, para el
desarrollo de procesos que impliquen el trabajo con la razén de cambio?

2. ¢De qué manera los procesos fundados en el andlisis gréafico de la razon de
cambio, fomentan condiciones para construir esta idea desde el punto de
vista de la variacion de sus parametros?

3. ¢La comprension y el analisis grafico de la razon de cambio son suficientes

para acceder al concepto de derivada? y en cualquier caso ¢ por qué?



CAPITULO 3

Metodologia

En este capitulo, se describe a los estudiantes qué participaron en la
investigacion, la dinamica con la que trabajaron las actividades propuestas en
cada sesion, la cual consistio en tres etapas: Individual, equipos y grupal. Ademas,
se muestran los resultados obtenidos de un cuestionario diagnéstico realizado a
un grupo que se encontraba en condiciones similares a las de nuestros

participantes.

Para finalizar el capitulo, describimos en que consistian los problemas que forman
cada actividad, asi como los objetivos y los resultados que se esperan obtener.
También damos a conocer una serie de problemas que se plantean como

intervenciones dentro de cada actividad.



3.1 Participantes

El presente trabajo se realiz6 con 7 jovenes inscritos en la Licenciatura en
Matematicas de la Universidad Autonoma de Zacatecas, 3 re-cursaban la
asignatura de Calculo 1 (Célculo Diferencial) y 4 cursaban la asignatura de célculo
2 (Calculo Integral), impartidas en el primer y segundo semestre de la carrera.

Consideramos que tanto la formacion académica y las experiencias de los
estudiantes, indican que éstos han desarrollado habilidades y conocimientos que

les permiten realizar nuestras actividades de la forma en que fueron planeadas.

El hecho de trabajar con jévenes universitarios, nos hace suponer que ellos se han
enfrentado con situaciones que involucran percepciones que asocian a la
velocidad con el tiempo y la distancia. Por ejemplo, el hecho de comparar los
tiempos de los recorridos al viajar en un autobds o al ir en un automaovil. También
consideramos, de manera semejante, que los estudiantes pueden haber afrontado
actividades que involucran la idea de volumen de agua asociado a la apertura de

una llave.

El realizar la investigacion con estudiantes que ya aprobaron el bachillerato y han
tomado un curso de Calculo Diferencial a nivel universitario, nos permite suponer
sentado que los integrantes de nuestro grupo de trabajo tienen la capacidad de
extraer informacién puntual de las graficas, estan familiarizados con la férmula
para calcular la razon de cambio y no tienen dificultades para realizar operaciones

que impliquen comparar el cambio entre unidades de medida.

Por lo tanto, consideramos que nuestro grupo de trabajo esta en posibilidades de
realizar actividades que se desarrollen sobre modelos graficos de sucesos que
describen el comportamiento de la velocidad o el flujo de agua en un objeto, en
las cuales se realicen acciones que impliquen obtener o analizar la informacién
puntual de las graficas, calcular el valor de la razén de cambio en distintas
funciones lineales y comparar el cambio de las variable dependiente e

independiente en ésta y otras funciones.

ST



Para profundizar mas en las capacidades de los estudiantes, respecto a los
aspectos gréficos y para conocer el tipo de experiencias y conocimientos al que el
alumno puede recurrir al trabajar en estos contextos, se realizdé un cuestionario

diagndstico cuyo contenido explicaremos a continuacion.

3.2 Cuestionario diagnaostico

El Cuestionario diagndstico fue aplicado a 17 estudiantes que tenian los mismos
antecedentes académicos que nuestro grupo de trabajo, éste consistid en realizar
una serie de problemas, en los cuales era necesario disefiar, extraer informacion
puntual e interpretar graficas para poder llegar a la solucion de los problemas
planteados. A continuacion describiremos y mostraremos algunos de los

problemas del cuestionario diagnostico (ver Anexo 1).

La primera serie de problemas consistié en extraer y localizar informacién puntual
en el plano o en la gréfica de una funciéon. Con estos problemas se pretendia
conocer la capacidad de los alumnos para ubicar y conocer los datos que nos
proporciona un punto especifico sobre un grafico o plano, algunos de estos
problemas son mostrados en la Figura 15.

Coloque en el plano los siguientes puntos: 6 b.

;Z—— A=(2,4) 4
B=(4,6) s

o+ c=(7,7) 2

D=(4,2) d,
2+ E=(-4,6)
b F(707)
12 <) 40 ~8 ~¢ -4 -._;0 2 4-6+8§-30-33-32 G('Z,‘4) pe =
¢En cual de los puntos sefialados en la grafica
la funcion alcanza su méaximo valor?

¢ ¢En cudl de los puntos sefialados la funcion
-0+ toma menor valor?

Figura 15. Extraer y localizar informacién puntual.

Otro grupo de problemas consistié en la lectura y disefio de gréaficas de ciertos
eventos. Tenian la finalidad de explorar los aspectos en los que el alumno se basa
al momento de interpretar y esbozar graficas de recorridos en relacion al tiempo;

algunos de estos problemas se ilustran en la Figura 16.



La siguiente grafica, corresponde a la distancia Partiendo de la informacion que se muestra en la tabla,

gue se encuentra un joven de su casa dibuje la grafica de la distancia entre Guadalupe y su
650 casa, en relacion al tiempo.
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1. ¢En cudl tiempo el joven se encuentra mas €

cercade sucasa?

2. ¢En cual tiempo el joven se encuentra mas
lejos de  sucasa?

3. ¢En el minuto 90 el joven se acerca o se
aleja de la casa?

Figura 16. Interpretacion y disefio de graficas.
En la dltima serie de problemas, era necesario comparar la velocidad de distintos
eventos con base en sus representaciones gréaficas. El objetivo de éstos era
observar en qué caracteristicas y elementos de las graficas distancia-tiempo, se
basan los alumnos analizar la velocidad. La Figura 17 ilustra alguno de estos

problemas.

Las graficas indican la distancia en que se encuentran dos hermanos de su
casa en relacion al tiempo. ¢Cual de los hermanos en cada plano se aleja

mas rapido de su casa?
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Las graficas muestra la distancia recorrida en relacion al tiempo de dos
automoviles. Indique en cada plano qué automovil tiene mayor velocidad.
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Figura 17. Analisis de la velocidad.



El Cuestionario diagnostico nos arrojo los siguientes resultados relevantes para

nuestra investigacion:

¢ No existen complicaciones para extraer datos puntuales de las graficas.

e Gran parte de los estudiantes le dan una interpretacion iconica a las
graficas, es decir, interpretan a las graficas como trayectorias.

e Algunos no relacionan las respuestas entre preguntas de un mismo
problema.

e Los alumnos experimentan dificultades, cuando dentro de la gréafica de una
funcion se les pide comparar puntos en relacion a su dominio.

e En algunos casos, no se logra interpretar, ni graficar situaciones que
involucren lapsos de tiempo donde no hay movimiento.

e Las graficas son comunmente disefiadas con trazos rectos y a la
distribucién de los elementos en el eje “x” se le resta importancia.

e Cuando se compara la variacion entre funciones lineales graficadas en el
mismo plano, los estudiantes tienen complicaciones cuando las gréaficas no
se originan en un mismo punto, algunos se guian en la magnitud o la

posicion de la grafica en el eje de las “y”.

Estos resultados fueron de gran ayuda para disefiar y guiar el desarrollo de las

actividades, las cuales discutiremos en la siguiente seccion.

3.3 Instrumento y puesta en marcha

Para alcanzar nuestro objetivo y responder a nuestras preguntas se disefiaron
cinco actividades que se realizaron en tres sesiones de dos horas; en cada sesion
a excepcion de la ultima, se trabajaron dos actividades. En las primeras dos
sesiones, se conto con la participacion de todos los estudiantes y en la ultima solo

fue posible contar con 3 estudiantes debido a su disponibilidad.

Todas las actividades, a excepcion de la ultima se desarrollaron en 3 etapas:
individual, equipos y grupal. En el desarrollo de esta secuencia de trabajo no hubo

irregularidades y las intenciones de cada etapa de trabajo fueron las siguientes:



En la etapa individual se esperaba que cada alumno respondiera la actividad por
separado. Esta tenia como objetivo, que el estudiante exprese sus ideas
personales y realice los procesos que crea necesario para la actividad, sin
condicionante alguno. En esta fase, no hubo discusion acerca de las preguntas o
respuestas entre los participantes, sélo hubo didlogo con el observador de la

prueba en los casos que las indicaciones no fueron claras para el estudiante.

Durante la etapa de equipos, los alumnos discutieron sus respuestas Unicamente
con los integrantes de su equipo, bajo la indicacion de llegar a una respuesta a
través de acuerdos internos, la cual deberia ser justificada con argumentos
sélidos. Esta fase tuvo como obijetivo, que los estudiantes analizaran los procesos
realizados al resolver las actividades y que relacionaran sus acciones con
argumentos que justificaran sus resultados; también se esperaba que el estudiante
observara y reflexionara sobre otros procedimientos que le permitieran resolver las

actividades planteadas.

En la etapa grupal, se expusieron en el pizarron las diferentes respuestas a las
que llegaron los equipos y cada uno defendié con argumentos la validez de su
respuesta. Esta fase fue guiada por el observador quien planteé nuevas preguntas
acerca de los elementos y problemas que intervienen en cada actividad. Dentro de
esta etapa, el observador guio a los estudiantes a reflexionar sobre por qué sus
procesos les permitieron resolver cada problema de la actividad o a reformular sus
ideas si era necesario; para esto el aplicador propuso nuevos problemas que le

permitian al estudiante re-estructurar sus ideas.

La decision de realizar esta secuencia trabajo con los alumnos, se justifica en la
teoria de Reificacion de Sfard (1991, 1994) y la transicion entre niveles jerarquicos
para desarrollar un procept presentada por Gray et al (1999), expuestos en el
Capitulo 2. Es decir, en la primera y segunda etapa se esperaba, en una primera
instancia, que el alumno se familiarizara con los procesos, para que después
explorara y contemplara nuevos métodos que le permitieran acceder a la solucién

del problema. Mientras que en la tercera etapa se tenia la intencion que se



estructuraran los procesos realizados y se contemplaran como argumentos que

definen a un objeto matemaético.

Las 5 actividades de las que se compone nuestro disefio también toman en cuenta
teoria expuesta en el Capitulo 2, haciendo énfasis en los elementos expuestos
dentro de las metéforas y met-before. Es decir, estan elaboradas con la intencién
de que el alumno ponga en juego ciertas experiencias y conocimientos ya

establecidos, para darle significado a un nuevo objeto matematico.

Los objetivos especificos de cada actividad y el papel de las etapas de trabajo

dentro de ellas, se explica a detalle en la siguiente seccion.

3.4 Descripcidon y objetivos de las actividades

En esta seccion describiremos cada una de las actividades, los elementos que las
forman, lo que se esperaba que realizara el alumno en cada etapa, su relacién con
los elementos tedricos planteados en el Capitulo 2 y el propésito de cada
actividad. Las actividades se muestran de forma completa en el Anexo 2.

3.4.1 Actividad 1

Dentro de esta actividad se elaboraron problemas que implican, por un lado,
analizar a lo largo de distintas graficas el cambio entre variables (analizar la
variacion). Por otro lado, también se cuenta con problemas en los que es
necesario realizar la tarea inversa: dado el comportamiento de la variacién de un
fendbmeno, mostrar graficamente como cambian sus variables una respecto a la

otra.

En resumen en esta actividad se presentan situaciones donde es necesario
establecer una relacion entre el comportamiento de la variacion y la forma de la
gréafica. Algunos de los problemas propuestos dentro de la actividad se ilustra en la
Figura 18.



Actividad 1

1.1.-Las siguientes graficas muestran la distancia recorrida por un coche con relacién al

tiempo. Seleccione la grafica o las graficas que consideres que corresponden a cada evento

1. Un auto que va aumentando velocidad
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E 1.2.-Considerando un contenedor de agua, que se encuentra a una

cuarta parte de su capacidad, el cual es llenado por una llave “3" y vaciado
por una llave “b”, y en ambas llaves fluye la misma cantidad de agua en
;. relacién al tiempo cuando estdn totalmente abiertas. Dibuje la grafica del

l volumen del agua con relacién al tiempo en el contenedor, a partir de los

datos indicados

Sila llave “a" y “b" estdn cerradas y:
1. Seabre la llave “a" paulatinamente hasta dejarla totalmente abierta

2. Seabre lallave “b" paulatinamente hasta dejarla totalmente abierta

Figura 18. Algunos problemas de la Actividad 1.

Con base en el estudio exploratorio se prevé que algunos estudiantes den
respuestas, donde relacionen la magnitud de la variacién con el valor del elemento
correspondiente al eje de las “y”. También se esperaba que dada su formacién
académica surgieran argumentos que involucraran a la derivada, en este tipo de

respuestas se consideraba que los alumnos no dispondrian de argumentos sélidos

para justificar sus soluciones.

En el desarrollo de la actividad se esperaba que el estudiante expresara aquellos
conocimientos e ideas que liga a los problemas establecidos, y que al momento de

reflexionar sobre los procesos que son resultado de sus ideas iniciales, encuentre



debilidades y la falta de coherencia entre sus acciones y sus pensamientos. Para
fomentar esto, se plante6 enfrentar a los estudiantes con experiencias derivadas
de los fendmenos donde se construyen los problemas y proyectar sus argumentos

sobre las respuestas desechadas.

El objetivo de esta actividad es que los estudiantes expresen y enfrenten las ideas
con las que han creado vinculos entre la grafica y la variacion, para que asi los
estudiantes reflexionen acerca de los elementos, las cualidades y las
caracteristicas de la propia representacion grafica, y sobre como cambian sus

variables en relaciéon al comportamiento de la variacion.

Los problemas mostrados en esta seccion ofrecen al estudiante la libertad de
elegir el criterio y procedimiento para resolverlos, en cambio en los problemas de
la actividad 2 se conduce a los estudiantes a usar ciertos procedimientos para

resolver este tipo de problemas. Actividad que discutiremos continuacion.

3.4.2 Actividad 2

Dentro de esta actividad se proponen problemas que guian al estudiante a
comparar el valor de la razén de cambio en distintos intervalos definidos sobre una
gréfica, para asi conocer el comportamiento de la variacion a lo largo de la grafica.
También se plantean problemas que dirigen al estudiante a realizar la tarea

inversa, como se muestra en la Figura 19.

En esta actividad se espera que los estudiantes no tengan complicaciones para
resolver los problemas ya que estos son de caracter algoritmico, donde para
conocer los datos que intervienen en los algoritmos sélo es necesario extraer
informacion puntual de las graficas, mientras que en los problemas inversos es
necesario ubicar la informacion puntual en la grafica. Lo que nos brinda la
confianza de que ocurra esto, es la formacion académica de los estudiantes y los

datos recabados en el estudio exploratorio.



Actividad 2

2.1.-Partiendo de la informacién de las gréficas resuelva las siguientes preguntas:

T [ I
1 7 8 9

3,.4 5
Tiempo

1. ¢Qué velocidad tiene el automévil rojo y verde, en cada intervalo sefialado en la tabla?

0-1 1-2 2-3 34 4-5

Rojo
Verde

2.2-Dada las siguiente tabla, construya la grafica de los litros de agua en un contenedor en
relacién al tiempo, partiendo de que en el minuto 1 el contenedor tiene 100 litros y que en cada

intervalo de tiempo, la llave no sufre cambios

Nota: La llave de salida esta cerrada (llave b)

Hu|orde agua en | Intervalo de
litros por minuto tiempoen que la
en la llave “a” llave “a” estuvo
abierta

200 L | 1-2

150 L | 2-3

100 L 3-4

50 L 4-5

0L | 5-6

¢La llave se estd abriendo o cerrando?

Figura 19. Algunos problemas de la Actividad 2.

Si observamos la Actividad 1 y 2 presentan problemas semejantes, esto se debe a
gque se espera que los estudiantes vinculen los resultados y procesos obtenidos

en la Actividad 2 con las de la 1.

Lo anterior marca la finalidad de esta actividad, que el estudiante encuentre una
herramienta que le permita analizar el comportamiento de la variacion y que se

familiarice con los procesos efectuados al utilizar esta herramienta.

Entonces en este momento el estudiante estaria en la posicion de resolver de
forma adecuada los problemas de la Actividad 1. Sin embargo creemos que aun
no puede justificar sus respuestas, por lo que sugerimos una serie de

intervenciones, las cuales se muestran en el siguiente apartado.



3.4.3 Intervenciones, regreso a la Activad 1

Al terminar la Actividad 2, se propondra a los estudiantes que retomen en equipos
la Actividad 1, donde se espera que los alumnos utilicen los métodos empleados y
las observaciones realizadas en la Actividad 2. Confiamos que logren llegar a las
respuestas correctas de cada problema, pero que ain no puedan dar argumentos
que justifiqguen sus respuestas, debido a la falta de graduacién y valores en los

graficos de cada problema.

Para que los estudiantes puedan enfrentar esta situacibn se plantea una
intervencidn con una serie de problemas, algunos de los cuales aparecen
ilustrados en la Figura 20, con los que se pretende que los estudiantes

profundicen més acerca de la raz6n de cambio.

En cada caso ¢Cudl grafica corresponde al b
. R NN -
vehiculo que tiene mayor velocidad? § a b ¢ 8
300 300 a g g a
© ] =1 o
T a b k]
5200 5200 c
3 a
100 | 100
\ Tiempo Tiempo
10 _20 30 40 10 _20 30 40
Tiempo Tiempo
En cada caso ¢Cual b

grafica corresponde al
vehiculo que lleva
mayor velocidad?

En ¢Cual intervalo de
tiempo el vehiculo tiene
mayor velocidad [0-10],

[10-30] o [0-30]?

Distancia

10 _20 30 40
Tiempo Tiempo

Figura 20. Intervenciones en las Actividades 1y 2.

Estos problemas estan disefiados con base en las decisiones tomadas en el
Capitulo 2, de analizar en el cambio de una variable y realizar una reflexiéon
estructurada de los procesos realizados. Consideramos que esto es factible
gracias a que se mantiene una variable constante y es posible realizar un analisis

grafico de cada problema.

Con estas intervenciones se espera que el estudiante se percate, por un lado, que
para poder comparar el valor de la razén de cambio entre dos objetos es
necesario que ambos estén definidos sobre un mismo intervalo. Mientras que por
otro lado, establezca una relacion entre los incrementos de cada variable con el

valor de la razéon de cambio.



Una vez que los estudiantes resuelvan y deliberen sobre las soluciones de los
problemas propuestos, consideramos que estardn en condiciones para construir
argumentos que justifiguen las respuestas obtenidas en la Actividad 1. Se espera
que ellos comiencen a desprenderse de los procedimientos realizados y a
establecer la razén de cambio como una herramienta que nos permite analizar la
variacion de los parametros de una funcion, es decir, como una relacion que nos

indica el cambio entre las variables de una funcién en un intervalo dado.

3.4.5 Actividad 3

En esta actividad se plantean problemas que implican que el estudiante asocie
distintas formas graficas con el comportamiento de la variacion y que compare el
valor de esta en distintos puntos de la grafica. La Figura 21 muestra algunos de

los problemas planteados.

3.2 resuelva lo que se plantea en relacién a cada gréfica

%
-9
QL
8 d
7 .
e
a <
]
2
Tiempo
ra 13Grafica de la distancia recorrida en relacion al tiempo de aun automdvil
1. ¢En cudl de los puntos que aparecen en la grafica anterior considera usted que el vehiculo
tiene mayor velocidad?
2. Enque secciones de la grifica siguiente el auto aumenta su velocidad y en cuales la
disminuye.
o
3
5 c
-
7] b
a
a
Tiempo

Figura 21. Problemas de la Actividad 3.
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Se espera que en esta seccidn el estudiante haga uso de las herramientas
utilizadas en el Capitulo 1 para resolver los problemas de esta actividad. La
finalidad de esta seccion es que el estudiante trate a la razén de cambio como un
objeto que nos permite conocer la variacion de distintos fenomenos y que

relacione el valor de ésta con el de la pendiente de la recta secante.

El objetivo de esta seccidn es que utilicen la razén de cambio para resolver los
problemas y que dentro de sus argumentos, para validar sus respuestas

consideren los utilizados en la seccién anterior.

3.4.6 Actividad 4

En esta actividad se abordan problemas que implican que el estudiante compare
el valor de la variacion en distintos puntos, estos puntos se dan sobre la grafica de
una funcion o de distintas funciones. En estos problemas las respuestas obtenidas
dependeran del intervalo elegido para analizar la razén de cambio alrededor de
cada punto. La Figura 22 muestra uno de los problemas abordados en esta

actividad.

3. Ordene los puntos en la grafica, de mayor a menor en relacién a la velocidad que tiene el
auto en cada punto.

850 —
m_
750—
700—
650—
600
2550*
2500 —
450
0400
350
300
250 — 5 |
200 ; b,
100
50 —|

' L A L LU UL S S AR
1234567 8 91011121314 151617 18192021
Tiempo

Figura 22. Problemas de la Actividad 4.



En la actividad se busca que los estudiantes ubiquen el intervalo para estimar la
variacion en el punto en diversas posiciones que lo contengan, lo que dard como
resultado una discusion entre los estudiantes y la interrogante de ¢ Qué ubicacion

es la mas conveniente?

Dentro de esta actividad se espera que el estudiante se percate, que si bien la
razon de cambio es un objeto que nos permite explorar globalmente el
comportamiento de la variacion a lo largo de una funcion, localmente sélo nos
aproxima al valor de la variacion en un punto, donde esta aproximacion depende

del tamafio y la ubicacion del intervalo que consideremos.

Para lograr que el estudiante reflexione sobre lo anterior, se plantea debatir las
distintas respuestas que resulten en cada problema. Ademas, se propone
intervenir con problemas que muestren, que un intervalo puede contener puntos
donde la variacion de la funcién es muy distinta al valor de la razén de cambio en
el intervalo, y como varios intervalos que contienen un mismo punto dan
aproximaciones distintas del valor de la variacién. Algunos de los problemas

utilizados se muestran en la Figura 23.

En cada caso ¢Cudl es la velocidad del vehiculo en el
intervalo de tiempo [20-30]?

g

Distancia

N

8
Dista'ncia

g &
Distancia

8
8

10 20 30 40
Tiempo Tiempo Tiempo

10 20 30 40 10 20 30 40

Figura 23. Algunos de la segunda intervencion.

3.4.7 Actividad 5
Esta actividad se compone de problemas que guian al estudiante a evaluar la
variacion en un punto mediante un andlisis grafico y analitico, ademas, a comparar

y analizar ambos resultados. Se guia al estudiante a que encuentre una relacion



entre la aproximacion a la variacion en un punto y la dimension del intervalo donde
se calcula la razdon de cambio. Ademés, se les conduce a que hagan una
conversion de las acciones que realizan en el ambiente grafico al terreno analitico.

La Figura 24 muestra algunos de los problemas presentes en esta actividad

5.1 -El siguiente grafico representa la distancia con refacion al tiempo, del suelo a una pelota

que se lanza en forma vertical. Responda las siguientes preguntas 5.2.-La gréfica anterior corresponde a la
9 ecuacién D = 10t — 5t + 2 . Responda las
e siguientes  preguntas  teniendo  en
5 consideracion que D indica la distancia y t
o el tiempo

© 55

S 5 ; ) ) )

Sas 1..Qué velocidad aproximada tiene la

%4 .

835 pelota cuando tiene .3 s de ser lanzada?
255 2..Qué velocidad aproximada tiene la
15 pelota cuando tiene 2 s de ser lanzada?
1 / . .
8 3..Qué velocidad aproximada toma la

T pelota cuando tiene 1s de ser lanzada?

T
Al 8
0'y 2345672 9 111 12,14 16, 18,52,,22
Tiempo

1.é.Qué velocidad aproximada tiene la pelota cuando . P .
. ca P P 5.3.-Escriba una formula para aproximar la
tiene .3 s de ser lanzada?

H H H “un
2.¢Qué velocidad aproximada tiene la pelota cuando velocidad de un vehiculo en un tiempo “a”
tiene 2 s de ser lanzada? dado que la distancia recorrida por el auto

3.¢Qué velocidad aproximada toma la pelota cuando  esta determinada por una funcion f(t).
tiene 1 s de ser lanzada?

Figura 24. Problemas de la Actividad 5.

La finalidad de esta actividad es establecer si el significado de la raz6n de cambio,
gue se ha formado en el estudiante a lo largo de las actividades, es suficiente para
que el alumno logre vincular a éste con la derivada. Podemos decir que esta

actividad tiene el propdésito de disefiar las bases para una investigacion futura.

Para propiciar que surjan resultados que nos permitan alcanzar este objetivo, se
plantea realizar comentarios y cuestionamientos con base en las construcciones
analiticas que formulen los estudiantes, motivdndolos a que reformulen sus
estructuras e integren a éstas procesos recursivos centrados en encontrar en cada

ocasion una mejor aproximacion a la variacion en un punto.



CAPITULO 4

Resultados y Observaciones

En este capitulo mostraremos una seleccion de los resultados a los que llegaron
los estudiantes al resolver cada actividad, tanto de forma individual, en equipos y
grupal. En esta seleccidn se intenta mostrar el papel que jugaron tres elementos a
lo largo de cada sesién, que son: Las experiencias y conocimientos previos, la
relacion entre los procesos y los objetos mencionada en el marco teorico y el

analisis grafico de los procesos realizados.

También daremos a conocer nuestras observaciones sobre el rol que jugaron los
tres elementos antes mencionados, basandonos en el analisis cualitativo de las
respuestas de los estudiantes a las actividades y en los didlogos que surgieron
tanto en la fase de equipos y grupal. Para poder analizar las producciones

realizadas por cada alumno y equipo, éstas se muestran de forma separada,

apoyandose en la division mostrada en la Tabla 1.

. Materia de célculo en
Equipo Integrantes
curso
1 Aly A2 Célculo 2
2 A3y A4 Célculo 2
3 A5, A6y A7 Célculo 1

Tabla 1. Alumnos que integraron cada equipo.




4.1 Sesion 1

En esta seccidn presentaremos algunos de los resultados obtenidos por los
estudiantes al resolver las Actividades 1 y 2, asi como las discusiones que
surgieron en torno a éstas y las estrategias que surgieron al reflexionar sobre los
problemas propuestos en las intervenciones. Al final daremos a conocer nuestras

observaciones de los resultados obtenidos.

4.1.2 Actividad 1
Como se menciono en el capitulo anterior, la Actividad 1 consta de dos secciones

de problemas que consistieron en lo siguiente:

Seccion 1. Con base en la gréafica de la distancia recorrida en relacion al tiempo, el

alumno establezca si la velocidad es creciente o decreciente.

Seccion 2. Los estudiantes tienen que disefiar la gréfica del volumen del agua en
un contenedor dada las manipulaciones que se indiquen en la llave de salida y

entrada.

En la seccion 1, en la fase de trabajo individual surgieron tres respuestas
diferentes. Mientras en la fase de equipos se discutid, con la intencion de llegar a
soluciones conjuntas. En esta etapa surgio una nueva respuesta por parte de los

estudiantes, cuando se realiz6é una discusion grupal.

La Figura 25, ilustra las distintas respuestas expresadas por los estudiantes en la
fase de grupos, mientras que la Tabla 2 nos muestra las respuestas dadas por
cada alumno durante el trabajo individual, y en la Tabla 3 podemos apreciar las
repuesta realizadas por cada equipo en la fase de grupos, junto con los
argumentos presentados para defender su respuesta. Cabe sefialar que el equipo

3 presentd dos respuestas ya que no se logré un acuerdo entre sus integrantes.



Alumno

La velocidad
aumenta

La velocidad
disminuye

Al, A2, A4, A5y A6

En las gréficas 1,3y 5

En las gréficas 2,4y 6

A7

En las gréficas 1,2y 5

En las gréficas 3,4y 6

A3

En la gréfica 5

En la gréfica 3

Tabla 2. Respuestas individuales a los problemas de la primera seccion.
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Caso Equipo Resumen de los argumentos de los equipos para justificar su respuestas
Las graficas nos indican si el auto estd aumentando o disminuyendo de
1 Equipo 3 | velocidad. Ante la duda agrega: ademas en las graficas es posible ver
(A5 y AB) | como la distancia crece o baja, por lo que la velocidad esta aumentando o
disminuyendo.
Si completamos las gréaficas podemos ver como cambia el signo del valor
5 Equipo 1l | de la velocidad y asi decidir si la velocidad aumenta o disminuye.
(A7) También traza tangentes y conforme las dibuja va haciendo referencia a
la velocidad, haciendo énfasis cuando estas se tornan horizontales.
La velocidad aumenta en la 5 porque en ésta la distancia va aumentando
3 Equipo 2 cada vez még rapido, y digminuye en 3 ya que la distancia crece cada vez
menos. Excluimos las gréficas descendentes ya que no se puede recorrer
distancia hacia atras.
) Nosotros estdbamos en el caso 1 pero excluimos las graficas lineales, ya
4 Equipo 1 L .
que estas indican velocidades constantes.

Tabla 3. Resumen de las respuestas y justificaciones de los equipos a la primera seccion.

En la segunda seccion de la actividad, en las respuestas individuales
encontramos, que en todos los problemas a excepcion del 4 (donde tuvieron
complicaciones Al, A3, A4y A7), los estudiantes lograron formular correctamente,
mediante sus graficas, si el contenedor se estaba llenando o vaciando, pero en la
mayoria de los casos éstas no reflejaban la manipulacion que se hacia en las
llaves. En la Figura 26, podemos observar algunas de las respuestas dadas por

los alumnos.

Si la llave “a” y “b” estan cerradas y:

1.Se abre la llave “a” paulatinamente hasta dejarla totalmente abierta.

2.Se abre la llave “b” paulatinamente hasta dejarla totalmente abierta.
1

4

AR s 2|

1/ Equipos | | .

b 1613
| £ J

Si la llave “a” esta abierta, “b” se encuentra cerrada y:

3.Secierra la llave “a” paulatinamente hasta dejarla totalmente cerrada

4.Se abre la llave “b” paulatinamente hasta dejarla totalmente abierta
3 4|




En la fase de equipos de la actividad, aquellos estudiantes que habian tenido
dificultades en el problema 4, reformularon su respuesta, pero a pesar de las
discusiones internas que surgieron, los estudiantes siguieron teniendo
complicaciones para vincular la abertura de las llaves con la informacion de la

gréfica, la Figura 26 nos muestra un ejemplo de esto.

En lo que respecta a las justificaciones resultantes del trabajo en equipo, surgieron
dos tipos de argumentos en esta fase, pero en ninguno de ellos se hizo referencia
correcta a la cantidad agua que fluia en la llave. En la tabla 4 presentamos un

resumen de las respuestas dadas por los equipos.

Equipo Justificacion de sus resultados

_ La manipulacion en las llaves nos indica si el contenedor se esta llenando
Equipo 2 0 vaciando poco a poco.

) El aumento o disminucién de agua en el contenedor, depende de cual
Equipo 1y 3 | jjave se encuentra mas abierta.

Tabla 4.Justificacion de las respuestas dadas a los problemas de la seccion 2.

En general los resultados mostrados hasta el momento, nos permiten observar
qgue las experiencias, los conocimientos previos y el contexto de los problemas,
conducen las decisiones que toman los alumnos tal como lo sugieren McGowen y
Tall (2010, 2013). El hecho que las experiencias sean la fuente principal de las
justificaciones del alumno nos indica desde el punto vista teérico de Tall (2008)
gue las respuestas de cada individuo son resultado de sus estructuras Met-Before,
las cuales se pueden apreciar en los procesos realizados al resolver cada

problema.

También, notamos la fragilidad y falta de congruencia en algunas de las ideas
generadas por ellos, ya que a través de la discusion y el trabajo de interpretacion
en conjunto, sus puntos de vista son modificados o sustituidos, gracias a la
inclusion de nuevos conocimientos y experiencias, que sustituyen a los anteriores
o se incluyen en ellos, las cuales son consideradas de mayor o igual validez que

las anteriores y pueden estar 0 no en congruencia con los razonamientos previos.



4.1.2 Actividad 2
La Actividad 2 presenta problemas similares a la anterior. En la primera seccion de

esta actividad, al estudiante se le proporciona gréaficas graduadas, y ademas antes

de establecer el comportamiento de la velocidad a lo largo de la gréfica el

estudiante debe conocer la velocidad en los intervalos de la grafica. Mientras que

en la segunda seccion, se hace especifico el flujo de agua que tienen las llaves

durante cada minuto, y agregamos un problema donde era necesario aproximar el

flujo de agua por minuto en cada llave.

2.1.-Partiendo de la informacion de las graficas resuelva las siguientes preguntas
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Figura 27. Respuesta de A4 a los problemas de la primera seccién.

La primera seccion fue resuelta factiblemente por todos los estudiantes. Para

lograr esto, calcularon en cada intervalo el valor de la velocidad promedio y

analizaron el cambio de la velocidad. En la Figura 27 mostramos las respuestas

dadas por un estudiante en esta seccion.



2.2-Dada la siguiente tabla, construya la grafica de los litros de
agua en un contenedor en relacién al tiempo, partiendo de

que en el minuto 1 el contene

dor tenia 100 litros.

Tabla1 .
Flujo de agua en Intervalo de
litros por minuto | tiempoen que la
en la llave “a” llave “a” estuvo
abierta
200L [ 1-2
150 L 2-3
100 L 34
50L 4-5
oL 5-6
 Errorl
¢La llave se estd abriendo o cerrando?
CJ
Tabla 1
Flujo de agua en Intervalo de
litros por minuto | tiempoen que la
en la llave “a llave a_ estuvo
abierta
200L 1-2
150 L 2-3
100 L 34
50L 4-5
oL 5-6
Error 2

éLa llave se estd abriendo o cerrando?

( |
Lerrand g

Figura 28. Errores cometidos en el problema 2.2

2.3.- Partiendo de que la llave de salida esta totalmente abierta, la
de entrada esta totalmente cerrada y que el contenedor contiene 1 000

litros de agua.

1. Construya una grafica, que muestre que se comienza a abrir la llave
de entrada paulatinamente hasta dejarla totalmente abierta
2. Tomando en cuenta la grafica, complete la tabla usando valores

stimados
l (n-(L minuto Flujo de Flujo de Diferencia de
entrada || salida A flujos
12 {0co = 790
2-3 200 | oo =
£ 34 G 400 200
5 - ol 4-5 Heo 2 2<d
5-6 1433 O =)
rror 3
El flujo "de salida
debe ser constante
minuto Flujo de Flujo de Diferencia de
entrada salida flujos
12 1 4
: 23 -3
00T 33
H 45 4 |
< 56 o)

Figura 29.Errores cometidos en el problema 2.3
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En la segunda seccion, algunos alumnos presentaron complicaciones al
establecer comportamiento de las llaves. Ademas varios tomaron el flujo de agua
en la llave como el volumen de agua en el contenedor; en la Figura 28 mostramos
un ejemplo de estos dos casos. También, encontramos que algunos alumnos no
extraen de forma adecuada los datos del problema y otros a pesar de disponer de
datos estimados, siguen presentando complicaciones para disefiar de forma
adecuada la grafica. En la Figura 29 ilustramos un ejemplo de los dos casos antes
mencionados, y en la Tabla 5 presentamos la informacion de los alumnos y

equipos que cometieron estos errores.

Alumno Equipo coIrEnrcre?irdo
Al A2y A7 Equipo 1 1
A5, A6y A7 Equipo 3 2
Al, A2 Equipo 1 3
A3 Ninguno 4

Tabla 5 . Error cometido por los equipos y alumnos.

Cabe seinalar que las personas que cometieron el error 3, tampoco lograron

disefiar de forma adecuada la gréfica.

En la fase de trabajo de equipo y principalmente en la grupal, los estudiantes
reformularon sus ideas y aceptaron los argumentos que contradecian sus primeras
respuestas, también se llegd al acuerdo de representar el flujo de agua en el
tanque como la diferencia entre flujo de entrada menos el flujo de salida.
Principalmente, los alumnos defendieron sus respuestas apoyandose en los datos
que presentaba el problema y en diferenciar el flujo, del volumen de agua en el

contenedor.

Entre los dialogos que surgieron, destacamos el que se dio alrededor del problema
2.3 (presentado en la Figura 29), donde se discute sobre la forma de la grafica y
se hace referencia constante a la realizada por el equipo 2, la cual aparece
ilustrada en la Figura 30.
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Figura 30. Graficas del equipo 1y 2

A continuacién, mostraremos los dialogos que se llevaron a cabo cuando se

discuti6 este problema:

Observador.-Si observamos en el problema 2.3, se construy6 la grafica con dos

formas distintas (las presentadas por el equipo 2 y 3, y la del equipo 1).

Al.- Si es por esta parte (sefiala la regién S1 representada en la Figura 30 y
luego explica su grafica). Bueno, el problema decia que la llave de salida estaba
totalmente abierta y la de entrada cerrada, entonces al momento que la va
abriendo uno, el flujo de salida es mayor que el de entrada, pero va a llegar un
momento en que va a ser igual. Entonces va a ir bajando y va a llegar un momento

en que va a ser constante.

Observador.- pero, ¢,Por qué crees que las graficas tienen formas distintas?
Al.-Es por la manera en que vimos la gréafica pero es la misma idea, ¢ No?
A4.-Es un esbozo de la grafica, no hay que ser tan estrictos.

A7.- Pero si debe ser asi (refiriéndose a la forma de la gréafica del equipo 3),
porque asi se nota que el flujo esta creciendo y de la forma otra forma el flujo esta
disminuyendo (haciendo referencia a la regién S1).

A4.- Si A7 tiene razén, tiene que ser mas asi (refiriéndose a la forma de la region
S2, de la Figura 30).



En esta actividad es posible observar por un lado, que los problemas de la seccion
2 causan mayor complicacion que los de la seccion anterior; esto se puede deber
a lo mencionado por Roth (2003, 2004), a una falta de familiaridad, ya sea con las
situaciones de flujo de agua y con los elementos que intervienen en ésta o con las

actividades que impliquen el disefio de graficas.

Por otro lado, los resultados obtenidos en la seccion 1 nos indican, que cuando los
procesos e ideas utilizadas son producto de conocimientos y experiencias que ya
son de su dominio y se encuentran relacionadas de manera coherente en ellos,
estos son aceptados de forma inmediata y sustituyen o modifican a los anteriores.
Pero a pesar de lo anterior, los alumnos aun no son capaces de aplicar los
procesos utilizados y validar sus respuestas en problemas semejantes, en este
punto coincidimos con Sfard (1991) y Gray et al (1999) quienes dicen que el

cambio de ideas no es inmediato.

Lo que si es posible apreciar desde el punto de vista de la teoria, es que los
alumnos comienzan una Interiorizaciébn de los procesos realizados, ya que se
familiarizan y asocian los procedimientos realizados a las tareas que implican la

razén de cambio.

4.1.3 Actividad 1, trabajo en grupo

Después de que los alumnos resolvieron la Actividad 2, se percataron de cuéales
eran las respuestas indicadas de los problemas de la Actividad 1, sin embargo, no
lograron justificar sus respuestas, debido a que tanto las graficas que
representaban la velocidad y las manipulaciones realizadas a las llaves, las que
podemos observar en el problema 1.2 no disponian de datos numéricos, por lo

gue se intervino con una nueva serie de problemas (ver Anexo 3).

Los problemas que se discutieron y resolvieron en grupo, consistieron
basicamente en comparar la velocidad, tiempo y distancia, en las graficas de la
distancia recorrida en relacién al tiempo de distintos vehiculos, dejando a un lado

el ejemplo del flujo de agua. Algunos de estos problemas se muestran en las

ST

Figuras 31y 32.
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En cada plano determine:
1.-é Cual de los vehiculos tiene mayor velocidad?
2.-¢Como es el valor del tiempo y la distancia descrita por la grafica del vehiculo “a”

con respecto de “b” y "c¢” ?

Figura 31. Algunos problemas de las intervenciones
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En cada plano determine:

1.-¢En qué intervalo el vehiculo tiene mayor velocidad ?
2.-é¢Cuanto crecid la distancia y el tiempo en el intervalo “c”
con relacion al “a”?

Figura 32. Algunos problemas de las intervenciones

Las preguntas que se realizaron en cada problema, fueron expresadas de forma

verbal. Al resolver éstas, los estudiantes se apoyaron de la graduacion de los

planos para realizar calculos y observaciones. Las respuestas que se acordaron

en la discusion grupal se muestran en la Tabla 6.

Pregunta

Respuesta acordada por el grupo

1 de la Figura 31

El vehiculo a es el que tiene mayor velocidad en ambos planos.

2 de la Figura 31

En el plano 1 los tres vehiculos recorren la misma distancia y a realiza el

recorrido en menor tiempo.
En el plano 2, el vehiculo a recorre la mayor distancia y los tres viajan durante

el mismo tiempo.

1 de la Figura 32

En los tres intervalos de ambos planos el vehiculo tiene la misma velocidad.

2 de la Figura 32

En el plano 1, tanto la distancia como el tiempo crecen al doble.
En el plano 2, tanto la distancia como el tiempo crecen al triple.

Tabla 6. Respuestas grupales

Después se plante6 una serie de problemas similares, en los cuales se excluia la

graduacion en los planos; algunos de estos aparecen en la Figura 33. En la Tabla
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7 mostramos un resumen de los argumentos que los estudiantes ofrecieron para

justificar su respuesta en el plano 1 (P1) y en el plano 2 (P2) de la Figura 33.

P2 P3
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En cada plano determine ¢ Cudl de los vehiculos tiene mayor velocidad?

Figura 33. Algunos problemas realizados en las intervenciones

Plano Respuesta justificaciéon
El plano no tiene numeracion, pero se puede observar que todos
1 a los vehiculos recorren la misma distancia y que a lo hace en

menor tiempo, entonces a es quien tiene mayor velocidad

Es igual que en el anterior, pero aqui todos tienen la misma
2 a distancia y a la recorre en menos tiempo. Entonces, a tiene mayor
velocidad por que recorre igual distancia en menor tiempo.

Tabla 7. Respuestas al problema de la figura 33

En los planos 1y 2, los estudiantes respondieron y justificaron sus respuestas con
rapidez y seguridad. En cambio para encontrar cuél era el vehiculo que tenia
mayor velocidad en el plano 3, surgieron varias opciones y se desarroll6 una

discusion amplia entre ellos, la cual mostramos a continuacion:
Observador.- ¢ Cual vehiculo tiene mayor velocidad?

A2.-El mas largo.

Al.-No es cierto, porque es el que tiene mayor tiempo y menor velocidad.
A2.- Entonces b.

A6.-No sé, porque tenemos que ver la distancia y el tiempo, pero creo que si es el
b.

Observador.- b ¢todos de acuerdo?

A3.- Yo creo que el c.

T



A7.-Yo igual.

Observador. ¢, Como comparamos la velocidad en los otros problemas?
A3.- Es que en los otros habia algo igual en todos.

A7.- Si, es el ¢ [hablando con seguridad].

Observador.- ¢ Por qué?

Para justificar su respuesta, A7 pasoé al pizarron y dibujé una recta en un plano

(ver Figura 34).

A7.-La velocidad es igual en todos los intervalos de ésta, por lo visto en uno de los
problemas anteriores (ver Figura 32).

Después represento el problema por medio de un grafico y trazd una recta

paralela al eje del tiempo (ver Figura 34).

A7.-Si trazamos una recta que pase por todas (que cruce las rectas las rectas b, ¢
y a), estariamos en uno de los problemas anteriores (ver Figuras 33 y 34) por lo

tanto “c” tiene mayor velocidad.
Observador.- ¢ Todos entendieron?

A6.- Si, porque asi las distancias son iguales y c es el que tiene menos tiempo.

Distancia

Figura 34



Después de que los estudiantes resolvieron y discutieron los problemas
propuestos, se les pidi6 que justificaran las respuestas acordadas en los
problemas de la Actividad 1.

En esta tarea, las respuestas dadas a la segunda seccion de problemas de la
actividad, fueron explicadas entorno a cobmo se comportaba el flujo de agua en el
tanque a lo largo del tiempo, en relacion a la manipulacion de las llaves que se
indica en el problema. Mientras que en la primera seccion surgieron dos tipos de

argumentos que mostraremos a continuacion.

La primera justificacion fue dada por A3 y se ilustra en la Figura 35, ésta consistio
en trazar intervalos de tiempo iguales y luego comparar la magnitud de la distancia
entre éstos. Con base en este proceso se concluyd, que la velocidad iba
aumentando en 5, ya que la distancia esta creciendo a lo largo de los intervalos

tomados.

t1 t2 t3

Figura 35. Esbozo de la respuesta dada por A3

La segunda justificacion fue dada por A7 y se muestra en la Figura 36, ésta
consiste en una generalizacion del proceso ilustrado en la Figura 34. En éste, A7
menciona: si trazamos varias rectas (del origen a un punto de la curva) y luego
trazamos otra recta (paralela al eje y), al sacar los intervalos donde se recorre la
misma distancia, observamos que el que tiene menos tiempo es el primero, luego
el segundo y asi, por lo tanto: conforme estamos avanzando la velocidad aumenta.
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Figura 36. Esbozo de la respuesta de A7

En general, encontramos que el analisis gréfico de la razén de cambio permite
observar de forma simultanea a los elementos que intervienen en este proceso,
asi como estructurarlo y establecer la relacion entre sus elementos. Gracias a
esto, el alumno logra justificar sus respuestas al incorporar a sus acciones tres

resultados obtenidos durante el analisis gréfico, los cuales son los siguientes:

e Si un grupo de vehiculos recorren la misma distancia, el que tiene mayor
velocidad promedio sera aquel que realice el viaje en menor tiempo.

e Si un grupo de vehiculos andan durante el mismo tiempo, el que tiene
mayor velocidad es aquel que realice el recorrido de mayor distancia.

e Si la distancia recorrida por un vehiculo es representada graficamente por
un segmento de recta, el vehiculo tiene la misma velocidad en cualquier

intervalo de tiempo del recorrido.

Desde el punto de vista teorico, lo anterior nos indica que el alumno ha finalizado
la etapa de interiorizaciébn y comienza la condensacién del proceso, ya que el
trabajo con graficas, donde se omiten los valores numéricos, obliga al estudiante a
llevar acabo los procesos mediante representaciones mentales y a establecer

relaciones insumo-producto.

4.1.4 Observacion final de la sesion
En general, podemos observar que el alumno comienza resolviendo los problemas
utilizando conocimientos y experiencias asociadas a éstos, que en la mayoria de

los casos carecen de fundamentos. Esto permite que al presentarle un proceso
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para resolverlos, basado en el uso razén de cambio y fundado en conocimientos
que ya son de su dominio, ésta nueva idea sea facilmente aceptada y reemplace a

las anteriores.

En cambio, el andlisis gréafico del proceso, permitié estructurarlo y observar como
sus elementos se relacionaban para establecer propiedades en éste, las cuales
eran independientes del contexto y datos del problema, lo que nos lleva a un inicio
de abstraccion del objeto. Esto nos permite notar como el alumno pasa de una
fase de rutina o familiarizaciébn con el proceso, a otra donde las actividades
realizadas comienzan a estructurarse y se aprecian relaciones entre las variables
y el resultado obtenido, esto es algo similar a las estructuras teéricas de proceso y
condensacion de Gray et al (1999) y Sfard (1991) respectivamente.

4.2 Sesion 2

En esta seccion, presentaremos algunos de los resultados obtenidos por los
estudiantes al resolver las Actividades 3 y 4, asi como las discusiones que
emergieron entorno a éstas y las estrategias que surgieron al reflexionar sobre los
problemas propuestos en las intervenciones. Al final daremos a conocer nuestras

observaciones de los resultados obtenidos.

4.2.1 Actividad 3

La actividad 3 consistia en problemas donde era necesario describir como se
comporta la velocidad y el flujo de agua, a lo largo de las graficas de la distancia
recorrida y del volumen de agua en relacion al tiempo respectivamente. También
contenia un problema que comparaba la velocidad en distintos puntos de una

gréfica.

Al resolver los problemas de esta actividad los estudiantes no tuvieron
complicaciones, en la mayor parte de los problemas las respuestas de ellos y los
equipos coincidieron. Para justificar sus respuestas, retomaron lo visto en la
sesion anterior, con la diferencia de que consideraron suficiente una explicacion
verbal para fundamentar sus respuestas. La Figura 33 muestra las respuestas de

los estudiantes a algunos de estos problemas.
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¢Como se deben manipular estas llaves para que el
flujo de agua quede reflejado en la grafica?

Las lavwes la de entrado

S ;‘W A¥ estar aberta g 5.Indique en qué zona de la gréfica, el flujo
0 de saldo se esto de agua de entrada es mayor al de la salida

4.Senale en qué zona de la gréfica, el flujo de
agua de salida es mayor al de la entrada

E Obricndo  de poco a poco
3 N _ 6.Indique en qué zona de la gréafica, el flujo
i de salida y e de entrada son
Tiempo aproximadamente iguales

En qué secciones de la grafica el auto va aumentando

) e 7.Sefiale en qué zona de la gréfica, el flujo de
su velocidad y en cuales la va disminuyendo.

entrada es mayor que el de salida, pero éste
es cada vez menor en relacion al tiempo.

/
d /\\%"‘(‘\N

§ o [“3,“_,“\.( - /',_,\
é: b A\Umen Fo s / \\\\
a DA‘,MM\‘ R 5/ ~ < y
Tiempo - T Tiempo

Figura 37. Problemas de la activadad 3.

Dentro de esta actividad el problema que causé mas controversia es el que se
muestra en la Figura 38. Al principio algunos estudiantes respondieron estas
preguntas, tomando como base la forma que tenia la gréfica alrededor de cada
punto, pero al trabajar en equipo se vieron en la necesidad de fundamentar sus

respuestas.

T
3

Tiempo

1.¢En cual de los puntos que aparecen en la
grafica considera usted que el vehiculo
alcanza su mayor velocidad?

2.¢En qué punto de los que aparecen en la
gréfica el vehiculo tiene la menor velocidad?

3.¢En cual punto el vehiculo va mas rapido en

aun o« n
c”?

a o

Figura 38. Problema sobre la velocidad en un punto.
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La justificacion que se dio por parte del grupo, se apoyo6 en la comparacion de las
distancias en intervalos de tiempos iguales alrededor del punto, como se muestra
en la Figura 39. A pesar del uso de este recurso, algunos alumnos (A7, A4y A3)
tenian dudas sobre sus respuestas, ya que sefalaban que los valores eran muy
parecidos en un par de puntos, pero al discutir en equipos y en grupo, acordaron
una respuesta. En las discusiones, destaca la que se dio entre A7 y A6, quienes
dialogaron acerca de cudl punto representaba una mayor velocidad en el vehiculo,
si “b” o0 “d”. A continuacion reproducimos una parte de la discusion realizada por

los estudiantes:

A7.- Yo digo que es d, pero ellos (A6 y A5) dicen que b, aunque no estoy muy

segura, es que los dos son casi iguales.
A6.- Si, son muy parecidos.

A7.- Pero, es que en el d cambia. Si, en el punto d estd cambiando la grafica, creo

gue ellos tienes razon.

Observador.- Si tomamos los intervalos sefialados por A5 (a la izquierda de los

puntos) las velocidades parecen iguales.

A6.- No, pero si lo tomamos del otro lado (derecho), se ve que la distancia va a ser

mayor en d.

A7 .- Si, entonces b es el menor.



Figura 39. Andlisis por intervalos.

En general los resultados de esta actividad, nos muestran que las ideas derivadas
de la solucion a los problemas de la sesion anterior, fomentan que se establezca
sin complicaciones una relacion entre las formas de la grafica con el
comportamiento de la velocidad y el flujo de agua. También se aprecia que el
disefio de graficas a partir de fendmenos que involucran el flujo de agua, sigue
trayendo ligeras complicaciones, pero con la diferencia que en esta sesion, éstas
son superadas en breves discusiones efectuadas en la fase de equipos.

En el problema que implica comparar la velocidad de un vehiculo en distintos
puntos, se aprecian indicios que sefialan que el alumno comienza a relacionar la
inclinacién de la recta secante con el valor de la velocidad promedio, ademas que
los argumentos con los que validan sus respuestas, estan fundamentados en el

uso de intervalos para estimar la velocidad en el punto.

4.2.2 Actividad 4
En esta actividad, se presentan dos problemas, que se caracterizan por hacer
referencia a graficas que disponen de una graduaciébn numérica, los cuales

consisten en lo siguiente:

En el problema 1, era necesario estimar y comparar la velocidad en diversos
puntos de la grafica de la distancia recorrida, en relacion al tiempo de un

automovil. Una parte de este problema se ilustra en la Figura 40.
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Ordene los puntos en la grafica de mayor a
menor, tomando como valor del punto la
velocidad que tiene el auto en ese momento
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Figura 40. Problema 1 de la actividad 4.

Problema 2. Es necesario estimar y comparar el flujo de agua en distintos puntos
de dos gréficas del volumen de agua de un contenedor. Este problema se muestra
en la Figura 41.

Encuentre en todos los pares de puntos (a-a’, b-b’, etc.) e indique en cual de

ellos el flujo de agua es mayor.
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Figura 41. Problema 2 de la actividad 4.

En el problema 1, nuevamente surgio la estrategia de hacer comparaciones sobre
intervalos que contengan los puntos analizados, pero en esta ocasion tanto la
posicibn como el tamafio del intervalo generaron conflicto, ademas que para

comparar las velocidades los alumnos se basaron en la velocidad promedio del



intervalo, la altura o la inclinacion de la recta secante. En la Figura 42 es posible
observar algunas de las acciones realizadas para resolver el problema y la Tabla 8
nos muestra las estrategias utilizadas por cada estudiante.
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Figura 42. Algunas repuestas al problema 1.

Alumno Tipo de intervalo tomado Elemento para comparar las velocidades
Aly A4 Intervalos que van de un Calcula velocidad promedio
punto a otro
A2, Intervalos que van del origen | Se basa en las pendientes
al punto
A3 Intervalos que van del origen | Calcula la velocidad promedio
al punto
A5 Intervalos iguales a la | Se basa en la distancia recorrida en cada
izquierda de cada punto intervalo
A7y A6 Intervalos iguales a la | Se basan en las pendientes de las rectas
izquierda de cada punto secantes

Tabla 8.Andlisis de intervalos realizado por los alumnos.

Debido a las diferentes formas de tomar los intervalos, los alumnos llegaron a
distintas respuestas y aunque la discusion se dio tanto en la fase de equipos como

en la de grupo, los alumnos no lograron llegar a un acuerdo mutuo.



Para que los alumnos pudieran reflexionar mas sobre las decisiones que tomaron
al resolver esta actividad, se intervino con una nueva serie de problemas (revisar
Anexo 3), algunos de los cuales se muestran en las Figuras 43, 44 y 45.

¢En qué secciones de la graficala velocidad aumentay en cuales disminuye?

¢En cudl de los puntos sefialados la grafica le vehiculo tiene mayor velocidad?
: , 700 : : : | '

3,...4 5
Tiempo 3 Tiémpg

Figura 43. Problemas de las intervenciones.

En los intervalos mostrados ¢Cudl crees que nos permite
estimar la mejor aproximacion a la velocidad en el punto?

Tiempo

Figura 44. Problemas de las intervenciones.

En cada caso ¢Cudl es la velocidad del vehiculo en el intervalo de tiempo [20-30]?

¢En qué punto de los tres recorridos el vehiculo tiene mayor velocidad?
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Figura 45.
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Los primeros p

roblemas (ver Figura 43) les permitieron descartar las respuestas

que estaban basadas en los intervalos, que van del origen al punto, ya que con

estos se pod

ria llegar a contradicciones con conocimientos previamente

establecidos, como podemos ver en la figura 46.
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¢En esta seccion la velocidad
aumenta o disminuye?
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Figura 46. Andlisis del comportamiento de la velocidad en el problemal.

Con los problemas siguientes (ver Figura 44), se logré observar que al cambiar la

ubicacion de un intervalo, la estimacion podia cambiar bruscamente. Al tratar con

los problemas de la actividad, esto se vio reflejado principalmente en los puntos e

y f, en los cuales se observd que la estimacion de la velocidad, podria ser

radicalmente distinta dependiendo de la ubicacién del intervalo (ver Figura 47),

gracias a este analisis los alumnos concluyeron que los intervalos mas

convenientes eran los mas pequefios.
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Figura 47. Andlisis de la velocidad en el punto e y f.

Con los ultimos problemas (ver Figura 45) los alumnos observaron que tomar
intervalos iguales en algunos casos no era suficiente, que se tenia que procurar
que la secciéon donde se tomara éste no tuviera una forma irregular. Ante esta
situacién los estudiantes comentaron que la gran diferencia entre las velocidades
del vehiculo en los puntos marcados, se debia a que la forma de la grafica era

muy diferente en los intervalos.

En lo que respecta a la segunda seccion de problemas, las maneras de elegir los
intervalos de la seccion anterior se preservé en esta seccion, pero el método
utilizado para comparar las velocidades, estaba basado en el célculo de la
velocidad promedio o en la diferencia entre la escala de cada gréfica. Hay que

recordar que el trabajo en grupo se da hasta finalizar toda la actividad.

A pesar de que los alumnos se percatan de que no es conveniente realizar
deducciones a partir de la forma que tiene la figura alrededor del punto, la elecciéon
de los intervalos llevd a los alumnos a respuestas incorrectas. Pero después del
trabajo con los problemas anteriores (Figuras 43, 44 y 45) los estudiantes

reformularon sus respuestas y modificaron su punto de vista.
En este cambio de decisiones, surgieron dos que consideramos importantes:

1.- Cuando se percatan que el valor de a’<a, ya que el flujo ha cambiado de
positivo a negativo. En este caso A2 menciona: es a, porque en el otro punto el

agua esta saliendo y el flujo es negativo. Esta idea se ilustra en la Figura 48.
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Figura 48. El signo del flujo de agua.

2.- Cuando observan que el flujo de b’=b, ya que en ambos casos es cero. En este
caso A7 dijo: ninguna de las dos es mayor porque en las dos es cero. Esto lo

muestra trazando una recta por b paralela al eje y, tal como se muestra en la
Figura 49.
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Figura 49. Flujo de agua cero.

Al igual que los resultados de la actividad anterior, en los presentados en esta
seccion, es posible ver como las ideas y conocimientos derivados del trabajo
previo influyen en el desarrollo de las respuestas y sirven para descartar e
impulsar nuevas ideas. Ademas, se observa que la inclinacion de la recta secante
es utilizada por algunos estudiantes para realizar comparaciones entre las
velocidades que representa cada punto, esto podria indicar que la recta comienza
a jugar un papel de pivote, ya que con ella se puede hacer referencia tanto al

proceso de comparar la distancia contra el tiempo, como a la velocidad promedio.



Otro resultado interesante en esta actividad es como los intervalos empiezan a
jugar un papel importante en las decisiones tomadas. En general, en un principio
los intervalos que intervienen en los procesos son tomados de forma arbitraria,
con la idea de que se deberian generar los mismos resultados, pero al comparar
sus resultados descubren que cada eleccion puede traer distintos resultados.
Mientras que en la discusion grupal de los problemas propuestos, el estudiante
concluye que para obtener una buena aproximacion, el intervalo debe ser pequefio
y el punto no debe localizarse en los extremos y que la seccion grafica en el

intervalo debe tener una forma regular.

4.3 Sesion 3

En esta seccidon presentaremos algunos de los resultados obtenidos por los
estudiantes al resolver los problemas de la Actividad 5, asi como las discusiones
gue surgieron en torno a éstos y las estrategias que surgieron al reflexionar sobre
los problemas propuestos en las intervenciones. Al final daremos a conocer

nuestras observaciones de los resultados obtenidos.

4.3.1 Actividad 5

Como se mencion6 en el capitulo anterior, en esta actividad se contd con la
participacion de 3 de los 7 estudiantes que estuvieron en las sesiones anteriores y
las respuestas a las actividades que mencionaremos corresponden a lo realizado

por ellos.

La Actividad 5, consisti6 en problemas en cuales era necesario, estimar en
distintos tiempos la velocidad de una pelota que era lanzada en forma vertical.
Para realizar lo anterior se disponia en principio, de la representacién gréafica del
fendbmeno y después se proporcionaba la ecuacion de éste. También se pedia

expresar de forma analitica las acciones realizadas.

Al resolver los problemas que consistian en estimar la velocidad, aparecieron dos

meétodos distintos: el utilizado por A1 y A6 que consistia en utilizar la formula

. dist ]
convencional v = ————=y el expresado por A7 que se basaba en el uso de

tiempo



pequefios intervalos donde el punto se ubicara a mitad de éstos, para asi calcular

la velocidad promedio.

Cuando A7 expres6 sus resultados y el método que utilizd, A1 y A6 se dieron
cuenta de forma inmediata del error que estaban cometiendo, expresando que su
error se debia a que ellos habian calculado velocidad promedio del vehiculo hasta
el tiempo indicado y no la velocidad en éste. Agregaron que la forma mas
adecuada de resolver los problemas, debi6 de haber sido como se habia concluido
en la sesion anterior, cuando se estimaba la velocidad en un punto, tal como lo
habia hecho A7.

Al momento de discutir en grupo, se concluyé que cuando se dispone de la
representacion analitica del problema, se pueden obtener aproximaciones mas
precisas de la velocidad de un vehiculo en un cierto punto, ya que mediante esta
representacion, es posible tomar intervalos tan pequefios como queramos, pero el
resultado que obtengamos siempre va a ser una aproximaciéon. Al momento que
surgio esta afirmacién, se dio un dialogo que nos llevé a un nuevo resultado, el

cual reproducimos a continuacion:

Observador.- ¢ Por qué sélo podemos aproximarnos al valor de la velocidad en el

punto?

A7.-Porque no se puede crear un intervalo tan pequefio donde sélo este el punto.
Observador.- ¢ Y si tomamos el punto como el intervalo?

Al.- Eso no se puede porque la distancia recorrida y el tiempo serian cero.
A5.-No se puede, necesitas comprarlo con otro punto.

Al.- Si, sino ¢como analizamos la velocidad?

Observador.- Entonces ¢ no se puede calcular la velocidad?

A7.-No, porque un punto no tiene distancia ni tampoco tiempo, es solo un punto

ST

todo esta igual.



Al.-Si, nada cambia. No se pueden hacer comparaciones.

En este didlogo podemos notar cdmo los alumnos expresan que el problema de
calcular la velocidad en un punto radica en mezclar ideas que son opuestas para
ellos. Por un lado la velocidad se ha formado como un objeto con el que se
compara el cambio entre las variables, mientras que por otro lado, el analizar un
anico punto indica la ausencia de cualquier cambio y elementos con quien realizar

comparaciones.

Para discutir mas la aproximacion al valor de la velocidad en el punto, planteamos
hacer un tratamiento grafico de los problemas, apoyado en el uso de rectas
tangentes. Pero en este intento se descubrid, que el alumno a pesar de conocer la
férmula para calcular la pendiente de una recta y saber que existe una relacion

entre ésta y el valor de la velocidad promedio, desconocia que éstos eran iguales.

Al conocer lo anterior y observar de forma geométrica como los intervalos iban
convergiendo al punto, los alumnos mencionaron que las rectas secantes
convergian a la recta tangente en el punto donde se realiza la aproximacién y la
pendiente de ésta coincide con la velocidad en el punto. Pero hay que tener en
cuenta que lo anterior no es un descubrimiento nuevo, ya que es algo que
conocian de sus cursos de Célculo, la diferencia es que ahora tiene méas sentido

para ellos.

Esta forma de tratar el problema, ocasion6 que A7 intentara introducir el limite
dentro de la expresion analitica que formuld, con la finalidad de expresar las
acciones realizadas para obtener una estimacion a la velocidad en un punto.
Ademas de introducir este concepto a la discusion, también agrega que las nuevas
ideas introducidas hacen que nuestras acciones se tornen mMAas como Si
realizaramos una derivada. A continuacion mostramos el dialogo donde A7

expresa lo anterior.

A7.-Yo antes tenia otra expresion pero con lo que dijimos: que cuando nos
acercamos con las secantes al punto llegamos a la tangente, pero que ésta nunca

puede estar en el punto, ahora ya se esta pareciendo a una derivada.

ST



Observador.-Entonces, ¢ Cual fue la nueva formula a la que llegaste?

A7.-Bueno, tenemos que acercarnos al punto pero no podemos tomar al punto,
entonces tenemos que tomar un intervalo muy, muy, muy pequefio pero sin que
llegue a ser el punto. (Luego de dar éste argumento A7 escribe la segunda formula

gue podemos en la Figura 50)

Escriba una formula para aproximar la velocidad de un vehiculo
en un tiempo “a”, dado que la distancia recorrida por el auto esta
determinada por un funciodn f{t).

/ . W N
X—( 7 = o s R . .
\ <‘\ v (Ch) Primera formula . Basada en el uso
- ) de intervalos que contengan al punto

\J 5 ]
! 1’\ i A

&

Segunda férmula. Resultado de

observar como las rectas secantes

iGN i()] convergena latangente en el punto.
a

V =1lim
a-t

Figura 50. Férmulas de A7 para estimar la velocidad en un punto.

Después de que el grupo observara esta férmula, los alumnos coincidieron en que
parece necesario usar el limite, ya que como se menciond, la actividad nos indica
gue debemos acercarnos al punto, pero sin ser el punto. Pero consideran que la
forma expresada no es correcta, ya que ésta no refleja lo que se esta haciendo.
Por lo tanto a pesar de que expresan los objetos de derivada y limite, los alumnos

no logran concretar sus acciones en una expresion que las refleje.
Observaciones

En las discusiones generadas en esta actividad se aprecia que los alumnos
distinguen una incongruencia entre su idea que han desarrollado de la velocidad y
el establecer la velocidad en un punto, ya que han concebido a la velocidad como
un valor que enmarca una relacion donde se compara el cambio entre las

variables distancia y tiempo, contrastando esta idea, con el hecho de que en un



punto no existe un cambio en las variables. Lo anterior los lleva a concluir que en

un punto solo es posible aproximar la velocidad.

Algo que también es importante destacar, es que los alumnos si bien conciben que
existe una relacion entre la raz6n de cambio y la pendiente de la recta secante,
desconocen que éstas son iguales, a pesar de disponer de los conocimientos para
establecer este resultado. Si recordamos, esta relacion es parte fundamental de
los métodos con los que se intenta introducir la derivada en los libros y apuntes de
calculo presentados en el Capitulo 1.

Por ultimo en esta actividad observamos, que una vez que se percatan de la
relacion anterior y aprecian en la gréafica a la secante dentro de una secuencia de
aproximaciones a la velocidad en el punto, se dan cuenta que las secantes
convergen a la recta tangente y por lo anterior su pendiente deberia coincidir con
la velocidad en el punto. Este hecho llevdé a que los alumnos retomaran sus
conocimientos previos de célculo, mediante los que aseguraron que el calcular la
velocidad en el punto es la derivada en éste, y que el proceso de aproximarse
coincide con calcular el limite. Pero a pesar de lo anterior los alumnos no tuvieron
éxito en el Ultimo problema, probablemente se debid al surgimiento temprano de
la idea de derivada.

4.4 El desarrollo de los estudiantes y el caso de A7

En esta seccidon mostraremos por un lado, el desarrollo general de los estudiantes
a lo largo de las sesiones trabajadas, y por otro lado, nuestros puntos de vista de
como fueron evolucionando las ideas de A7 al resolver y enfrentarse a las

actividades y los problemas propuestos en las intervenciones.

4.4.1 El Desarrollo de los estudiantes

Para darnos una mejor impresion de como han cambiado los puntos de vista e
ideas de los estudiantes en las actividades grupales, en la Figura 51 mostramos
de forma general como sus conocimientos e ideas se manifestaron y fueron

modificandose al resolver las actividades propuestas.
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Figura 51. Desarrollo general de los estudiantes.

En el esquema mostrado en la Figura 51, se puede observar como cambian los
procesos y los conocimientos utilizados por los estudiantes durante la realizacion y
discusion de las actividades propuestas. El nivel con el que se efectian los
procesos en cada tarea aparece sefialado con los elementos tedricos indicados en

el Capitulo 2.



A continuacion mostraremos el desarrollo de uno de los estudiantes que estuvo en

todas las sesiones.

4.4.2 La evolucion de las ideas de A7

Para finalizar la exposicién de nuestros resultados, hemos decidido mostrar como
las ideas de A7, se fueron modificando a lo largo de las actividades. El motivo para
elegir a A7, sobre el resto de los participantes se debe a que estuvo presente
durante las 3 sesiones, tuvo una gran participacion en todas las discusiones que

se dieron y present6 una adecuada evolucién en sus ideas.

Para mostrar la evolucion de A7 a través de cada actividad, se disefi6 el esquema
que aparece en la Figura 52, donde se ilustran las acciones que realiz6 en cada

actividad y las ideas que manifesto al resolver los problemas de cada actividad.
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c =——> conocimientospoco =3 respuestas, perono relaciones en el proceso, con las que
0 T solidos a los problemas las fundamenta justifica susrespuestas
Q
U Actividad 1. Resuelve Actividad 2. Realiza un proceso Intervencion. Realiza un analisis
problemas asociados al que su experiencia le otorga gréaficos de los procesos, con el
a la velocidad vy flujo un estatus mayor que a los que ve de forma estructurada a
de agua anteriores los elementos en el proceso
o~ Asocia el comportamiento de Asocia la pendiente Descubre que la veracidad de su
€ =3 |a velocidad y el flujo de agua 3 de la recta con el valor estimacion depende de la ubicacion
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Q
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- posible aproximarse a la pendiente de la recta secante previos de calculo
0 velocidad en un punto T coincide con el de la razén de (derivada y limite)
g T cambio T
W Actividad 5. Empleando la Intervencién 1. Intervencion 2. Observa
grafica y la expresion analitica estudia la relacién graficamente la
de la funcién, calcula el valor entre la recta secante convergencia de la recta
de la velocidad en un punto y la razén de cambio

secante con la tangente
Figura 52. La evolucion de las ideas de A7

En el esquema es posible apreciar como las ideas iniciales de A7 son sustituidas

por las que se construyen a partir del trabajo con la razén de cambio, la influencia

— | -



del analisis grafico para comprender este proceso, el descubrimiento de la
importancia de los intervalos y como la idea de derivada y razén de cambio se

encuentran en oposicion para A7.

El cambio en la forma de ejecucion y la estructura de los procesos de A7, asi
como el papel de sus elementos y la manera en que se relacionan con la tarea

realizada, se muestran en la Figura 53 a través de la teoria.

Intento fallido de construir una Inicia la interiorizacion de un Finaliza interiorizacion, e inicia
: metdfora proceso la condensacion del proceso
0 Intervencién
0
(7,3 Formulacién de met-before Descubre un procedimiento Inicia el nivel de proceso
Condensacion del objeto. La razén de cambio es vista y tratada como un objeto, pero sus

N concepcion y propiedades las sigue ligando al los procesos.
c
o Intervencion
0
v Establece un vinculo entre la forma de la La recta secante se trasforma en un procept

gréafica en una seccién, la velocidad vy los elemental, el cual le permite apreciar la

procedimientos realizados velocidad promedio en un intervalo y el proceso

Figura 53. El desarrollo de A7 a través de la teoria.

A partir de estos resultados y los mostrados en secciones anteriores en conjunto
con las observaciones sefialadas, hemos formulado conclusiones de nuestra

investigacion, las cuales presentaremos en el capitulo siguiente.



CAPITULO 5

Conclusiones y respuestas a las

preguntas de investigacion

En este capitulo presentamos las conclusiones que se obtuvieron de nuestra
investigaciéon y hacemos énfasis en la evidencia que nos permite llegar a las
conclusiones gue planteamos. Al final, tratamos de mostrar de manera explicita las

respuestas a nuestras preguntas de investigacion.



5.1 Conclusiones
En esta seccidn presentamos las conclusiones que obtuvimos a través del analisis

de nuestros resultados con base en nuestro marco tedrico, asi como los
elementos especificos que nos permitieron llegar a éstas. Nuestras conclusiones
seran presentadas en tres partes: 1. El papel de las experiencias y los
conocimientos previos, 2. El andlisis Grafico y la relacion proceso-objeto, y 3. La

razén de cambio y su relacion con la derivada.

5.1.1 El papel de las experiencias y los conocimientos previos
En general encontramos que las experiencias y conocimientos previos asociados

a los problemas presentados en las actividades, son parte de las ideas que
utilizaron los estudiantes al resolver las actividades posteriores, que en nuestro
caso estan asociadas a los problemas gréficos de velocidad y flujo de agua. En

tales actividades intervinieron las siguientes experiencias, conocimientos e ideas:

1. Conocimientos previos de calculo. En nuestro caso, se relacionan con la
recta tangente, la velocidad y la derivada, pero éstos se aplican
superficialmente.

2. Conocimiento del comportamiento de la velocidad bajo ciertas formas
graficas, resultado de las experiencias de trabajo con gréficas.

3. Experiencias ligadas al contexto. En nuestro caso se realizan deducciones
l6gicas utilizando el contexto del problema, aunque no siempre son
correctas.

4. Experiencias con el trabajo grafico. En nuestro caso observamos una falta
de experiencias de trabajo en la lectura y disefio de gréficas, lo que lleva a

interpretar el comportamiento de la velocidad en la gréfica de forma icdnica.

También, encontramos que varios de los resultados anteriores pueden ser
utilizados por una misma persona sin importarle que éstos se contradigan: ya que
en varios casos algunos resultados son inmediatos para el alumno. Ademas
observamos que la interpretacion del contexto es poco usual por parte de los
participantes, pero puede llegar a ser de gran utilidad para conducirlos a

reflexionar sobre sus respuestas.



Otro punto importante que deseamos resaltar es que las experiencias y
conocimientos previos, son facilmente desplazados por la idea de razén de
cambio, ya que ésta es introducida por medio de objetos y procesos que son del
dominio del estudiante, lo cual lleva a los alumnos, a considerar la idea de razén

de cambio como la base de sus procesos y razonamientos posteriores.

En resumen concluimos: que las experiencias y conocimientos previos ligadas a
los problemas gréaficos de velocidad y flujo de agua propuestos en esta
investigacion, guiaron en un principio las decisiones del estudiante. Pero éstas,
fueron remplazadas facilmente por el proceso y los elementos inmersos en la
razon de cambio, los cuales se convirtieron en la base de las acciones y

reflexiones posteriores.

5.1.2 El analisis gréafico y la relacion Proceso-Objeto
En general encontramos tal como lo menciona Sfard (1991), que el andlisis grafico

de los procesos realizados, permite estructurarlos y establecer relaciones entre
sus elementos para asi dar paso a un nuevo objeto. En nuestro caso,
encontramos que el andlisis grafico del proceso de calcular y estimar la razén de
cambio para conocer la velocidad y el flujo de agua, permitié al alumno estructurar
la idea de razdn de cambio a través de una secuencia de pasos y estableciera

relaciones entre el cambio en los parametros, con el valor de ésta.

Lo anterior trajo como resultado que el alumno concibiera a la razon de cambio
como un valor ligado a una relacion entre el cambio de las variables de cierta
funcién, dentro de un intervalo. Pero hay que tener en cuenta, que el objeto
matematico general no se logré formar en si, ya que el significado que los
estudiantes le dan a la razon de cambio y las propiedades que observan, aun

conservan ligeras relaciones con el proceso especifico.

Otra conclusion que es posible plantear, es que la recta secante se convierte en el
equivalente a un pivote en el cual se vincula el proceso que implica calcular la
razon de cambio, y las relaciones que se establecen entre el cambio de los

parametros de la funcién con el valor de la velocidad promedio.



5.1.3 Larazon de cambio y su relacién con la derivada
En general, encontramos que a pesar de que los alumnos lograron entender la

razon de cambio desde el punto vista de la variacion de sus parametros, el
establecer de manera instantanea la razén de cambio en un punto (la derivada) les
resulté complicado, ya que los alumnos se enfrentan a ideas que son para ellos

contrarias.

Esto se debe, a que ellos entienden que para calcular la velocidad es necesario un
cambio, un desplazamiento entre las unidades, pero un punto carece de esto. Esto
trae complicaciones, a pesar de que el alumno relaciona la aproximacion a la

velocidad en el punto con el tamafio del intervalo.

En resumen concluimos: que a pesar de que se entienda a la razén de cambio en
términos de la variacion de los pardmetros involucrados, el proceso de aterrizar
esta idea sobre la raz6n de cambio instantanea (la derivada) no resulté ser natural
y trajo dificultades a los estudiantes, problema que consideramos puede ser

superado cuando se aborde la idea de limite.

5.2 Respuestas a las preguntas de investigacion
Tomando en consideracidon los resultados y las conclusiones de la presente

investigaciéon, hemos respondido a nuestras preguntas de investigacion de la

forma siguiente:

¢De qué manera influye el estudio de la velocidad y el flujo de agua, para el

desarrollo de procesos que impliquen el trabajo con la razén de cambio?

Ambas situaciones propician que el alumno utilice procesos en los cuales se
encuentra la razon de cambio, el contexto en estas situaciones, permite al
estudiante hacer reflexiones sobre sus resultados obtenidos y los procesos
realizados. Sin embargo, nos parece que el estudiante se encuentra en una

situacion de mayor comodidad en los problemas relativos a velocidad.

¢De qué manera los procesos fundados en el analisis grafico de la razén de

cambio, fomentan condiciones para construir esta idea desde el punto de vista de

T

la variacion?



El analisis grafico, fomenta actividades que permiten al alumno estructurar los
procesos ligados a la razon de cambio y establecer las relaciones entre los
elementos que intervienen en éstos, de manera que construyen significados donde
asocian la variacion de los parametros, la inclinacion de la recta y el valor de la

razon de cambio, haciendo hincapié en la importancia del intervalo.

¢La comprension y el andlisis grafico de la razon de cambio son suficientes para

acceder al concepto de derivada?

El comprender la razén de cambio con el objeto de abordar la idea de derivada, no
es suficiente, ya que en la primera se analiza el cambio entre dos momentos,
mientras que en la derivada este analisis se lleva alrededor de un punto a través
de una aproximacion llevada al limite. Sin embargo, la razén de cambio puede

establecer interpretaciones de apoyo en la direccion de la idea de derivada.
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Anexo 1

Examen Diagnostico

Nombre:

Institucion:

Semestre
Actividad 1

1.1.-Coloque en

Nivel

Cinvestav

el plano los siguientes puntos: A(2,4), B(4,6), C(4,-2), D(-4,6) y F(-2,-4)
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Actividad 2

2.1.-El siguiente par de graficas, muestran de manera distinta el recorrido de dos vehiculos
en relacion al tiempo. Analizando ambas graficas responda las siguientes preguntas:

1. ¢Cual gréfica muestra al vehiculo que va a mayor velocidad?

2. Situvieras prisa ¢En cudl vehiculo preferirias viajar?

3. ¢Cudl vehiculo consideras que recorre mds distancia en menor tiempo?

:

1 l T
.4 5 6 7 8
Tiempo

A

Figura 54. Grafica distancia-tiempo de la distancia recorrida por un automavil, en un intervalo de tiempo que se divide
en minutos

o 100 200 300
2 2 2 2 5>
- = g — - —

Tl TToiher o ey

Figura 55. En esta grafica los nimeros representan la distancia recorrida, y cada intervalo equivale a un minuto



2.2.-El siguiente par de graficas, muestran la distancia recorrida de dos vehiculos que
compiten en una carrera de 1200 m. Considerando que los vehiculos tienen la misma regularidad
al continuar su recorrido responda las siguientes preguntas:

1. ¢Cual vehiculo crees que ganara la carrera?

2. ¢Cudl crees que vaya al frente al inicio de la carrera?

3. ¢écual vehiculo tendra mayor velocidad al final de la carrera?

4. ¢Cudl tiene mayor velocidad al principio de la carrera?

5. ¢éCual vehiculo ganaria la carrera si esta fuera solo de 800 m?

6. ¢Cual vehiculo ganaria la carrera si esta fuera solo de 600 m?

¢ 8

Distancia
g &

N
g

™
]
L

|
6 7 8

| I | | I
o 1 2 3,..4 5
Tiempo

Figura 56. Grafica distancia-tiempo de la distancia recorrida por un automovil, en un intervalo de tiempo que se divide en minutos

—.-)o

Figura 57. En esta grafica los numeros representan la distancia recorrida, y cada intervalo equivale a un minuto



Actividad 3

3.1.-Responda las preguntas, partiendo de la informacién que se proporciona en cada
grafica.

6 b.
//
4
cl
»
/2
d
-
e I 2 3 4 5 6 7.\ s
a,
- 2L

Figura 58 grafica de una funcién f(x)

1. ¢éEncudl de los puntos sefialados en la grafica (a, b, ¢, 6 d) la funcidon f(x) alcanza su
maximo valor?

2. ¢Cual de los puntos sefialados corresponde al de mayor valor en el dominio?

4l
3|
2 d,

bo 1
a

o5 4”3 —2 I 2 3 4 s
-1 C.
2
—4

Figura 59 Grafica de una funcién g(x)

3. ¢Encual de los puntos sefialados en la grafica la funcion g(x) alcanza su maximo valor?

4. ¢Cudl de los puntos sefialados corresponde al de mayor valor en el dominio?

5. ¢Encudl de los puntos sefialados la funcidon g(x) toma menor valor?

107



Actividad 4

4.1.-La siguiente grafica, corresponde a la distancia que se encuentra un joven de su casa,
a lo largo de una hora y media (90 min.). Con base en la grafica responda las preguntas.

~

650

1. ¢En cual tiempo el joven se encuentra mas cerca de su casa?

2. ¢En cudl tiempo el joven se encuentra mas lejos de su casa?

3. ¢Enelminuto 90 el joven se acerca o se aleja de la casa?

4. ¢En cudl de los siguientes intervalos: (0 — 10), (10 — 20), (20 — 30), (40 — 50),
(50 — 60), (70 — 80) el joven recorre mas distancia y en cual menos?

5. Considerando los tiempos 10,30y 50, ¢En cual el joven se encuentra mas lejos de su casa?
y éen cual mas cerca?



7:00
Llega
asu
casa

6:40
Baja del
autobus

6:20
Toma el
autobus

6:00
Sale de la
biblioteca

5:00
Llegaala
biblioteca

4:50
Baja del
autobus

4:30
Toma el
autobus

4:25
Sale de
neveria

4:15
Entra a
una
neveria

4:00
Sale
de
Casa

4.2.- Guadalupe tiene que realizar una tarea a las 5:00 de la tarde con unos amigos, partiendo

de la informacidn que se muestra en la siguiente tabla dibuje una grafica que indique la distancia
Lugar

entre Guadalupe y su casa, en relacién al tiempo.

Tiempo
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4.3.-Tomando en cuenta la tabla anterior y el siguiente croquis, donde se sefiala la

ubicacién de cada uno de los lugares por los cuales pasé Guadalupe, dibuje la grafica de la

distancia entre Guadalupe y su casa en relacién al tiempo, y responda las preguntas.

Nota: Cada uno de los bloques tiene la misma distancia

as

doyencualm

7

¢En general en cudl intervalo de tiempo Guadalupe avanza mas rapi

1.

despacio?

do y en cual mas

as rapi

e

¢En el camino de regreso en cudl intervalo de tiempo avanza m

2.

despacio?



Actividad 5

Dibuje en cada plano el conjunto de los puntos de la forma (x,y), que cumplen las siguientes
condiciones:

Plano 1. Todos los puntos tales que el valorde x > 0
Plano 2. Todos los puntos tales que el valor de y < 0

Plano 3. Todos los puntos tales que x >y

Plano 4. Todos los puntos tales que x y y tienen el mismo signo.




Actividad 6

6.1.-Las siguientes graficas muestran la distancia recorrida con relacién al tiempo de dos
automdviles. Indique en cada plano que automovil tiene mayor velocidad.

N
(3]
‘o
I
-+
2
a
a b
Tiempo

Distancia

Tiempo

6.2.-Las siguientes graficas indican la distancia en la cual se encuentran dos hermanos de
su casa con relacion al tiempo. ¢Cudl de los hermanos en cada plano se aleja mds rdpido de su

casa?

-

Distancia
)

\J

Tiempo

1?

Tiempo

6.3.-En el siguiente plano se muestran las grdficas distancia-tiempo, de 4 amigos que

deciden jugar una carrera, en la cual acuerdan ofrecer ventaja segun el peso de cada quien. Dado

que las graficas se muestran parcialmente ¢ Cual de ellos consideras que gane la carrera si esta se

prolonga y la velocidad que tienen los competidores no cambia?
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d ///
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sl e
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a e //
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Anexo 2

Autor
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Institucion
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Nombre:
Institucion:
Semestre Nivel




Actividad 1

1.1.-Las siguientes graficas muestran la distancia recorrida por un coche en relacidn al tiempo.

Seleccioné la grafica o las graficas que consideres que corresponden a cada evento.

1. Un auto que va aumentando velocidad
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T
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2. Unautomoévil que va disminuyendo su velocidad
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1.2.-Considerando un contenedor de agua, que se encuentra a una
cuarta parte de su capacidad. El cual es llenado por una llave “a” y vaciado
por una llave “b”, donde en ambas llaves fluye la misma cantidad de agua
en relacién al tiempo cuando estdn totalmente abiertas. Dibuje la gréfica
del volumen del agua en relacidon al tiempo en el contenedor, a partir de los
datos indicados.

Sila llave “@” y “b” estan cerradas y:
1. Se abre la llave “a” paulatinamente hasta dejarla totalmente abierta.

2. Seabrelallave “b” paulatinamente hasta dejarla totalmente abierta.

Si la llave “a” estd abierta, “b” se encuentra cerraday:
3. Secierralallave “a@” paulatinamente hasta dejarla totalmente cerrada

4. Se abre lallave “b” paulatinamente hasta dejarla totalmente abierta

. W




Actividad 2

2.1.-Partiendo de la informacidn de las graficas resuelva las siguientes preguntas:

[ l I [ | I
0 1 2 3_..4 5 6 7 8 9
Tiempo
Figura 60. Grafica distancia-tiempo, de la distancia recorrida por un auto rojo

ALY
650 7
600 | ".’
550 !

500 -

o | T \ 1 T T T
3 -4 5 8 9
Tiempo
Figura 61. Grafica distancia-tiempo de la distancia recorrida por un auto verde

1. ¢Qué velocidad tiene el automavil rojo y verde, en cada intervalo sefialado en la tabla?

0-1 1-2 2-3 3-4 4-5

Rojo
Verde

2. ¢lavelocidad del vehiculo en cada caso va aumentando, disminuyendo o permanece
constante?

3. ¢En quéintervalos de tiempo ambos vehiculos tienen las mismas velocidades, escribir
respuesta y sefiala los intervalos en las graficas?



2.2-Dada las siguiente tabla, construya la grafica de los litros de agua en un contenedor en

relacidn al tiempo, partiendo de que en el minuto 1 el contenedor tenia 100 litros y que en cada

intervalo de tiempo, la llave no sufrié cambios.

Nota: si no se da informacion de alguna llave es porque se encuentra cerrada

Tabla 9

Flujo de agua en
litros por minuto

“_n

en lallave “a

Intervalo de
tiempo en que la

“_n

Ilave “a@” estuvo

abierta
200 L 1-2
150 L 2-3
100 L 3-4
50L 4-5
oL 5-6

éLa llave se esta abriendo o cerrando?

2.3.- Partiendo de que la llave de salida esta totalmente abierta, la de entrada esta

totalmente cerrada y que el contenedor contiene 1 000 litros de agua.

1. Construya una grafica, que muestre que se comienza a abrir la llave de entrada

paulatinamente hasta dejarla totalmente abierta

2. Complete la tabla usando valores estimados, en relacién a la gréfica realizada.

117

minuto

Flujo de
entrada

Flujo de
salida

Diferencia de
flujos

1-2

2-3

3-4

4-5

5-6




Actividad 3

3.1 Responda las preguntas

Litros

Tiempo
Figura 62. Litros de agua en un contenedor en relacion al tiempo

1. La grafica anterior representa los litros de agua con relacién al tiempo en un contenedor,
si el contenedor tiene dos llaves una de salida y otra de entrada ¢ Cdmo se deben
manipular estas llaves para que el flujo de agua quede reflejado en la grafica?

d

9

S ¢

S

R b

a

a
Tiempo

Figura 63. Grafica distancia recorrida en relacion al tiempo, de un automovil

2. En que secciones de la grafica el auto va aumentando su velocidad y en cuales la va
disminuyendo.



3.2
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A b R
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Tiempo

Figura 64 Grafica de la distancia recorrida en relacion al tiempo de aun automavil

1. ¢En cual de los puntos que aparecen en la gréfica anterior considera usted que el vehiculo
tiene mayor velocidad?

2. ¢En qué punto de los que aparecen en la grafica el vehiculo tiene menor velocidad?

3. ¢éEn cudl punto el vehiculo va mas rapido en el “a” o en el “c”?

Litros

Tiempo

Figura 65 Grafica del volumen de agua en litros de un contenedor

&

Sefiale en que zona de la gréfica, el flujo de agua de salida es mayor al de entrada.

5. Indique en que zona de la gréfica, el flujo de agua de entrada es mayor al de la salida.

6. Indique en que zona de la gréfica, el flujo de salida y el de entrada son aproximadamente
iguales.

7. Senale en que zona de la grafica, el flujo de entrada es mayor que el de salida, pero éste es

cada vez menor en relacién al tiempo.



Actividad 4
5.1.-El siguiente gréfico muestra, la distancia recorrida por un auto en relacién al tiempo.

1. ¢En cual de los puntos indicados en la grafica, el automovil tiene mayor velocidad?

2. ¢Encudl de los puntos indicados en la grafica, el automoévil tiene menor velocidad?

3. Ordene les puntos en la gréfica, de mayor a menor tomando como valor del punto, la
velocidad que tiene el auto en ese momento

9004 ;
850 —
800 —
750

>
>

LT T T 1 T 1 1 1 ]
123456789101112131415161718192021
Tiempo



5.2.-El siguiente par de graficas representan, la cantidad de agua en relacién al tiempo, de dos
contenedoras (Cy C’)

Encuentre en todos los pares de puntos (a-a’, b-b’, etc.) e indique en cudl de ellos el flujo de agua
de entrada es mayor.

9m N
8500
8000
7500
7000-
6500—
6
5500}
5000 /\ \ o
w45 5

£4000- d
3500

3000
2500 \ //
2000

1500 N ¢

1000
500 —

5
>

| ] 1 L 1 1 T T
2 34567 8910111213 14151617 1819 2021
iempo

-
1

Figura 66 Cantidad de agua en litros de un contenedor A

27000t
25500+
240001
22500
21000-
19500-
18
16500 b
15000 e/\
§ 13500 \
£§12000- a’
510500}
9000
8500 \ /
6000 d’ /
4500 SN /c”/
3000 o

1500

>
>

I 1 T 1 L 1 1 T |
2 34567 8 910111213 14151617 1819 2021
Tiempo

-
1

Figura 67 Cantidad de agua en litros de un contenedor A’



Actividad 5

6.1.-El siguiente grafico representa la distancia en relacidn al tiempo, del suelo a una pelota que es
lanzada de forma vertical. Tomando en consideracion la grafica responda las siguientes preguntas:
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1. ¢Qué velocidad aproximada tiene la pelota cuando tiene .3 s de ser lanzada?
2. ¢éQué velocidad aproximada tiene la pelota cuando tiene 2 s de ser lanzada?
3. ¢éQué velocidad aproximada toma la pelota cuando tiene 1 s de ser lanzada?

4. ¢En cudl de los siguientes momentos la pelota tiene mayor velocidad y cudl es su velocidad
aproximadaen6s,1.4sy 1.95s?



6.2.-La gréfica anterior corresponde a la ecuacién D = 10t — 5t2 + 2 . Responda las siguientes
preguntas teniendo en consideracién que D indica la distanciay t el tiempo.

1. ¢Qué velocidad aproximada tiene la pelota cuando tiene .3s de ser lanzada?

2. ¢éQué velocidad aproximada tiene la pelota cuando tiene 2s de ser lanzada?

3. ¢Qué velocidad aproximada toma la pelota cuando tiene 1s de ser lanzada?

4. ¢En cudl de los siguientes momentos la pelota tiene mayor velocidad y cudl es su velocidad
aproximada, .6s, 1.4sy 1.9s?

5. éEncudl de las representaciones anteriores de la distancia recorrida por el coche es
posible hacer una mejor aproximacion a la velocidad del coche en un determinado
tiempo?

6. ¢De qué de pende la precisidn de nuestra aproximacion?

3.-Escriba una férmula para aproximar la velocidad de un vehiculo en un tiempo “a”, dado que la
distancia recorrida por el auto esta determinada por un funcién f(t).



Anexo 3

Los siguientes problemas fueron expuestos en el pizarron y resueltos de manera
grupal. Consisten establecer o comparar la velocidad de diversos vehiculos, por
medio del analisis de las representaciones graficas de sus recorridos.

Intervenciones Sesién 1

Problema 1.1
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En cada plano determine:
1. ¢Cual de los vehiculos tiene mayor velocidad?
2. ¢Como es el valor del tiempo y la distancia descrita por la grafica del
vehiculo “a” con respecto de “b” y “c”?

Problema 1.2

700 ,

3,.4 5
Tiempo

1. ¢En el plano 1 en cual seccion el vehiculo tiene mayor velocidad?
2. ¢En el plano 2 cual vehiculo tiene mayor velocidad?



Problema 1.3
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En cada plano determine:

1. ¢En qué intervalo el vehiculo tiene mayor velocidad?
2. ¢Como crece el tiempo del intervalo “a” con relacion al “c’?
3. ¢ Como crece la distancia en intervalo “a” con relacion al “c’?

Problema 1.4
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En cada plano determine:

1. ¢Cudl de los vehiculos tiene mayor velocidad?
2. ¢Como es el valor de la distancia recorrida por el vehiculo a con respecto

debyc?
3. ¢Como es el valor del tiempo que tarda en hacer su recorrido el vehiculo a

con respecto de by c?



Problema 1.3

Distancia

Tiempo

1. ¢Cual vehiculo tiene mayor velocidad?

Intervenciones en la sesion 2

Problema 2.1
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1. ¢En qué secciones de la gréafica la velocidad aumenta y en cuales

disminuye?
2. ¢En cual de los puntos sefialados la grafica le vehiculo tiene mayor

velocidad?



Problema 2.2
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En cada plano:

1. ¢Cual intervalo consideras que nos permite obtener una mejor
aproximacion a la velocidad en el punto?

Problema 2.3
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1. En cada plano ¢ Cual es la velocidad del vehiculo en el intervalo de tiempo

[20-30]?
2. ¢En qué punto de los tres recorridos el vehiculo tiene mayor velocidad?



