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Resumen

En esta investigacion se documentd la comprension presente en diez profesores de matematicas
de nivel medio superior, acerca del concepto de integral indefinida. Para ello, se usé como
marco conceptual elementos de la teorfa: aprender mateméticas con comprensién (learning
mathematics with understanding), descritos por Carpenter & Lehrer (1999), Hiebert & Car-
penter (1992) y Sierpinska (1992); con el cual se pudieron alcanzar los objetivos planteados

en el presente estudio.

Para la recoleccion de datos, se disenné un cuestionario que consistié de nueve preguntas y
cuatro actividades, que fue aplicado a diez profesores de matemaéticas de nivel medio supe-
rior. Para cada una de las actividades, se realizo una discusién que fue audiograbada con
el propésito de hacer reflexionar a los profesores sobre algunas ideas centrales en torno al

concepto de integral indefinida.

El anélisis cualitativo de los datos obtenidos, pone de manifiesto una falta de comprensién
por parte de los profesores, respecto a los conceptos de integral indefinida y de primitiva. Los
profesores, conciben la integral indefinida como una primitiva o como la familia de primitivas.
Respecto a la definicién de primitiva, se pudo percibir una problematica en su comprension
relativa al dominio de derivabilidad de esta funcién, ademés de un conflicto acerca de la
existencia de primitivas definidas por piezas. Por otra parte, la mayoria de los profesores
encuestados, saben que con la presencia de la constante de integracién se genera la familia
de primitivas aun cuando no entienden la justificacién. Finalmente, pocos son los profesores
que se refieren de manera explicita al teorema fundamental del calculo, al responder sobre

la importancia del calculo de integrales indefinidas.
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Abstract

In this research was documented the understanding of ten high school teachers, about the
concept of indefinite integral. For this, was used as conceptual framework elements of the
theory: learning mathematics with understanding, described by Carpenter & Lehrer (1999),
Hiebert & Carpenter (1992) and Sierpinska (1992); with which enabled us to achieve the
objectives established in this study.

For data collection, we designed a questionnaire consisting on nine questions and four ac-
tivities, which were applied to ten high school teachers. For each of the activities, we audio-
recorded a discussion which the purpose is making teachers reflect on some central ideas

around the concept of indefinite integral.

The qualitative analysis of the data, shows a lack of understanding teachers, about the
concepts of indefinite integral and primitive. The teachers, conceived the indefinite integral
as a primitive or as the family of primitives. Regarding on the definition of primitive we saw a
problem, first in the understanding concerning on domain of differentiability of this function,
in addition to a conflict about the existence of primitives defined by parts. Moreover, the
most of the teachers surveyed, knew that with the presence of the constant of integration
is generated the family of primitives primitives, even though they do not understand the
justification. Finally, just few teachers refer explicitly to the fundamental theorem of calculus,

to respond about the importance of the calculation of indefinite integrals.
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Introduccion

El calculo esta presente de forma explicita o implicita en nuestra vida cotidiana; esto se debe
a que es una importante herramienta que nos permite responder a preguntas no sélo de la
matematica misma, sino también, a preguntas en ciencias fisicas, sociales, biolégicas y de

ingenieria.

Lo expresado antes, es una de las principales razones para que en los programas de matematicas
del nivel medio superior en México, se estudien los dos conceptos fundamentales del calculo:

derivada e integral; los cuales, seran el pilar para estudios posteriores.

Al igual que en investigaciones como las de Artigue (2004), Diaz (2011), Ponce (2007) y
Santos-Trigo & Rivera-Figueroa (2010) por citar algunas, consideramos que hoy en dia los
profesores son el eslabon clave de cualquier evolucién de la ensenanza de la matematica,
principalmente cuando éstos tienen la primordial tarea de ensenar los conceptos basicos de
cualquier curso de matematicas. En particular, podemos hablar sobre la asignatura de célcu-
lo diferencial e integral, en donde se estudian diversos conceptos como: limite, continuidad,
derivada, e integral, entre otros; y cuyo éxito en su aprendizaje por parte de los alumnos,
depende en gran medida del dominio del concepto que tenga el profesor, pues aunque sea

una obviedad, el profesor debe comprender con profundidad el concepto que desea ensenar.

A propdsito de lo anterior, el aprendizaje de las matematicas con comprensiénﬂ (learning

mathematics with understanding), ha sido tema de interés para diversos investigadores. Por

LEl proceso de aprender matematicas con comprensién es descrito en el capitulo 2.
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ejemplo Carpenter & Lehrer (1999), Hiebert & Carpenter (1992), y Sierpinska (1992), entre
otros; se han ocupado de que la ensenanza de las matematicas dentro del salén de clases sea
aprendida con comprensién. Al respecto, Carpenter & Lehrer (1999) mencionan: “Cuando los
estudiantes adquieren conocimiento con comprension, ellos pueden aplicar tal conocimiento
para aprender nuevos tépicos y resolver problemas tanto nuevos como aquellos que no les
sean familiares. Cuando los estudiantes no comprenden, perciben cada topico como una ha-
bilidad aislada. Ellos no pueden aplicar sus habilidades para resolver problemas que no son
cubiertos explicitamente en la instruccion, y tampoco pueden extender su aprendizaje hacia
nuevos topicos” (p. 21). Al respecto, es importante mencionar que esto también se presenta
en los profesores. Un profesor que comprende con profundidad el tema que desea ensenar,
tiene mas recursos matematicos que un profesor que no ha comprendido dicho tema, por lo

tanto, esta en mejores condiciones para que su ensenanza sea exitosa.

Sin lugar a dudas, la ensenanza del concepto de Integral Indefinida resulta de gran importan-
cia en el nivel medio superior, debido al papel que juega en el calculo de integrales definidas
mediante el teorema fundamental del calculo. Es por ello que en este trabajo, realizamos
un estudio de caso con el fin de documentar la comprensién por parte de diez profesores
de matematicas de nivel medio superior, acerca de diversas ideas alrededor del concepto de

integral indefinida, en diversas situaciones.

Este trabajo comprende los siguientes capitulos:

En el capitulo 1 se describen algunas investigaciones relacionadas con este trabajo, men-
cionando primero algunos trabajos respecto a la ensenanza y aprendizaje de los principales
conceptos del calculo, para finalmente concluir con algunas investigaciones que abordan el
concepto de integral indefinida. También, se describe la justificacion de este trabajo, el pro-
blema de investigacién, los objetivos, asi como las preguntas de investigacion planteadas.

Concluyendo con la exposicién de los elementos tedricos respecto al concepto de integral
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indefinida.

El capitulo 2 describe los aspectos tedricos sobre el marco conceptual: aprender matematicas
con comprensién (learning mathematics with understanding); el cual, serd el sustento tedrico

de nuestra investigacion.

En el capitulo 3 se hace la descripcién de la metodologia empleada en este trabajo; ademas,
se describen las caracteristicas de los profesores que participaron en esta investigacion, finali-

zando con la elaboracion, justificacion y condiciones bajo las cuales se aplicé este instrumento.

En el capitulo 4 se presentan los resultados de un analisis cualitativo que se hizo a las respu-
estas obtenidas del instrumento aplicado. En este analisis, el aspecto principal a discutir es
acerca de la comprension que tienen los profesores, respecto a las ideas centrales del concepto

de integral indefinida; mismas que son descritas en el capitulo 1.

El capitulo 5 estd dedicado a las conclusiones de los aspectos mas relevantes encontrados
en la investigacion, en funcién de los objetivos planteados en el capitulo 1; también, en este
capitulo son contestadas las preguntas de investigacién. Los datos recogidos y el andlisis de
estos, ponen de relieve la falta de comprensién por parte de los profesores aqui encuestados,

respecto al concepto de integral indefinida.



Capitulo 1

Planteamiento del Problema y
Preguntas de Investigacion

En este capitulo, primero se describe una breve introduccion acerca del surgimiento del
calculo, mencionando para ello, los trabajos de los cientificos Leibniz y Newton; quienes de
forma independiente dieron los primeros pasos para crear al cadlculo como una disciplina de
la matematica. Posteriormente, se describen algunas investigaciones relacionadas con este
trabajo, el problema y preguntas de investigacion asi como los objetivos que persigue este
estudio, los cuales, se pretenden alcanzar mediante el analisis de las respuestas de uno o mas
cuestionarios disenados especialmente para esta investigacion y que se aplicard a un grupo

de profesores.

Finalmente, en la tultima seccién de este capitulo, se muestran los elementos tedricos respecto

al concepto de integral indefinida dentro del contexto del calculo integral.
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1.1. Introduccion

Se sabe que el calculo surge a mediados del siglo XVII por el ingenio de dos grandes cientificos:
el aleman Gottfried W. Leibniz (1646-1716) y el inglés Isaac Newton (1643-1727); quienes
de forma independiente sistematizaron y generalizaron los métodos de solucién obtenidos
por antiguos matematicos a problemas de tangentes y cuadraturas. Esto es, como senala
Grabiner (1983), tanto Leibniz como Newton realizaron tres importantes acciones para el
surgimiento del cédlculo. La primera accion se refiere a la reunién de la gran variedad de
métodos que existian en ese momento para el calculo de tangentes, extremos y areas, los
cuales fueron resumidos en dos principales conceptos que hoy llamamos derivada e integral.
La segunda accion se refiere a que cada uno trabajé con su propia notacién, con el propésito
de que fuera sencillo manejar estos dos conceptos; por ejemplo, dependiendo del tema a estu-
diar podemos usar la notacién de Newton 2 o la de Leibniz % y [ ydzx. Por dltimo, la tercera
accion hace mencion a que tanto Leibniz como Newton formularon de forma independiente,
un argumento para probar lo que ahora conocemos como el teorema fundamental del cédlculo,
el cual expresa que la derivada y la integral son mutuamente inversas. Al respecto [maz y

¢

Moreno (2010) mencionan: “...hubo que esperar sus trabajos [de Newton y Leibniz] para que
se cristalizara lo que se venia gestando: el teorema que establece la relacion més profunda
entre la derivada y la integral. Precisamente, lo que ellos hicieron fue poner a punto las

ideas que el trabajo precedente habia puesto en la zona de desarrollo potencial del Célculo”

(p.14-15).

De esta manera, el calculo se desarrollé a partir de ideas bésicas presentes en la resolucién
a problemas concretos, las cuales fueron desarrolladas a través de los anos hasta llegar a

su formalizacién como hoy en dia se estudia. No obstante, actualmente su ensenanza suele
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darse de forma inversa, es decir, primero se ensenan las definiciones, luego se pasa a estu-
diar algunos resultados, y finalmente se ilustra la teorfa con ejemplos y aplicaciones. Una
problematica en su ensenanza se debe al énfasis puesto en la memorizacién y aplicacion de

formulas, dando poco interés en la conceptualizacion y formalizacion de los conceptos.

Respecto al estudio de los conceptos derivada e integral, al revisar algunos libros de texto
de céalculo, nos encontramos que pocos son los autores que presentan la integral definida
antes que la derivada (e.g. Apostol (1998) y Hughes-Hallett y otros (2003)). En este caso, se
entiende que esto tiene como propdsito mostrar que la integral definida no esta supeditada
al concepto de derivada. Sin embargo, el progreso de la teoria sobre la integral se ve limitado
si no se presenta el teorema fundamental del cédlculo, porque es entonces, cuando se hace
necesario estudiar la derivada y establecer el concepto de primitiva también llamado integral

indefinida.

Otros autores de textos de célculo correspondientes al nivel medio superior en México (e.g.
Ayres (1983), De Oteyza (2006), Purcell y Varbeg (2000), Santalé y Carbonell (1977), Smith
y Minton (2003), Stein (1985), y Swokowski (1987), entre otros) presentan primero la cons-
truccién del concepto de derivada, después el de integral indefinida y finalmente el de integral
definida. En estos casos, cuando se estudia la integral indefinida no se entiende su relevancia
en el contexto del calculo integral. Su relevancia se hace patente solamente hasta que se

estudia la integral definida y su calculo mediante el teorema fundamental del calculo.

1.2. Antecedentes

En esta secciéon mencionamos algunas investigaciones respecto a la ensenanza y el aprendiza-

je de algunos conceptos del calculo. Con esto, pretendemos mostrar que el calculo ha sido
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tema de interés debido a diversas dificultades que se han observado respecto a su ensenanza
y a su aprendizaje. Algunas de las investigaciones que se describen a continuacion estan
enfocadas a profesores y algunas otras a alumnos, ambos de distintos niveles educativos.
Por ejemplo, uno de los principales obstaculos respecto a las dificultades del aprendizaje del
célculo, se menciona en el trabajo de Judson & Nishimori (2005), quienes comentan: “en el
aprendizaje del calculo, los estudiantes simplemente aprenden recetas para resolver proble-
mas, sin adquirir una comprensién conceptual de los conceptos del calculo” (p. 24). Otro
de los trabajos pioneros corresponde a Tall & Vinner (1981), en donde se mencionan varios
obstaculos en términos de dificultades, que presentan un nimero determinado de estudiantes
durante el aprendizaje del concepto de limite y de continuidad; ademas, también se estudia

el desarrollo de estos dos conceptos desde el punto de vista cognitivo.

Por otra parte Ferrara, Pratt & Robutti (2006) presentan un articulo de revisién de los tlti-
mos 30 anos, sobre las ideas discutidas en la PME (Psychology of Mathematics Education)
con respecto al uso de la tecnologia y\o lapiz y papel para la ensenanza y el aprendizaje del
Algebra y Calculo. Algunas observaciones relevantes, mencionadas en este trabajo, son con
respecto a la ensenanza y el aprendizaje del concepto de funcién. Esto es, al hacer una retros-
pectiva en la investigacion en la PME sobre las ultimas tres décadas, se ha podido identificar
tres diferentes enfoques en relacién a la tarea de entender como la tecnologia impacta sobre
el proceso de asimilacién de los tres tipos de representaciones dindmicas (simbdlica, grafica y
tabular) de las funciones. En este mismo articulo se mencionan diversas investigaciones que
estudian las dificultades en el aprendizaje del concepto de limite. Por ejemplo, el articulo
citado perteneciente a Cornu (1991) aborda el concepto de limite basandose en la idea de las
concepciones espontaneas y los modelos mentales, es decir, las ideas, intuiciones, imagenes
y conocimientos de la experiencia cotidiana, tales como significados coloquiales de términos

frecuentemente usados en la vida diaria por los estudiantes, y que condicionan las ideas del
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estudiante antes de cualquier aprendizaje. Ademas, aborda tanto obstaculos cognitivos como
epistemoldgicos desde una perspectiva historica, con la finalidad de proporcionar una visién

general sobre la nocion que tienen los estudiantes sobre éste concepto.

Santos-Trigo & Rivera-Figueroa (2010) realizan una investigacién con veintitrés aspirantes
a un programa de maestria en educacién matematica en México, acerca de sus conocimien-
tos y razonamientos matematicos mostrados en sus respuestas dadas a un cuestionario de
nueve preguntas, diseniado con base en la agenda académica de la disciplina en matematica
educativa. Entre las nueve preguntas, algunas fueron redactadas con base en los conceptos
de derivada e integral. Los resultados obtenidos en esta investigacion permitieron obtener
informacién sobre los conocimientos matematicos presentes en cada uno de los candidatos,
ademas de algunas formas de razonamiento que fueron de utilidad para organizar las activi-
dades académicas asi como las posibles rutas didacticas durante sus estudios de posgrado.
También, se obtuvo evidencia en este trabajo, respecto a que cada aspirante necesita ser
encaminado a actividades donde se desarrollen los procesos de comprension y en donde se
tenga que dar sentido a problemas o ideas matematicas; ademds, se menciona la relevancia
de usar diversas estrategias cognitivas y metacognitivas; todo esto con el propdsito de que

puedan comunicar de forma eficiente su conocimiento matematico.

A continuacién, mostramos algunas investigaciones relevantes relacionadas con el tema del
calculo integral, en ellas se abordan principalmente los conceptos de integral indefinida e

integral definida.

Por ejemplo, Ponce (2007) realiza un estudio con profesores de bachillerato sobre las ideas
centrales del Teorema Fundamental del Calculo, algunas de sus conclusiones obtenidas con

base a las respuestas de su poblacién, son que hay profesores que confunden este teorema
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con la definicién de integral indefinida, algunos otros, creen que hay funciones continuas sin
antiderivadas o simplemente existe confusién sobre el tipo de funciones a las que se puede
aplicar el Teorema Fundamental del Calculo, es decir, no se percatan que la continuidad es

un concepto preponderante en el calculo de antiderivadas.

Un articulo que aborda dos situaciones, en las cuales no es aplicable la férmula fab F'(z)dx =
F(b)—F(a), pertenece a Ponce y Rivera (2009); en este trabajo, la primera situaciéon mostrada
puede surgir en la prdctica y es con respecto a la sustitucion u = tan 7, la cual, al ser empleada
en el cdlculo de una primitiva, puede obtenerse como resultado una antiderivada que no sea
diferenciable en el mismo dominio de definicién del integrando. En la segunda situacién, se
muestran dos ejemplos en donde F” no es integrable en el sentido de Riemann. Para fines de
este trabajo, solo haremos mencion del primero de ellos: en este ejemplo, se da la siguiente
funcion definida por piezas:
Fla) = { z?cos(%), st 0 <z <1
0, si x=0.
La cual es derivable en [0, 1], pero F” no es Riemann integrable, debido a que no estéd acotada

en este intervalo. Para estas dos situaciones, la férmula expresada al principio no es aplicable.

Por otra parte, Ponce-Campuzano & Rivera-Figueroa (2011a) y Ponce-Campuzano & Rivera-
Figueroa (2011c) analizan el uso de CAS (Computer Algebra Systems) para calcular an-
tiderivadas; principalmente, ellos muestran que para situaciones particulares, CAS no brin-
da el resultado correcto obtenido mediante la teoria matemaética. El principal “error” que
comete CAS, es que no siempre emplea los métodos adecuados para verificar que la supuesta
antiderivada que arroja como resultado, cumple con la propiedad de ser diferenciable para
todo dominio de la funcién a la cual se le esta calculando su antiderivada. Ellos mencio-

nan: “En primera instancia, mostramos que en algunos casos los resultados del CAS no son
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apropiados, mientras que la teoria nos da mejores resultados... En segundo lugar, las situa-
ciones aqui presentadas dan pauta para considerar y analizar varios hechos importantes, por
ejemplo: 1) no siempre existe primitiva de una funcién a pesar de que ésta sea integrable (en
el sentido de Riemann); 2) no siempre existe una férmula para expresar una primitiva de una
funcién con operaciones finitas de funciones elementales y 3) no siempre se pone atencién a
los dominios de las primitivas” (p. 97). Ademds, indican que se puede llegar a obtener una
soluciéon incorrecta si se aplica un método para calcular primitivas de manera automatica,

sin antes realizar una reflexion previa.

En otro articulo de estos mismos autores: Ponce-Campuzano & Rivera-Figueroa (2011b), rea-
lizan una discusion sobre la sustitucién u = tan 3 (recordemos que este cambio de variable
pertenece a un método de sustitucién para encontrar antiderivadas de funciones racionales
trigonométricas), la cual falla cuando la funcién a calcular su antiderivada es continua en
el conjunto de los nimeros reales, en este caso, el resultado obtenido es una funcién que
aparentemente es una antiderivada; el problema radica en que esta funcién no esta definida
en el mismo dominio del integrando. Para obtener un resultado correcto, se deben de emplear
otras técnicas extras, que sin duda, requiere que se tenga claro el concepto de antiderivada
asi como las condiciones para aplicar el Teorema Fundamental del Calculo. Una de las afir-
maciones escrita por lo autores referente a este problema es: “En la ensenanza del Célculo,
en particular, en la ensenanza del método de sustitucion es necesario poner atencion a los

dominios de las funciones, especialmente cuando tratamos de evaluar integrales definidas al

calcular las primitivas” (p.44).

Hasta aqui, hemos mencionado las investigaciones que hemos considerado relevantes respecto
a la ensenanza y el aprendizaje de algunos conceptos del calculo diferencial e integral, y que

forman parte del sustento de este trabajo de investigacién. A continuacion, se aborda el
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problema y las preguntas de investigacion.

1.3. Planteamiento del Problema de Investigacion

Independientemente de como se inicie el estudio del célculo en el bachillerato, es comun que
existan algunas dificultades de comprension en los conceptos derivada e integral. Esto se
pudo percibir en algunas de las investigaciones descritas en la seccion anterior. Ademads, en
estos trabajos, se hace mencién a un problema presente en el aprendizaje del calculo, en el
cual los profesores poseen en gran medida la responsabilidad, debido a que al no tener el
conocimiento matematico necesario que “equilibre” lo operativo y lo formal, la ensenanza del
calculo puede volverse una instruccién de conceptos abstractos produciendo en el estudiante
un nulo conocimiento sobre su utilidad; o en contraparte, se pueden desatender los funda-

mentos esenciales del calculo ocasionando una limitada formacién matematica en el alumno.

Es por ello que nuestro interés es investigar acerca de la comprensién que tienen los profe-
sores respecto del concepto de integral indefinida, el cual pertenece a la asignatura de célculo
integral en el nivel medio superior. Recordemos que el problema principal que dio origen a
este tema fue el de calcular el area bajo una curva, cuya solucion esta estrechamente rela-
cionada mediante el teorema fundamental del calculo, es decir, se debe calcular una funcién

cuya derivada sea una funcién dada.

El teorema fundamental del calculo no solo pone en relieve las relaciones de reciprocidad
entre la derivada e integral, sino que sugiere un orden en la presentacién o construccion de
los conceptos, y proporciona una expresiéon que permite calcular el area bajo una funcién
en un intervalo I. Todo pareciera indicar que una vez estudiado el concepto de derivada, el

problema de calcular areas se vuelve sumamente “facil” empleando el teorema fundamental
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del calculo; no obstante, el problema surge al tratar de calcular una primitiva[ﬂ. Como se
mencioné en el parrafo anterior, una primitiva de una funciéon f, es otra funcion F' cuya
primera derivada es igual a la funcién f, entonces por definicién de primitiva, la funcién F
debe ser diferenciable en todos los puntos del dominio de definicion de la funcién f. Cuando

se reunan estas condiciones, podemos usar F'.

En suma, la importancia del calculo de una primitiva, recae en el uso del teorema fundamen-
tal del célculo. Al procedimiento de calcular una primitiva o la familia de primitivas, también
se le llama integracio’nﬂ y se denota mediante el signo integral [, por lo cual a una primitiva
se le llama asimisma integral. Es un hecho que cualesquiera dos primitivas de una misma
funcién, en un intervalo difieren en una constante C', y dado que la constante es indefinida,

a la expresién F'(z) + C' también suele llamarsele integral indefinida.

En principio, la familia de todas las primitivas de una funcién dada en un intervalo, puede
ser calculada mediante una integral indefinida, sin embargo esto no es del todo claro para
los profesores, debido a que suelen presentar dificultades en diversas situaciones respecto al

calculo de integrales indefinidas. A continuaciéon mencionamos algunas de ellas:

1. Constante de Integracion. Es habitual que el profesor desconozca algiin argumento
que justifique la presencia de la constante de integracion. La adicion de la constante de
integracién a una primitiva, nos genera la familia de primitivas de la funcién integrando.
Algunos justifican este hecho mencionando que se debe a que la derivada de una funcién,
adicionada con una constante es igual a la derivada de la funcién misma. Sin embargo,
la justificacion de este hecho se basa en el resultado de que si dos funciones tienen la

misma derivada en un intervalo, entonces difieren en una constante. Este resultado se

L Algunos autores suelen llamarla antiderivada; Antiderivada y Primitiva son sinénimos.
2De aquf a lo que resta de esta seccién, se ha tomado como referencia el libro de Granville (1982).
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basa a su vez en el teorema del valor medio.

2. Diversas soluciones al calcular una integral indefinida. Dependiendo de las ha-
bilidades, destrezas y de los métodos aplicados, se pueden obtener diversas expresiones
para la integral indefinida. Para confirmar que todos los resultados obtenidos repre-
sentan la misma familia de primitivas, una estrategia sencilla es derivar cada expresion
obtenida y hacer uso del siguiente resultado: si dos funciones tienen la misma derivada,
entonces difieren en una constante. De lo anterior, surge la pregunta ;Esta convenci-
do el profesor de que ese procedimiento es suficiente para garantizar la validez de los

resultados, aun cuando se obtengan primitivas con expresiones radicalmente diferentes?

3. Dominio de derivabilidad de una primitiva. Un error que se suele cometer al
hallar la integral indefinida de una funcién, es no verificar que el resultado obtenido
sea diferenciable en todo el domino de definiciéon de la funcién dada. Si la primitiva
obtenida no es derivable en los mismos puntos donde esté definida la funcién a integrar,
pueden obtenerse resultados erréneos al intentar aplicar el teorema fundamental del

calculo.

4. Funciones sin primitiva elemental. Es importante que el profesor tenga cono-
cimiento sobre la existencia de funciones cuyas integrales no pueden ser expresadas
mediante funciones elementalesﬂ Es decir, la integral [ fdx no siempre puede ser ex-

presada como una funciéon cuya “forma” sea de las que se estudian en un curso de

calculo elemental. Algunos ejemplos son [ e dx y [ oodr.

lo

5. Uso de los métodos de integracion. En relacién a los métodos de integracién que
no son otra cosa que métodos para determinar primitivas, los textos y programas de

estudio de calculo integral usualmente incluyen los siguientes

3El concepto de funcion elemental se describe con més detalle en la seccién 3.2
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Reconocimiento de integrales inmediatas.

Integracion por partes.

Sustitucion trigonométrica.

Cambio de variable v = tan %

Integraciéon de funciones racionales por descomposicion en fracciones parciales.

La reflexién acerca del calculo de primitivas no va mas alla de estos métodos por lo que
ante el problema de hallar una primitiva de una funcién tan simple como f(x) = |z|

los profesores pueden no saber como hacerlo.

En la medida en que el profesor cuente con los recursos matemaéticos, podra introducir los
diversos conceptos de forma adecuada y oportuna, de tal manera que el alumno comprenda
la esencia del calculo integral. Una mala comprension del concepto de integral indefinida por
parte del profesor, se traducira en ideas erréneas que comunicara en su ensenanza dentro del

salon de clase.

En este trabajo de investigacion de tipo cualitativo, nos planteamos los siguientes objetivos

de investigacién

1. Documentar la comprension de parte de diez profesores de matemaéticas de nivel medio

superior acerca del concepto de integral indefinida.

2. Indagar acerca del estatus dentro del calculo que le asignan los profesores encuestados

al concepto de integral indefinida.
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1.4. Preguntas de Investigacién

Los objetivos de investigacion descritos anteriormente, se pretenden alcanzar mediante la

respuesta de las siguientes dos preguntas generales de investigacion:

1. ;Qué conocimiento matematico tiene el profesor acerca del concepto de Integral In-

definida?

2. ;Cémo ubican los profesores el concepto de Integral Indefinida en el contexto de todo

el Célculo?

Para responder a la primera pregunta, nos apoyaremos de las primeras tres preguntas sigui-

entes; y para responder la segunda pregunta general, nos apoyaremos de la cuarta pregunta:

. Qué significado tiene la Integral Indefinida para un profesor?

..Comprende el profesor el papel que juega la constante de integracion?

., Qué recursos tiene el profesor para determinar primitivas de funciones simples no

rutinarias?

..Comprende el profesor el uso de una primitiva de una funcién f?

1.5. Acerca de la Integral Indefinida

En esta seccién describiremos la importancia que tiene la integral indefinida dentro del con-
texto del célculo integral. Pero antes, haremos una disertacién y una exposicién acerca del
lugar que asignan al concepto de integral indefinida algunos de los autores de texto de calculo
disponibles para los profesores de bachillerato. No obstante, es el profesor quien basado en

sus conocimientos matematicos y experiencia en la docencia, el que tiene la tltima opcién
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de elegir como presentar este concepto dentro del salén de clases.

Por ejemplo, en los libros Ayres (1983), Arana (2008), Fuenlabrada (2003), Morales (2004),
Santal6 y Carbonell (1977) y Stein (1985), se estudia el concepto de integral definida des-

pués de presentar la integral indefinida y los métodos de integracién; el tema de la integral,
concluye con aplicaciones de la integral definida. Algunos otros como De Oteyza (2006),
Ibanez y Garcia (2011), Purcell y Varbeg (2000), Smith y Minton (2003), Stewart (1998)
y Swokowski (1987) también exponen el concepto de integral definida después de presentar
la integral indefinida, sin embargo a diferencia de los anteriores, enseguida se estudian las
aplicaciones de la integral definida, para concluir con los métodos de integracién. Finalmente
en Salazar, Bahena y Vega (2011) se estudia primero el concepto de integral definida para
posteriormente estudiar el concepto de integral indefinida, enseguida se estudian los métodos

de integracion y se concluye con aplicaciones de la integral definida.

Como se pudo observar en la revision de estos libros de texto, el concepto de integral in-
definida es expuesto ya sea antes o después del concepto de integral definida. Sin embargo,
al igual que Courant y Herbert (1979), coincidimos en que la ubicacién donde se estudie el
concepto de integral indefinida no es un inconveniente para la comprension de este concepto.
Las dificultades para su comprension radican en que inician el estudio del calculo integral
estableciendo lo que es una integral indefinida; su definicion es la de primitiva pero le llaman
integral indefinida. Hablar de la integral indefinida sin hablar antes de la integral definida es
lo que se puede traducir en una dificultad en la comprension de lo que es una integral. Algunos
autores de texto de calculo elemental usan el término de integral para referirse a la integral
definida. De esta manera, el primer uso de integral no parece tener ninguna conexion con el

segundo uso.
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Por otra parte, recordemos que la diferenciacion y la integracion son procesos inversos; y que
ademds, fueron Newton y Leibniz quienes aprovecharon esta relacion y dieron los primeros
pasos para crear al calculo como una disciplina de la matematica. En particular, ellos obser-
varon que el teorema fundamental les permitia calcular areas e integrales con suma facilidad,
sin tener que determinarlas como limites de sumas. Asi, el teorema fundamental del calculo

proporciona la relacion inversa entre la derivada y la integral.

Antes de abordar el teorema fundamental del calculo, daremos las definiciones de los concep-
tos derivada y primitiva; teniendo como referencia los siguientes libros de célculo: Apostol

(1998), Granville (1982), Rivera (2007), asi como Stewart (1998).

Definicién 1.1. Sea f una funcién y zg un punto del dominio de f, entonces cuando el

limite
()~ fo)

Tr—xTQ T — .1'0

exista, diremos que f es derivable en x(, tal limite se llama la derivada de f en x4 y se denota

por f'(xg).

Observemos que la derivada por definicién es un limite, y una interpretacién de este limite
es el de la pendiente de la recta tangente en el punto (zo, f(z¢)) a la curva. Por lo cual, la
tangente a una curva definida por la grafica de una funcién f, en un punto (xg, f(x¢)) existe

cuando el limite

o @) = flw)

T—T0 r — 2o

= ['(20)

existe.
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Este limite también se puede escribir como

o S+ ) — )
h—0 h

para h = x — x; de esta manera h — 0 cuando x — x.

Es importante senalar que la definicién de derivada es de caracter puntual, se define para

cada punto z del dominio de f cuando el limite

i JE ) = f2)
h—0 h

existe.

De esta manera, dada una funcién f, tenemos definida una funcién f’ en todos los puntos
donde f es derivable, esta funcién se llama la derivada de f. El dominio de f’ son los puntos
del dominio de f donde es derivable. Si una funcién f es derivable en todos los puntos de su
dominio, su derivada f’ tiene el mismo dominio que f. Un problema importante en calculo
es determinar la funcién f cuando se conoce su derivada. Si f es una funcién dada y F es

una funcién cuya derivada es f, diremos que F' es una primitiva de f:

Definicién 1.2. Una funcién, F', se denomina primitiva de f en un intervalo I, si

F'(z) = f(x) para toda = en I.

Note que el tener un dominio en el calculo de derivadas, principalmente en la reglas de dife-
renciacion, nos puede facilitar el calculo de las funciones primitivas; esto debido a que los

principales métodos para hallar primitivaﬁ surgen a partir de las reglas ya establecidas en

4Usualmente llamados en los libros de célculo como métodos de integracion.
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el calculo diferencial.

Por otra parte, si f es una funcién continua en un intervalo I, denotaremos a la familia de
primitivas de f por la expresion [ f(z)dz. Mas atn, si F' es una primitiva de f, entonces
toda primitiva de f es de la forma F'(x)+ C, donde el pardmetro C' es llamado constante de
integracion. Esto es, si F'y G son dos primitivas cualesquiera de f en un intervalo I, entonces
se cumple que F'(z) = G'(z) = f(x), y por lo tanto la funcién diferencia F'(z) — G(z) tiene
derivada cero en ese intervalo. De esta manera, la funciéon diferencia es una constante en el

intervalo I, es decir, F(z) = G(x) + C, donde C' € R para toda = € I.

Observemos que con lo anterior, se ha dado una idea de la demostracion del siguiente teore-

ma, para lo cual, se requiere del uso del teorema del valor medio del calculo diferencial.

Teorema 1.1. Si F' y G son dos primitivas de una funcion f en un intervalo I, entonces

eriste C € R, tal que para toda x € I se tiene F(x) = G(z) + C.

Note que la hipdtesis de que el conjunto I donde F'y G son primitivas de f, sea un intervalo,
es muy importante; debido a que si I es la unién de intervalos ajenos, entonces existira una

constante para cada uno de los intervalos cuya unién sera el conjunto 1.

Al proceso de encontrar una primitiva de una funcién f que nos permitird escribir la ex-

presion [ f(x)dr = F(x)+C, se llama integracion; y la funcién f se llama funcidn integrando.

A la expresién [ f(x)dz también se le suele llamar la integral indefinida y representa toda

la familia de primitivas de f. Ademads, es importante mencionar que si el dominio de la
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funcién integrando no fuera un intervalo, entonces la integral indefinida no tiene la forma:
[ f(x)dz = F(x) + C. En otras palabras, si el dominio de la funcién integrando consiste de
una unién de intervalos ajenos, entonces hemos de elegir constantes de integracion distintas

para cada intervalo que compone el dominio de f.

Después de describir los conceptos de primitiva e integral indefinida, a continuacién deta-
llaremos el teorema fundamental del cdlculo, mismo que pone en relieve que la derivada e

integral son conceptos inversos uno del otro.

Para obtener el teorema fundamental, sea f una funcién continua en [a,b] y definamos una
nueva funcién, g, mediante
x
o) = [ s
a
Note que el limite superior de la integral, es una variable x, por lo cual, g sélo depende de
x. Ademas, si x es un numero fijo, se tiene que la integral es un ntmero definido. Si por el
contrario, dejamos que z varie dentro del intervalo [a, b], la integral también varia y define a

una funcién de z, la cual hemos llamado g.

Luego, podemos suponer que f(z) > 0. Entonces g(z) puede ser interpretada como el drea
bajo la grafica de f, de a a z, donde x varia dentro del intervalo [a, b] como se puede apreciar
en la Figura 1. Luego para calcular ¢/(z) a partir de la definicién de derivada, notemos que
paraun h > 0, g(z + h) — g(x) es una resta de dreas, por lo cual, el valor obtenido es el drea
bajo la grafica de f desde z hasta = + h, es decir, el drea del rectangulo de altura f(z) y

base igual a h (ver Figura 2). De esta manera si h es “pequena”, se tiene

gle +h) —g(x)
h

g(x +h) —g(x) = hf(x) ~ f(x)
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area = g(x)

Figura 1.

fix)

5 . - - - - - - v - " - :

Figura 2.
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Por lo cual, a nivel intuitivo se espera que

() = lim LTI _ i

h—0

con lo cual g resulta ser una primitiva de f.

El hecho de que lo anterior se cumpla aun cuando f no sea necesariamente positiva, es la

primera parte del teorema fundamental del calculo.

Teorema 1.2 (TFC Primera Parte.). Si f es continua en [a,b], la funcion F, definida por

F(:E):/xf(t)dt, a<z<b

es continua en |a, b, diferenciable en (a,b), y F'(x) = f(x).

El teorema anterior, expresa que, si primero integramos f y después derivamos el resultado,

obtendremos de nuevo la funcion original f.

Por otra parte, supongamos que tenemos una primitiva G(z) de f(x) para un intervalo
[a, b], luego por la primera parte del teorema fundamental del cdlculo, tenemos que F(x) =
[ f(t)dt es también una primitiva de f(z), por lo tanto existe una constante C' tal que
G(z) = F(z) + C, en [a,b]. La constante queda determinada por la condicién F(a) =

[ f(t)dt = 0 la cual implica que G(a) = C. Luego entonces

G(z) = F(x) + G(a)
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si hacemos x = b obtenemos
b
| st =) - 6@

lo cual es la segunda parte del teorema fundamental del calculo.

Teorema 1.3 (TFC Segunda Parte.). Si f es continua en [a,b], entonces

l/ﬂ@MZF@—F@

en donde F es cualquier primitiva de f.

Obsérvese que del teorema anterior, F'(z) es “cualquier primitiva” de f(z), por lo tanto, para
calcular la integral definida f: f(z)dz, basta hallar una funcién F(z) tal que F'(z) = f(z)

y luego calcular la diferencia F'(b) — F(a).

Hasta aqui, se ha visto la importancia del papel que juega la integral indefinida dentro del
calculo diferencial e integral. Como se mencioné anteriormente, la aplicacién correcta del
teorema fundamental del calculo va a depender del célculo correcto de una primitiva de la

funcién integrando.

Por ultimo, haremos menciéon de que no hay un consenso en la definicion de los conceptos
de integral de una funcion, integral definida e integral indefinida por parte de los diversos

autores de los libros de calculo. Por ejemplo, para los libros aqui citados se tiene:

» Para el concepto de integral definida, en los libros Apostol (1998), Rivera (2007) y
Stewart (1998), se define mediante el valor del limite para la sucesién de sumas de

Riemann. En cambio Granville (1982), a partir de la expresién f: f(z)dz menciona:
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“Puesto que esta expresion tiene siempre un valor definido, o puesto que los limites a

y b definen un valor determinado, se llama integral definida” (p. 289).

» Para el concepto de integral indefinida, en los libros de Granville (1982) y Rivera (2007),
se define como la familia de primitivas; en contraparte, para los libros correspondientes
a Apostol (1998) y Stewart (1998), el concepto de integral indefinida es concebido como

una primitiva.

» Para el concepto de integral de una funcién, Apostol (1998), Rivera (2007) y Stewart
(1998) manejan el término de integral de una funcién respecto al concepto de integral
definida. En contraparte, sélo en el libro de Granville (1982) el concepto de integral de

una funcién se concibe como el concepto de integral indefinida.

Es importante aclarar que en todas estas definiciones se estd hablando del mismo concepto,

el cual, tiene la misma utilidad y lo inico que varia es la forma en como lo define cada autor.



Capitulo 2

Marco Conceptual

En este capitulo se describen los elementos tedricos sobre el marco conceptual: aprender
matematicas con comprensién (learning mathematics with understanding), descritos por

Carpenter & Lehrer (1999), Hiebert & Carpenter (1992) y Sierpinska (1992); los cuales,

seran el sustento tedrico de esta investigacién.

25
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2.1. Aprender Matematicas con Comprension

Uno de los actores principales en la labor de ensenanza de las matematicas es el profesor,
debido a que en €l recae la conduccion de la clase. Esto es, son los profesores quienes deter-
minan las situaciones que se llevaran a cabo dentro del salén de clases asi como la naturaleza
del ambiente dentro del cual se encontraran inmersos sus estudiantes durante la actividad
matematica; sin lugar a dudas, éstos factores dependen del grado de comprensién de los
conocimientos matematicos por parte del profesor. Respecto a esto, Artigue (2004) senala:
“...considerar al docente como un elemento clave del sistema no es suficiente si ese docente
no es problematizado como un verdadero actor, si no se intenta comprender sus practicas y
aquello que las determinan, las restricciones a las que esta sujeto y sus margenes de manio-
bra, los conocimientos disciplinares y otros que hacen su competencia profesional y el modo
en que se construyen” (p.25). Es por ello que algunos trabajos de investigacién como Rivera,
Garcia y Diaz (2013), Sierpinska (1992) y Fennema & Romberg (1999) (por citar algunos),
se han centrado en estudiar el proceso de aprender matematicas con entendimiento o apren-
der matematicas con comprensién (learning mathematics with understanding) en temas de

matematicas y para distintos niveles educativos.

El aprender mateméticas con comprension, es uno de los principios de aprendizaje para la
educacién matematica que aparece en el documento Principles and Standards for School
Mathematics publicado en el ano 2000 por el National Council of Teachers of Mathematics.
En este documento se da un enfoque de las matematicas basado en un aprendizaje donde
se comprenda lo aprendido. Es decir: “Los estudiantes deben aprender matematicas com-
prendiéndolas, y construir activamente nuevos conocimientos a partir de la experiencia y
de los conocimientos previos” (National Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2000,

p.20). También, se menciona que el aprender matematicas requiere comprender y ser capaz
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de aplicar procedimientos, conceptos y procesos; por lo tanto, se destacan los siguientes tres
componentes presentes en el aprendizaje de las matematicas con comprension: conocimiento,

destreza y comprension conceptual.

Carpenter y Lehrer (1999) mencionan al respecto: “Cuando los estudiantes adquieren conoci-
miento con comprension, ellos pueden aplicar tal conocimiento para aprender nuevos topicos
y resolver problemas tanto nuevos como aquellos que no les sean familiares. Cuando los es-
tudiantes no comprenden, perciben cada tépico como una habilidad aislada. Ellos no pueden
aplicar sus habilidades para resolver problemas que no son cubiertos explicitamente en la
instruccién, y tampoco pueden extender su aprendizaje hacia nuevos tépicos” (p.21). Es por
ello que se vuelve necesario preparar a los estudiantes para que aprendan con comprension
nuevas habilidades y nuevos conocimientos, de tal forma que puedan adaptarlos en la reso-

lucién de problemas no rutinarios.

Sin embargo el comprender conceptos en matematicas, no es un acto que resulta de un
momento de reflexién o mediante una actividad mental que termina eventualmente; la com-
prensién conceptual en matematicas, es un proceso que consiste de una sucesién de actos
o actividades mentales. De esta manera, la comprension estd en permanente desarrollo; es
decir, esta en permanente evolucién donde crece y se transforma con el tiempo. Por lo tanto,
“la comprension de un concepto matematico puede ser de un alto nivel de complejidad, puede
requerir de un proceso largo de aprendizaje con diferentes vertientes, debido a la diversidad
de componentes que constituyan el concepto” (Rivera, Garcia y Diaz, 2013, p. 40-41); por
lo cual, el grado de comprension de un concepto en matemaéticas, estd determinado por el

conocimiento de cada una de las partes que lo conforman.
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No obstante, es indudable que en el aprendizaje de las matematicas es importante el memo-
rizar, el adquirir destrezas en calculos asi como la habilidad para la aplicacién de conocimien-
tos. Todo esto forma parte del conocimiento de un individuo, el cual, es requerido para

adquirir nuevos conocimientos y de esta manera desarrollar su comprension en matematicas.

En nuestro caso, consideramos que un profesor comprende el concepto de integral indefinida,
si tiene conocimiento acerca de las siguientes situaciones respecto al calculo de integrales
indefinidas: presencia de la constante de integracion, diversas soluciones al calcular una inte-
gral indefinida, dominio de derivabilidad de una primitiva, funciones sin primitiva elemental,
y el uso de los métodos de integracién; estas situaciones fueron descritas con mas detalle en
el capitulo anterior. Que un profesor tenga conocimiento de estas situaciones, significa que

puede reconocerlas y emplearlas en la resolucion de problemas no rutinarios.

Para determinar la comprensién acerca del concepto de integral indefinida se disend un ins-
trumento, tomando para ello, las cinco formas de actividad mental para el desarrollo de la

comprensién en matemadticas propuestas por Carpenter & Lehrer (1999).

A continuacion damos algunas explicaciones de cada una de las formas de actividad mental

asi como las consideraciones que hicimos para el diseno del instrumento:

1. Construccién de relaciones. Los objetos toman significado con base en las formas
en las cuales estan relacionadas con otros objetos. De esta manera, las personas cons-
truyen significados para una nueva idea o proceso relacionandolo a ideas o procesos ya
conocidos. Es asi como los conceptos matematicos formales, operaciones y simbolos,
que forman las bases del curriculum matematico escolar, se les puede dar significado

relacionandolos con ideas e intuiciones anteriores.
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Para nuestro trabajo hemos utilizado un cuestionario cuyas preguntas giran en torno
a las situaciones respecto al cédlculo de integrales indefinidas. Un conocimiento basico
en el calculo de primitivas por parte del profesor, le permitird reconocer la mayoria
de estas situaciones; sin embargo, son las relaciones entre cada una de ellas lo que
le permitirda responder con éxito a cada una de las actividades del cuestionario. Por
ejemplo, una relaciéon que puede ser de utilidad a los profesores en la resolucién del

cuestionario, es la del significado de familia de primitivas con la integral indefinida.

2. Extensién y aplicacion de conocimiento matematico. Una de las caracteristicas
del aprendizaje con comprension es la de ser generativo. Esto significa agregar nuevos
conceptos y procesos al conocimiento existente, ademas de la creacion de estructuras

que integre el conocimiento.

El aprender con comprension también nos provee formas de cémo el conocimiento puede
ser usado. Aunque esto frecuentemente es asumido, es claro que los conceptos béasicos

y habilidades necesitan ser aprendidos antes que las aplicaciones sean introducidas.

Es indudable que hay una gran distancia entre conocer un conocimiento matematico y
el poder aplicarlo. Usualmente se requieren de ideas ingeniosas para su aplicacion; sin
embargo, la aplicacion de un concepto en diferentes situaciones ayuda a su comprension.
De esta manera, se redactaron cuatro actividades en las cuales, se abordan algunas
situaciones respecto al calculo de la integral indefinida. La solucién correcta de cada

actividad, fortalecera la comprension de este concepto.

3. Reflexion sobre las experiencias. La reflexion involucra un examen consciente de
nuestras acciones y pensamientos. El resolver problemas no rutinarios implica examinar
conscientemente la relacion entre nuestro conocimiento existente y las condiciones de
una situacién problema; lo que conlleva a reorganizar todo lo que ya se sabe. De esta

manera, la reflexién es un habito y una habilidad que se debe desarrollar.
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El cuestionario que se aplicd en esta investigacion, se disend de tal manera que cada
una de las preguntas y actividades inducieran a cada profesor a una reflexién sobre las

ideas centrales del concepto de integral indefinida.

4. Articulaciéon de lo que el individuo conoce. El tener la habilidad de articu-
lar nuestras ideas es un punto importante de la comprension; sin embargo, nosotros
agregaremos la propuesta de saber comunicar estas ideas. La articulacién implica la
comunicacion de nuestro conocimiento, ya sea de forma escrita, verbal, o a través de
algin otro medio como puede ser: graficas, diagramas, o modelos. Cuando articula-
mos nuestras ideas, debemos reflexionar sobre ellas con el fin de identificar y describir
elementos criticos. Es asi como la articulacion requiere de la reflexion, y, en efecto, la

articulacién puede ser pensada como una forma de reflexion publica.

En cada una de las preguntas y actividades del cuestionario, es necesario reconocer
las ideas centrales puestas en juego acerca del concepto de integral indefinida. No
obstante, para responder con éxito el cuestionario se requiere que el profesor tenga
ademas del conocimiento matematico, la habilidad para poder comunicarlo; pues en
algunos casos por ejemplo, se le pide que explique las razones que tuvo para elegir la

respuesta correcta.

5. Apropiacion del conocimiento matematico. El desarrollo de la participacién per-
sonal del estudiante en el aprendizaje con comprension, estd ligada a las practicas
dentro del aula, en donde la comunicacién y la negociacién de significados son facetas
importantes. De hecho, un objetivo general de la instruccién es que los estudiantes
desarrollen una predisposicion a comprender, y que se esfuercen por entender el por
qué la comprension les resulta importante. Esto significa que los estudiantes por si mis-
mos deben reflexionar sobre las actividades en las que participan mientras aprenden o

resuelven problemas.
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Como se mencioné anteriormente, la caracteristica mas importante del instrumento
disenado, es la de enganchar al profesor hacia una reflexion, lo que se espera que lo
conduzca a una apropiaciéon del conocimiento matematico. Con esto, se espera que el
profesor obtenga la habilidad de comunicar su conocimiento mateméatico respecto al

concepto de integral indefinida en su labor de ensenanza.

Es importante mencionar que el desarrollo de la comprension involucra de algiin modo cada
una de estas formas de actividad mental dentro del aprendizaje, atin con el hecho de que los
individuos no aprenden de las misma manera, ni mucho menos, todos entienden lo mismo.
Ademas, también es cierto que las relaciones entre estas actividades mentales por parte del
individuo no se forman de la misma manera o a través de las mismas actividades, lo que
aqui se sugiere es que la comprension se basa sobre ideas que estan siendo organizadas de

una manera productiva haciéndolas accesibles para resolver problemas.

Por 1ltimo, es util mencionar que el privilegiar un aprendizaje con comprensién en vez de
un aprendizaje basado en la memorizacion y ejecucién irreflexiva de procedimientos consis-
tentes en series de reglas, da como resultado la obtencion de una lista de consecuencias que
son significativas cuando se esta aprendiendo matematicas. A continuacion, describiremos

algunas caracteristicas de ellas, las cuales son mencionadas en Hiebert & Carpenter (1992):

1. La comprension es generativa. De forma general, esto significa que los individuos
crean sus propias representaciones del conocimiento con base en sus interacciones con
el mundo; es decir, ellos agregan nuevos conceptos y procesos al conocimiento existente.
Si hablamos del aprendizaje, la comprensién es generada de manera individual por los

estudiantes mas que provisto por el profesor.
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2. La comprensién promueve el recordar. Una ventaja al inclinarse a crear conexi-
ones entre el conocimiento nuevo y el existente, es que el conocimiento que es “bien

conectado” es mejor recordado.

3. La comprensiéon reduce la cantidad de informaciéon que debe ser recordada.
Esto es una consecuencia del punto anterior, debido a que si algo es comprendido,
entonces esta representado de cierta manera que pueda ser conectado a una red de

conocimiento, reduciendo el nimero de informacién que debe ser recordada.

4. La comprensién mejora la transferencia. La transferencia en matematicas ocurre
cuando nuevos problemas deben ser resueltos usando estrategias aprendidas previa-
mente; de esta manera, muchos estudiantes mejoran su rendimiento en la resolucién de
algunos problemas una vez que han aprendido a resolver problemas relacionados. La

situacion o contexto influye en la cantidad de transferencia que se realiza.

5. La comprension influye en las creencias. En este trabajo, la acepcién de creencia
a la cual centramos nuestra atencion, es a la de Callejo & Vila (2004): “Las creencias
son un tipo de conocimiento subjetivo referido a un contenido sobre el cual versan;
tienen un fuerte componente cognitivo, que predomina sobre el afectivo y estan ligadas
a situaciones. Aunque tienen un alto grado de estabilidad, pueden evolucionar gracias
a la confrontacién con experiencias que las pueden desestabilizar: las creencias se van

construyendo y transformando a lo largo de toda la vida” (p. 51).

Por lo cual, de la misma manera en que las creencias de los profesores acerca de
las matematicas, influyen en el desarrollo de la comprensién, de manera sutil pero
importante, también es plausible que una vez que el profesor se encuentre inmerso
dentro del proceso de comprension, se vean modificadas sus creencias acerca de las

matematicas.



COMPRENSION DEL CONCEPTO DE INTEGRAL INDEFINIDA. 33

Hasta aqui se han descrito las ideas centrales del marco conceptual: aprender matematicas
con comprension; las cuales, seran la guia para el diseno del instrumento asi como para el

analisis de los datos que sean obtenidos.



Capitulo 3

Aspectos Metodologicos

En el presente capitulo, se explica la forma en que se diseno el cuestionario, los propositos de
cada una de las preguntas, y el objetivo general del mismo. También, se detalla la poblacion de
estudio y el método empleado para la aplicacion del cuestionario; asi como el procedimiento

usado para analizar las respuestas obtenidas de los participantes.

34
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3.1. Descripcién de los Participantes de la Investigacion

El instrumento se aplicé a un grupo de diez profesores con formaciones matematicas diversas
y diferentes anos de experiencia docente. Todos ellos son docentes del nivel medio superior
y laboran en distintos planteles educativos, ubicados en diferentes poblaciones del estado de
Tlaxcala. En la tabla 3.1 se proporciona informacién sobre la preparacion académica de cada

uno de estos profesores.

Un aspecto importante a resaltar es que todos los profesores han impartido la asignatura de

Caélculo Integral en sus respectivos planteles de trabajo.

Durante la aplicacion del instrumento, se les indicé que incluyeran las justificaciones de cada
una de las respuestas, escribiéndolas en los espacios asignados para eso, o si era necesario,

en una hoja aparte que entregarian junto con el cuestionario.

Tabla 3.1 Perfil académico de los participantes en la investigacion

Profesor Formacién Anos de | Institucion
experiencia | de egreso
1 Lic. Matematicas Aplicadas 5 UAT
2 Lic. Ensenanza de las Matematicas 8 BUAP
3 Lic. Matematicas Aplicadas 13 UAT
4 Lic. Matematicas Aplicadas 6 UAT
5 Lic. Matematicas Aplicadas 2 UAT
6 Lic. Matematicas Aplicadas 10 UAT
7 Lic. Matematicas Aplicadas 3 UAT
8 Lic. Matematicas Aplicadas 12 UAT
9 Ing. Sistemas Computacionales 8 IPN
10 Lic. Matematicas Aplicadas 7 UAT

UAT: Universidad Auténoma de Tlaxcala.
BUAP: Benemérita Universidad Auténoma de Puebla.
IPN: Instituto Politécnico Nacional.
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3.2. Diseno y Justificacién del Instrumento

Dado que el principal objetivo de esta investigacién, es el de documentar la comprension de
parte de diez profesores de matematicas de nivel medio superior acerca del concepto de inte-
gral indefinida, se disené un instrumento, de tal manera que las respuestas de los profesores
nos proporcionaran informacién relevante sobre su compresiéon acerca de este concepto. Este

instrumento se describe a continuacion.

El instrumento estd compuesto de dos partes. La primera de ellas es un cuestionario escrito
que consta de nueve preguntas, para el cual, se le dio a cada profesor un tiempo maximo
de hora y media para responderlo en su totalidad. La segunda parte, estd conformada por
cuatro actividades, las cuales se realizaron en dos sesiones de trabajo de dos horas cada
una. En la primera sesion se discutieron las actividades uno y dos; y en la segunda las dos
actividades restantes. Es importante mencionar que la aplicacion del cuestionario se realizé en
tres dias; en el primer dia se resolvié la parte uno del cuestionario, y en los dos dias restantes,
fueron aplicadas las sesiones de actividades (una por cada dia). Ademads, cada actividad fue
resuelta primero de forma individual, y posteriormente se realizdé una discusion grupal que
fue audiograbada. En estas discusiones colectivas, los profesores tuvieron la oportunidad
de expresar sus soluciones, sus opiniones asi como sus dudas. A continuacién mostramos el

instrumento aplicado y los propésitos de cada pregunta y actividad.

3.2.1. Acerca de las preguntas del cuestionario

Para esta parte del cuestionario, todas las preguntas son de caracter conceptual, para cuyas
respuestas el profesor debera: construir relaciones entre cada una de las ideas centrales res-
pecto al concepto de integral indefinida, debera poder aplicar su conocimiento matematico

y articularlo para poder comunicar sus ideas, pero principalmente, debera reflexionar con



COMPRENSION DEL CONCEPTO DE INTEGRAL INDEFINIDA. 37

relativa profundidad sobre las ideas relacionadas con el concepto de integral indefinida. Se
espera que con estas preguntas, se pueda inducir a cada profesor a un proceso de compren-

sion que le permita entender el concepto de integral indefinida.

1. Diga lo que significa cada uno de los siguientes conceptos:
= Integral de una funcion
s Integral indefinida

» Integral definida

Esta pregunta consta de tres incisos. En ellos se aborda la definicién de tres conceptos fun-
damentales del calculo integra]ﬂ: la integral de una funcién (concebida como una primitiva),
la integral indefinida (concebida como la familia de primitivas), y la integral definida (con-
cebida como limite de sucesiones de sumas de Riemann). El propdsito de esta pregunta
es averiguar cémo conciben los profesores estos tres conceptos, asi como evidenciar cémo
los profesores comunican sus ideas respecto a cada uno de estos conceptos; lo que nos per-

mitird documentar su comprension acerca de la definicion del concepto de integral indefinida.

2. 5 Qué nombre recibe una funcion F' que cumple F'(x) = f(z) para toda x en un intervalo I?

Esta pregunta se refiere a la definicion de primitiva. Por supuesto, el propdsito de esta pre-

gunta es averiguar si el profesor conoce esta definicion.

Las definiciones aqui mostradas, aparecen, por ejemplo, en el libro de Granville (1982) que es un libro
ampliamente conocido en ese nivel.
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Una observacién importante a resaltar es que, en algunos libros elementales de Célculo, los
autores a una primitiva de f también le llaman antiderivada de f. En estos casos primitiva

y antiderivada son sinénimos.

3. ¢ Qué significado tiene la igualdad [ f(x)dx = F(x)?

Aun cuando el simbolo [ f(z)dx tiene el significado de familia de primitivas de f(z), tam-
bién algunas veces se conviene que represente una primitiva. El conocer en que situaciones
conviene cada significado, indica una comprensién acerca de la familia de primitivas de una
funcién. El propédsito de la pregunta es averiguar si el profesor hace alguna observacion al

respecto o si la traduce simplemente como la condicién F'(z) = f(x).

4. ;Qué papel juega la constante de integracion en la integral indefinida?

La constante de integracién es un parametro mediante el cual se genera la familia de todas
las primitivas de una funcién f en un intervalo. El propdsito de la pregunta es averiguar
si el profesor la concibe de esta manera. Una posible respuesta, no correcta por supuesto,
es que simplemente al adicionar una constante a una primitiva se obtiene otra primitiva.
Que con la adicién de una constante (como pardmetro) a una primitiva en un intervalo se
genera la familia de primitivas, es un hecho profundo que va mas alla del hecho trivial de
que la adicién de una constante a una primitiva produce otra primitiva. No se espera que
el profesor exponga un argumento para justificar que se genera la familia de primitivas,
lo cual se basa en el hecho de que dos primitivas cualesquiera necesariamente difieren en
una constante, lo cual a su vez se sustenta en el teorema del valor medio. El argumento
anterior nos sugeriria una profunda comprension por parte del profesor, acerca de la justi-

ficacion de la presencia de la constante de integracion en el cdlculo de la familia de primitivas.
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5. Suponga que tres alumnos obtienen por diferentes métodos de integracion los siguientes

resultados

sen x cos xdx =

sen x cos xdx = —

sen x cos xdx = —

—— —
I\D:w
&2

¢Los acepta como resultados correctos? Justifique su respuesta.

El propésito de esta pregunta es averiguar qué argumentos emplea el profesor para aceptar
o refutar cada uno de los tres resultados obtenidos por los estudiantes. En primera instancia
nos preguntamos si tiene claro el profesor que expresiones esencialmente diferentes en forma
no es una razon para que representen la misma solucion. En estos casos, es relevante el papel
que juega la constante de integracion. Sin embargo, dos respuestas esperadas pueden hacer

alusién a lo siguiente.

1. El profesor puede aceptarlas como respuestas correctas argumentando que los resul-
tados diferentes se obtienen al aplicar el método de sustitucién (cambio de variable)
mediante sustituciones diferentes. O bien transformando previamente el integrando.
El profesor puede hacer explicito el cambio de variable correspondiente a cada caso
o realizar transformaciones del integrando. Por ejemplo, la integral puede calcularse
haciendo el cambio de variable u = senz. Otra posibilidad es haciendo u = cosz.
Una posible transformacién del integrando es mediante la identidad trigonométrica

sen2r = 2sen x cos .

2. El profesor puede aceptarlos como resultados correctos argumentando que al derivar
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estos resultados se obtiene la funcién integrando. Esto es:

2 ! 2 ' /
2
<ser21 x +C1) _ (_COZ X +02) — (_COZ < +Cg) = Sen X COS T.

para todo x real.

Como se dijo antes, en términos estrictos una respuesta correcta debe hacer alusién al hecho
de que la constante de integracién genera la familia de primitivas y que todas las expresiones
generan la misma familia; el relacionar estos dos hechos, es parte de una actividad mental
que permite comprender el concepto de integral indefinida. La siguiente pregunta es en este
sentido. La pregunta es pertinente para aquellos profesores que no hayan hecho mencion de

la constante de integracion.

6. Con base en la pregunta anterior, responda: ;Con cual de los tres resultados obtenidos por
los alumnos se genera la familia de primitivas de la funcidn f(x) = senx cosx? Argumente

su respuesta.
No dudamos que el profesor responda que los tres resultados son correctos ya que cada uno
de ellos representa a la familia de primitivas del integrando. Pero sera interesante averiguar

si ofrece algiin argumento para este hecho o simplemente acepta el resultado.

La siguiente pregunta es un caso en los que una funciéon elemental no tiene una primitiva

elemental.

7. s Qué puede decir acerca de la integral fe*"’ﬂdx?
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En ocasiones se presentan integrales de funciones elementales las cuales no tienen primiti-
vas elementales. Usando otras palabras, se trata de integrales que no se pueden calcular en
términos de funciones elementales. La funciones elementales son, en palabras simples, las
funciones que se construyen mediante la suma, resta, multiplicacién, divisién, extraccién de
raices y composicién de las funciones polinomiales, racionales, exponenciales, logaritmicas,

las seis trigonométricas y las seis funciones arco.

El concepto de funcién elemental fue estudiado en 1838 por el matematico Joseph Liouville
(1809 - 1882). En su trabajo, en particular demostré que la integral fe*"’“gdx no es una

funcién elemental.

Otras integrales que no son elementales son [ =Edry i %dm. Muchas integrales no elemen-
tales son variantes de estas o se reducen a estas. En ocasiones, los profesores se enfrentan
a integrales de este tipo sin saber que les va a ser imposible “calcularlas”. Lograr que el
profesor tenga conocimiento de estas integrales le permitira extender y en consecuencia,
aplicar este conocimiento matematico; lo cual es una de las caracteristicas del aprendizaje
con comprension. El propdsito de la pregunta es averiguar si el profesor esta enterado de la

problemadtica para la integral particular [ e dzx o qué sabe respecto a ella.

Es importante aclarar que no obstante que la integral [ e~**dz 1o es una funcién elemental,
la funcién e~*" tiene primitiva, de hecho, por la primera parte del teorema fundamental del
célculo se tiene que una primitiva de esta funcién estd dada por G(z) = ff e dz.

8. ¢Toda antiderivada es continua? Justifique su respuesta.

Un resultado bien conocido por los profesores es que toda funcion derivable es continua.
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Este resultado lo evocan con facilidad o naturalidad, por lo que deberia resultar obvia la
afirmacién de que toda primitiva es continua, pues por definiciéon, una primitiva es derivable.
Con esta pregunta se pretende averiguar si planteada la pregunta en términos de primitivas
rescatan el resultado sobre la continuidad de las funciones derivables. La situacion se torna
mas interesante cuando por ejemplo tenemos funciones definidas en intervalos ajenos. Por
ejemplo, es comin concebir la funcién f(z) = —1 para x < 0y f(x) = 1 para z > 0 como
discontinua. Cuando se piensa en la derivabilidad de esta funciéon no cabe duda de que es
continua pero cuando se mira su gréfica suele entenderse (equivocadamente) como discon-
tinua. El comprender la definicién de derivada implica entender el caracter puntual de este
concepto, y a su vez, el comprender la definicién de primitiva conduce a responder de forma

afirmativa esta pregunta.
9. ;Cudl es la importancia del cdlculo de primitivas dentro de todo el contexto del Cdlculo?

Algunos libros de texto de célcul(ﬂ inician el estudio del calculo integral definiendo lo que es
una primitiva, después abordan la definicién de integral indefinida asi como algunos métodos
para poder calcularlas, a continuaciéon exponen el concepto de integral definida y la férmula
del teorema fundamental del calculo fab f(z)dz = F(a) — F(b) para su determinacién; y
finalmente exponen algunas de las aplicaciones de la integral definida. Con este enfoque o
secuencia de conceptos en la ensenanza del calculo integral, cuando el estudiante estudia
los métodos de integracién, puede no comprender por qué es importante calcular integrales
indefinidas en el contexto del calculo y por lo tanto para qué requiere calcularlas (aparte
de que puede ser un quehacer intelectual interesante el hallar una funciéon cuando se conoce
su derivada). Se esperaria que una vez que se estudie el concepto de integral definida y

el teorema fundamental del calculo, el estudiante comprenderd la importancia que tiene el

2En el capitulo 1 fueron mencionados algunos ejemplos.
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calculo de primitivas. Nosotros nos preguntamos si el profesor tiene claro el rol que juegan las
primitivas y por lo tanto, la importancia que tiene el tener métodos para su determinacion

de modo que pueda enviar ese mensaje a los alumnos.

3.2.2. Acerca de las actividades del cuestionario

La segunda parte del cuestionario consta de cuatro actividades, las cuales, fueron desarrolla-
das mediante sesiones de trabajo con el propdsito de que durante la participacién colectiva,
los profesores expusiesen sus conocimientos y creencias acerca de diferentes situaciones no
rutinarias en el cdlculo de integrales indefinidas. Hacia el final de las sesiones, se precisaron
los conceptos y se dio solucién a las situaciones conflictivas. Uno de los propdsitos de las
sesiones de trabajo fue inducir a los profesores, en su caso, a un proceso de comprension
mediante la profundizacion y ampliacion de sus conocimientos sobre la integral indefinida.

A continuacién presentamos el propdsito de cada una de las cuatro actividades.

Actividad 1. Calcule la integral: [ |z|dz.

Esta actividad tiene como propdésito averiguar qué procedimiento emplean los profesores para
calcular la integral del valor absoluto de x. Aunque a primera vista pareciera que el inte-
grando es una funcién “sencilla” a la que podemos calcular su integral usando directamente

algin método de integracién, en realidad, su calculo no es tan directo como aparenta ser.

Para calcular esta integral, se requiere construir relaciones respecto a las situaciones del
calculo de integrales indefinidas, esto es, se debe manipular el integrando antes de emplear
el método de integracion adecuado. En primer lugar debemos usar la definicién de valor

absoluto en el integrando, obteniendo asi, una funcién definida por piezas. Esta funcién se
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mn+1

ha de integrar con base en la integral inmediata [ 2"dz = )

+C conn # —1, dando como

resultado una funcién primitiva definida por piezas.

Lo anterior queda expresado de la siguiente manera
I2
z ara r > 0;
x|dr = 27 P g +C
2
—%, parax <0.

El resultado puede escribirse como: [ |z|dz = @ +C.

La apropiacion del conocimiento matematico que esperamos logre obtener el profesor después
de haber concluido esta actividad, es que el cédlculo de integrales indefinidas no necesaria-
mente consiste en aplicar de manera rutinaria de los métodos de integracion estudiados, aun
en el caso de funciones simples. El proceso del calculo de integrales indefinidas puede requerir

de un proceso de reflexién, mas que de una aplicacion directa de los métodos de integracién.

Actividad 2. Analice el siguiente cdlculo de la integral [ 1o§?3)§z) dx.

tanit __senx
dr = — cosT__ Jo. 1
/log(cosx) ’ /log(cosx) v (1)

__senx
coszT

FEscribiendo

En vista de que la expresion es la derivada de la funcion log(cosx), haremos la susti-

sen xr
cosxT

tucion v = log(cosx), de modo que du = — dx. De esta manera, el integrando de la

sequnda integral en (1) se puede expresar en términos de u como sigue:

_senz du
- —sr = [ — =1 = —log(l :
/ og(cos 7) " og(u) +C og(log(cosx)) + C

Obteniendo finalmente que [ —22E-dx = —log(log(cosx)) + C.

log(cos x)

¢ Es correcto este resultado? Justifique su respuesta.
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Un error en el que incurren los estudiantes e incluso, se presenta en algunos libros de texto de
calculo y en resultados mostrados por algunos paquetes de matematicas para PC, es relativo
a la integral [ %7 cuya familia de primitivas estd dada por la expresion log |z| + C. El error
consiste en que la expresan sin valor absoluto [ %‘” = log(x) + C. Esta expresién no repre-
senta en su totalidad la familia de primitivas. La omisién del valor absoluto puede conllevar
a calculos erréneos o, a aparentes paradojas en el calculo de integrales que basicamente se

obtienen basadas en la integral de %; como es el caso de la integral planteada en esta actividad.

El propésito de esta actividad es averiguar si los profesores comprenden que la funcién

log(u) no es una primitiva de la integral [ %“, lo que conduce a la aparente paradoja de que

tanx

— log(log(cos x)) 4+ C' representa la familia de primitivas de la funcién . Por supuesto,

log(cos x)
los profesores deben comprender primero que la funcién F(z) = —log(log(cosx)) no es una
primitiva de f(x) = 10;?3);;)7 debido a que F' tiene como dominio el conjunto vacio pues

la funcién cosx toma valores en el intervalo abierto (-1,1) y en consecuencia, al aplicar el

logaritmo a cosz > 0 se obtienen valores negativos (log(cosz) < 0).

También pretendemos averiguar si el profesor es capaz de modificar el procedimiento para

obtener la solucién correcta. Esto se logra escribiendo [ 4% = —log|u| obteniendo asi, la
funcién F(x) = —log|log(cosz)| la cual es diferenciable en el conjunto U (L, 2nm) U
nez

4dn+1
2

(2nm, ).
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Actividad 3. Para responder los siguientes incisos, considere la funcion f(x) = % cuya

grdfica se muestra en la siguiente figura:

Gréfica de f(z) = 1

1. Calcule la integral: [ Ldx.

2. De la consulta de diversos libros de calculo elemental y mediante el uso de algunos

softwares para el cdlculo de integrales, se han obtenido los siguientes resultados:

(a) [ 2dz =log(z) (b) [ Ldx =log|z|
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1 + Cf, < 0;
(c)f%dx: oglz| +Ch, para (d) [ Ldz =log|z|+C
log|z| + Cy, para x > 0.

(e) [ tdx =log(x)+C

sSon correctos estos resultados? Argumente su respuesta para cada inciso.

La constante de integracion juega un papel importante en el calculo de la integral indefinida,
debido a que su adicién a una funciéon primitiva en un intervalo nos genera toda la familia
de primitivas en ese intervalo. Es importante notar que este resultado es valido para las
primitivas en un intervalo. Cuando el dominio de las primitivas no es un intervalo, la fami-
lia de primitivas no se genera con la adicién simple de una constante de integracion; para
comprender esta situacion, basta remitirse a lo que significa representar la familia de primi-

tivas. Cuando el dominio consiste de mas de un intervalo, todos ellos ajenos, en términos
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estrictos se requeriran tantas constantes de integraciéon como intervalos ajenos constituyan
el dominio. Lo que se pretende con esta actividad es averiguar si el profesor es sensible a
esta situacion; para lo cual es necesario construir relaciones entre el calculo de la familia
de primitivas con el significado de la constante de integracién, todo esto contribuira con el

proceso de comprension respecto al concepto de integral indefinida.

Consideremos el caso particular de la funcién %, la cual estd definida y es continua en la unién
de los intervalos ajenos (—o00,0) y (0,00). Una férmula muy generalizada para representar
la familia de primitivas es [ df = log|z| + C para todo x # 0. Sin embargo, si adicionamos
constantes diferentes para los intervalos (—oo,0) y (0, 00) respectivamente, obtenemos otras
primitivas, que no son de la forma log || + C, de hecho la familia de primitivas en este caso

esta dado por:

/ 1d log |x| + Cy, para x < 0;
—dxr =
x log |x| + C2, para x > 0.

De las respuestas esperadas tenemos lo siguiente:

Para el inciso (a). El resultado es incorrecto debido a que F(z) = log(x) es diferenciable
solo en el intervalo (0, 00), faltando el intervalo (—oo,0) donde también es continua la
funcién f(x) = %, ademas de que F' es sélo una primitiva, esto es, F' no representa a

toda la familia de primitivas de la funcién f.

Para el inciso (b). De acuerdo con la solucién correcta mostrada en el inciso (c¢), si hace-
mos C = Cy = 0, obtenemos F(z) = log|z|, es decir, F representa una primitiva de

la funcién % pero no a toda su familia de primitivas.

Para el inciso (d). Para este caso, la solucién F(x) = log|z| + C representa una parte de
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toda la familia de primitivas de la funcién f(x) = % Esto se debe a que por cada inter-
valo de los dos ajenos donde f es continua, su familia de primitivas se genera al sumar
una constante a la primitiva log |z|. Sin embargo estas constantes no necesariamente
deben ser iguales en ambos intervalos, y es por ello que el conjunto de primitivas no es

la totalidad de primitivas.

Para el inciso (e). El resultado es incorrecto debido a que F(x) = log(z) + C es dife-
renciable sélo para el intervalo (0,00), faltando el intervalo (—oo,0) donde también
es continua la funcién f(z) = 1 y por lo tanto F no representa a toda la familia de

primitivas de f.

En conclusién, con esta actividad pretendemos averiguar si el profesor comprende el papel
que juega la constante de integracion como generadora de toda la familia de primitivas, para

todo el dominio donde la funcién % estd definida.

Actividad 4. Suponga que dos alumnos obtienen por diferentes métodos de integracion los

/ 2 d ; 1t €T
— dx = arctan | = tan —
54 3cosx 2 2 )

/ 2 d T ‘ senx
—dxr = — —arctan | ———— | .
54 3cosx 2 cosz + 3

Denotando como F(x) = arctan (% tan %) y G(x) = 5 — arctan (C(fsegi3), se le prequntd a

siguientes resultados

cada estudiante si F(x) y G(x) representaban una primitiva especifica de f(x) = m,

con lo cual cada estudiante procedid a calcular F'(x) y G'(x) respectivamente de la siguiente

manera:
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Para F(z) se obtuvo:

1 1
F'(x) = arctan’ 1tan - (5 tan %), — 1 sec” > = sec” 2 = 1+ tan’ 3
2 2 14+ (1tan2)? 1+ ftan’Z 4+4+tan’f 4 +tan®Z
sen?Z cos? Z4sen?Z
1+ cos? ”” . 0(2)52 3 : . 1 . 1 . 2
- 2z 2z = 373 = .
4 + COS2 I 4cosco2s;|—%en 5 3 C082 % +1 2cosz 4 1 5+ 3cosz
Por otra parte, para G(x) se calculo:
1 1 ( sen )/ 1 (cos z+3)sen’ v—sen z(cos x+3)’
sen r (cos z+3)2
G'(xz) = = — arctan’ (—) - ~oosz487 8
2 cosx + 3 2 14 (0556213)2 ) (Cos(i;31)+—g§§n z
1 cos” x(tg)sc;—si_g;rsen . 1 Jcosx+1  6Gcosz+10—6cosx —2 2
o 2 cos? z+6 cos z+9+sen?z 2 6cosz + 10 - 12 cos = + 20 - 5+ 3COSLE.
(cos z+3)2

Dado que F'(z) = G'(z) = f(x), los dos estudiantes argumentaron que tanto F(x) como

2

G(x) representaban una primitiva de f(z) = 5.

1. s Es correcta la respuesta dada por ambos estudiantes?
2. Usando el Teorema Fundamental del Cdlculo y las funciones F(x) y G(x), calcule la
integral definida fo (L

3. 81 observa alguna discrepancia en los resultados, ;Como explica esa situacion?

El propésito de esta actividad se pretende lograr mediante las tres preguntas planteadas, y es
averiguar si el profesor al tratar de aplicar el teorema fundamental del célculo, es consciente

de que la primitiva que vaya a utilizar debe serlo en todo el intervalo de integracion.

La pregunta uno aborda nuevamente la comprension acerca de la definicién de primitiva de
una funcion. En este caso, la idea que pretendemos hacer llegar a los profesores se presenta
al tratar de verificar que una funcién representa una primitiva, en tal situacién, diremos que
no es suficiente el comprobar que la derivada de la funcién, nos de como resultado el inte-

grando; sino que también es importante verificar que la funciéon candidata a ser primitiva sea
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diferenciable en todo punto del dominio del integrando. De esta manera, aunque los calculos
de F'(z) y G'(z) son correctos, sélo la funcién G(x) es diferenciable en el mismo intervalo

donde estd definida la funcién f(z) = s5%—, y por lo tanto G(x) es una primitiva de f.

Para responder la pregunta dos, solo es necesario recordar la segunda parte del teorema
fundamental del cdlculo, es decir, el profesor debe recordar la expresién: f; flz)dz = F(b) —
F(a) donde F' es una primitiva de f. Haciendo uso de este teorema, obtenemos los siguientes
resultados:

Para la funcién F(z) = arctan ( tan £) tenemos

2 2
2 de=F(2r)— F(0) =0
/0 5+ 3cosz (2m) (0)=0,

( senz
cos x+3

luego para G(x) = £ — arctan ) obtenemos

2

2 2
/0 5+3 Cosxdx G2m) - GO) =

Es en esta parte, donde esperamos que los profesores hagan una reflexion acerca de la discre-
pancia de ambos resultados obtenidos. Esta reflexién les sera de gran utilidad para responder
la ultima pregunta de la actividad, en la cual pretendemos obtener evidencia sobre sus ar-

gumentos empleados al determinar si alguno de los dos resultados es correcto y el por qué.

Debido a que la funcion f es siempre positiva, podemos deducir que la integral fo% = +32cosxdx
debe ser mayor que cero; en efecto, el resultado correcto es 7, debido a que G(x) es una primi-
tiva de f(z) en el intervalo [0, 27|, en cambio F'(x) no lo es, debido a que no es diferenciable
en el punto x = 0, y en consecuencia, al emplear el teorema fundamental del cdlculo se ob-
tiene un resultado erréneo. Es importante mencionar que con esta actividad, se da evidencia
respecto a la relacion del concepto de integral indefinida con el concepto de integral definida;

con lo cual, se espera que cada profesor comprenda la importancia del calculo de primitivas

en el uso del teorema fundamental del célculo.
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3.3.

Procedimiento de la Investigacion

Esta investigacion se llevé a cabo en las siguientes tres etapas:

En la primera etapa se disené un cuestionario con base en el marco conceptual: apren-
der matematicas con comprension (descrito en el capitulo anterior); el cual, nos permi-
ti6 recabar informacién presente en los profesores, respecto a las situaciones del calculo

de integrales indefinidas discutidas en el capitulo 1.

La segunda etapa fue la aplicacion del cuestionario, la cual se realizé en tres sesiones,
una por dia; es decir, se citd en tres ocasiones a los diez profesores encuestados, los
cuales fueron reunidos dentro de un salén de clases. En la primera sesién (correspondi-
ente al primer dia), se aplicé de forma individual la primera parte del cuestionario que
consiste de nueve preguntas de caracter conceptual, dando un tiempo maximo para
responderlo en su totalidad de hora y media. Para la segunda parte del cuestionario
que consta de cuatro actividades, se realizaron dos sesiones de trabajo de dos horas
cada una (correspondiente a los dos dias restantes). En la primera sesion se discutieron
las actividades uno y dos; y en la segunda las dos actividades restantes. Es importante
mencionar que cada actividad fue resuelta primero de forma individual; posteriormente
se realizé una discusion grupal que fue audiograbada en donde se trataron temas fun-
damentales implicitos en cada actividad. A continuacion daremos algunas preguntas

que fueron realizadas, durante la discusién de cada una de ellas.

Para la actividad 1. Una vez que habian respondido la actividad, se hizo énfasis
en que usualmente al calcular una integral indefinida, se debe trabajar primero
con el integrando, de tal forma que la expresion obtenida sea reconocible; y en
consecuencia, poder usar alguna integral inmediata y/o método de integracién

adecuado.
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Después, para aquellos profesores que no calcularon la integral de forma correcta,

se les hizo notar lo siguiente:

1. Laimportancia de emplear la definicién valor absoluto para resolver la integral
indefinida, y posteriormente, usar esta definicion para obtener el resultado
final F(x) = % +C.

2. Se les pregunt6 acerca de la constante de integracién mediante la pregunta:
. Debe ser la misma constante de integracién C' para x > 0 y x < 07 esto con
el fin de hacer notar que, para que se cumpla la definiciéon de primitiva, esta

constante debe ser la misma.

Para la actividad 2. Las preguntas que se les plante6 a los profesores una vez que

habian terminado de resolver la actividad fueron:

1. §Cual es tu justificacion para decir que la respuesta es correcta o incorrecta?
Esta pregunta nos permitié obtener una mayor informacion sobre las ideas

que ellos plasmaron en papel, y que fueron ttiles en el proceso de analisis.

2. Para aquellos profesores que no respondieron de forma correcta, se les pre-
gunté: jEs F(z) = —log(log(cosx)) una primitiva de f(z)? El propésito de
esta pregunta, fue la de evidenciar que la funciéon F' no toma valores reales; y
mediante la definicién de primitiva, hacer notar que F' no es derivable en el
dominio de definicién de f.

3. Por 1ultimo, una vez que se habian percatado de lo anterior, se les men-

cioné que el problema surge a partir de la integral inmediata [ 2 = log [u].

Para la actividad 3. Recordemos que esta actividad estuvo conformada por dos pre-
guntas; en la primera de ellas se dejo al profesor que respondiera con base en sus

conocimientos asi como en la informacion proporcionada en la actividad anterior.

Para la discusion respecto a las respuestas de la segunda pregunta, se sigui6 el
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siguiente itinerario:

1. Primero se les formul6 la siguiente pregunta: ;Cuales resultados son incorrec-
tos? Esto con el fin de identificar los resultados que fueron considerados como
erréneos para abordarlos uno a uno, haciendo énfasis en las condiciones que
no cumplen respecto a la definicién de primitiva.

2. Después se abordaron los resultados que fueron considerados correctos de
manera individual, descartando aquellos que eran incorrectos.

3. Para el resultado correcto, correspondiente al inciso (c), se abordo el tema
de la constante de integraciéon mediante la pregunta: ;Por qué C y Cs son
distintas? Para responder esta pregunta, se debe de analizar el dominio de
la funcion % y después aplicar la definicién de primitiva de una funciéon para
concluir que la funcién definida por piezas representa en su totalidad a la

familia de primitivas de la funcién integrando.

Para la actividad 4. Esta actividad estd formada de tres preguntas; en las dos primeras
no hubo necesidad de plantear pregunta alguna, todos los profesores encuestados
respondieron de manera exitosa.

La discusion se centro en la pregunta tres, en la cual se abordaron las siguientes

preguntas:

1. Una vez que habian respondido la pregunta dos, se les pregunté: ;A que se
debe la obtencién de dos resultados diferentes?, ; Cuél es el resultado correcto?
Con estas dos preguntas se condujo a los profesores a reflexionar sobre el
resultado correcto mediante el andlisis de los dominios de las funciones F(z)

y G(z) asi como el uso de la definicién de primitiva.

= En la tercera etapa, se realizé el andlisis cualitativo de las respuestas obtenidas a cada

pregunta y a cada actividad del cuestionario aplicado. Este andlisis se realizé tomando



COMPRENSION DEL CONCEPTO DE INTEGRAL INDEFINIDA. 5%5)

en consideracion las ideas centrales puestas en juego acerca del concepto de integral
indefinida; mismas que fueron explicadas para cada pregunta y cada actividad en la
seccion anterior. Recordemos que una completa comprensién por parte del profesor
respecto al concepto de integral indefinida, estda dado si tiene conocimiento acerca de
estas ideas centrales. Ademas, de las discusiones realizadas, se buscé obtener infor-
macion acerca de cémo el profesor articula su conocimiento matematico y céomo lo

comunica; actividades que son importantes en la comprensiéon del concepto de integral

indefinida.



Capitulo 4

Analisis de Datos

En este apartado se detalla el andlisis realizado a cada de una de las respuestas dadas por
los profesores, a cada una de las preguntas del cuestionario descrito en el capitulo anterior.
Recordemos que tanto la primera como la segunda parte del cuestionario consistieron de pre-
guntas para cuyas respuestas el profesor requiere un conocimiento relativamente profundo
sobre el concepto de integral indefinida. Debido a lo anterior, el analisis aqui mostrado es de

caracter cualitativo.
Por otra parte, es 1til mencionar que de aqui en adelante nos referiremos a cada profesor con
base en la tabla 3.1, en la cual, se proporciona informacién sobre la preparacion académica

de cada uno de los profesores que respondieron el cuestionario.

A continuacion se muestra el analisis correspondiente a la primera parte del cuestionario.

26
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4.1. Analisis de las Respuestas. Primera parte del
cuestionario.

Pregunta uno. En la primera pregunta se pide el significado de los siguientes conceptos:
Integral de una funcién, Integral indefinida e Integral definida. Para las respuestas corres-
pondientes a la definicién de integral de una funcién, solo un profesor no respondio; otro
profesor describié el concepto de integral de una funcién como el proceso de calcular su
primitiva, en su respuesta menciona que la integral de una funcién es: la operacion inversa
a la derivada. Por otra parte, tres profesores respondieron mediante la simbologia, es decir,
escribieron [ f(z)dx = F(z) + C como significado del concepto de integral de una funcién;
en cambio cuatro profesores mas, respondieron haciendo alusion a la interpretacién de la

integral de una funcién como area bajo su curva; como se puede observar en la respuesta:

» Integral de una funcion ﬁ
[ _qu:ctifa. que nos SIYVE paiw Coroce o=
arec, e un (”f')'-:.'t. lg coal Se saca put ,
de 0 s pog fr* 1Sy daspoes g6 von, Inte
Jha potl Unca

Profesor 3. Integral de una funcion.

En la respuesta anterior, se percibe que el profesor interpreta de forma implicita el cdlculo de
areas como suma de areas, debido a que menciona que el area total de una figura se obtiene
mediante la suma de areas pequenas que conforman dicha figura. Solo un profesor considera

la integral de una funcion como limite de sumas de Riemann:
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» Integral de una funcién S ¢e / * [g, ;,’} _—sn
C;Dth P:- fé“lt"") {"‘? - s Pt\‘i.f.{;ﬂ &‘ ZO!JJ:I 9
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A, = Z 1_/ 2
o 1 )
& r/" wal )’0:&) :-‘}r:’;: de 2)emenn
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B b it v 23 Jix ) I x. .
‘ i) P | - . % 5§
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Profesor 8. Integral de una funcién.

En su mayoria, los profesores conciben el término integral de una funciéon como la integral

definida y no como primitiva o antiderivada.

Respecto al concepto de Integral indefinida, cinco profesores la conciben como una familia
de primitivas; sus respuestas, hacen referencia a la adicion de la constante de integracién.
Por ejemplo, el profesor 1 respondié: [ f(z)dz = F(z) 4+ C, donde C' es una constante in-
definida; en este caso el profesor no establece ninguna definicién o descripcién del concepto.
Otras respuestas dadas por dos profesores solo hacen mencion a una primitiva, es decir, para
ellos la integral indefinida es una primitiva. Otros dos profesores proporcionan respuestas
ambiguas, no aportan suficientes elementos que muestren que tienen una idea clara sobre lo
que significa la integral indefinida; por ejemplo, un profesor menciona: Es la integral de una
funcion de manera general. Otro profesor escribio: Fs aquella que no se encuentra dentro de
un intervalo, de donde suponemos que este profesor se refiere a la ausencia de los limites de
integracién que caracterizan a una integral definida, los cuales, no estdn presentes en una
integral indefinida. Por tltimo, uno de los profesores no dio respuesta alguna, solo menciona
que la integral de una funcién es igual a la integral indefinida, sin decir lo que significa alguno

de los dos conceptos.
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En relacion al concepto de integral definida, solo un profesor no dio respuesta alguna; otro
confundié el concepto de integral definida con el de integral indefinida, la describié como la
primitiva. Dos profesores mas dieron como respuesta la interpretacién de la integral definida
como el area bajo una curva; otro profesor describe la integral definida como la férmula dada

por el teorema fundamental del calculo:

s Integral definida | deral,  (ab b o dands

~ t : \‘_-'r‘ r{—\“.\";_’lb en
e ["h\ Jae fun

Pow: TR/ s () -TO

| !
Jo o

Profesor 4. Integral definida.

Puede observarse que el profesor tiene algunas confusiones con la escritura misma de la férmu-
la del teorema fundamental del célculo, pues en el integrando escribe f/(z) con f mintscula
y no con F' mayuscula; sin embargo, lo importante a resaltar de esta respuesta es que este
profesor identifica la definicion de integral definida con el teorema fundamental del calculo,
no acude a la definicién via sumas de Riemann. Las respuestas restantes correspondientes a
cinco profesores, solo hacen mencién al calculo de la integral de una funcion definida en un

intervalo [a, b], mediante la expresién f; f(z)dz sin describir el concepto.

Es importante mencionar que en algunos casos las respuestas de los profesores no necesa-
riamente pueden considerarse incorrectas, pues las acepciones que los autores de libros de
calculo adoptan de los conceptos de integral e integral indefinida pueden diferir de autor a
autor. En varios casos las respuestas emitidas por los profesores solamente reflejan las acep-

ciones adoptadas por los autores de los textos que leen. Por ejemplo, recordemos que en la



COMPRENSION DEL CONCEPTO DE INTEGRAL INDEFINIDA. 60

secciéon 1.5 se mencionaron algunos libros elementales de célculo, en los cuales la definicion de
integral de una funcion estaba enfocada hacia el concepto de integral indefinida; en cambio
otros, se enfocaban hacia al concepto de integral definida. Segin lo anterior, podemos decir
que en el nivel medio superior, no hay un consenso sobre la definicién de los tres conceptos;
sin embargo, en otros casos las respuestas de los profesores ciertamente reflejan un pobre

conocimiento o falta de comprensién de los conceptos.

Pregunta dos. Con respecto a la pregunta dos, los diez profesores respondieron correcta-

mente expresando que en la relacion F'(z) = f(z), F(z) recibe el nombre de primitiva.

Pregunta tres. Por otra parte, para la pregunta tres, en donde se pide el significado de la
expresion [ f(z)dx = F(x), cinco profesores respondieron que F(z) es una funcién primitiva
de f(z), algunos de ellos se apoyaron en la relaciéon F’(x) = f(x) para su respuesta. Llamaron

la atencion las respuestas de dos de estos cinco profesores:

3. ;Qué significado tiene la igualdad [ f(z)dr = F(z)?

ﬂ,r] 7"‘ Wy l/:; _f.i.*' JI. e ’JJ) # r ) e n;— I.;-").} W 1 f i P Co
.. f - \ — ~ 7 - / ':.
) L \_{:]rf' ' W br.f;_-. Jl. |/9 ‘:f i L ! ¥ J f ! ¥ / i o ‘,‘! = = X ;

Respuesta a la Pregunta 3 dada por el Profesor 7.

En cambio para el profesor 8, F'(x) representa el conjunto de primitivas y no una primitiva

de f(x):
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3. {Qué significado tiene la igualdad [ f(z)dz = F(z)?
Fea) es .E@ on-rhc,. d’c vnaene , pove N cua )
\0 ét(\\'ﬂkéﬂ AC ﬂ}é& Q\e(\-\ﬁ_g\kﬁ s PTC{‘EQWQI\.\\Q /{"{) L
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Respuesta a la Pregunta 3 dada por el Profesor 8.

Aunque debido al contexto del cuestionario, debiera ser evidente que F'(z) representara una
primitiva de f(x), este profesor no lo consideré asi debido al conocimiento que tiene respecto

a que la [ f(x)dr representa la familia de primitivas.

Por otra parte, otro profesor escribié: ...la derivada es inversa a la integral, y hace referencia
a la expresiéon F'(z) = f(x). Dos profesores més no identifican que F'(z) es un elemento que
pertenece al conjunto de primitivas, y solo mencionan que la expresion [ f(z)dz = F(z)
representa la integral indefinida de una funcién. Por ltimo, un profesor dio una respuesta
carente de sentido, o por lo menos no aporta elementos necesarios para su analisis, ¢l respon-
dio: Es la wnversa de la funcion, mostrando una confusién en el manejo del concepto de

funcion inversa.

Pregunta cuatro. En la pregunta cuatro, donde se pide justificar la presencia de la cons-
tante de integracion en la integral indefinida, siete profesores saben que con la presencia de la

constante de integracién se genera la familia de primitivas; como se observa en la respuesta:
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4. ;Qué papel juega la constante de integracion en la integral indefinida?
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Respuesta a la Pregunta 4 dada por el Profesor 10.

En la cual, estamos suponiendo que la expresion: una familia de resultados, se refiere a la

familia de primitivas. Otra respuesta correcta es la siguiente:

4. ;Qué papel juega la constante de integracién en la integral indefinida?
la
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P(x) = 129

Respuesta a la Pregunta 4 dada por el Profesor 4.

Al igual que en estas respuestas, en las restantes, ningtin profesor argumenta que con la cons-
tante de integracién se generan “todas” las funciones primitivas; es decir, estos profesores
dieron como justificacion el hecho de que si a una primitiva se le adiciona una constante se
obtiene otra primitiva, pero no se percataron de que eso no justifica que la familia completa
de primitivas se genera de esa manera, para justificar lo anterior, se requiere el teorema del

valor medio del cdlculo diferencial.

Los tres profesores restantes, muestran una falta de comprensién respecto al papel que juega
la constante de integracion en la integral indefinida, para ellos esta constante repercute en la
posicién geométrica de la funcion primitiva; es decir, la constante de integracion solo indica

la traslacion de la funcién primitiva respecto al eje y. Como ejemplo se tiene la respuesta:
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4. jQué papel juega la constante de integracion en la integral indefinida?
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Respuesta a la Pregunta 4 dada por el Profesor 7.

Pregunta cinco. Respecto a la pregunta cinco, en donde se pide justificar si son correctas o
erréneas tres expresiones obtenidas al calcular la integral: [ sen x coszdz. De los diez profe-
sores encuestados, solo un profesor dio una respuesta sin elementos que nos indique si alguno
de los resultados obtenidos por los alumnos es correcto o no lo es; este profesor, no concibe la
idea de que se pueden obtener diversos resultados al calcular una integral indefinida, mismos
que pertenecen al conjunto de primitivas de la funcién sen x cos x. El escribié: No. Solo hay
una funcion que al obtener su antiderivada dard sen x cosx; en la cual estamos suponiendo
que este profesor confundié el proceso de derivar con el de antiderivar, mostrando asi una

mala comprension respecto a esta situacion.

Otro profesor menciona que el tinico resultado correcto es % + (', el cual obtiene medi-
ante la sustitucién u = sen x; para los dos resultados restantes, la falta de conocimiento de la
propiedadﬂ Un factor constante puede escribirse o delante del signo integral o después de €l,

es decir [ edr = ¢ [ dx para ¢ constante; le impide obtener a este profesor ambos resultados.

Un profesor mas, al intentar calcular el tercer resultado, olvida escribir un signo menos du-

rante su procedimiento; con esto argumenta, que solo los resultados uno y dos son correctos.

!Tomada de Granville pag. 231-232
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De ahi en fuera, los siete profesores restantes calcularon de forma inmediata cada integral o

en su defecto derivaron cada resultado para argumentar que los tres resultados son correctos:

5. Suponga que tres alumnos obtienen por diferentes métodos de integracion los siguientes

resultados
/sen rc0szdz = %% +0 —
/sen zrcoszdz = —# +0 —@
fsen zcoszds = _cmTh $0 — - ¥

i Los acepta como resultados correctos? Justifique su respuesta.
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Respuesta a la Pregunta 5 dada por el Profesor 5.

Pregunta seis. Respecto a la pregunta seis, en donde se cuestiona que con cudal de las
tres expresiones de la pregunta anterior se genera la familia de primitivas de la funcion

f(x) = senz cos z; de los siete profesores que respondieron a la pregunta cinco que los tres
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resultados obtenidos eran correctos, solo cuatro de ellos respondieron que con cualquiera de

los tres resultados se genera la familia de primitivas:

6. Con base en la pregunta anterior, responda: j Con enal de los tres resultados obtenidos
por los alumnos se genera la familia de primitivas de la funcién f(z) = sen rcosz?

Argumente su respuesta.
Lis feé> pestveTds GepMiMde L6 Famius Pe., fRasmivas , 2k goF LiF TS
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Respuesta a la Pregunta 6 dada por el Profesor 9.

Los demas profesores, solo escribieron la expresién de alguno de los tres resultados dados
en la pregunta cinco. Llamé la atencién la respuesta del profesor 1, en ella menciona que
con los primeros dos resultados se genera la familia de primitivas, puesto que para el tercer
resultado la constante de integracién tenia un valor definido; por lo cual, podemos decir que

este profesor no tiene una completa comprension sobre el significado de la familia de primi-

_cos2x _ 1

1 1 s un elemento de la familia de primitivas de la funcion

tivas, ya que la funcion

f(x) =senzcosx con C3 = —

=

Tres profesores mas respondieron con base en su respuesta a la pregunta cinco; por ejem-
plo, para el profesor 7, el cual respondié que los resultados correctos eran los dos primeros,
escribi6 que la familia de primitivas se genera con cualquiera de estos dos resultados. Final-
mente el profesor 2 indicoé que la familia se generaba con el segundo resultado debido a que

es una primitiva de la funcién sen x cos x:
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6. Con base en la pregunta anterior, responda: jCon cudl de los tres resultados obtenidos
por los alumnos se genera la familia de primitivas de la funcidén f{z) = sen rcosx?

Argumente su respuesta.

Respuesta a la Pregunta 6 dada por el Profesor 2.

Pregunta siete. Respecto a la pregunta siete en donde se pide informacién acerca de la
. _ 2 . , . .
integral [ e * dxz, de los diez profesores, solo un profesor mostré conocimiento sobre esta

integral no elemental:

7. i Qué puede decir acerca de la integral [ et dz?
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Respuesta a la Pregunta 7 dada por el Profesor 9.

En esta respuesta, se percibe que este profesor tiene el conocimiento de que el area bajo
la curva de la funcién e~ puede ser aproximada. Algo similar respondié otro profesor, él
escribié: Indefinida no existe, pero ffooo st; entendiendo que si podemos aproximar la inte-
gral ffooo e~ dx. Para estas respuestas, se puede percibir la idea errénea de la no existencia

x

de primitiva de la funcién e=*", la cual, por la primera parte del teorema fundamental del

célculo se tiene que una primitiva de esta funcién es de la forma G(z) = fcz e dz.
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Por otra parte, solo un profesor no respondié a esta pregunta, y tres profesores mas redactaron

una respuesta ambigua. Por ejemplo, un profesor escribié:

7. 0ué puede decir acerca de la integral [ e~ * dx?

3: :?r'\ o VB,
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Respuesta a la Pregunta 7 dada por el Profesor 10.

Indicando con su respuesta, que el problema (mismo que traslada a sus alumnos) para calcular
la integral indefinida, se debe a la presencia del signo menos; sin dar mas detalles de esto.

Otro profesor, al realizar infructuosos intentos por resolver la integral, al final solo escribio:

7. ;iOué puede decir acerca de la integral f e~ =*dx?

j T Adx =7
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Respuesta a la Pregunta 7 dada por el Profesor 3.

—2* con el fin de poder calcular

Este profesor, trato de analizar las propiedades de la funcién e
su integral indefinida; un profesor mas solo respondié que la integral indefinida es complica-
da, sin dar mas elementos en su respuesta. Los cuatro profesores restantes intentaron calcular

la integral mediante integraciéon por partes, hecho que nos indica la falta de conocimiento de

esta integral no elemental.
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Pregunta ocho. Con relaciéon a la pregunta ocho, en la cual se aborda el tema sobre la

continuidad de la funcién primitiva, solo se obtuvo una respuesta correcta:

3 -Toda antiderivada es continua? Justifique su respuesta.

C:Jf jﬂ- qldﬂ Jr:u.:, gwf\iv o Pﬁ vee oJdc S2 & 5,
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Respuesta a la Pregunta 8 dada por el Profesor 10.

Podemos observar que este profesor emplea el resultado del calculo diferencial: Toda fun-
cion derivable es continua, para responder de manera satisfactoria. No ocurrié asi con ocho
profesores, quienes respondieron de forma negativa debido a la falta de comprensién de la

definicion de primitiva. Por ejemplo, un profesor dio como respuesta:

8. jToda antiderivada es continua? Justifique su rmpuesta. p
oo aécfu rgl.a,
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Respuesta a la Pregunta 8 dada por el Profesor 8.

Notamos que este profesor presenta una mala comprensién del concepto de continuidad, es
decir, existe la idea errénea de que una funcién definida por piezas siempre es discontinua,
olvidando el caracter puntual de la definicién de continuidad, esto es, solo podemos hablar
de continuidad para los puntos pertenecientes al dominio de la funcién. Lo escrito antes
también se presentd en las respuestas de los demés profesores, y el profesor restante no dio

respuesta a esta pregunta.
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Pregunta nueve. La pregunta nueve tiene el propdsito de averiguar si los profesores ligan
el calculo de primitivas con el teorema fundamental del calculo, al respecto, tres profesores
respondieron que el calculo de primitivas es importante para calcular el drea bajo la curva
de una funcién; cinco profesores mas, mencionaron la importancia del cdlculo de primitivas

en otras areas de la ciencia, asi como su aplicacion en el modelado de fenémenos fisicos:

9. ;Cual es la importancia del cdleulo de primitivas dentro de todo el contexto del Caleulo?
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Respuesta a la Pregunta 9 dada por el Profesor 9.

Cabe mencionar que en estas respuestas, esta presente de forma implicita el teorema funda-

mental del calculo.

Las respuestas dadas por los dos profesores restantes, mencionan que la importancia del
calculo de primitivas ayuda a determinar de forma “general” la integral de una funcién.
Aunque en cada una de las respuestas no se hace mencién del teorema fundamental del
calculo, esto no implica que los profesores no tengan conocimiento del mismo. A continuacién

mostramos una de las dos respuestas:
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. gy & i}-
9. ;Cuél eslaimportancia del céleulo de primitivas dentro de todo el contexto del Caleulo?
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Respuesta a la Pregunta 9 dada por el Profesor 10.

4.2. Analisis de las Respuestas. Segunda parte del
cuestionario

Recordemos que la segunda parte del cuestionario consistio de cuatro actividades que fueron
realizadas primero de forma individual, y después, una vez que habian concluido la actividad
se llevé a cabo una discusion del problema con el fin de obtener una solucién correcta. Cabe
mencionar, que cada una de las discusiones fue audiograbada con el propésito de evidenciar

el intercambio de ideas entre los profesores respecto a la solucién de cada actividad.

A continuacion se describe el anélisis realizado a cada una de las actividades del cuestionario,
en el cual, se hace mencion a algunos fragmentos de las discusiones realizadas de tal forma
que se pueda observar cémo los profesores modifican algunas ideas erréneas respecto al con-

cepto de integral indefinida.

Actividad uno. En la primera actividad se le pidi6 a cada profesor que calculara la siguiente
integral: [ |z|dz; la cual, solo fue parcialmente resuelta por el profesor 2 mostrando una cierta

comprensién en su calculo, esto se observa a continuacion:
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Actividad 1. Calcule la integral: [ |z|dz.
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Respuesta a la Actividad 1 dada por el Profesor 2.

Notemos que este profesor emplea la definicién valor absoluto para llegar a su solucion, la
cual expresa mediante la funcién F(z) definida por piezas. Sin embargo, también podemos
observar que realiza un primer intento al calcular la integral, en el cual por la definicion de
valor absoluto intenta calcular la integral mediante una suma de dos integrales, en donde
el primer integrando corresponde a la funciéon —x para z < 0 y el segundo integrando a la
funcién x para x > 0. No obstante al calcular esta suma de integrales se percata de que la
expresion que obtiene no tiene sentido, lo que obliga a este profesor a reflexionar sobre el
concepto de primitiva para llegar a la solucién dada por F'(x). Esto ultimo se observa en el

Diélogo 1 correspondiente a la discusién realizada, mostrado en el Apéndice B.

Sin embargo, la solucién obtenida no es correcta, debido a que las constantes de integracién
Cy y Cy deben ser las mismas para todo valor real de z; ya que con esto, la funcién F(x) es

diferenciable en todo el dominio de la funcién valor absoluto de z.

Otro profesor que siguié un procedimiento parecido al anterior fue el profesor 4, su respuesta

se muestra a continuacion:
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Respuesta a la Actividad 1 dada por el Profesor 4.

Notemos que este profesor escribe la soluciéon de la integral mediante una funcion definida

por piezas, en la cual propone la misma constante de integracién para todo valor real de .

Sin embargo, después trata de sumar cada uno de los resultados, para x > 0y < 0 sin

concluir su procedimiento. Con lo anterior podemos decir que este profesor no se percata que

ha calculado la integral, debido a que no posee una completa comprensién de la definicién de

primitiva y por ello trata de obtener una sola expresién que le represente una primitiva del

integrando. Esto iltimo esta presente en la respuestas de cuatro profesores mas en las cuales,

a partir de la definicién valor absoluto, intentan hallar la familia de primitivas mediante la

suma de las integrales — [wdx para © < 0y [wdz para z > 0. Por ejemplo, se tienen las

respuestas de los profesores 3 y 10:

Actividad 1. Calcule la integral: [ |z|dz.

X< o — X
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Respuesta a la Actividad 1 dada por el Profesor 10.
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Este profesor, al percatarse que obtiene como soluciéon una constante tacha su resultado y

no es capaz de obtener alguna otra soluciéon al problema planteado. Otra respuesta es la

siguiente:
Sea
A S X220
&ﬂ = ® 35 =7
= LY 1 '

o heo- J

j-xdqw, XQJ, + G(oucl%

-Xde v e + 22=2C

ell"wna OS\JI‘C! tjt'?mldno pute Jt,,s ln'lzruu ¢s |
) lo mo as
Q os lu PULHML r:t-' 6s r'M‘\[IﬁUGL ; P97 Jo ton

Jo

fn :Lﬂ?rﬁj C";v ﬁl{_.fc" ({

Respuesta a la Actividad 1 dada por el Profesor 3.

En la respuesta anterior podemos observar que este profesor también intenta hallar la fami-

lia de primitivas mediante la suma de dos integrales, sin embargo, al percatarse que obtiene

una constante como solucién, trata de escribir argumentos (los cuales son ambiguos) que le

ayuden a justificar su respuesta obtenida.

Durante la discusién, se puso en evidencia que los profesores intentaban sumar las dos in-

tegrales obtenidas para cada intervalo con base en la definicion del valor absoluto, con el

proposito de hallar una sola expresién que representara la familia de primitivas del integran-

do, mostrando una falta de comprension en el calculo de la familia de primitivas. Lo anterior

se observa en el Didlogo 2 realizado para esta actividad (ver Apéndice B).
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Una respuesta en la cual se observa una falta de comprension en el concepto de continuidad,

es la del profesor 5:
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Respuesta a la Actividad 1 dada por el Profesor 5.

Adema&s se muestra una carencia en el entendimiento de la definicién de primitiva, lo que
conlleva al profesor a no poder resolver el problema; asi mismo, se observa que este profesor
no tiene conocimiento sobre el supuesto de que una funcién es integrable en un intervalo [

si es continua en ese intervalo.

Por otra parte, el profesor 7 calculd la integral para las funciones f(z) = z y f(z) = —=,
pero no para la funcién f(z) = |z|. Este profesor intent6 calcular la integral del valor
absoluto de x considerando dos casos, x > 0 y x < 0. En cambio, el profesor 8 respondié:
[|z|dz =2 [ xdz = 22? = 2?; durante el didlogo sostenido con ¢l (ver Didlogo 3 en Apéndice

B), expresa que la integral [ |z|dz debe ser dos veces el drea de la funcién z, por lo cual su
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solucién obtenida es F(z) = 2.

Por 1ultimo, el profesor 9 responde que no existe una primitiva de la funcién valor absoluto,
sin embargo si podemos calcular la integral definida; hecho que resulta contradictorio de
acuerdo a su respuesta, pues aunque este profesor no es capaz de calcular dicha primitiva,

’ . . a
si la emplea para calcular la integral definida f_a |z|dz como se observa en su respuesta:

Actividad 1. Calcule la integral: [ |z|dz.
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Respuesta a la Actividad 1 dada por el Profesor 9.

Por otra parte, es importante mencionar que al final de la discusion todos los profesores ex-
presaron haber entendido el calculo de la integral f |z|dz, cuya familia de primitivas esté re-
presentada por la expresion
Flz) = { %2:: C, para x = 0;
—% +C, parax <.
En el Didlogo 4 mostrado en el Apéndice B, se muestra la conversacion de los profesores
respecto a la igualdad de las constantes de integracion de F'(x), hecho que resulta de gran

importancia para que F'(z) sea diferenciable en el mismo dominio que la funcién |z|.

Actividad dos. En la segunda actividad se les pidi6 a los profesores que justificaran si era



COMPRENSION DEL CONCEPTO DE INTEGRAL INDEFINIDA. 76

tanx

correcta o incorrecta la igualdad: [ mdw = —log(log(cosz)) + C; es decir, tenfan que

justificar si F'(x) = —log(log(cosx)) 4+ C' representaba la familia de primitivas de la funcién
f(z) = WQ&%. Para ello, cinco profesores procedieron a calcular la derivada de F(z) y al

obtener como resultado la funcién f(x), concluyeron que la igualdad era correcta, como se

muestra en la respuesta siguiente:

Actividad 2. Analice el siguiente calculo de la integral [ o= dx.

Escribiendo
tan T —m
f log(cos ;r:)dz - log(cos ) dz. (1)

En vista de que la expresion —22Z es la derivada de la funcién log(cos ), haremos la
sustitucién u = log(cosz), de modo que du = —L1*dzr. De esta manera, el integrando

de la segunda integral en (1) se puede expresar en términes de u como sigue:
- f ;ﬁt_f_ :-f . —log(u) + C = — log(log(cos z)) + C.
log(cos x) u

W Obteniendo finalmente que [ h:“j‘—t.ﬁjdx = —log(log(cosx)) + C.

#Es correcto este resultado? Justifique su respuesta. ,
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Respuesta a la Actividad 2 dada por el Profesor 6.

Un procedimiento similar llevé a cabo el profesor 5, quien primero calculd la integral y
después calculd la derivada de F'(x); y debido a que obtiene el mismo resultado expresado
en la actividad, escribe que el procedimiento es correcto. En la siguiente imagen se muestra

el célculo que hizo este profesor respecto a la integral de la funcién f(x):
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Respuesta a la Actividad 2 dada por el Profesor 5.
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Un hecho interesante es que para responder la pregunta, la mayoria de los profesores pro-
cedieron a calcular la derivada de la funcién F(z); para estos profesores, podemos decir que
no tienen una profunda comprensién respecto al dominio de derivabilidad de una funcién
primitiva. Esto se muestra en un fragmento de la discusion que se entablé al respecto en esta

actividad (ver Didlogo 1 en Apéndice B).

También podemos observar, que ninguno de estos profesores considerd el dominio de la fun-
cién F'(x) antes de realizar algin célculo. El percatarse de que el dominio de la funcién F' es
el conjunto vacio, proporciona el punto clave que conlleva a emplear correctamente la integral
inmediata [ %“, la cual, tiene como una primitiva la funcién log |u|, y de esta manera resolver
con éxito la actividad. Al respecto, el profesor 9 después de derivar F'(z), trata de analizar el
dominio de la funcién integrando f(x) donde se percata que esta funcién no es continua en
todo el conjunto de los nimeros reales, sin embargo, no analiza el dominio de la expresion
que se propone como la familia de primitivas; de esta manera, lo que él hace es suponer que
la funcién F(x) estd definida en el mismo dominio que f(x) para después proceder a derivar
la funcién F(x). Lo antes escrito se observa en el fragmento correspondiente al Didlogo 2

(ver Apéndice B) tomado de la discusién realizada.

El tnico profesor que hace mencién acerca del dominio de la funcién logaritmo, es el profesor

7 como se puede leer en su respuesta:



COMPRENSION DEL CONCEPTO DE INTEGRAL INDEFINIDA. 79

Actividad 2. Analice el siguiente cdlculo de la integral [ =t dz.
Escribiendo r

tan T
_/ log(cos I} f lug[ms ;r} o

En vista de que la expresién —2LZ es la derivada de la funcién log(cosz), haremos la

sustitucién u = log(cos ), de modo que du = —Z2Zdz. De esta manera, el integrando

de la segunda integral en (1) se puede expresar en términos de u como sigue:

;:-'i =— fd—u = —log{u) + C = — log(log(cos x)) +C.
log(cos x) u )
Obteniendo finalmente que _f —dr = lngﬂog(msz}f+ C.

;Es correcto este resultado? .]ust:ﬁque su respuesta.
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Respuesta a la Actividad 2 dada por el Profesor 7.

Notemos que este profesor repara en la necesidad de colocar las barras del valor absoluto
en F(x) (incluso se las coloca en la redaccién de la actividad) de tal manera que F(x) este
definida. Sin embargo aunque su respuesta es correcta, no da mas argumentos que indiquen
que al colocar las barras de valor absoluto en la expresién F'(x), ésta tltima representa la
familia de primitivas de f(x). Algo similar se muestra en la respuesta dada por el profesor

8, en la cual solo hace mencién de la ausencia de las barras del valor absoluto en la integral

du pero no da mas argumentos sobre como esto afecta el calculo de la integral f tanz __ ..
u’ log(cos x)

Con relacién a lo antes escrito, se entabla una discusion entre dos profesores acerca de la

importancia de colocar las barras de valor absoluto en la funcién logaritmo, esta discusién
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se puede leer en el Didlogo 3 Apéndice B.

Por tltimo, el profesor 1 menciona que no es correcto el resultado pero no da argumentos que
apoyen su respuesta; al parecer trata de derivar sin éxito la expresién F'(z), de esta manera,

no podemos decir algo sobresaliente respecto a su respuesta.

Actividad 3. Respecto a la pregunta uno de la actividad tres en la que se pide calcular la
integral de la funcién %, cinco profesores escribieron como respuesta la expresion log(z) 4 C,
en cambio los cinco profesores restantes dieron como respuesta: log |z|+C’ siendo esta ultima

la solucién correcta.

Para la pregunta dos que consiste en argumentar si son correctos o erréneos cada uno de
los cinco resultados obtenidos del cdlculo de la integral [ %dx, se obtuvieron las siguientes

respuestas:

= Respecto al inciso (a), cuyo resultado estaba indicado por la expresién [ Ldz = log(z),
todos los profesores encuestados concluyen que este resultado no es correcto. De los
diez profesores, tres mencionan que no se genera la familia de primitivas debido a la
ausencia de la constante de integracion, otro mismo numero de profesores escribieron
que el dominio de la funcién log(x) no es el mismo que el de la funcién integrando %;
y los cuatro profesores restantes mencionan en su respuesta ambos argumentos. Como

ejemplo, se tiene la siguiente respuesta:
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Respuesta a la Actividad 3, inciso (a) dada por el Profesor 5.

= Para el inciso (b), donde se tiene como resultado la expresién [ L1dz = log|z|, siete pro-
fesores escriben que debido a la ausencia de la constante de integracion este resultado
es incorrecto. Dos profesores, ademas de proporcionar el argumento anterior, mencio-
nan en su respuesta que la funcién log |x| considera tanto los valores positivos como

negativos sin embargo este resultado no es correcto; como se observa en la respuesta:
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Respuesta a la Actividad 3, inciso (b) dada por el Profesor 6.

La respuesta del profesor 3 resulta ambigua y carente de sentido.

= Para el inciso (c), el cual es el resultado correcto, tiene la expresién

fld log|z| + Cy, para z <0
=dxr =
’ log |z| + C2, para x> 0.
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Al respecto, tres profesores no dieron respuesta alguna; un profesor dio una respuesta
que no proporciona elementos respecto a si es correcto o incorrecto este resultado,
él escribié: Se hace uso de la constante de integracion, pero indicando Cy y Cs. Dos
profesores mas indicaron que este resultado era incorrecto, uno de ellos corresponde al
profesor 9 quién escribié: La constante de integracion es diferente para los dos casos,
entonces no cumple, con lo cual, podemos decir que este profesor presenta una falta de
comprension respecto al concepto de funcion primitiva; esto se presenta también en la

otra respuesta incorrecta dada por el profesor 5:
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Respuesta a la Actividad 3, inciso (c) dada por el Profesor 5.

Podemos observar que este profesor se apoya de manera errénea en la grafica mostrada,
él tiene la intuicién de que la curva de la funcién log |x| + Cy “cruza” el eje y. Por
ultimo, los cuatro profesores restantes mencionan en su respuesta que es correcto este
resultado; por ejemplo, el profesor 7 escribié: Correcto por que nos da el mismo dominio,
sin embargo no escribe algiin comentario respecto a las constantes de integracién. Otro

ejemplo es la siguiente respuesta:
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Respuesta a la Actividad 3, inciso (c¢) dada por el Profesor 10.
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Podemos percibir que este profesor reconoce como afecta cada una de las contantes de
integracién a la grafica de la funciéon primitiva en cada uno de los dos intervalos de

definicién de esta funcién.

= Respecto al resultado del inciso (d), escrito como [ 2dz = log|z| + C, solo dos profe-
sores mencionan que no es correcto, en este caso, sus respuestas resultan incoherentes.
Otro profesor no menciona si el resultado es correcto o incorrecto, sin embargo, en su

respuesta menciona que este resultado denota una familia de primitivas:
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Respuesta a la Actividad 3, inciso (d) dada por el Profesor 6.

Los siete profesores restantes consideraron que el resultado era correcto, la mayoria
de ellos argumentaron que la funcién log |x| tenia el mismo dominio que la funcién
integrando y ademads, se obtenia la familia de primitivas debido a la adicion de la

constante de integracién. Como ejemplo mostramos la siguiente respuesta:
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Respuesta a la Actividad 3, inciso (d) dada por el Profesor 1.

» Para el resultado correspondiente al inciso (e), escrito como [ %dx = log(z) + C, seis
profesores argumentaron que este resultado era incorrecto debido al dominio de la

funcién log(z), como se observa en la respuesta:
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Respuesta a la Actividad 3, inciso (e) dada por el Profesor 8.

Esto mismo argumentaron dos profesores mas, sin embargo, en sus respuestas men-
cionan que con la presencia de la constante de integracion se contempla la familia de
primitivas; lo cual no es correcto, debido a que solo se tiene una parte del conjunto de

primitivas de la funcién % Lo anterior se muestra en la respuesta del profesor 5:
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Respuesta a la Actividad 3, inciso (e) dada por el Profesor 5.

Finalmente, un profesor escribié una respuesta ambigua y el profesor 2 fue el inico que

escribié que este resultado era correcto si se tomaba solo la parte positiva del eje x.

Después de realizar la actividad, se llevé a cabo una discusion con el propdsito de hacer notar

a los profesores que el resultado correcto corresponde al inciso ¢. Durante el transcurso de
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dicha discusion, se pudo obtener informacion que sustenta las respuestas antes mencionadas
para cada uno de los incisos. Por ejemplo, en el Apéndice B presentamos un fragmento del
Diédlogo 1 de esta actividad donde se puede observar como los profesores descartan sus res-
puestas erréneas dadas en un principio, para finalmente aceptar que el resultado correcto

pertenece al inciso c.

Es importante mencionar que los profesores 7 y 10 respondieron que eran correctos los incisos
(c) y (d) debido a que para ambos casos, el dominio de la funcién log|z| es igual al de la
funcién X. En cambio el profesor 2 escribié que los incisos (c), (d) y (e) son correctos debido

a que considera solo el intervalo (0, 00):
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Respuesta a la Actividad 3 dada por el Profesor 2.
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En el Didlogo 2 (ver Apéndice B) tomado de la discusién realizada, se muestra la discusién
entre los profesores 2 y 9, en la cual, abordan el resultado del inciso e. Aqui se puede observar
cémo uno de los profesores trata de persuadir al otro profesor de que el resultado del inciso
e no representa el conjunto de antiderivadas de la funcién integrando; al final, este profe-
sor acepta que el resultado correcto es el inciso c. Por ultimo diremos que ningtin profesor
mostré una profunda comprensién respecto al papel que juega la constante de integracién
en el calculo de la familia de primitivas, debido a que no se percataron de que el dominio de

la funcion integrando consiste de la unién de dos intervalos ajenos, para los cuales, hemos
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de elegir constantes de integracién distintas para cada intervalo que compone el dominio de

fa) =5

Actividad cuatro. La actividad cuatro consiste de tres preguntas, en la primera de ellas,

se pide a los profesores que respondan si son correctos los argumentos dados por dos estu-

senz )

diantes respecto a que las funciones F(z) = arctan (3 tan %) y G(z) = £ — arctan (Cosx+3

2

75005 De los diez profesores, siete respondieron que

representan una primitiva de f(z) =
sus argumentos no son correctos, sin embargo de estos siete, solo tres profesores indicaron
que la funcién G(z) si representa una primitiva de f(x). Esto se observa en la respuesta del

profesor 2:

o hedaads d done
1. ;Es correcta la respuesta dada por ambos estudiantes lap Jumcaines \u“}?uﬂjﬁ HT.,“J&

A0

Respuesta a la Actividad 4, pregunta 1 dada por el Profesor 2.

En el fragmento correspondiente al Didlogo 1 (ver Apéndice B) extraido de la discusion re-
alizada, se observan los argumentos que da un profesor sobre la funcién G(x), la cual, es
una primitiva de f(z). Dos profesores mas respondieron que los argumentos dados por los

estudiantes si eran correctos, y solo un profesor no respondié a esta pregunta.

Respecto a la segunda pregunta, los diez profesores calcularon de manera usual la integral

definida f027r 5Jrgﬁdac para las funciones F'(z) y G(z), empleando para ello la segunda parte

del teorema fundamental del calculo, como se muestra en la siguiente respuesta:
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Respuesta a la Actividad 4, pregunta 2 dada por el Profesor 5.

Con relacion a la dltima pregunta, los diez profesores pudieron identificar que la discrepancia

entre ambos resultados obtenidos en la pregunta anterior, se debe a que la funcién F(x) no

es una primitiva de la funcién integrando, debido a que F'(x) no es continua para todo z

real. El profesor 9 quien respondié correctamente a la primera pregunta hizo mencion de lo

anterior, su respuesta se muestra en la siguiente pagina.

Otras respuestas mencionan que la primitiva (suponemos que se refieren a F'(z)) no esté defini-

da en todo el intervalo, esto debido a que la funciéon tangente contiene puntos en su dominio

para los cuales no esta definida. Como ejemplo, mostramos la respuesta correspondiente al

profesor 3 quien respondié de manera errénea la primera pregunta:
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Respuesta a la Actividad 4, pregunta 3 dada por el Profesor 3.
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Respuesta a la Actividad 4, pregunta 3 dada por el Profesor 9.

El Diédlogo 2 mostrado en el Apéndice B, muestra los argumentos dados por un profesor

, . 2w .,
acerca del por qué no es correcto calcular la integral fo 5+3%(Jlﬂ&, usando la funcién F(z).

Ademads, menciona que esta funcion puede ser utilizada para calcular dicha integral definida

si se emplea la propiedad distributiva de las integrales.

Hasta aqui se ha descrito el andlisis para cada pregunta y actividad del cuestionario aplicado,

como se pudo observar, ningun profesor respondio de forma correcta a todo el cuestionario lo
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cual indica que ninguno comprende con profundidad el concepto de integral indefinida. Sin
embargo, se pudo percibir que todos los profesores tienen conocimiento sobre algunas de las
situaciones conflictivas en el célculo de integrales indefinidas (las cuales se explicaron en el
capitulo 1); con esto, podemos decir que que los profesores aqui encuestados comprenden de
forma superficial el concepto de integral indefinida. Esto tltimo se explica con mas detalle

en las conclusiones de este trabajo, las cuales se describen a continuacion.



Conclusiones

Las conclusiones obtenidas de este trabajo de investigacién, permiten responder las pregun-
tas de investigacién planteadas en el capitulo 1, referentes a la comprension del concepto de
integral indefinida de los profesores de nivel medio superior aqui encuestados. También, nos
proporcionan informacion acerca del estatus que le asignan los profesores a este importante

concepto, dentro de todo el contexto del cédlculo integral.

De forma general, este estudio pone de manifiesto algunas ideas erréneas que tienen los pro-
fesores de calculo, respecto a los conceptos de integral indefinida y de primitiva, como se
detalla en parrafos mas adelante. Asimismo, se pudo observar que el instrumento utilizado
para este trabajo al final cumplié dos funciones, la primera, como se dijo antes, fue propor-
cionarnos informacion acerca de la comprension que tienen los profesores del concepto de
integral indefinida, y la segunda, fue que llevé a los profesores a reflexionar sobre algunas
ideas centrales en torno a los conceptos de integral e integral indefinida. Sin embargo, aun
cuando cada profesor manifestaba haber entendido la solucién de los problemas conforme
se iban planteando y resolviendo las actividades, la comprensién de este concepto no era
plena, como lo mostrarian problemas subsecuentes. Una completa comprension del concepto
de integral indefinida requiere de un tiempo de maduraciéon de las ideas involucradas en
este concepto; sin embargo como se mencion6 lineas arriba, las preguntas del instrumento

adoptado, ayudaron a reflexionar y profundizar en la comprensién de este concepto.
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De esta manera, durante el transcurso de las discusiones de cada actividad, los profesores
modificaron las ideas erroneas que tenian respecto algunas situaciones conflictivas que se
les present6 en el calculo de integrales indefinidas, como son: la presencia y significado de la
constante de integracion, la obtencion de diversas soluciones al calcular una integral indefini-
da por diferentes métodos, y situaciones donde es importante analizar el dominio donde es
diferenciable la primitiva obtenida mediante un método particular; estas situaciones, fueron
descritas con mas detalle en el capitulo 1. También, precisaron sus conocimientos acerca de
los casos en donde las funciones no tienen una primitiva elemental, es decir, no tienen primi-
tiva que sea una funcion elemental. De hecho, conforme se llevaban a cabo las actividades,
se pudo observar que cada profesor mostraba un avance en la comprensién de las ideas del
concepto de integral indefinida, de tal manera que la ultima pregunta de la actividad cuatro,

fue resuelta de manera exitosa por todos los profesores participantes.

También se observé que, durante el desarrollo de las actividades y de todo el proceso de com-
prension obtenido durante las sesiones de discusion, condujo a cada profesor a acciones que
son significativas cuando se estd aprendiendo matematicas, mismas que son desarrolladas en
el trabajo de Hiebert & Carpenter (1992) y que expusimos en el capitulo 2: el entendimiento
es generativo, el entendimiento promueve el recordar, el entendimiento reduce la cantidad
de informacién que debe ser recordada, el entendimiento mejora la transferencia, y el en-
tendimiento influye en las creencias. Algunas caracteristicas de estas consecuencias, quedaron
en evidencia después de la conclusion de cada actividad, los conocimientos adquiridos du-
rante las actividades realizadas, jugaron un papel importante y se pusieron de manifiesto en
la resolucién de los problemas planteados en las actividades subsiguientes. Lo antes escrito,
se pudo lograr debido a que el instrumento aplicado se disend con base en las actividades
mentales que favorecen un aprendizaje con comprension, en el sentido de las ideas expresadas

por Carpenter & Lehrer (1999) que son: construccién de relaciones, extension y aplicacién de
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conocimiento matemaético, reflexién sobre las experiencias, articulacién de lo que el individuo
conoce, y apropiacién del conocimiento matemaético; las cuales, favorecieron la comprensién

del concepto de integral indefinida y son detalladas en el capitulo 2.

Por otra parte, respecto a la primera pregunta general de investigacion planteada

1. ; Qué conocimiento matemdtico tiene el profesor acerca del concepto de Integral Indefinida?
se derivaron diferentes preguntas. Con la primera de ellas se pretende indagar el significado
que le dan los profesores, al concepto de integral indefinida:

¢ Qué significado tiene la Integral Indefinida para un profesor?

Al respecto, podemos decir que la mitad de los profesores concebian la integral indefinida
como una familia de primitivas; dos profesores como una primitiva, y las respuestas de los
profesores restantes, no aportaron suficientes elementos que mostraran que tenian una idea
clara sobre lo que significa la integral indefinida. Sus respuestas fueron ambiguas o carentes

de sentido.

Las discrepancias entre las respuestas de la mitad de los profesores y las de los dos profe-
sores, se debe a las diferentes acepciones que los autores de libros de calculo adoptan de
los conceptos de integral indefinida. Las respuestas emitidas por los profesores solamente
reflejan las acepciones adoptadas por los autores de los textos que leen. De esta manera, ya
sea que los profesores entiendan la integral indefinida como una primitiva o como la familia
de primitivas, es el concepto de familia de primitivas el que prevalece en la concepciéon de

integral indefinida, esto es, la familia de funciones cuyas derivadas son la funcion dada.

El término primitiva también es la respuesta de la pregunta dos de la primera parte del cues-

tionario, donde se preguntaba por el nombre que recibe la funcién F' que satisface la relacion
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F'(x) = f(x); sin embargo, se pudo percibir en las respuestas correspondientes a las pregun-
tas y actividades restantes, una problematica relativa al intervalo donde es diferenciable una
funcion primitiva. Por ejemplo, en la pregunta ocho donde se pregunta si toda antiderivada
es continua, la mayoria de los profesores respondieron que una primitiva no necesariamente
es continua, mencionando como ejemplo, el calculo de una primitiva representada por una
funcién definida por piezas. En este caso, existen dos conflictos presentes en las respuestas
de estos profesores; el primero se refiere a una mala concepcién del concepto de continuidad:
existe la idea erronea de que una funcion definida por piezas siempre es discontinua, olvi-
dando el caracter puntual de la definicion de continuidad, es decir, solo podemos hablar de
continuidad para los puntos pertenecientes al dominio de la funcion; el segundo conflicto es
respecto a la comprensién de la definicién de primitiva: los profesores no cayeron en cuenta
que una primitiva de una funcion, siendo derivable necesariamente es continua. El resultado
de que toda funcion derivable es continua, es ampliamente conocido por los profesores, sin
embargo cuando se les hace esta pregunta en términos de primitivas parecen olvidarlo. Otro
ejemplo se presentd en la actividad dos, en la cual, la mayoria de los profesores no se per-
cataron de que el dominio de la funcién — log(log(cosx)) es el conjunto vacio; lo que ellos
hicieron, fue calcular algebraicamente y de manera formal su derivada sin reparar antes en

verificar que esta funcién estuviera definida en el mismo dominio que la funcién integrando.

Otra situacion que se presento en el célculo de la familia de primitivas, y que evidencié ideas
erroneas de los profesores, fue respecto a la presencia de la constante de integracion. La
siguiente pregunta, nos proporciona informacién acerca de la justificacién que le dan los
profesores a la adicién de dicha constante a una primitiva dada.

¢ Comprende el profesor el papel que juega la constante de integracion?

Respecto a esta pregunta, podemos decir que siete de los diez profesores encuestados, saben

que con la presencia de la constante de integracion se genera la familia de primitivas aun
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cuando no entienden la justificacién; es decir, los profesores dieron como justificacién el he-
cho de que si a una primitiva se le adiciona una constante se obtiene otra primitiva, pero
no se percataron de que eso no justifica que la familia completa de primitivas se genera
de esa manera, lo cual se sustenta en el resultado no trivial de que si dos funciones tienen
la misma derivada entonces difieren en una constante, hecho que a su vez se sustenta con
el teorema del valor medio. Los tres profesores restantes, conciben que el papel que juega
la constante de integracion en la integral indefinida repercute en la posicién geométrica de
la funciéon primitiva; es decir, para estos profesores la constante de integracion indica en
la grafica de la funcion primitiva las traslaciones verticales de la curva. No obstante, en la
actividad tres por ejemplo, se puso en evidencia que el profesor no tiene claro de cémo se
genera la familia de primitivas cuando la primitiva estd definida en intervalos abiertos ajenos,
para lo cual intervienen varias constantes de integracién, una para cada uno de los inter-

valos de definicion, ajenos, que constituyen el dominio de definicién de la funcién integrando.

Respecto a la obtencién de diversas soluciones al aplicar diferentes métodos de integracién
para calcular una integral indefinida, podemos decir que todos los profesores excepto uno
de ellos, concebian la idea de que se pueden obtener diversas expresiones para la solucion
dependiendo de las habilidades y destrezas que se tengan; es notable que algunos profesores

tienen dificultades con el reconocimiento de integrales inmediatas.

Por otra parte, respecto a la pregunta

¢ Qué recursos tiene el profesor para determinar primitivas de funciones simples no rutina-
rias?

Podemos decir que los recursos matematicos mostrados por algunos profesores son: la es-
trategia de analizar el integrando antes de calcular la integral indefinida, el uso de identi-

dades trigonométricas, el reconocimiento de integrales inmediatas, y el empleo de algunas
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propiedades de la integral indefinida. No obstante, la mayoria de los profesores presentaron
conflictos en su uso; por ejemplo, la mitad de los profesores encuestados no reconocieron la

integral inmediata [ % = log |z| + C.

Una situacién conflictiva que no fue superada por ellos mismos, fue la del caso en el que una
primitiva esta definida por piezas. No aceptaban que fuese valido acudir a diversas expre-
siones para tener definida una primitiva en el dominio de definicién del integrando. Esto se
evidencio principalmente en la resolucién de las actividades uno y tres.

2 . . oy . .
¥” sin primitiva elemental, se obtuvo evidencia de la falta de cono-

Respecto a la funcién e~
cimiento por parte de ocho profesores sobre esta integral no elemental; la mayoria de estos

profesores intentaron calcularla por el método de integracién por partes.

Con lo escrito en los parrafos anteriores, se puede percibir que ningtin profesor de los diez
aqui encuestados, tiene conocimiento de todas las situaciones conflictivas en el calculo de la
integral indefinida (descritas con detalle en el capitulo 1); de hecho, durante el andlisis de
las respuestas, se obtuvo evidencia de esto. Por ejemplo, pocos son los profesores que tienen
conocimiento acerca del dominio de derivabilidad de una funcién primitiva, asi como de la
integral no elemental [ e~ dx. De esta manera, aunque todos los profesores que partici-
paron en esta investigacion reconocieron la definicién de primitiva, ninguno comprende con
profundidad esta definicion, lo que conlleva a no tener una profunda comprension respecto

al concepto de integral indefinida.

Lo que se evidencié con las respuestas de cada uno de los diez profesores, es una compren-
sion superficial respecto al concepto de integral indefinida. La mayoria de los participantes

de esta investigacién, no comprenden las diversas situaciones conflictivas respecto al calculo
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de la familia de primitivas. Ellos mostraron ideas erréneas principalmente en las siguientes
situaciones: el papel que juega la constante de integracién, dominio de derivabilidad de una
primitiva, existencia de integrales no elementales, y lo referente al concepto de continuidad.
Por lo cual, estas situaciones son las que se deben profundizar para poder obtener una
profunda comprensién del concepto de integral indefinida. Esto se puede lograr mediante
situaciones no rutinarias como las planteadas en las actividades del cuestionario aplicado,
que conduzcan al profesor hacia una reflexién sobre estas ideas centrales pertenecientes a

este concepto del célculo integral.

Para la segunda pregunta general de investigacion planteada

2. 4Como ubican los profesores el concepto de Integral Indefinida en el contexto de todo el
Calculo?

para responderla, primero nos preguntamos sobre el uso que le dan los profesores encuestados
a una primitiva; para ello nos formulamos la siguiente pregunta:

¢ Comprende el profesor el uso de una primitiva de una funcion f?

Respecto a esta pregunta, tres profesores respondieron que el calculo de primitivas es impor-
tante para calcular el area bajo la curva de una funcién; cinco profesores mas, mencionaron
que el calculo de primitivas es importante por su uso en otras areas de la ciencia, asi como su
aplicacion en el modelado de fendmenos fisicos; y las respuestas dadas por los dos profesores
restantes, mencionan que es importante el calculo de primitivas porque ayuda a determinar

de forma “general” la integral de una funcién.

Respecto al parrafo anterior, podemos decir que solamente tres de los diez profesores se
refieren de manera implicita al teorema fundamental del calculo, al responder que son im-
portantes para calcular el area bajo una curva, sin embargo este teorema no lo mencionan

de manera explicita. Las respuestas de los ocho profesores restantes dejan mucho que desear.
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Por lo tanto, pocos son los profesores que ubican la importancia del calculo de primitivas
con el uso del teorema fundamental del calculo. Puesto que recordemos, que la relevancia de
este concepto se hace patente solamente hasta que se estudia la integral definida y su calculo

mediante el teorema fundamental del cdlculo.

En suma, la comprensién del concepto de integral indefinida por parte de los profesores de
bachillerato aqui encuestados, se muestra en las anteriores respuestas correspondientes a las
preguntas de investigacion planteadas, de donde se pudo observar que la comprensién de este
concepto no es profunda. Esto es, en general, ningin profesor encuestado tiene conocimiento
de todas las situaciones conflictivas en el cédlculo de la integral indefinida. Por ejemplo, la
mayoria de estos profesores, no conocen que la importancia del calculo de primitivas estriba
en el uso del teorema fundamental del calculo durante el estudio del concepto de integral
definida. El estudiar primero la integral definida, le puede permitir al profesor visualizar la
importancia de la integral indefinida, ademds, de que esto puede dar pauta para el estudio

de la situacion respecto al dominio de derivabilidad de una funcién primitiva.

Otra situacién que se debe profundizar y que se sigue de la situacién descrita en el parrafo
anterior, es sobre el papel que juega la constante de integracion en el calculo de la familia
de primitivas; en este caso, el comprender la justificacién de la presencia de la constante de
integracion en el calculo de integrales indefinidas, le permite al profesor poder justificar la ob-
tencién de diversas soluciones al calcular una integral indefinida mediante distintos métodos
de integracion asi como entender el significado de la expresion toda la familia de primitivas.
También, en este trabajo, se pudo observar una problematica respecto a la comprension de
los profesores encuestados, acerca del caracter puntual de la definicion de continuidad; sin
lugar a dudas, es importante comprender este importante concepto del cédlculo diferencial

antes de abordar el estudio del concepto de integral indefinida.
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Finalmente, para concluir este trabajo diremos que el reflexionar acerca de estas situaciones
conflictivas respecto al concepto de integral indefinida, nos conducira hacia un aprendiza-
je con comprension acerca de este concepto, entendiendo que son los profesores mismos
quienes influyen en la forma en como se aprende y se aplica este importante concepto en la

matematica misma.



Apéndice A

Cuestionario Aplicado

Instrucciones: Lee cuidadosamente cada pregunta y responde lo mas claro posible.

1. Diga lo que significa cada uno de los siguientes conceptos:

» Integral de una funcion
= Integral indefinida

= Integral definida

2. ;Qué nombre recibe una funcién F que cumple F'(z) = f(z) para toda = en un

intervalo 17?7
3. (Qué significado tiene la igualdad [ f(z)dx = F(z)?
4. ;Qué papel juega la constante de integracion en la integral indefinida?

5. Suponga que tres alumnos obtienen por diferentes métodos de integracién los siguientes

resultados
sen’z
sen x cos xdr = 5 4
cos? x
sen x cos xdr = — 5 Cy
cos 2x
/sen rcosxdr = — 1 Cs

. Los acepta como resultados correctos? Justifique su respuesta.
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6. Con base en la pregunta anterior, responda: ;Con cudl de los tres resultados obtenidos
por los alumnos se genera la familia de primitivas de la funcién f(z) = sen x cosz?

Argumente su respuesta.
7. ;Qué puede decir acerca de la integral [ e dx?
8. ;Toda antiderivada es continua? Justifique su respuesta.

9. (Cudl es la importancia del calculo de primitivas dentro de todo el contexto del Calculo?

Actividad 1. Calcule la integral: [ |z|dx.

Actividad 2. Analice el siguiente célculo de la integral [ logt(f;fx) dx.

tanx __senx
dr = — cosT _ Jo. 1
/log(cosx) v /log(cosx) v (1)

2 es la derivada de la funcién log(cos ), haremos la

Escribiendo

En vista de que la expresion

sustitucién u = log(cosz), de modo que du = —%2E£dz. De esta manera, el integrando

Ccos T

de la segunda integral en (1) se puede expresar en términos de u como sigue:

_senw du
- —sr = [ — =1 = —log(l :
/ log(cos 1) " og(u) +C og(log(cosx)) + C

Obteniendo finalmente que [ —22L-dz = —log(log(cosz)) + C.

log(cos x)

¢ Es correcto este resultado? Justifique su respuesta.
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Actividad 3. Para responder los siguientes incisos, considere la funcién f(z) = % cuya

grafica se muestra en la siguiente figura:

Gréfica de f(z) = 1

1. Calcule la integral: [ Ldz.

2. De la consulta de diversos libros de célculo elemental y mediante el uso de algunos

softwares para el calculo de integrales, se han obtenido los siguientes resultados:

(a) [ 2dz =log(z) (b) [ Ldx =log|z|
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1 + Cf, < 0;
(c)f%dx _ og |z| 1, para T ) [ %dm log |z + C
log|z| + Cy, para x > 0.
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(e) [ tdx =log(x)+C

sSon correctos estos resultados? Argumente su respuesta para cada inciso.
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Actividad 4. Suponga que dos alumnos obtienen por diferentes métodos de integracion los

/ 2 d ‘ 1t T
———dx = arctan | — tan —
5+ 3cosx 2 2/’

/ 2 J T ‘ senx
—dxr = — —arctan | ——— | .
54 3cosx 2 cosz + 3

Denotando como F(z) = arctan (§tan%) y G(z) = £ — arctan (

siguientes resultados

senx
cosz+3

), se le pregunté a

2

cada estudiante si F'(z) y G(z) representaban una primitiva especifica de f(z) = =557,

con lo cual cada estudiante procedié a calcular F'(x) y G'(x) respectivamente de la siguiente
manera;

Para F(x) se obtuvo:

, Al T (5 tan ) +sec? 2 sec? £ 1+ tan® %
F'(x) = arctan’ | = tan = | = , —— = 7 = S = R
2 2 1+ (5tan%)?2 1+ ;tan*2 4 +tans 44 tan®?
2 2 4 2 2 2

sen?Z cos? Z4sen?Z

2 2 2

+ cos? S cos? & 1 1 2
4+ sen? & 4 cos? Z+sen? 3 3 cos2 g +1 —3+32‘305x +1 5+ 3cosxz’
cos? £ cos?

Por otra parte, para G(x) se calculé:

sen (cos z+3)sen’z—sen z(cos z+3)’
G'(z) = L _ arctan’ ( ot ) I v ) S (cos a+3)?
- - sen x \2 (cos z+3)2+sen?x
2 cosz + 3 2 1+(gmm)? 2 ) e
C052$ COS T senzx
_1 (ﬁfsﬂgfé _1 3cosx + 1 _6cosa:—|—10—6(:osx—2_ 2
2 cosatbeosatOfsen’z 9 Geosy 4+ 10 12 cos x + 20 54 3cosz’

(cos T+3)2

Dado que F'(x) = G'(x) = f(x), los dos estudiantes argumentaron que tanto F(x) como

_ 2
~ 543cosz”

G(z) representaban una primitiva de f(x)
1. ;Es correcta la respuesta dada por ambos estudiantes?
2. Usando el Teorema Fundamental del Célculo y las funciones F(x) y G(z), calcule la
integral definida fOZﬂ e de.

3. Si observa alguna discrepancia en los resultados, ;Como explica esa situacion?



Apéndice B

Fragmentos de las Discusiones Realizadas para cada Actividad

e Actividad 1.

Dialogo 1:

Entrevistador: ...;Cudl es tu solucion?

Profesor 2: Mi solucién bueno, yo digo que como la definicion de valor absoluto es igual
a equis cuando es mayor o igual a cero y menos equis cuando equis es menor
que cero, necesito una funcién que me de también esos dos valores, y enton-
ces, tomo menos equis al cuadrado sobre dos mas una constante cuando equis
es menor que cero para que al derivarlo me de menos equis, y equis al cuadra-
do sobre dos més una constante cuando equis es mayor o igual que cero, y ya

entonces tengo la misma definicion de valor absoluto en dos partes.
Dialogo 2:

Entrevistador: ...la funcién [la primitiva] no debe ser una funcién de una sola expresion.

Profesor 10:  [lo expresa casi al mismo tiempo] No necesariamente debe ser de una sola expresion.
Profesor 5: iAh yal!, no necesariamente se tienen que sumar.

Entrevistador: No se suman, de hecho yo no sume, ;Por qué intentaron sumar?

Profesor 5: iExactamente!, no necesariamente se tienen que sumar, ;No? [vuelve a reafirmar].

Profesor 1: Por que queria verla como una funciéon de una sola pieza.
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Profesor 10:  Queria obtener la integral de la funcién original.
Profesor 1: [interrumpe] Total, toda completa jaja!

Entrevistador: jExactamente! y no siempre se puede.

Profesores: [todos al mismo tiempo] jAh, claro!...
Dialogo 3:
Profesor 8: ...por ejemplo si tu piensas [pausa] esta integral como el drea bajo la curva,

obtienes dos veces, dos veces la integral de equis.

Entrevistador: Mmmm! Si, si lo veo como una integral definida [y simétrica respecto al eje
y], si; pero estamos calculando una integral indefinida, que debe ser una fun-
cion cuya derivada sea el valor absoluto de equis.

Profesor 8: Mmmm, si, si.

Dialogo 4:

Entrevistador: ...;Por qué éstas son iguales? [las constantes de integracion].
Profesor 10:  ;Las constantes?

Entrevistador: ;O no son iguales? o ;Deben ser iguales?

Profesores: iNo necesariamente!

Entrevistador: ;Por qué no?

Profesor 5: Corresponden a la misma, este, funcién, ;No?, bueno, es la misma familia de
antiderivadas.
Profesor 1: Pero si es la misma familia de antiderivadas serian iguales.

Entrevistador: ;{Qué pasa si yo grafico ésta? [la funcién primitva definida por piezas]... es

mas o menos asi... si yo les cambio ésta [la constante C1] y dejo la otra igual
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[Cy], y Qué pasa ahi?
Profesor 10:  jYa no es continual!
Entrevistador: Ya no es continua.
Profesor 10:  Entonces para que fuera continua la constante debe ser la misma.
Profesor 1: iCero!
Entrvistador: jLa mismal
Profesor 1: ,La misma?

Profesor 10:  Si, porque como dice él [entrevistador], si la cambia, ya tiene un salto la gréfica.

Profesor 5: iUn salto! [reafirma lo que dice el profesor 10], jexacto!
Profesor 1: iY ya no es continual
Profesor 6: Y si, porque asi como dices no es una suma, no son dos integrales es una

sola, y una sola integral y una sola constante.
Profesor 1: ipara ambas! [hace referencia a cada pieza de la funcién primitival
Profesor 10: Y si la cambias la constante [C}] debe ser la misma constante para la otra
[Cy] para que vuelva a subir ésta [hace referencia a la funcién —%2] y siga
siendo continua.

Entrevistador: jExactamente!... por eso siempre es la misma.

e Actividad 2.

Dialogo 1:

Entrevistador: ... ;Cudl fue la solucién que dieron al ejercicio de la actividad dos?, ; Como
comprobaron que el resultado es correcto? o jQuién dice que el resultado es
correcto?

Profesores: iYo! [la mayoria dice que el resultado es correcto]

Entrevistador: Casi todos, ;Por qué?
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Profesores:
Profesor 3:

Profesor 5:

Entrevistador:

Profesores:

Dialogo 2:

Profesor 9:

Dialogo 3:

Entrevistador:

Profesor 2:

Profesor 9:

iDerivando!

.,Cémo lo comprobamos?, pues derivando, ;No?

Bueno, en primera yo integré toda la funcién como estaba la original y llegue
al mismo resultado, después hice la inversa, derivé y llegue al mismo resultado,
aplicando claro identidades como se indica.

iOk! ;Todos de acuerdo?

iSi!

... bueno le habia comentado [al entrevistador] que tenfa duda nada més con
los limites de integra..., ah bueno digo con el dominio de la funcion, eh,

en el denominador habia unas partes negativas, bueno, tocaba partes negativas
y el logaritmo no puede tomar partes negativas, pero bueno, ya haciendo las
consideraciones adecuadas de que se estd integrando solo en los intervalos que,
que son, donde se considera que existe la funcién, entonces si, me parece que si
es correcta la, la ah, el cambio de variable que hacen aqui para hacer la integral
y es mas, bueno la dejamos asi, yo luego en la comprobacion lo tinico que hice

fue, este, derivar la funciéon que nos estaban dando y llegar a la funcién original.

... 0 sea, si yo dijera calcula la integral de uno en equis d de equis cuando
equis es mayor que cero, entonces es esto [haciendo referencia a la integral
f 2 = log(a)]

iAjal

iYal, ya se a que vas, es el valor absoluto.
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Entrevistador:

Profesor 9:

Profesor 2:
Profesor 9:
Profesor 2

Entrevistador:

Profesor 9:
Profesor 2:

Profesor 9:

iClaro!, es el valor absoluto, siempre es el valor absoluto.

Si, si tienes razon, si de hecho asi definen muchas, bueno no se si en ese
formulario venga asf.

iNo! aqui no viene.

iSil, si viene.

iAh si!, faltaria el valor absoluto, ;No?

Esta es una de las principales razones por la que va siempre el valor absoluto...
entonces ya vimos que siempre es importante ponérselo [haciendo referencia a
la expresién — log(log(cos z))], {No?

iSil, de hecho si, si tienes razon, es importante.

iAjal

MJés en este caso.

e Actividad 3.

Dialogo 1:

Entrevistador:

Profesor 6:
Entrevistador:

Profesor 6:

Entrevistador:

Profesor 5:

... primero diganme ;Cuadles son los resultados correctos para ustedes?... si lo
vemos como que aqui [haciendo referencia a la integral f d?z] nos piden la
familia de primitivas, todas...

Para mi la completa.

Ok, ;Para ti cudl es la correcta?

Para mi la correcta completa es la d, por que esta utilizando para valores
tanto positivos negativos y con la C' [refiriéndose a la constante de integracion]
nos hace mencién de toda la familia de primitivas.

Ok, para ti... [dirigiéndose al profesor 5].

iLo mismo!
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Entrevistador:
Profesor 5:
Entrevistador:
Profesor 3:
Entrevistador:
Profesor 3:

Entrevistador:

Profesores:
Entrevistador:
Profesor 6:
Profesor 10:
Profesor 1:
Entrevistador:
Profesor 5:
Profesor 1:
Profesores:
Profesor 10:

Entrevistador:

Profesores:

Entrevistador:

Profesores:

Entrevistador:
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Ok, entonces ;Los demds estdn mal? [haciendo referencia a los deméds incisos].
Este, jsi!.

Para ti... [dirigiéndose al profesor 3.

Para mi la d también, las demas estan mal.

Para ti... [dirigiéndose al profesor 10].

También la d, pero yo también puse que la ¢ también.

iOk! a ver, entonces vamos por la a [refiriéndose al inciso al, la a esta mal
porque no nos genera toda la familia de primitivas.

iExactamente! [todos estan de acuerdo].

JLa b? [refiriéndose al inciso b].

Falta la constante.

iAjal también, esta mal por que falta la constante.

iFalta la constante! [lo expresa al mismo tiempo que el profesor 10].

iLa e? [refiriéndose al inciso e].

Nada mas nos genera una parte.

Solo te toma la parte.

iLa parte positiva! [Todos completan la frase del profesor 1].

Entonces por la grafica estaria mal.

Vamos a la d [refiriéndose al inciso d|, ;La d dicen que me toma positivos y
negativos? [valores de la funcién log |z|].

iSi!

Y eso es, si yo derivo ésta [haciendo referencia a la funcién log|z| + C] me da
esto, jno? [haciendo referencia a la funcién integrando].

Sit

Ahora, am, ésta estd definida por dos intervalos jno? [haciendo referencia a la
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Profesor 5:

Entrevistador:

Profesores:
Profesor 1:

Entrevistador:

Dialogo 2:

Profesor 2:
Entrevistador:
Profesor 2:
Entrevistador:
Profesor 9:
Entrevistador:

Profesor 9:

familia de primitivas del inciso ¢

iSil exacto.

Para equis positivo y para equis negativo, ;Ok? entonces, si yo derivo cualquiera

de éstas, si derivo ésta... para equis menor que cero, que seria esta parte, estan

de acuerdo que si la derivo me va a dar ésta [la funcién 1] para cualquier [valor]

C' que yo le de; y si yo derivo esto [la funcién log |z| + Cy para z > 0] me va a dar
esta parte [la parte positiva de la funcién integrando] para cualquier C' que yo le

de, entonces no necesariamente deben ser iguales [las constantes de integracién]| ;No?
Umm... jajal.

Entonces ahi la correcta seria el inciso c.

La correcta o la completa es la c...

¢, d y e yo digo que son equivalentes.

e, dye?

Si.

Tu... [profesor 9] ;Por qué dices que e no puede ser?

Porque, no amm.

iConvénceme!.

Por que el dominio de equis va desde menos infinito hasta mas infinito [para
la funcién %], y el, la respuesta ésta [log(z) + C] que nos esta dando, bueno

de la funcién efe de equis igual a uno entre equis va desde menos infinito hasta
mas infinito, y la respuesta que tenemos aqui umm efe [log(z) + C] solo cubre la
parte donde, bueno la parte del dominio que va desde cero hasta, o bueno, ni

cero, bueno va de cero al infinito pero es un intervalo abierto, entonces



COMPRENSION DEL CONCEPTO DE INTEGRAL INDEFINIDA. 111

realmente no es toda la funcién.
Profesor 2: Lo que pasa es que, estamos hablando de la grafica del logaritmo, el
logaritmo su dominio va de cero a infinito.

Profesor 9: Aja.

Profesor 2: Y, o sea, para mi es equivalente por que no puedo tomar de, los negativos.
Profesor 9: Bueno yo tomando en cuenta también que.
Profesor 2: O sea no [interrumpe]|, jperdén! o sea no en relacién a la funcién uno en equis

porque uno entre equis es lo que estamos integrando pero lo que estamos
analizando es la respuesta.

Profesor: 9:  Aj4, pero.

Profesor 2: La primitiva, cual es la primitiva correcta, y la primitiva correcta tiene otro
dominio, no debe tener exactamente el mismo dominio que la integral, o ;Si7.

Profesor 9: Yo creo que ahi, yo creo que si porque como hicimos en el ejercicio anterior
que, bueno aqui con Isafas que habiamos, que no me convencia la integral porque
realmente el intervalo donde se estaba integrando no existia y mas o menos por
ahi va el asunto, entonces este, aqui viene lo mismo, no puedes, si derivas ésta
funcién [log(x) + C] en teoria solo vas a encontrar la, jah! bueno no, es que.

Profesor 2: [interrumpe] Es que son funciones lo que encuentras, y nada mas tienes que
determinar cudl es su dominio, y si en el dominio estd, si estd, este...

Profesor 9: [interrumpe] Pero es con respecto a la misma variable, si es una funcién pero
la variable independiente es la misma para las dos, entonces no puedes decir
que ésta [%] si la evalias de menos infinito hasta mas infinito y ésta
[log(z) 4+ C] nada mas la tomas desde cero hasta mds infinito, bueno es mi
opinién y por eso la importancia de la parte anterior [actividad 2], jno?

que habiamos dicho que tenia que ser el valor absoluto.
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e Actividad 4.

Dialogo 1:

Entrevistador:
Profesor 2:
Entrevistador:

Profesor 9:

Entrevistador:
Profesor 9:
Entrevistador:
Profesor 9:
Profesor 2:

Entrevistador:

Profesor 2:

Entrevistador:

Profesor 2:

... {La correcta es ge de equis?.

Sit

. Por qué?

Porque tiene que ver con el dominio de la funcién, ésta [F(z)] tiene una
tangente de pi medios, pero eso entonces nos hace ver que el dominio de las
respuestas solo esta entre pi medios y [pausal, estd definida solo en un intervalo
que va de entre pi medios y [pausa], de menos pi medios a pi medios, entonces
este, bueno pues no importa que valores le ponga a equis, este, va a llegar un
momento, donde, por decir en este caso valga pi se va a indefinir la funcion, y
entonces este, pero para pi si existe el valor de la integral.

.De la integral?

iExactamente!

Ok, entonces para efe de equis ;Su dominio es una unién de intervalos?

iSil.

.Como?

El dominio de la funcion efe de equis es una unién de intervalos, donde quitas
puntos donde no se define la tangente.

iAjal, v la otra es continua, la original, bueno la funcién integral es continua
[la funcién integrando|, no tiene discontinuidades.

jOk!

Y la segunda la ge [G(x)], igual es continua.
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Dialogo 2:

Entrevistador:

Profesor 2:

Entrevistador:

Profesor 2:

Entrevistador:
Profesor 2:
Entrevistador:

Profesor 2:

Entrevistador:

...; Por que ocurrio eso?

Yo digo, yo digo que porque, efe maytuscula de equis se esta evaluando de

cero a pi sobre dos, sin considerar los intervalos, se tiene que evaluar por pi

en cada intervalo que estd definida, para tener una respuesta correcta.

jOk!

Que no necesariamente van a ser iguales [los resultados], ;Verdad?, am no se,
pero si para evaluarla no se va a evaluar nada mas de dos pi a cero asi como si
fuese continua.

Entonces tu dices que podemos usar esta funcién [F'(z)] para calcular esta integral.
No, es que aqui dice que utilizando efe y ge como si fueran la primitivas
correctas, entonces efe se tiene que ir calculando por intervalos.

Ok, ;Pero si la podemos usar como primitiva pero por intervalos?

O sea que como primitiva, yo digo que no se si los resultados vayan a ser los
mismos, pero si evaluarla, de cero a pi sobre dos no la puedo avaluar nada mas
asi, tengo que separarlas.

Ok.
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