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RESUMEN

Esta investigacion consiste en el analisis de los argumentos generados por estudiantes de
Nivel Medio Superior cuando intentan resolver problemas geométricos de prueba informal
con ayuda de un software de Geometria Dinamica. El objetivo es identificar algunas
razones por las cuales, con demasiada frecuencia, los estudiantes no logran transitar de la
elaboracion de conjeturas, a la justificacion argumentativa de las mismas y posteriormente,

a la prueba deductiva.



ABSTRACT

This investigation consists in the analysis of arguments generated by high school students when
trying to solve geometric problems related to informal proof, using a Dynamic Geometry software.
The purpose is to identify some reasons why students are too frequently not able to pass from the

conjecturing to the justification argument and then to the deductive proof.



PRESENTACION

A través de esta investigacion se busca comprender la dinamica de la prueba geométrica
informal bajo el Marco Tedrico seleccionado. La prueba geométrica vista como un proceso
permite identificar una serie de etapas que van desde la exploracion hasta la obtencion de
un resultado final. Una vez que alguien ha pasado las etapas de explorar y de conjeturar, el
paso referente a explicar y justificar por qué funciona un planteamiento, resulta arduo e

inesperado para los estudiantes.

El objetivo general de la investigacion se refiere a la identificacion de algunas razones que
limitan o impiden a los estudiantes transitar de la elaboracion de conjeturas a la
justificacién argumentativa y posteriormente a la prueba deductiva. Para ello, se analizaron
los argumentos producidos por estudiantes de Nivel Medio Superior durante el proceso de
solucion de problemas geométricos de prueba (utilizando el software Geogebra)
centrandose la investigacion en el estudio de los tipos de razonamiento implicitos en dicha

argumentacion.

Se observo que el tipo de razonamiento (llamado abduccion), puesto en marcha a lo largo
de las etapas argumentativas se mantiene hasta el final, en la mayoria de los casos,
obteniéndose una prueba también de este tipo. Las implicaciones de lo anterior en el
aprendizaje del proceso de prueba geométrica dan luz sobre la conveniencia de aceptar
pruebas geométricas abductivas o informales como resultados validos o investigar como
promover ciertas formas de abduccién para generar el salto hacia la prueba de tipo
deductivo.

En relacién a lo anterior, se presenta de manera general, el contenido del presente trabajo
de investigacion. En el Capitulo 1 se dan los antecedentes de la prueba informal (vista
desde la perspectiva didactica), el planteamiento del problema, las preguntas de
investigacion que guian el trabajo asi como los objetivos a alcanzar. El Capitulo 2 contiene
el marco tedrico. En éste se presenta el espectro Exploracion-Prueba (E-P) para ubicar la
etapa de resolucion de problemas en la cual se centra la investigacion asi como las
caracteristicas de todas las demas fases que lo componen. En ese mismo capitulo, de forma
breve se hace una aclaracion sobre la diferencia adoptada entre los conceptos de
demostracion y prueba y la distincion de los conceptos de abduccion y deduccion.
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También, se trata lo referente al concepto de unidad cognitiva, el significado de analisis
estructural, las caracteristicas y la funcionalidad del Modelo de Toulmin como herramienta
metodologica para esta investigacion asi como la conveniencia de adoptar el Illamado
Estudio de casos como método de investigacion seleccionado. En el Capitulo 3, se lleva a
cabo la descripcién de la poblacion de estudio, de los recursos utilizados, de los criterios de
seleccion y de la aplicacion de los problemas asi como de las fases en las cuales fue
dividido el estudio, incluidas las razones para llevar a cabo una serie de actividades con los
alumnos, previas a la aplicacion de un problema de prueba final en el cual debian construir
y probar un par de conjeturas. Asi mismo, se describe como se recolectaron los datos que
fueron posteriormente analizados. En el Capitulo 4 se analizan dichos datos obtenidos con
las actividades y el problema propuesto tomando en cuenta el Marco Tedrico expuesto en el
Capitulo 2. En el Capitulo 5 se ofrece la interpretacion de los resultados obtenidos, las
conclusiones con relacion a los objetivos y se da respuesta a las preguntas de investigacion.
En el Capitulo 6 se presenta un panorama general de lo que se pretende abordar como
continuaciéon durante los estudios del Doctorado. En ese capitulo se dan algunos
antecedentes sobre el concepto y los diferentes tipos de abduccion, las implicaciones de
estudiar estas clases de abduccion en la actividad matematica de los estudiantes y
finalmente como se modificaria la herramienta metodol6gica del modelo de Toulmin para

dichos fines.
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CAPITULO 1
PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1 INTRODUCCION

La actividad de probar juega un papel fundamental en el razonamiento matemaético y por lo
tanto debiera ser un elemento regular y continuo en el aprendizaje de la disciplina
matematica. Una prueba evidencia, sin lugar a dudas, la verdad o falsedad de una
afirmacion, brinda una explicacion del porqué una aseveracion es cierta 0 crea una
estructura apropiada para comunicar el conocimiento matematico y dependiendo del papel
que juegue Y la perspectiva desde la cual se aborde, se le puede definir de varias maneras.
Hanna (2012) puntualiza que las diferencias entre las diversas formas de prueba pueden ser:
matematica, didactica y cognitiva. De acuerdo con estas Gltimas, Ellis Amy B. (2012)
considera que una prueba es un tipo especifico de argumento matematico, el cual consiste

en una secuencia de enunciados légicos para dar soporte o refutar una afirmacion.

Considerando la prueba desde esta perspectiva, se plantea en esta seccion el Problema de
Investigacion: Primeramente los Antecedentes de la prueba informal (vista desde la
perspectiva didactica), enseguida se presenta el Planteamiento del problema asi como las

Preguntas de investigacion que guian el trabajo y los Objetivos a alcanzar.

1.2  ANTECEDENTES
1.1.1 Laprueba en la educacion matematica: La prueba informal o pre-formal

Dreyfus (2012) refiriéndose a Blum y Kirsch’s (1991), distingue entre prueba formal y pre-
formal. Las pruebas pre-formales contribuyen a un entendimiento profundo de los
teoremas, por medio del uso de métodos experimentales y visuales, pero argumentan que
estos frecuentemente estan incompletos. Por el contrario, los autores enfatizan la
completitud de las pruebas formales (demostraciones), las cuales muchas veces estan
relacionadas con un grado de complejidad que impide el entendimiento por parte del

alumno. De acuerdo con Dreyfus (2012), las “pruebas pre-formales” son definidas por
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Blum y Kirsch como “una cadena de conclusiones correctas, pero no representadas
formalmente, las cuales dan lugar a premisas también validas y no formales” (p. 203). Las
pruebas de este tipo tienen un estilo ilustrativo y enfatizan los aspectos experimentales y

visuales de las matematicas.

La concepcién de prueba pre-formal (o informal) esta relacionada con el origen de la
matematica experimental, la cual se basa frecuentemente en el uso de la computacion.
Algunos investigadores proponen usar este tipo de pruebas como puente para lograr el
transito de los estudiantes de una instancia empirica o pragmatica a una de tipo deductivo.

Para De Villiers (1990, 2010) y Weber (2008)*, en la matemética experimental, una funcién
importante de la accion de probar es explicar por qué una afirmacion resulta verdadera bajo
ciertas condiciones. Segun Dreyfus (2012), muchas veces los matematicos emprenden una
prueba porque estan personalmente convencidos de la validez de una aseveracion habiendo
explorado ésta empiricamente a través de su estructura y, de acuerdo con él, las razones
para ensefiar a probar en la escuela provienen precisamente de la expectativa de lograr que
los estudiantes razonen de forma similar a como lo hacen los matematicos percatandose de

los origenes y conexiones del conocimiento matematico.

También, para este mismo autor, existen distintas formas de probar, las cuales pueden
convencer 0 no a profesores y a alumnos. Estos aspectos incluyen: representaciones,
maneras de argumentar matematicamente, diferentes grados de rigor y detalles en el
proceso. Con relacion a las diversas maneras de argumentar, Stylianides (2007) sostiene
que los profesores juegan un papel crucial en la evaluacién de los argumentos que pueden

tomarse como véalidos o contar como prueba.

1.2.1 Lajustificacion argumentativa en el proceso de prueba informal

De acuerdo con Ellis Amy B. (2012) probar es mas que sélo razonar, pues los estudiantes
pueden explicar su pensamiento matematico o elaborar justificaciones que no lleguen a
funcionar totalmente como pruebas?. No obstante, aun asf, el proceso es importante para los

estudiantes, puesto que se involucran con el significado de la prueba. Este proceso

! Citado en Dreyfus (2012).
2 Se refiere a pruebas deductivas que se consideren formales.
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incluye una variedad de actividades tales como: elaborar conjeturas, considerar el caso
general, explorar con ejemplos, investigar similitudes estructurales a través de casos, buscar
contraejemplos, etc., las cuales ayudan a construir habitos mentales que no se desarrollan
cuando a los estudiantes solo se les pide probar una conjetura proporcionada de forma
explicita.

De esta forma, una prueba en el salon de clase puede ser vista como el producto de un
espectro de actividades que comienza con la exploracion y progresa paulatinamente a traves
de las etapas de conjeturacion, explicacion informal y justificacion argumentativa. Todas
estas actividades buscan la generacion de una prueba final y se encuentran estrechamente
relacionadas con la resolucién de problemas en un vasto sentido. Para ilustrar lo anterior,
existe un modelo propuesto por Feng-Jui Hsieh, Wang-Shian Horng y Haw-Yaw Shy
(2012), llamado espectro E-P (Exploracién-Prueba), el cual se estudiara con mayor detalle
en los Capitulos 2 y 4 de este trabajo. Del mismo modo, se profundizara en el estudio
teorico de la fase de Justificacion argumentativa y su relacion con las etapas de
Conjeturacion y de Prueba final, cuyo caracter de formalidad estd vinculado con el
concepto de Demostracion. Asi mismo se trataran las estructuras de razonamiento,
abductivo y deductivo desarrolladas en estas etapas y la relacion que guardan con la

obtencion de una prueba final con las caracteristicas de esperadas.

1.3 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Como se ha dejado ver al final de la seccion anterior, la presente investigacion se centra en
analizar lo sucedido durante las etapas intermedias que van de la conjeturacion al
establecimiento de una prueba final cuando los estudiantes resuelven algin problema

geométrico con ayuda de un software de Geometria Dinamica.

Con demasiada frecuencia, en los estudios relacionados con los temas de argumentacion y
prueba llevados a cabo en el Departamento de Matematica Educativa del CINVESTAYV, la
expectativa del profesor (o investigador) es la obtencion de una solucion con carécter
deductivo en los problemas planteados. Surge entonces el interés de profundizar en las

razones por las cuales rara vez el alumno se acerca a lo esperado.
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La transicion de la conjetura a la prueba final implica, ademas de los recursos cognitivos
(contenido o conocimientos), una estructura de razonamiento que debiera pasar del nivel
abductivo al deductivo. El tipo de razonamiento empleado entre ambas etapas, como se
refleja este razonamiento en los argumentos generados y las implicaciones de lo anterior en
el resultado final, constituyen el problema principal de la investigacion. El estudio se

pretende continuar en una segunda fase explicada en el Capitulo 6 de este documento.

14 PREGUNTAS DE INVESTIGACION

1) ¢Como se transita de la conjetura (elaborada con ayuda del software) a la prueba

geomeétrica informal?

2) ¢Cudles son algunas razones por las cuales, frecuentemente, los estudiantes no
transitan de la elaboracion de conjeturas, a la justificacién argumentativa de tipo

abductivo y posteriormente a la prueba deductiva?

3) ¢ Como razonan los estudiantes al transitar de la elaboracién de una conjetura a la
obtencion de una prueba en problemas geométricos elaborados con ayuda del

software?

15 OBJETIVOS DE INVESTIGACION

1.5.1 Objetivo General

« ldentificar algunas razones por las cuales, con demasiada frecuencia, los estudiantes
de Nivel Medio Superior no logran transitar de la elaboracion de conjeturas
desarrolladas con ayuda del software, a la justificacion argumentativa de las mismas

y posteriormente, a la prueba deductiva.

1.5.2 Objetivos Especificos

e Analizar los argumentos (respuestas) generados por los estudiantes al intentar

justificar la validez de sus conjeturas.
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Identificar si existe continuidad o ruptura en el tipo de razonamiento empleado de la
conjetura a la prueba (pasando por la justificacion argumentativa) asi como las

implicaciones que esto tiene en el resultado final.

Desarrollar una serie de actividades preliminares antes de plantear un problema
final para capacitar al estudiante en el manejo del software, construir ciertos
conocimientos previos Yy sobre todo involucrar de forma sistematica al estudiante

en la intencion del proceso de justificacion y prueba.
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CAPITULO 2
MARCO CONCEPTUAL

2.1 INTRODUCCION

Como se plante6 en el capitulo anterior, el problema de investigacion consiste en analizar la
estructura argumentativa (razonamiento) de las etapas intermedias entre la conjetura y la
obtencion de una prueba final en el proceso de solucion de problemas de tipo geométrico.
Para esto, se ha tomado como base un estudio realizado por Pedemonte (2007), el cual se
acota dentro de la perspectiva de investigaciones de la Teoria llamada Unidad cognitiva. Es
destacable que al analizar la argumentacion desde este enfoque, sale a la luz el concepto de
abduccion que serd puerta de entrada para ahondar en el estudio del razonamiento

desarrollado a lo largo del proceso de la prueba informal.

Considerando lo anterior, se presenta en esta seccion el Marco Conceptual. Primeramente
se presenta el Espectro Exploracién-Prueba para ubicar la etapa de resolucién de problemas
en la cual se centrarda la investigacion asi como las caracteristicas de las fases que la
preceden y le siguen. Posteriormente, de forma breve se hard una aclaracion sobre la
diferencia adoptada entre los conceptos de demostracion y prueba. De igual modo, se
distinguirén los conceptos de abduccién y deduccion. Finalmente entraremos en materia
sobre lo referente a la Unidad cognitiva, aclarando cuales son las etapas donde interviene la
argumentacion y su relacion con la prueba como producto final, el significado del analisis
estructural, asi como las caracteristicas y la funcionalidad del Modelo de Toulmin como

herramienta metodoldgica.

2.2  ESPECTRO E-P (EXPLORACION-PRUEBA)

Como se menciond en el capitulo anterior, Feng-Jui Hsieh et al. (2012), ilustran las etapas
mas comunes encontradas en el proceso de resolucion de problemas de prueba en un

modelo propuesto llamado Espectro E-P (Exploracién-Prueba). Véase la figura 1.6.
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Figura 2.1 Componentes del Espectro EP (Exploracién-Prueba)

Este modelo es flexible; los estudiantes pueden experimentar o trabajar simultaneamente en
mas de una etapa dependiendo el caso, pero regularmente las fases y el orden que se sigue

son los mostrados a continuacion.

2.2.1 Explorar

En muchos casos, la informacion requerida para resolver un problema de prueba se
encuentra oculta o no es obvia de forma inmediata, por ejemplo, cuando se comienza o se
continta, un ejercicio de prueba requiere la construccion de trazos auxiliares. En estos
casos, la exploracion, dada su naturaleza interactiva y manipulativa, permite a los
estudiantes probar en multiples direcciones y transformar las figuras sin esfuerzo. Estas
acciones, en su momento, revelan informacion adicional que permite a los estudiantes

comenzar a suponer, conjeturar o justificar.

Cuando los estudiantes inician la solucion de un problema explorando, la fase posterior de

justificacion consistira en el refinamiento de sus propias concepciones. En relacion a esto,
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en Hanna (2012) se asegura que la mejor prueba de un teorema es aquella que no solo

permite ver a los estudiantes cuando algo es cierto, sino también por qué lo es.

2.2.2 Conjeturar

El énfasis sobre la exploracion naturalmente genera la necesidad de reflexionar sobre el
papel de la conjetura. De acuerdo al diccionario de la Real Academia Espafiola (R.A.E.),
conjeturar es formar un juicio de algo por indicios y observaciones. En nuestro problema
de estudio, la conjetura debe ir mas alla de una mera creencia o una especulacion pues debe
considerar de algin modo, la pauta inicial para generar la busqueda de una explicacién
estructural. Eso muy seguramente ocasionara en las etapas subsecuentes una exploracién e
interpretacion significativas las cuales produciran una genuina necesidad de validacion
(Durand-Gurrier, Boero, Douek, Epp, Tanguay, 2012). Debido a lo anterior, algunos
autores como (Boero, Garuti, Mariotti, 1996; Pedemonte, 2007) consideran que la

actividad argumentativa comienza desde la etapa de elaboracion de conjeturas.

2.2.3 Explicacion Informal

En esta etapa los estudiantes intentan explicar a otros, de manera informal las razones por
las que ellos creen que una cierta conjetura es cierta; intentan explicar lo que han
descubierto (la conjetura o incluso ya, las pautas iniciales para comenzar a justificar) con

certeza o sin ella. En ese momento comienza la labor de persuasion. En esta fase:
1) Se recuperay recolecta lo que han hecho.

2) Se busca el vocabulario apropiado para representar los objetos visuales y sus

relaciones.

3) Se busca la regla logica aceptable que encadene las relaciones causales de los

objetos u operaciones del descubrimiento.

4) Se elimina (0 se intenta eliminar) de sus respuestas las acciones redundantes

generadas en la exploracion.

5) Se intenta preparar y organizar afirmaciones.
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Estos cinco resultados muestran la importancia de la explicacion informal en la transicion
de la exploracion a la argumentacion. En esta fase los estudiantes comienzan a cambiar su
atencion de las acciones manipulativas a las construcciones linguisticas y visuales a traves
de la presentacion de explicaciones. Los factores sociales, tales como la intervencion del
profesor también representan hasta cierto punto, un factor de importancia en el éxito de los
estudiantes para transitar gradualmente de la explicacion preliminar a la justificacion.

De acuerdo a Porteus (1994), una vez que alguien ha pasado las etapas de explorar y
conjeturar, el paso referente a explicar por quée funciona un planteamiento, resulta arduo e
inesperado para los estudiantes. Esta autora, incluso plantea la conveniencia de resolver
problemas cuyo tratamiento en la conjetura sea relativamente facil para que los alumnos

aprendan a probar.

2.2.4 Justificacion argumentativa

El uso de pasos légicos distingue la etapa de explicacion informal de la etapa de
justificacién argumentativa. En esta fase, se estructuran las explicaciones (cuando se intenta

persuadir a otros) por medio de la utilizacion de afirmaciones mateméaticamente aceptadas.

De acuerdo a Feng-Jui Hsieh et al. (2012), las caracteristicas de los argumentos de

justificacion difieren de los de la prueba® en al menos lo siguiente:

1. No es necesario ser “riguroso” al emprender los argumentos de justificacion.
2. Los argumentos de justificacién pueden tener muchos elementos redundantes.

3. La inclusion de un paso deductivo en los argumentos de justificacion no necesita

provenir directamente de un paso deductivo precedente o de otros axiomas”.

4. El uso combinado de resultados obtenidos de pasos deductivos y de pasos de

exploracidn, con frecuencia aparece en la justificacion argumentativa; y

® Se refieren a la prueba deductiva.
* Axioma: Cada uno de los principios fundamentales e indemostrables sobre los que se construye una teoria.
(R.AE)
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5. Las inferencias® elaboradas durante la justificacién argumentativa pueden ser en
contexto (o contenido) delimitado (por ejemplo, lo relacionado con figuras

especificas, objetos o acciones més que afirmaciones generales).

Segun refieren estos autores durante algunos de sus experimentos, fue comuin en los
estudiantes el uso de datos encontrados por medio de la exploracion como evidencia que
garantizaba sus afirmaciones; esto significo la utilizacién del razonamiento abductivo.
Aseguran que a pesar de que este fendmeno puede ser visto como un defecto en el
acercamiento de los estudiantes, también puede ser visto en un sentido positivo pues una
parte concluida de una prueba es mejor que no probar nada por completo. En esta etapa, los
estudiantes frecuentemente utilizan afirmaciones verbales para expresar sus ideas intuitivas

asi como representaciones simbdlicas.

2.2.5 Laproduccion de la prueba

Algunos investigadores recomiendan que se demande menos rigor a los estudiantes al
escribir una prueba (Usiskin® 1980; Porteus’,1994). Con relacion a esto, Feng-Jui Hsieh et
al. (2012), enfatizan que la forma de las pruebas escritas por los estudiantes frecuentemente

se parecen a las formas utilizadas por los profesores en las clases diarias, por lo cual:

1) Los profesores pueden inculcar en los estudiantes la familiaridad con las pruebas

escritas mediante el uso diario en la ensefianza.

2) Muchas veces, comprender la idea de como probar algo resulta mucho mas dificil

para los estudiantes que el hecho de escribir dicha prueba.

3) Si los estudiantes han internalizado un esquema de prueba, pueden aplicarlo méas
facilmente después cuando descubren que se requiere una parte de este para

completar otra prueba.

> Inferir: Sacar una consecuencia o deducir algo de otra cosa (idem.)
® Citado en Feng-Jui Hsieh et al. (2012).

Porteus (1994) incluso menciona la conveniencia de aceptar una prueba informal (de tipo verbal o narrativo)
gue mantenga a pesar de todo su caracter general.
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A este respecto, consideraremos que la prueba final es aquella que cumple con los

requerimientos de rigor acordados y practicados en la clase.

2.3 PRUEBA Y DEMOSTRACION

La demostracién es el tipo de prueba dominante en mateméticas. Sandoval (2005)°
menciona que al hacer una revision de la historia y la filosofia de las matematicas, se
evidencia la existencia de conflictos sobre el papel de la demostracion en matematicas y, en

particular, sobre qué hace a una demostracion aceptable.

Aunque muchos autores utilizan el término demostracion como sinénimo de prueba (como
Harel and Sowder (1998) quienes usan la palabra “prueba” para caracterizar no solo las
pruebas deductivas formales sino también las pruebas empiricas), en este caso hacemos

nuestra la diferenciacidn que hace Balacheff (2000), para él la demostracion es:

“...una serie de enunciados que se organizan siguiendo un conjunto de reglas
bien definidas. (...) Cuando una explicacion es reconocida y aceptada, conviene
para disefiarla, disponer de un término que permita marcar su distincion del
sujeto locutor. En matematicas es claro que el término “demostracion” no es el
mas conveniente debido a que su acepcidn es muy especifica. Seleccionamos

[entonces] el término prueba” (p. 13).
De acuerdo con Recio 2001; Hanna, 1996, 2001; Moreno 1996°:

“La posicion dominante entre los matematicos, y los profesores de matematicas,
es considerar la demostracion deductiva y formalizada (paradigma formalista).
Aplicar esta interpretacion en las aulas, trae consigo muchas dificultades para los
estudiantes, por lo que es un tema cuestionado y motivo de preocupacion para

muchos investigadores en los tltimos anos” (p. 43).

Sandoval (2005) afirma que se trata de desarrollar en los estudiantes un pensamiento
matematico deductivo, pero no como una meta inicial sino como resultado de un proceso

educativo. Para ello, se requiere fomentar otros modos de justificar el conocimiento.

® Citando a Hanna (2001).
% Citados en Sandoval (2005).
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2.4 RAZONAMIENTO ABDUCTIVO Y DEDUCTIVO

De acuerdo con la R.A.E. (Real Academia Espafiola), razonar es discurrir’® ordenando
ideas en la mente para llegar a una conclusion. Y es precisamente, en la forma de ordenar
las ideas donde se pretende comenzar a encontrar informacion util para comprender el
proceso de prueba. Generalmente en matematicas la prueba final es deductiva, pero el
descubrimiento y los procesos relacionados con la conjetura estan mas relacionados con el

razonamiento que da lugar a la argumentacion de tipo abductivo.

Un razonamiento abductivo es aquel en el cual, a partir de la descripcion de un hecho o
fendmeno se llega a una hipétesis que explica las posibles razones o motivos de ese hecho
mediante las premisas obtenidas®’ . Charles Sanders Peirce Illama a esa hip6tesis una
conjetura*?. Esa conjetura busca ser, a primera vista, la mejor explicacion, o la

mas probable.

La idea principal de Peirce con respecto a la abduccion fue dar un instrumento a la l6gica
de la invencion. Distingue el razonar hacia una hipétesis del razonar desde una hipotesis.
Justamente la abduccién es el razonamiento hacia la hipdtesis, esto es, desde los hechos
hacia la hipotesis que les sefiala su causa o los explica. Segun él, la abduccion es una de las
tres formas de razonamiento junto a la deduccion y la induccion. En esta investigacion se

hace énfasis en los dos primeros: abduccion y deduccion.

Deduccion es el razonamiento a partir de un principio conocido hacia uno desconocido; de
lo general, a lo especifico, de la hipdtesis a la tesis. La deduccién realiza inferencias
I6gicamente correctas. Esto significa que la deduccidn a partir de premisas que se suponen
verdaderas, garantiza el resultado de conclusiones también verdaderas. Es el método més

ampliamente comprendido, aceptado y reconocido de los tres indicados.

La diferencia (y la relacion) entre ambos tipos de razonamiento, reflejados en el modo de
argumentar, seran objeto de estudio en la continuacion del presente trabajo, la cual se

explicara, como ya se ha mencionado, en el Capitulo 6.

19 Discurrir o reflexionar.

1 premisa: Sefial o indicio por donde se infiere algo o se viene en conocimiento de ello (R.A.E.).
12 \/er: Commens Dictionary of Peirce's Terms. Recuperado de:
http://es.wikipedia.org/wiki/Razonamiento_abductivo#cite_note-1.
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2.5 CONSIDERACIONES SOBRE ARGUMENTACION

Harada (2009) menciona que Toulmin, en su libro Believing and Acting, afirma:

“Los argumentos pueden considerarse desde una perspectiva logica formal o
de acuerdo a lo dictado por el sentido comun. En términos formales, los
argumentos son simplemente redes de proposiciones unidas por relaciones
I6gicas y sus premisas son proposiciones que proveen apoyo logico a una
conclusion. En cambio, un argumento considerado en términos del sentido
comun, representan una clase de actividad humana y “dar razones” es la fase
de esas actividades en la cual una parte propone un argumento para
convencer a la otra. La segunda acepcion se refiere al significado funcional
de los argumentos. Por eso, en el primer caso se habla de validez formal y

en el segundo de relevancia practica” (p. 3).

Del mismo modo, Harada (2009) afirma que en The Abuses of Casuistry, Toulmin, junto
con Jonsen, sostiene que mientras los argumentos tedricos son pruebas no referidas a
lugares y momentos particulares, sino a una generalidad de estos, los argumentos practicos
resultan métodos para resolver problemas. Asi, en el primer sentido, un argumento es una
cadena de proposiciones (axiomas 0 premisas mayores y hechos que especifican una
instancia particular o premisas menores) unidas de tal manera que garanticen su conclusion
y queden liberados de su dependencia respecto de las circunstancias sociales e historicas de
Su uso o presentacion, mientras que en el segundo sentido es una red de consideraciones
presentadas para resolver un problema practico y, por ello, toma como punto de partida la

experiencia o los procedimientos usados para resolver asuntos previos.

De acuerdo con (Pedemonte 2007), la argumentacién puede ser relacionada con la
conjetura en dos formas: la argumentacion constructiva que contribuye a la construccion de
una conjetura y por otro lado, la argumentacion llamada estructurante®® la cual justifica una
conjetura previamente construida como un hecho. En general, en las construcciones de los
estudiantes, la argumentacion (tanto constructiva como estructurante) se compara con la

prueba como producto (prueba final).

13 En este trabajo llamada justificacién argumentativa.
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2.6 UNIDAD COGNITIVA ENTRE LA ARGUMENTACION Y LA PRUEBA FINAL OBTENIDA

La relacion entre conjetura y prueba ha sido analizada en educacion matematica con
diferentes objetivos educacionales. Algunos estudios  muestran indicios sobre la
continuidad que puede existir entre la argumentacion en el proceso de producir y justificar
una conjetura y la que se presenta en una prueba final (Boero, Garuti, Mariotti,1996).
Esta continuidad es llamada Unidad cognitiva. La hipdtesis de la Unidad cognitiva sostiene
que en algunos casos, esta argumentacion puede ser explotada por el estudiante en la
construccion de la prueba, mediante la organizacion de algunos argumentos generados

previamente.

Las investigaciones sobre la Unidad cognitiva muestran que la prueba es mas “accesible”
para el estudiante si una actividad de argumentacion conduce a la construccion de una
conjetura y dicha actividad argumentativa continGia en las demas fases de construccion de la
prueba hasta lograrla de acuerdo con los requerimientos establecidos en la clase.

Siguiendo estos estudios, Pedemonte (2007) ha mostrado que el analisis de la Unidad

cognitiva debe considerar:

e El sistema referencial: Relacionado con los sistemas de representacion (lenguaje,
heuristicas y dibujos) y los conocimientos (concepciones y teoremas) de la
argumentacion y la prueba. El analisis de la Unidad cognitiva hasta antes de sus

investigaciones toma en cuenta solo este sistema.

e EI sistema estructural: La conexion ldgica entre las afirmaciones (estructuras de

abduccidn, deduccion o induccion), es decir, el tipo de razonamiento llevado a cabo.

De acuerdo con Boero (2010) existe continuidad en el sistema referencial si algunos
dibujos, expresiones o teoremas usados en la prueba han sido usados en la argumentacion
que ha servido de soporte a la conjetura. Se presenta continuidad estructural cuando las
inferencias en la argumentacion y en la prueba estdn conectadas a través de la misma
estructura de razonamiento (abduccion, induccién o deduccion). Por ejemplo, hay
continuidad estructural, si al presentarse pasos de caracter abductivo en la argumentacion
(durante la construccion de la conjetura y en la justificacion) aparece este mismo tipo de

razonamiento al lograr la prueba final.

24



Es importante observar que la continuidad en el sistema referencial da soporte a la

construccion de la prueba y éste no es el caso por lo general de la continuidad estructural.

En efecto, para producir una prueba deductiva, es necesaria una distancia estructural, pues

el razonamiento de argumentacion usualmente es abductivo.

Pedemonte (2002, 2003, 2007) pone su interés sobre este problema: la argumentacion

(soporte de una conjetura y su justificacion) y el logro de la consecuente prueba. Esta

autora, basandose sobre todo en teorias linguisticas como la de Toulmin (1964) caracteriza

la argumentacidon con relacion a la prueba matematica:

1)

2)

3)

La argumentacion y la prueba pueden ser consideradas como justificaciones racionales.
Esta caracteristica de justificacion es visible en la forma de argumentar: razonar cuél es

la inferencia explicita que deriva en otra u otras afirmaciones dadas.

La argumentacion y la prueba en mateméticas son para convencer. Ambas se
desarrollan cuando alguien quiere convencer sobre la veracidad de una afirmacion (a si
mismo y a otros). Es importante distinguir entre los términos “convencer” y
“persuadir” los cuales resultan diferentes en significado. De acuerdo con la teoria
lingliistica, la intencion de convencer es modificar opiniones apelando a la
racionalidad. Convencer implica persuadir, pero persuadir no implica convencer. En

matematicas, uno utiliza argumentos para convencer.

La argumentacion y la prueba en matematicas estan orientadas a una audiencia
universal. Si la intencion de la argumentacion en matematicas es convencer, ya sea a si
mismo o a una audiencia acerca de la veracidad de una afirmacion, la audiencia debe
ser capaz de responder. En teoria linguistica, esta audiencia es llamada universal. En
oposicion a la audiencia particular, una audiencia universal es capaz de defender sus

propias opiniones respecto a los argumentos de su interlocutor.

La caracterizacion entre la argumentacion y la prueba muestra la conexion funcional entre

éstas. Las caracteristicas estructurales entre ambas se dan en la siguiente seccion.
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2.7 ESTRUCTURA ARGUMENTATIVA

2.7.1 Generalidades sobre el Modelo de Toulmin

Toulmin Stephen Edelston fue un filésofo y educador britanico quien propuso en el afio de
1958, en su libro The Uses of Argument, un modelo basado en un diagrama de seis

componentes interrelacionados para describir la estructura de la argumentacion.

Harada (2009) sostiene que ademas de ser un modelo “justificatorio”, el de Toulmin puede
ser interpretado como un modelo heuristico, que sirve también para descubrir o encontrar

razones de persuasion o convencimiento para llegar a acuerdos con otras personas.

De acuerdo con este modelo, el primer paso de cualquier argumento se da por la expresion
de un punto de vista (una afirmacion, una opinion). En la terminologia de Toulmin, el punto
de vista inicial es llamado “Claim” (afirmacion). El segundo paso consiste en la
produccion de datos que le dan sustento a dicha afirmacion: “Data”. Es importante también
proveer la justificacion o garantia para poder utilizar los datos que sustentan dicha
afirmacion: “Warrant” (garantia). La garantia puede expresarse COmMo un principio 0 una

regla. La garantia actGa como un “puente” entre los datos y la afirmacion (ver figura 2.7.1).

Dato: Justifica

s Aseveracion
la aseveracion

(Garantia
(Regla de inferencia. Permite
relacionar el dato con la aseveracion)

Figura 2.7.1. Modelo basico de argumentacion de Toulmin

La anterior es la estructura base de la argumentacion, pero podrian requerirse elementos
auxiliares para describirla. Toulmin precisa tres de estos: “Qualifier” (calificador),
“Rebuttal” (reserva) y “Backing” (respaldo). La validez de la garantia puede debilitarse si
existen excepciones a la regla, en tales condiciones, se insertan los casos de excepcion o
reservas. Entonces, también la fuerza de la afirmacion se debilita por medio del calificador.
Se requiere un respaldo si la autoridad de la garantia no se acepta de manera directa (ver

figura 2.7.1.2).
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Calificador (Matiza la Aseveracion)

Dato: Aseveracion
Justifica la Aseveracion |

Puesto que: Garantia, a menos que: Reserva

Considerando: Respaldo

Figura 2.7.1.2. Modelo completo de Toulmin
2.7.2 Componentes del Modelo de Toulmin en abducciény deduccion

La naturaleza del razonamiento llevado a cabo (abduccién o deduccion), ya sea en una
prueba o en un argumento de conjetura o de justificacidn, determina el sentido de aparicion

de los elementos del diagrama de Toulmin (Ver Figura 2.7.2).

Dato: Justifica Aseveracion

la aseveracion - (Hecho observable)

HIPOTESIS TESIS
(Garantia

(Regla de inferencia. Permite

relacionar el dato con la aseveracion)
CONOCIMIENTOS ADQUIRIDOS

AXIOMAS, TEOREMAS, DEFINICIONES
HECHOS GEOMETRICOS

Figura 2.7.2 Modelo de Toulmin: Elementos equivalentes para abduccion y deduccion

En un razonamiento abductivo, dada una aseveracion o hecho observable, se debe encontrar
el dato que justifica o da evidencia a tal afirmacion. En este caso, la garantia (formulada
implicitamente en gran numero de ocasiones) es el sustento tedrico (0 hecho geométrico)
que permite esa relacion. El equivalente utilizando la terminologia de la prueba deductiva o
demostrativa es: Dada una Tesis (lo que se quiere demostrar) es necesario encontrar la
Hipdtesis (lo que se supone) puesto que hay un Teorema u axioma (conocimiento teorico o

hecho geométrico) que justifica esa relacion. Como puede observarse, el sentido de
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aparicion es el inverso al razonamiento deductivo: Dada una hipdtesis y considerando

ciertos Teoremas 0 axiomas, se obtiene una Tesis.

2.7.3 Modelo de Toulmin como herramienta de analisis de argumentos en geometria

Para Duval (1991)*, el razonamiento deductivo no trabaja como la argumentacién. Segin
él, existe una brecha entre ambos procesos, aun si en ambos se utilizan formas linguisticas
similares. Dentro de las pruebas, los pasos estdn conectados por un “proceso de
reciclamiento”: La conclusion de un paso sirve como condicion de entrada del siguiente
paso. Por el contrario, en la argumentacion, las inferencias estan basadas en los contenidos
de la afirmacion. En otras palabras, la conexion entre dos proposiciones es una conexién
intrinseca: la afirmacién es considerada y reinterpretada desde diferentes puntos de vista.
Por estas razones Duval afirma que la distancia entre prueba y argumentacion no es
solamente l6gica sino también cognitiva debido a que en una prueba, el valor epistémico™
depende del estatus tedrico y en la argumentacion eso depende del contenido. Entonces, de

acuerdo con €l es facil observar la distancia cognitiva entre ambos procesos.

La posicion opuesta a estas investigaciones, las investigaciones relacionadas con la unidad
cognitiva, motivaron a Pedemonte a investigar la existencia de unidad o distancia cognitiva

entre la argumentacion y la consecuente prueba.

Cuando un estudiante produce una argumentacion abductiva, se necesita una brecha
estructural para construir una prueba deductiva. Esta brecha puede representar una
dificultad. La hipotesis inicial de Pedemonte fue que la continuidad “natural” presente en
los contenidos de la argumentacion y la prueba, (de acuerdo con la hipétesis de la unidad
cognitiva) puede ser observada también en su estructura (conexiones de razonamiento).
Con el proposito de dar respuesta a lo anterior y validar o invalidar la hipoétesis, ella utilizd
una herramienta para comparar ambas estructuras: ElI modelo de Toulmin. Este modelo
resulta de mucha utilidad, pues al considerar la prueba como un tipo de argumento, su
estructura puede ser descrita mediante un diagrama ternario: dato, aseveracion y reglas de

inferencia (axiomas, teoremas o definiciones).

1 Citado en Pedemonte (2007).
15 El valor epistémico es el grado de certeza o conviccién asociada con una proposicion.
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En sus trabajos de 2001, 2003 y 2007, Pedemonte muestra los resultados encontrados en los
cuales se dio cuenta de que los estudiantes trataron de transformar abduccién en deduccion
durante su proceso de resolucion, algunas veces exitosamente, algunas otras sin conseguir
una solucién aceptable (deductiva). Ella asegura que estudiando esos casos a mayor
profundidad, tal vez se puedan encontrar posibles dificultades en la construccion de

pruebas deductivas'®.

 En estudios posteriores, Pedemonte encuentra informacion valiosa respecto a la relacién entre el
razonamiento abductivo y su transformacion en uno de tipo deductivo durante la produccién de la prueba. Ver
Capitulo 6.
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CAPITULO 3
METODOLOGIA

3.1 INTRODUCCION

Para iniciar este capitulo primeramente se hace mencion al Método de estudio
seleccionado, posteriormente se ofrece una descripcion de la poblacion con la cual se
trabajo y de los recursos que estuvieron al alcance para llevar a cabo la investigacion asi
como de los criterios de seleccién y aplicacion de los problemas. De igual forma, se
describen las fases en las que fue dividido el estudio, incluidas las razones para llevar a
cabo una serie de actividades previas a un problema de prueba final en el cual debian
probarse un par de conjeturas, asi como la forma en la que se recolectaron los datos para ser

posteriormente analizados en el siguiente capitulo.

3.2 ESTUDIO DE CASOS

Par el presente estudio se considerd pertinente utilizar el Estudio de casos como metodo de
investigacion pues se trata de una estrategia de investigacion empirica con la cual se
abordan fendmenos contemporaneos en contextos reales, conveniente cuando se presentan
preguntas del tipo “cémo” 0 “por qué”. Este método se puede aplicar para llevar a cabo
estudios cualitativos que no buscan generalizar los hallazgos a toda una poblacion de casos
similares, sino estudiar simplemente cuan plausible es la logica de replicacion del Marco

conceptual utilizado.

En esta investigacion se busca comprender la dindmica de la prueba geométrica informal
bajo el Marco Conceptual seleccionado (Modelo Exploracion-Prueba y analisis estructural
de la Teoria de la Unidad cognitiva) ademéas de lo sugerido por algunos otros autores que
estudian la prueba bajo una perspectiva similar por medio del analisis cualitativo de los
argumentos generados, partiendo de un estado real de conocimientos previos por parte de
los alumnos, no bajo el supuesto de lo que “deberian” conocer segun el programa de

estudios.
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3.3 DESCRIPCION DE LA POBLACION

La poblacion de estudio, tanto en la fase exploratoria como en la experimental, la
constituyen alumnos de los semestres segundo y cuarto del Nivel Medio Superior del
Instituto Politécnico Nacional, quienes ya pasaron por un curso basico de Geometria (en el
cual los problemas se resuelven de manera algebraica en su totalidad), pero nunca han
trabajado con problemas de este tipo y desconocian el software de Geometria Dinamica. La
investigacion, como se muestra mas adelante, se dividio en tres etapas, en las cuales el
ndmero de estudiantes oscilé entre 2 y 5, quienes trabajaron de forma individual o por

pares.

34 RECURSOS EMPLEADOS

Préacticamente la totalidad de problemas fueron resueltos utilizando el software de
Geometria dinamica Geogebra version 4.4., que se instalé en computadoras de la Unidad de
Tecnologia Educativa del C.E.C. y T 8 del .P.N., las cuales, en esta ocasion, se pusieron a
disposicion de los estudiantes. A lo largo de todas las sesiones se les proporcionaron a los
estudiantes las actividades en hojas de trabajo con las instrucciones respectivas paso a paso.
Las condiciones en el aula impidieron la implementacion de la clase a manera de plenaria,

sin embargo, fue posible trabajar por pares.

35 SELECCION DE LOS PROBLEMAS

Debido a las caracteristicas de la poblacion de estudio y con base en la experiencia docente
en el plantel, se procuré que los conceptos requeridos en la solucion de los problemas,
resultaran familiares a los estudiantes. También se retoman las ideas planteadas en el Marco
Conceptual, respecto a la conveniencia de resolver problemas cuyo tratamiento en la
conjetura fuese relativamente facil para que los alumnos se centraran en la fases de
explicacion y justificacion. De igual modo, se retoma lo referente a la conveniencia de
aceptar una prueba informal (justificacion de tipo verbal o narrativo) que mantenga a pesar
de todo su caracter general. No obstante, se procurd motivar a los estudiantes, a lo largo de

las actividades preliminares desarrolladas antes de la aplicacién del problema final, a
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utilizar simbologia, recordando su significado en las hojas de trabajo y dejando abierta la
posibilidad de escribir sus respuestas usandola en los registros escritos. Los problemas se
desarrollaron a lo largo de varias sesiones y fueron seleccionados de diversas fuentes y

adaptados para su manejo en Geogebra en cada una de las etapas.

3.6 FASES DE LA INVESTIGACION Y RECOLECCION DE DATOS

La investigacion se dividio en tres etapas:

1) Fase exploratoria con un par de estudiantes: Tuvo como objetivo lograr un primer
acercamiento con la poblacion de estudio, aplicar problemas similares a los planeados y
observar posibles inconvenientes para hacer correcciones durante la siguiente fase, asi
como implementar mejoras en aquellos aspectos no previstos. En esta etapa, participaron
dos estudiantes quienes trabajaron en cinco sesiones de dos horas cada una. En la primera
sesion, se plante6 un problema a resolver con lapiz y papel (ver anexo 1). En dicho
problema, los estudiantes hicieron trazos y mediciones para elaborar una conjetura, de la
cual debian explicar las razones que la justificaban. Este es un tipo de problema totalmente
ajeno a lo acostumbrado en su medio y tal como se previo, los alumnos en un inicio no
alcanzaron siquiera a comprender la naturaleza de la respuesta solicitada. Posteriormente,
se les propuso introducirse al manejo del software Geogebra para averiguar si después de
trabajar ciertas actividades con el programa, podian resolver el mismo problema a manera
de prueba final. Las actividades trabajadas y la prueba final de la fase exploratoria se
tomaron de la pagina de internet:

www.learner.org/courses/learningmath/geometry/session5/part_c/index.html

Dichas actividades se muestran en el anexo 1.

2) Fase experimental: Actividades preliminares. En esta etapa, se trabajo con un grupo de
5 alumnos; a cada uno de los cuales se les solicito realizar cuatro actividades con una serie
de construcciones con el fin de lograr que comenzaran a involucrarse en el uso del software
Geogebra. No obstante, la intencion de esta etapa fue no solo construir (o reconstruir) los
conceptos necesarios para lograr resolver un problema final, sino también y sobre todo,

involucrar al estudiante con el significado de justificar una conjetura de un problema
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geométrico (probar informalmente), para ello, la intencién de la prueba no se planteo

nunca de manera directa sino recurriendo frecuentemente a la pregunta “;por qué?”.

Las cuatro actividades antes mencionadas contienen un total de nueve construcciones
geométricas, cuatro de las cuales implican problemas de prueba. Estos se escogieron del
libro de texto Geometria plana y del espacio de Baldor (2004) y se adaptaron para su
implementacién con los estudiantes de forma tal que pudieran ser resueltos utilizando el
software Geogebra. Un par de ejemplos de los problemas en la fase de las actividades

previas se muestran a continuacién'’:

Primer problema de la segunda sesion

Trazar un triangulo cualquiera cuyos vértices se encuentren sobre dos rectas paralelas (ver
figura 3.6.1)"2.

o

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[%7 -A7 /’7 ‘:7’7 'I‘:)? ®7 {:}1 '41% NT ABC? ii?

T H

Figura 3.6.1 Angulos internos de un triangulo construido sobre dos rectas paralelas.

A continuacion trazar los angulos internos, sumar sus valores y contestar: ¢Cuanto resulta
la suma de los angulos internos A, B y C? ¢Por qué sucede esto? ¢ Cuéles son los principios

geométricos que justifican este hecho?

17 - .
Para ver en detalle todas las actividades implementadas en esta fase, consultar el anexo 2.

'8 El trazo de las figuras fue guiado paso a paso a través de las instrucciones que se les proporcionaron en las
hojas de trabajo, aqui Unicamente se muestran versiones sintetizada de los problemas propuestos.
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Primer problema de la cuarta sesion

Trazar un paralelogramo con sus diagonales y medir los segmentos que van desde cada

vertice al punto de interseccion de dichas diagonales, tal como se muestra en la figura 3.6.2.

EG = 6.37

Figura 3.6.2. Paralelogramo CDEF

Posteriormente, las estudiantes debian contestar las preguntas: ;Cdémo son entre si los

segmentos FG,GC,EGy GD? ;Por qué? ¢Cuales son los principios geométricos que

justifican esto?

Las soluciones esperadas, debido a las caracteristicas de la poblacion, no eran de modo
alguno respuestas de tipo deductivo. La dinamica de interaccion entre las estudiantes y la

entrevistadora se detalla més adelante en el Analisis de los Datos.

3) Fase experimental: Aplicacion de un problema final. Debido a que uno de los
estudiantes no asistio a la sesion de la prueba final, ésta se aplicd Unicamente a las cuatro
alumnas restantes. El problema implementado se tom6 de la pégina:
http://www.learner.org/courses/learningmath/index.html 'y también se adapt6 para su
solucion en Geogebra. Este problema es el utilizado para el analisis de los datos y los
fragmentos de los didlogos generados se muestran en el siguiente capitulo. Al igual que en

todas las demas fases, se cuenta con el registro escrito, las videograbaciones y los archivos
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con las soluciones elaboradas por cada alumno en Geogebra. La version sintetizada del

problema es la siguiente™®:

Trazar un tridngulo ABC, ubicar los puntos medios E y D y construir un triangulo interno
ADE. Con ayuda de un deslizador girar este Gltimo tridngulo sobre cualquiera de los

vertices E 0 D hasta lograr un giro de 180°, tal como se muestra en la figura 3.6.3.

Figura 3.6.3. Rotacion del AADE

a) ¢Como son entre si DD’y BC cuando el triangulo se ha invertido por completo??

b) Cambia el tamafio y la forma del triangulo ABC. ¢Se mantiene la relacion anterior?

¢Por qué? ¢Con qué elementos geométricos justificarias este hecho?

9 El problema tal como se les proporciond a los estudiantes en la hoja de trabajo, se puede consultar en el
anexo 3.
20 Considerar la posicion y la medida de ambos segmentos.

35



CAPITULO 4
ANALISIS DE DATOS

4.1 INTRODUCCION

En este capitulo se analizan los datos obtenidos con el problema final, tomando en cuenta
para ello el Marco Conceptual expuesto en el Capitulo 2.

Es importante recordar que las estudiantes trabajaron todos los conceptos y conocimientos
necesarios en la serie de actividades previas, varias de ellas a manera de problemas de
prueba bajo un esquema similar al del problema final. Los conceptos asi construidos
(hechos geométricos)?, las heuristicas y los trazos utilizados durante esta etapa fueron
retomadas de maneras diversas al tratar de resolver el problema final.

Considerando lo anterior, en el presente capitulo se transcriben algunos fragmentos de las
participaciones de las estudiantes conforme fueron resolviendo el problema final asi como
parte de las intervenciones de la entrevistadora (captadas en las videograbaciones) y para
ilustrarlos se recurre a las iméagenes de las construcciones hechas con el software o a
fragmentos de sus reportes escritos, posteriormente, se interpretan los fragmentos de la
etapa de justificacién argumentativa y de la obtencion de la prueba (justificacién final)
utilizando el Modelo de Toulmin. Después se muestra la sintesis de los resultados y los
comentarios al respecto. La fase de entrevista se fue generando sobre el proceso mismo de
resolucion, ya que se elaboraron preguntas conforme las estudiantes argumentaban durante
sus soluciones. EIl propdsito de este analisis es estar en condiciones de responder a las
preguntas de investigacion planteadas en el Capitulo 1.

La simbologia de la transcripcién de los didlogos entre estudiantes y entrevistadora se
muestra en la Tabla 1:

! De acuerdo con Robayo (2013) y con Boero (1999), esta Ultima referencia fue recuperada de:

http://www.lettredelapreuve.org/OldPreuve/Newsletter/990708Theme/990708 ThemeUK.html
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Tabla 4.1

Simbologia utilizada en la transcripcion de los fragmentos de los dialogos

Simbolo

Significado

L1,L2,L3,...

Simbolizan las lineas; cada una
indica la ocasion en la cual una
sola persona hablé (de acuerdo
con la transcripcion de las
videograbaciones).

E:J1,J2,R1,R2,...

E: Entrevistador y R1, R2, J1, J2:
Estudiantes.

[Letra cursiva]

Texto escrito entre corchetes y
con letra cursiva son
observaciones sobre lo dicho por
los interlocutores o las acciones
en Geogebra que acompaiian al
discurso.

Puntos suspensivos entre
corchetes significan que se ha
omitido una parte del discurso, la
cual es irrelevante para los
propositos de la investigacion.

()

Puntos suspensivos entre
paréntesis indican breves pausas
hechas por las estudiantes y la
entrevistadora.

Modelo de Tou

Imin

C,,Cy,Cs ...

La letra C con subindices:
Afirmacién o aseveracién (en
base a algun hecho observable en
Geogebra).

Dy, Dy, Ds ...

La letra D con subindices: Dato
que justifica o da soporte a la
afirmacion correspondiente.

Indica que el dato es desconocido
en un inicio (dato encontrado o
datos encontrados).

Garantia o regla de inferencia la
cual permite relacionar el dato
con la afirmacion
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4.2 CASO DE LAS ESTUDIANTES J1 Y J2

Las alumnas J1 y J2 trabajaron en equipo durante todas las sesiones a diferencia del resto.
La solucion del problema final, implicO primeramente la construccion de la figura
utilizando las herramientas basicas de Geogebra asi como el uso de un deslizador, en
seguida la elaboracion de dos conjeturas las cuales debian probar al responder a la pregunta
del porqué pensaban que su conjetura era cierta y qué elementos geométricos utilizarian
para justificar dicha afirmacion.

A continuacion se muestran los dialogos y el andlisis de los argumentos utilizando el
diagrama de Toulmin. Es importante indicar que dicho analisis se hace unicamente a las
etapas de justificacion y obtencion de la prueba informal (del Espectro Exploracion-Prueba)
pues es ahi donde se presentan los argumentos después de haber elaborado las conjeturas
iniciales; en las demés etapas solo se describe lo generado por las estudiantes. Se optd
Ilevarlo a cabo asi porgue en el caso de estas alumnas todas las fases se mostraron con gran
claridad. También, es importante mencionar que en los casos presentados, la fase de

exploracién se observo antes de iniciar la justificacion de las conjeturas.

1) Fase de elaboracion de las Conjeturas.

[Las estudiantes afirman en su registro escrito]

DD’ = BC son congruentes [Se refiere a los segmentos correspondientes].

BC = 5.24, DD’ = 5.24 , tienen la misma medida y son paralelas [Anotaron dos medidas

cualesquiera]

Figura 4.2.1 Construccion en Geogebra de la cual surgieron las conjeturas iniciales
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El problema inicialmente implica la justificacion de dos conjeturas (Afirmaciones por
probar): DD” = BC y DD’ || BC.
La primera se elaboré a través de la medicién de longitudes con el software y la condicion

de paralelismo por simple observacion.

2) Fase de exploracion.

A continuacién, revisando el protocolo de construccion del archivo en Geogebra, se puede
observar que las estudiantes comenzaron su exploracion midiendo los &ngulos internos de
la figura, primeramente los del triangulo ABC vy posteriormente los de los triangulos

ADE y A'D’E” (ver figura 4.2.2).

Figura 4.2.2 Triangulos ABC y A’D’E’ con sus &ngulos internos marcados

Prosiguen con la obtencion de la medida de los angulos del cuadrilatero BCDE 'y después,
por el punto A trazan una recta paralela al BCy por el punto A" otra paralela al AB

Ademas de una recta sobre BC (ver figura 4.2.3).

39



Figura 4.2.3 Figura con angulos y paralelas marcadas

Después, tal vez para constatar la congruencia de los tridngulos, obtienen las medidas de los

segmentos AD,AE y nuevamente DE.

3) Fase de explicacion informal.

Al llegar a este punto, y después de un lapso de tiempo aproximado de veinte minutos, la
entrevistadora pregunta si pueden explicar por qué razones ambos segmentos “tienen la
misma medida” y son paralelos. Ellas, al comenzar a explorar el contenido de la conjetura,
ofrecen una explicacion informal de tipo descriptivo acerca de lo que han construido

(Lineas [L9] hasta [L29]). He aqui algunos fragmentos de esa parte de la conversacion:

[...] [L9] E: (...) Los dos trapecios dicen que son congruentes porque solo se invierten (...)
[Se refiere a los trapecios DBCE y AED’F. Ver Figura 4.2.3].

[L10] J2: Aja.

[L11] E: jAh! ya entendi eso, ¢Y después?

[L12] J2: Como estos dos [Sefiala los triangulos ADE y A’D’E’ ], es como una traslacion
[Sic. Quiso decir rotacidn], también son congruentes.

[...] [L22] J2: [...] Lo que nosotras también explicabamos es que si los complementamos
[Se refiere a los triangulos ADE y A’D’E’] como resultado tenemos paralelogramos, es
decir, también pueden ser dos romboides que son estos [Sefiala los cuadrilateros DBA'D"y
ADD'F].
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Figura 4.2.4 Paralelogramo referido desde [L2] hasta [L29] donde se muestra el punto

F en la parte superior derecha

[L26] J2: O podrian ser dos triangulos escalenos que serian ABC y (...)
[L29] J1y J2: y (...) CFA [Al mismo tiempo].
Posteriormente se comienzan a presentar indicios de argumentacion abductiva basada,

sobre todo, en lo observado a través de mediciones llevadas a cabo con el software.

4) Fase de Justificacion argumentativa.

[L30] E: (...) ¢(Eso como explica que los dos segmentos que les piden: DD” y BC tengan
la misma medida y sean paralelos? Es decir, ya aqui veo otro paralelogramo mas grande y
dos triangulos que ustedes me dicen son congruentes (...) ¢Y esos elementos cOmo me
explican que estos dos segmentos sean paralelos y de igual medida?

[L31] J1: ¢Por la suma de las medidas?

[L32] E: ¢ De cuales?

[L33] J1: De ésta [Reacomoda la medida a; para mostrarla]

[L34] J1: De a; + a’, dalo mismo que a [Ver figura 4.2.5]
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Figura 4.2.5 Medidas a;, a’y a correspondientes a DE, ED’y BC respectivamente

[...][L37] E: Ahi es donde no entiendo por qué (...) jAh! Me dicen que si yo los sumo
obtengo una suma determinada que resulta igual a a (...) [Se percata que sumaron las
medidas con ayuda del software].

[L38] J2: Aja

[L39] E: ¢Cbomo lo explicarian sin medir?

[...][L42] J1: Porque, pues es el mismo vértice.

[L43] E: ¢ A cudl vértice te refieres?

[L44] J1 y J2 [Al mismo tiempo]: Al punto E.

[L45] E: ¢Con el mismo vértice te refieres a que este divide a la mitad al segmento?

[L46] J1: Aja

[...][L49] E: ;Por qué?

[L50] J2: Porque si lo ponemos recto, si ponemos D a la distancia de B [Sic. Se refiere a
que si traslada hacia abajo el segmento DE], estaria igual y seria como la mitad [Sefala el
cuadrilatero BA'D’D].
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Figura 4.2.6 Cuadrildtero BA'D'D

4) Justificacion final: Obtencion de la prueba informal.

[L51] E: ¢Pueden hacer el trazo? [Les solicita esto para entenderles]

[...] [L54] J2: (...) Seria la paralela, creo (...) [Traza una paralela a la recta h que pasa
por el punto E. Esta recta aparece como k]. Y aqui se observa [Sefiala con su mano la
distancia entre las paralelas k y h] (...) a simple vista es la misma distancia. [LO
importante aqui sobre todo es el sefialamiento que hace con su mano de las distancias a,

y a’y como las “traslada” hacia BC.Ver figura 4.2.7].

Figura 4.2.7 Distancia sefialada entre las paralelas ky h
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Analisis de las etapas de justificacion argumentativa y obtencion de la prueba final de la

conjetura C;: DD” = BC utilizando el Modelo de Toulmin (estudiantes J1y J2)

Como puede observarse, para justificar C;: DD” = BC las estudiantes sumaron con ayuda
del software a = a; +a’ y esa asuma equivale a mBC = mDE + mED’. Utilizando el
modelo de Toulmin, la expresion anterior es el dato que justifica la afirmacion C;, por lo

tanto:

?D,: BC = DE + ED’ - C,: DD' ~BC

Suma de segmentos

(a)

Ahora, el Dato D, es la afirmacion C,, para la cual inicialmente se desconoce el Dato D,
que la justifica. Pero, basandose en el hecho geométrico de la traslacion, esa afirmacion
queda justificada por medio del trazo de paralelas, las cuales visualmente “ayudan a

trasladar” los puntos extremos de DE y ED” sobre BC.

? Dy: Trazo de paralelas ., CaDyBC=DE+ED
Traslacidn de pumios

exiremos L
IV Trasiacidn

(b)
Como se observa, la estructura de argumentacion durante la justificacion (de la [L30] a la
[L50]) estd determinada por un razonamiento de tipo abductivo. La justificacion final,

considerada como una prueba informal, es también un argumento de caracter abductivo en

el cual a partir de hechos observables se construyen afirmaciones.

Enseguida se muestran los fragmentos mas importantes de la justificacién argumentativa de

la segunda conjetura del problema.

44



1) Fase de Justificacion argumentativa.
[L60] E: (...) ahora hay que explicar por qué [dicen que] son paralelos DDy BA’.
[L61] J1: Se podria decir que es una paralela y tiene la misma distancia
[L62] E: Tienen la misma distancia (...) ;Cual es la “misma” distancia?
[...][L65] J2: La de este segmento con este [Indica DBy D'A” ].
[L66] E: ¢Por qué DB esiguala D’A" ?
[...][L69] J1: (...) Por la rotacion.
[L70] J2: La de 180° (...) esto es esto y esto es esto [Expresa su razonamiento sefialando
con su mano la relacion entre AD y DBy luego entre AE y EA” ], (...) AD es lo mismo que
DB [Sefiala DB], Siy(...) DD’ (...) con A’B.

Figura 4.2.8 La estudiante J2 sefiala los segmentos DBy D'A’

2) Justificacion final: Obtencion de la prueba informal.

[L71]1 E: [...] (Y después?

[...] [L78] J1: [Aplica el zoom para alejar un poco la imagen y sefiala sobre la pantalla
con su lapiz FD"y D’A’. Ver figura 4.2.9] FD’ es lo mismo que estas dos [Sic. Se refiere al
segmento delimitado por los dos puntos: Dy A" ].

[L79] J2: Que seria lo mismo que AD.

[L80] J3: ¢Por qué es lo mismo? ;Por qué AD es lo mismo?

[L81] J4: Por la rotacién.
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Analisis de las etapas de justificacion argumentativa y obtencion de la prueba final de la

conjetura C,: DD || BC utilizando el Modelo de Toulmin (estudiantes J1y J2)

Tomando la conjetura C,: DD’ || BC como afirmacion inicial se tiene:

A

D,;: mDB = mD T C;:DD’//BC

W- Paralelismo

(c)
El dato D; mostrado en el diagrama (c) corresponde a lo afirmado de la linea [L61] a la
linea [L65]. En seguida, el dato D, se convierte en una segunda afirmacién C;; y analizando
desde la linea [L65] a la [L70] se pueden encontrar los datos D;; y D;;; que le dan sustento
(ver figura 4.2.9). Es importante advertir que la garantia referente al Punto medio se da de

forma implicita (siendo esto una caracteristica del razonamiento abductivo).

Dy: mAD = mDB

D :mD’A” = mAD
o

Cip:Dy: mDE = mDA

W, Punto medio
W,y Rotacion 180°

(d)

Figura 4.2.9 La estudiante J1 sefiala sobre la pantalla con su lapiz FD"y D'A’
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En este caso el razonamiento abductivo puesto en marcha al momento de conjeturar y
durante la justificacion, termina con un razonamiento con indicios de ser deductivo. Esto se
puede identificar porque, a pesar de que en el dialogo mencionan primero la rotacion del
triangulo ADE, la prueba comienza a partir de la hipotesis mAD = mDB (la cual es cierta
debido a que D es punto medio) y posteriormente continiian con mAD = mD’A” (también
cierta porque el triangulo A’D’E”es producto de la rotacion del triangulo ADE). No
obstante, es claro que la justificacion dista mucho de ser completa (lo cual es una
caracteristica del razonamiento abductivo) debido a que la garantia utilizada no se explica
suficientemente pues no estd acompafiada de algun criterio de congruencia que respalde el
hecho geométrico de la Rotacion.

Es importante recordar que todas estas observaciones se refieren al llamado sistema
estructural, en el cual estd basada nuestra investigacion. Aparte estdn las deficiencias
relacionadas con el sistema referencial (contenido y la simbologia).

4.3 CASO DE LA ESTUDIANTE R1

Esta alumna trabajo de manera individual durante todas las sesiones, incluida la del
problema final. Aqui se muestran Gnicamente las etapas de elaboracion de conjeturas y de
justificacion argumentativa asi como la de obtencion de la prueba final. Como podra
observarse, ella logra llevar a buen término Unicamente la justificacion de la conjetura:
DD’//BC y lo logra en poco mas del tiempo asignado: dos horas y media. A continuacion se
retoman los fragmentos y el analisis de los dialogos.

1) Fase de elaboracion de la conjetura.

R1: [La estudiante comienza leyendo la conjetura inicial de su registro escrito]

Los segmentos DD” y BC son paralelos entre si cuando a = 180°[...]. Se mantiene la
relacién [Se refiere al paralelismo] porque las medidas que separan las rectas DD” y BC
[Sic. Se refiere a la medida de DB y D’C] fueron iguales lo que permitié que siguieran

siendo paralelas entre si.
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bF = 1038

Figura 4.2.10 Construccion de la cual surgi6 la conjetura inicial DD” || BC

2) Fase de justificacion argumentativa.

[Continda de forma oral:]

[...][L8] E: ;{Qué justifica que suceda eso que dices? {En qué te basas para decir que las
medidas son iguales? [Se refiere a la medida de DBy D'C].

[L9] R1: Es que este triangulo va a ser congruente con este porque tienen sus lados iguales
[Se refiere a los triangulos ADE’ y E'CD’] y este punto [Sefiala el punto D] marca el punto

medio entre todo este segmento [Sefiala al AB].

Figura 4.2.11 La estudiante R1 sefiala el punto medio D
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3) Justificacion final: Obtencion de la prueba informal.
[L9] R1: [Continuacion] entonces si este lado [Se refiera al AD ] mide cierto valor, por ser
la mitad aqui va a medir lo mismo [Sefiala DB] y entonces es igual aca a esto [Sefiala D'C]

y son iguales por eso.

Anélisis de las etapas de justificacion argumentativa y obtencion de la prueba final
utilizando el Modelo de Toulmin (estudiante R1)

Aplicando el modelo de Toulmin para analizar los datos de las dos ultimas etapas puede
observarse que para la afirmacion C; (conjetura inicial) se encontré el dato D; referente a
la congruencia de DB y D’C cuya garantia es una caracteristica del Paralelismo (ver
diagrama de Toulmin (A) y [L8]).

C,:DD’ || BC

D;: mDB = mﬁgﬁ C;:DD’//BC

W: Paralelismo

(A)
Posteriormente, el dato D, se convierte en la afirmacion C;; la cual es necesario justificar (o
encontrar un dato que de forma hipotética explique su razén de ser). En esta ocasion los
datos encontrados por la estudiante son D;; y D;;; indicados en el diagrama (B) (ver
también la [L9] de la etapa de justificacién argumentativa). Las garantias respectivas son
W, y Wy las cuales se refieren al Criterio LLL de congruencia de triangulos y a la

definicion del Punto medio.

D,;: AADE” = AE'CD’

C”:D;:mm = mﬁ
D!”: ?HE - mm

W,;: Criterio LLL Congruencia de Tridangulos
W, Punto medio

(B)
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A continuacion el dato D;; es la afirmacion C;;;, cuyo dato encontrado es D;y,. La relacion
entre ambos solamente es el hecho geomeétrico de la rotacion. Esta garantia se presenta de
forma implicita. Es importante recordar que en la argumentacion de tipo abductivo la

garantia puede o no ser implicita (ver la continuacion de [L9] en la fase de justificacion

final).
Dyy: mAD = mﬁ—ﬁ Cypr: Dy AADE” = AE°CD’

W: Rotacion

©
Enseguida ocurre un “salto” en la logica de argumentacion debido a que el dato Dy no

continta como la afirmacion siguiente C;; en la cadena de razonamiento (ver diagrama

(D).

Dy: mAD = mDB Cy:mDB = mD’C
Dy;: mAD = mD’C
W: Transitividad
(D)
Al igual gue en el caso de las estudiantes J1 y J2, la justificacion en general es incompleta
pues la estudiante R1 no pone énfasis en el hecho de que la rotacion en el diagrama (C) es

de 180°, lo cual permite junto con la congruencia de DB y D'C que DD"y BC sean

paralelos. Al respecto, en su registro escrito la alumna argumenta (ver figura 4.3.1):
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Figura 4.3.1 Argumento escrito complemento a lo expresado en [L9]
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Puede observarse que sélo comenta: “Los segmentos AD y A'D’ son paralelos entre si”,
pero no justifica dicha afirmacion. No obstante, organiza sus ideas de manera generalizada
y a pesar de tener muchas deficiencias de contenido, la estructura abductiva al final también
tiene indicios de razonamiento deductivo; esto se puede ver en el hecho de que, la

afirmacion C;y no fue D;, (dato de entrada de la C;;;). Véanse los Diagramas de Toulmin
(©)y (D).

4.4 CASO DEL ESTUDIANTE R2

El estudiante R2 no realiz6 la figura como se indicaba en la hoja de trabajo; su construccion
contenia trazos extras innecesarios® (caracteristica de las etapas de explicacion informal y
de justificacion argumentativa). Los argumentos presentados durante la fase de
justificacién, en la cual se dieron las preguntas y respuestas, son confusos por lo cual, para
poder relacionarlos mas facilmente con los diagramas de Toulmin, se marcan en negritas
cursivas. Al final, el estudiante prefiere también leer su registro escrito. Los siguientes son
fragmentos de lo argumentado durante la elaboracion de las conjeturas y durante la

justificacion; posteriormente se agrega el registro escrito.

1) Fase de elaboracidn de las conjeturas.

[L1] R2: Deciamos que el segmento D con D’ [Sic. Quiso decir DD ] es igual a B con C
[Sic. Quiso decir BC ] y bueno, esa relacion la obtuve al rotar esta figura que es un
triangulo [Sefiala el triangulo EDA’] y forma un paralelogramo y aqui se forman

paralelas (...)%

22 Mostré deficiencias de origen pues al aplicar la reproduccion de los pasos del archivo de Geogebra, no se
observé la secuencia de las instrucciones indicada en las hojas de trabajo. Por esa razdn, Gnicamente se
muestra la construccion final (figura 4.2.12) con la cual explico y justificé.

2 A pesar de no mencionarlo en el di4logo, tal conjetura se obtuvo también a partir de la obtencién de la
medida de ambos segmentos. Esto puede verse en la figura 4.2.12 obtenida del archivo electrénico de la
construccién hecha en Geogebra asi como de lo expresado en el registro escrito.
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Figura 4.2.12 Construccién a partir de la cual R, comenz6 a elaborar sus conjeturas

1) Fase de justificacion argumentativa.

[L2] E: ¢En qué te basas para afirmar que es paralelogramo?

[L3] R2: En que sus lados son paralelos [Sefiala DD y BC ] de ambos lados tanto los
superiores como los laterales por eso es un paralelogramo ;no? (...)

[L4] E: O sea para que sea paralelogramo sus lados deben ser paralelos. Ahora, eso es lo
que hay que explicar: ¢COmo estamos seguros que esos segmentos son paralelos? ; BC
con DD’y DB con D'A™?

[L5] R2: También cheque y DD’ es igual a BC, bueno, este es equitativo al rotar este
tridngulo (...) partiendo de estos dos tridngulos que son semejantes [Sic]

[L6] E: ¢ Semejantes?

[L7] R2: Congruentes (...) podemos decir esto porque de aqui podemos usar el criterio
Lado- Angulo-Lado y podemos tomar el lado A’con E; y D con A [Sic. Quiso decir tomar

los lados A’E; y DA ]y el angulo ;Lo puedo marcar? [Marca el angulo 4DAE ].

3) Justificacion final: Obtencion de la prueba informal.

[L8] E: Lado-Angulo-Lado (...).

[L9] R2: Si, ya que podemos, bueno, por el punto medio que estd trazado a partir del
triangulo mayor, tanto va a ser la misma distancia de € a E; como de A a E;, entonces
igual del otro lado de B a D y de A a D, entonces podemos decir que (...) el segmento AE;

esigual a A'E; y el segmento de DA es igual a A’D’, entonces solo lo que tendriamos
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que sacar seria el &ngulo 6 con n que podemos observar son iguales, entonces ahi se

cumple el criterio de congruencia.

Anélisis de las etapas de justificacion argumentativa y obtencion de la prueba final de las
conjeturas C;: DD” = BC y DD’ || BC utilizando el Modelo de Toulmin (estudiante R2)

Primeramente se consideré la conjetura C;: DD” = BC para la cual se encontrd el dato D,

(Véase [L1]) considerando que los paralelogramos tienen lados paralelos dos a dos. Esto

expresado con un diagrama de Toulmin queda:

C,: DD” = BC

? D, :DD’CB

es paralelogramo
W: Caracteristicas de

los paralelogramos
(a)

Ahora el D; se convierte en la afirmacion C, para la cual se requiere encontrar mas datos y

por la misma razon, porque los paralelogramos tienen lados paralelos dos a dos se tiene

entonces: DD || BC y DB DA’

Cz: DllDD’CB

20,:DD || BC
DB I D’'A es paralelogramo

W: Caracteristicas de
los paralelogramos
(b)

Es importante hacer notar que en el diagrama (b), la garantia se acompafia del respaldo de

la toma de las medidas DD” y BC, esto a pesar de que no lo mencion6 en su discurso oral ni

en el escrito.
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? Dy: AADE, = AA'D'E, C3:D,: DD’ || BC
DB || D’A

W:Congruencia de triangulos

(1c)

En realidad D5 no lleva directo a la afirmacion C; (o viceversa) tal como se muestra en

(1c), no obstante, en la linea del dialogo [L5] de la etapa de justificacién argumentativa él

?D;: mDD" = mBC T C;:DD = BC

W: Congruencia de

plantea:

segmentos
(2c)
7D, : AADE, = AA'D'El—h Cy:D;:mDD” = mBC
W: Congruencia de Triangulos
(3c)

Tampoco en este caso D;; nos lleva directo a la afirmacién C;; (o viceversa) asi como se

muestra en (3c). Sin embargo, él continda y en [L9] plantea:

DHI: A’ 1= AE . CIU:DH: AADEl = AA’D’El

W: Punto medio,
Criterio de congruencia

LAL
(4c)

De acuerdo con lo expresado verbalmente, el analisis queda incompleto puesto que nunca
aclara la relacion de sus afirmaciones mostrada en el diagrama (3c). Ahora, en el registro

escrito se tiene lo siguiente:

54



]

0_\' rc‘l’o( nvesTra

se nmoetee  ye gu

DB‘ o= éz, C"’ (¢loc o

|
t' O)qu A E D S< ‘Wl UN f][,,/:lc, {Gf’)‘a""@/ (i( ‘)O"‘(‘f a 10‘) ‘,(amc,,'f_
1 ¥ -

{
ar

DD \{ BC Pf)ro lC IO UM COn o‘{‘ro 0& ""\d & aqvc IIO M((‘J (Sg
anbos €5 Cg,\l wlc/\}c/ por qee  por foo b &£ 4“0"3"“’9
AED Y RDE & io' ~0rera q(K. @' X r COﬁjva" #CJ

POécw, ul;“nwr éavcrfo‘, Crw}crh’b Coss es el (JC
LAL/‘/GJ C(“"' dm “de’ sus lodos Y vo ke sus ang\,l@, o~ IS@\[@;/

_*Odc»«m o\c Qu;, 65465 Plelal Jtl\fe)o/v}(,s o AAE‘C 7 al “l(Aér

i DG

ﬂoUAo) ~fc§.os eskes poscin o wdod 40 wdo lodg dcf
. gl o], RSy

pore ldog,o mo  (€lacionedo o 'fgmen‘)‘oﬁ AD =BD Y

8D" DA P\ .0 —AD {"O/«»anc)o as” }0', Pﬁm’da; {

clt \6uo\ QO,MO o DD B(/

Figura 4.2.13 Registro escrito realizado por el estudiante R,

o s¢r

C OMF\-CM‘)O

Es de tomarse en cuenta que hace referencia al giro de 180° que forma un paralelogramo

relacionando A’D” = BD (...), lo cual expresado mediante el diagrama de Toulmin puede

quedar asi:

C,: BDD 4 "es Paralelogramo

?D,:A'D’=BD

W: Caracteristicas de
los paralelogramos

(5¢)
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Posteriormente:

?l@ﬁ:ﬁ Cp: Dg: AD"=B

DA =AD"

W- Punto medio y

Transitividad
(6¢)
D.:Cy:A’D" = BD C.:DD” =BC
W: Rotacion 180°
Punto medio
Paralelismo
(7c)

La afirmacion DD’ || BC queda sin prueba concluyente y en DD” = BC, después de tres
intentos, se llega a una prueba de caracter abductivo con un leve indicio de deduccion, pues
la entrada o el dato D, es la salida o afirmacion anterior C,; a diferencia de los
razonamientos abductivos en los cuales los datos de las afirmaciones previas corresponden

a las afirmaciones subsecuentes.

45 SINTESIS DE LOS RESULTADOS Y COMENTARIOS

A continuacion se muestran los principales resultados de la investigacion.

Tabla 4.5.1
Pruebas obtenidas en cada conjetura®
. Estudiantes J1 y J2 R1 R2

Conjetura
DD’ = BC Justificacion vélida | No logra prueba | Justificacion valida
Conjetura 1 (Prueba informal) alguna (Prueba informal)
DD | BC Justificacion valida | Justificacion vélida | No logra prueba
Conjetura 2 (Prueba informal) (Prueba informal) alguna

24 A partir de esta tabla, en la Sintesis de resultados, se hara referencia a las conjeturas Gnicamente como
Conjeturas 1y 2.
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Se observa en la Tabla 4.5.1 que las estudiantes J1 y J2 lograron obtener una justificacion
final vélida (prueba informal) para ambas conjeturas. Los otros dos estudiantes lograron
justificar solamente una.

La Tabla 4.5.2 hace referencia a la continuidad estructural (o de razonamiento) entre las

etapas argumentativas (conjeturacion y justificacion) y la prueba final obtenida.

Tabla 4.5.2

Continuidad estructural: Razonamiento empleado

. Tipo de razonamiento
Estudiantes - -
Conjetura 1 Prueba 1 Conjetura 2 Prueba 2
nyi Abductivo Abductivo Abductivo Abductivo

Se presenta continuidad Se presenta continuidad

a1 Abductivo | No se logra Abductivo |  Abductivo

No existe continuidad Se presenta continuidad

o Abductivo |  Abductivo Abductivo | No se logra

Se presenta continuidad No existe continuidad

La Tabla 4.5.3 presenta los elementos por los cuales se afirma que la prueba obtenida se
considera abductiva a pesar de mostrar indicios de carécter deductivo.

Tabla 4.5.3

Elementos de caracter abductivo en las pruebas finales obtenidas

. Elemento
Estudiantes Prueba 1 Prueba 2
La afirmacién parte de la observacion | La afirmacion parte de la observacion
de un trazo. de un trazo.
J1yJ2  |La garantia no es un conocimiento
tedrico La garantia no es un conocimiento teérico

Orden afirmacion-dato

La afirmacidn parte de la observacion de
R1 - una rotacion

La garantia no es un conocimiento teérico

La garantia no es un conocimiento
tedrico

R2 La afirmacion implica la combinacion -
de un conocimiento tedrico y de una

observacion
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En la Tabla 4.5.3 se observan cuatro elementos considerados como referencia para afirmar
que el razonamiento llevado a cabo en cada prueba o justificacion final es de tipo
abductivo: El orden afirmacidn-dato, la garantia no es un conocimiento teérico, la

afirmacion parte de una observacion y la afirmacién parte de un conocimiento tedérico.

Lo anterior se determiné considerando que para Toulmin (1964) una diferencia importante
entre un argumento deductivo y uno abductivo se encuentra en la calidad de la garantia
mientras que para Pedemonte (2007) la diferencia estriba sobre todo en el orden de
aparicion de la afirmacion y el dato. Para ella, si a partir de un hecho observable
establecido como afirmacion inicial se logra identificar un dato que permite llevar a cabo la
siguiente inferencia (en la cual ahora ese dato cumple el papel de afirmacion), ahi se esta en
presencia de un razonamiento abductivo (ver figura 6.1 del Capitulo 6). En el presente

estudio, se considera que un razonamiento es deductivo si cumple ambas condiciones.
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CAPITULO S
CONCLUSIONES Y REFLEXIONES FINALES

51 INTRODUCCION

En este capitulo se presentan de forma sintetizada la interpretacion de los resultados
obtenidos y las conclusiones con relacién al objetivo general de investigacion de forma
explicita, e implicitamente con relacién a los objetivos particulares planteados en el
Capitulo 1. Asi mismo, se da respuesta a las preguntas de investigacion y finalmente se dan
las reflexiones finales las cuales resumen la posicion del estudio con relacion a los
conceptos manejados en el Marco Teorico y a las perspectivas de continuacion de la

presente investigacion.

5.2 ACERCA DEL OBJETIVO DE INVESTIGACION

El objetivo general de la investigacion se refiere a la identificacion de algunas razones por
las cuales, los estudiantes no logran transitar de la elaboracion de conjeturas a la

justificacién argumentativa y posteriormente a la prueba deductiva.

En relacion con este objetivo, es importante traer a cuenta algunas de las ideas expuestas
tanto en los antecedentes como en el marco tedrico, referentes a la controversia existente,
aun hoy en dia, sobre la conveniencia de aceptar pruebas informales como pruebas finales

validas en una clase de matematicas.

En esta investigacion, dadas las caracteristicas de la poblacion estudiantil seleccionada, se
decidio (tal como se menciono en la metodologia) aceptar como prueba final valida, aquella
justificacion de tipo argumentativo (verbal o narrativo) que mantuviese a pesar de todo su
caracter general, es decir, una justificacion que no se limitara a la enunciacién de ejemplos

particulares para responder a la pregunta del porqué sus conjeturas resultaban ciertas.

Al final, fue posible observar cémo los estudiantes llegaban a conclusiones validas, de
acuerdo con los parametros de aceptacion, en la mayoria de los casos, aun tomando en
cuenta todas las carencias vinculadas al sistema referencial, principalmente aquellas
relacionadas con el uso apropiado del lenguaje y la interpretacion de las figuras

geométricas; aspectos fuera del alcance de esta investigacion.
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Tal como se explico en el Capitulo 3, previo a la aplicacion del problema final de prueba
(en el cual se debian plantear un par de conjeturas e intentar justificarlas) las estudiantes
trabajaron a lo largo de cinco sesiones, una serie de actividades previas (mostradas en el
anexo 2); por medio de éstas, la argumentacion paulatinamente se transformé en un hecho

mas familiar para ellas y lograron apropiarse de la intencion de la prueba.

El aprendizaje del funcionamiento de las herramientas basicas del software, la elaboracion
de las construcciones geomeétricas con ayuda del mismo asi como el planteamiento de las
conjeturas, no constituyeron el problema principal para las estudiantes (tal como se previo),
fue la actividad argumentativa de justificacion la de mayor conflicto y la que ayudd a

comprender la intencion de la prueba al tratar de responder a la pregunta ¢ por qué?

Este papel de la prueba, con frecuencia, lleva a obtener un resultado final de naturaleza
muy distinta a la demostracién. La obtencién de dicho tipo de prueba, no corresponde a las
posibilidades del estudiante dadas sus circunstancias de formacion matematica (respecto al
uso de la prueba como herramienta de aprendizaje) asi como al tipo de razonamiento
desarrollado cuando resuelve problemas geométricos de prueba similares a los planteados

en esta investigacion.

Al analizar este Ultimo aspecto (el razonamiento reflejado a través de los argumentos) se
identifico y reafirmé lo planteado por Pedemonte (2001, 2003, 2007): El razonamiento
abductivo puesto en marcha durante la argumentacion (tanto constructiva como
estructurante) de forma espontanea genera una prueba final también de tipo abductivo, por
lo cual, esperar una demostracién (prueba formal con caracteristicas de razonamiento
deductivo) representa mas que un arduo problema para el estudiante, pues existe una
“distancia” de tipo estructural entre el proceso “natural” de razonamiento y la prueba final
esperada con dichas caracteristicas. ¢;De qué manera se puede favorecer un cambio o
“ruptura” en el tipo de razonamiento? Es decir, ;Coémo lograr pasar de la abduccion a la
deduccion? La respuesta a estas preguntas sera parte de la continuacion de la investigacion,

lo cual sera expuesto en el Capitulo 6.
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53 RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS DE INVESTIGACION

1) ¢ Como se transita de la conjetura (elaborada con ayuda del software) a la prueba

geométrica informal?

En lo referente al andlisis estructural, en nuestro estudio, el razonamiento abductivo, llevo
a las estudiantes a formular conjeturas especialmente a través de la medicién y observacion
del comportamiento de las figuras geométricas, utilizando la funcion de arrastre con
deslizadores. Al intentar responder porqué suponian que dichas conjeturas eran ciertas, se
desencaden6 un proceso de justificacion basado igualmente en la observacion de las
construcciones a las cuales muchas veces se les agregaba un trazo auxiliar. Debido a que
partian de lo observado, el razonamiento puesto en practica también fue de tipo abductivo a
pesar de que la utilizacion del software fue mucho mas limitada en esta etapa (pues el
andlisis basicamente se hacia con la figura estatica y rara vez las estudiantes movieron el
deslizador en esta fase). Consideramos, que en la mayoria de los casos, se llegd a una
prueba vélida de tipo informal debido a la aceptacion de una justificacion abductiva como
prueba final por parte de la profesora y porque la conexion de razonamientos llevd a
realizar afirmaciones verdaderas en aquellos casos donde se cumplié con la prueba. Los
didlogos entre las alumnas y la entrevistadora (profesora) condujeron las etapas de
explicacion informal y de justificacion argumentativa hasta obtener pruebas con las

caracteristicas antes descritas.

2) ¢Cuales son algunas razones por las cuales, frecuentemente, los estudiantes no
transitan de la elaboracion de conjeturas, a la justificacion argumentativa de tipo
abductivo y posteriormente a la prueba deductiva?

Las razones por las cuales frecuentemente no se transita de la conjetura a la justificacion
final, pueden relacionarse con el sistema referencial y con el sistema estructural. Este
ultimo aspecto, objeto de estudio de la investigacion, da cuenta de dos casos que se
presentaron: El primero, cuando se llega a una justificacion final valida de tipo abductivo
(prueba informal) y cuando no se llega a generar prueba alguna. La obtencion de una
demostracién o siquiera de una prueba deductiva informal no se present6. En los casos

donde si se llegd a obtener una prueba informal, se pudo observar razonamiento abductivo
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como forma “natural” de conectar ideas, desde la formulacion de la conjetura hasta la
obtencion de dicha prueba. Los casos en los cuales no se obtiene ningun resultado o se
hace pero de manera incorrecta, seran objeto de estudio en la continuacion de la
investigacion, pues al parecer, de acuerdo con Pedemonte (2011), existen diferentes tipos
de abduccion, cada uno de los cuales favorecen o no la obtencion de los resultados

esperados.

3) ¢COmo razonan los estudiantes al transitar de la elaboraciéon de una conjetura a la
obtencion de una prueba en problemas geométricos elaborados con ayuda del

software?

La utilizacion del modelo de Toulmin fue determinante para interpretar los argumentos de
los estudiantes y poder encontrar la estructura de razonamiento inmersa en sus discursos
aparentemente carentes de contenido aceptable. El andlisis elaborado con ayuda de tal
modelo, permitié descubrir que existe continuidad en el tipo de razonamiento, en el cual
prevalece la abduccion. También se pudo precisar de qué modo se daba esta continuidad,
pues se observd la forma en la que se hilaban las proposiciones y se distinguio la diferencia
entre ambos tipos de razonamiento: el abductivo y el deductivo. Es importante destacar que
a pesar de prevalecer el razonamiento abductivo, se puede inferir que existen indicios de
caracter deductivo por la forma como relacionaron las estudiantes sus ideas finales. Tales

indicios, de igual modo, seran objeto de estudio en la continuacion de la investigacion.

54 REFLEXIONES FINALES

Debido a que se trata de un Estudio de casos, la intencion de la presente investigacion es
observar qué tan plausibles son los resultados encontrados por Pedemonte referentes a la
continuidad o ruptura del razonamiento abductivo entre la argumentacién y prueba, tema

que debe estudiarse mas a fondo.

La continuidad estructural entre argumentacion y prueba se observo en los tres casos
estudiados, en los cuales este tipo de razonamiento, puesto en marcha durante las primeras

fases, se conservd hasta lograr la prueba con las caracteristicas minimas aceptadas por la
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profesora (considerando las caracteristicas de la poblacidn ya descritas con anterioridad),

todo esto, a pesar también de mostrarse indicios de razonamiento deductivo.

En la mayoria de los casos, las etapas del proceso E-P se van presentando de forma
simultanea, o més bien traslapada, principalmente la Explicacion informal y la Justificacion
argumentativa. En ese sentido, se suelen presentar explicaciones descriptivas de lo que el
alumno va construyendo, de lo que observa y en la mayoria de los casos, son las preguntas
elaboradas por la profesora (entrevistadora) las que inician el siguiente encadenamiento de

razonamientos Utiles para llegar a probar la conjetura en cuestion.

En un razonamiento deductivo, los conocimientos tedricos conducen a la prueba; en uno de
tipo abductivo, son las observaciones. Cuando los estudiantes ven una posible solucion y no
tienen idea acerca de la teoria matematica que podria ser utilizada, ellos consideran
diferentes caminos de resolucion (partiendo de diferentes puntos de inicio), exploran y
buscan diversas estrategias. Es dificil entonces encontrar una argumentacion de tipo
deductivo, méas aun cuando el proceso de prueba les resulta ajeno, pues no han trabajado la

prueba como recurso de aprendizaje matematico a lo largo de su formacion.

Las argumentaciones de tipo abductivo son usualmente empleadas bajo esas circunstancias
y el paso hacia la prueba deductiva no resulta fécil para los estudiantes. Por el contrario,
algunas dificultades durante la construccion de la prueba pueden ser atribuidas a la

continuidad “espontanea” de tipo abductivo.

El modelo de Toulmin claramente revela la estructura de la argumentaciéon (tanto
constructiva como la estructurante) asi como la de la prueba obtenida como producto final.
Cuando los estudiantes utilizan abduccién durante su argumentaciéon (la cual parece ser
natural al menos en la produccién de la conjetura), se requiere un cambio estructural, el
cual, a pesar de todo, puede detectarse en las producciones de los estudiantes. Es asi como
el modelo de Toulmin hizo posible analizar la continuidad o la distancia estructural entre

ambas.

Como lo menciona Pedemonte y demas investigadores de la unidad cognitiva, la actividad
de argumentacion parece favorecer la construccion de la prueba, en la cual es importante
poner énfasis en los aspectos relacionados con el razonamiento y no Unicamente en lo

referente al contenido, pues el razonamiento entra en juego de manera abductiva cuando
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directamente no se trae a colacion lo trabajado con anterioridad o los conocimientos
tedricos previos. Es asi como se ha verificado que el andlisis basado en los contenidos no es
suficiente para analizar todos los aspectos que participan en la relacion entre argumentacion

y prueba.

Es importante hacer notar que también se presentaron indicios de razonamiento deductivo
en la obtencidn de las pruebas finales, las cuales a pesar de considerarse (y por mucho) de
caracter informal, dan cuenta de un encadenamiento de ideas diferente en su estructura al

presentado en las formas abductivas.

La continuidad estructural puede ser usada para analizar algunas dificultades que los
estudiantes podrian tener en la construccion de una prueba, pero otras posibles dificultades
requieren también ser tomadas en cuenta. Es importante considerar los casos donde una
continuidad estructural no solo evita la aparicion de la prueba deductiva, sino que conlleva
a pruebas formuladas incorrectamente. Tal como se observd, en algunas ocasiones, los
estudiantes fueron incapaces de construir una prueba porque la continuidad espontanea

entre los dos procesos esta también presente desde un punto de vista estructural.
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CAPITULO®6
PERSPECTIVAS DE CONTINUACION
DEL ESTUDIO

6.1 INTRODUCCION

Los resultados obtenidos en este trabajo dan cuenta de la necesidad de continuar el estudio
de la relacion estructural entre las fases relacionadas con la actividad de argumentar
(conjeturar, explicar y justificar) con la fase de obtener una prueba final deductiva. Hasta
el momento se ha comprobado la continuidad existente entre las formas de razonamiento
Ilevadas a cabo por los estudiantes durante las etapas de construccion vy justificacion de la
conjetura y la prueba final obtenida. Dicha continuidad se observé debido al tipo de
garantia utilizada y al encadenamiento de sus inferencias a lo largo del proceso de
justificacion. La existencia de continuidad se traduce en el predominio de las formas
abductivas a pesar de haberse presentado indicios de caracter deductivo sobre todo por el

cambio en el orden de los razonamientos al momento de obtener la prueba final.

Este predominio de la abduccién y la calidad “deficiente” de los argumentos generados,
indican la existencia de una situacion con aspectos relevantes adn por estudiar, por ejemplo:
¢Qué tipos de abduccion facilitan (u obstaculizan) la generacion de la prueba deductiva?
¢La generacion de pruebas informales se puede facilitar a través de la resolucion de
problemas en los cuales se pueda prever algun tipo de abduccién conveniente para tales
efectos?

En ese sentido, Pedemonte (2007, 2011), al estudiar el trabajo de Eco (1983), sugiere
ciertas perspectivas de investigacion encaminadas a estudiar la estructura de los diferentes
tipos de abduccion estudiados por Eco aplicados al estudio del proceso de prueba
geométrica y algebraica. De manera personal, también interesa investigar si es posible
disefiar problemas que permitan generar ciertos tipos de abduccién como un proceso de
entrenamiento en la generacion de pruebas geométricas, aun las de caracter informal, las

cuales pudieran evolucionar a pruebas deductivas con todo lo que ello implica.

Ademas, un estudio profundo sobre el tema de la abduccion se ha llevado a cabo por

autores como Bofantini, M., Proni, G. (1983) asi como por Magnani, L. (2001) a quienes es
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preciso estudiar mas ampliamente para reconocer las implicaciones que pudiesen tener sus

estudios en la continuacién de esta investigacion.

De acuerdo con lo anterior, en este capitulo se da un panorama general de lo que se
pretende abordar durante los estudios del Doctorado. Primeramente, se dan algunos
antecedentes sobre el concepto y los tipos de abduccion. Posteriormente, se explican las
implicaciones en el ambito escolar y en la actividad matematica de los estudiantes y
finalmente se explica la forma en la cual se aplicaria ahora el modelo de Toulmin en la

ampliacion de este trabajo.

6.2 ALGUNOS ANTECEDENTES SOBRE EL CONCEPTO Y LOS TIPOS DE ABDUCCION

El concepto de abduccién fue redescubierto e introducido en su forma actual®, por Pierce
Charles Sanders alrededor de 1865 para referirse al tipo de inferencia distinto de la
deduccion y la induccién®. A lo largo del desarrollo de la idea de abduccién, Peirce utilizo
el término en diferentes formas para referirse al mismo concepto (usé los términos
“hipdtesis” y “retroduccion”), no obstante esto, es posible identificar sus ideas principales.
En sus primeros trabajos, enfatiza la forma logica de la abduccion, en la cual un resultado
procede de un caso particular. En su trabajo posterior, enfoca la abduccion como una fase
del proceso de descubrimiento, es decir, empieza a encausar mas el papel de la abduccién
en el contexto del pensamiento cientifico y menos en su forma logica interna. Vista de este
modo, la abduccion comienza con la observaciéon de un hecho sorpresivo y su objetivo es
explicar este hecho. Es entonces como la evolucion del pensamiento de Peirce puede

abordarse con relacion a estas dos etapas del estudio del término.

En general, de acuerdo con Peirce, la caracteristica principal de la abduccion es que su
conclusién es plausible, pero no necesariamente cierta puesto que actiia “en reversa”: de un
resultado o consecuencia llega a un antecedente. De este modo, explica dicho resultado o
hecho sorpresivo. La conclusion de una abduccion es susceptible de verificacion o
refutacion por comparacion con otros casos. Representa la primera etapa del razonamiento

cientifico, seguida de la deduccion (de consecuencias superiores) y la induccién (la cual

% Ya existian antecedentes desde Aristételes en los Analiticos primeros. Ver
http://classics.mit.edu/Aristotle/prior.htmlhttp://classics.mit.edu/Aristotle/prior.html.
% \Ver http://www.unav.es/gep/AF/Genova.html.
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evalla dichas consecuencias). Los estudios de Peirce sobre logica fueron inusuales en su
tiempo porque no se enfocaban fundamentalmente en la I6gica deductiva. En lugar de eso,
¢l fue capaz de ver la logica como “El arte de idear métodos de investigacion: EI método de

los métodos” Pedemonte (201 1)27.

La abduccién se caracteriza entonces, por ser un proceso creativo, en tanto genera las
nuevas ideas, mientras que la deduccion deriva conocimiento de aquel que ya ha sido
validado previamente y la induccién por su parte, se limita a comprobarlo. La deduccion
va de lo general a lo particular, en ésta lo que se busca hallar es el resultado final. La
induccion por su parte, aparece como el proceso inverso, en el cual se conoce el resultado y

el caso, pero se debe buscar la regla, es decir, lo general.

Eco (1983) hace algunas diferencias Utiles basadas en la formulacidén de Peirce sobre la
abduccidn como la inferencia de un caso o de un dato partiendo de un resultado. Eco apunta
que la regla necesitada para encontrar el antecedente no siempre es evidente. De acuerdo
con él, cuando dicha regla es evidente, la formulacion hecha por Peirce se cumple, pero
cuando no lo es, entonces se presentan otros tipos de abduccion. Eco identifica tres tipos de
abduccion?®: abduccién sobre-codificada, abduccién sub-codificada y abduccién creativa.
La abduccién sobre-codificada ocurre cuando la persona que argumenta es consciente de
solo una regla relacionada con el caso; este tipo corresponde a la formulaciéon de Pierce
aludida anteriormente. De no ser asi, la situacion se vuelve mas compleja: Antes de que el
caso pueda inferirse, se debe encontrar una regla y la conclusion de la abduccién depende
de cudl es esa regla. Entonces, el problema real consiste en cdmo entender (y encontrar)
ambos, la regla y el caso al mismo tiempo, pues estos se hallan inversamente relacionados.

ligados juntos, en una suerte de quiasmo?°.

Si existen mdltiples reglas generales para ser seleccionadas, Eco llama a esto abduccién
sub-codificada. Afirma que para elegir una regla de todo un conjunto, a pesar de ser cada
una de ellas, igualmente probables, existe un criterio de seleccién, a diferencia de lo
afirmado por Peirce, quien decia que la preferencia no se basa en ninglin conocimiento

previo relacionado con la verdad de la hipotesis. Es decir, Eco sugiere que podrian existir

%7 Citando a Peirce (1960).
%8 os términos en inglés corresponden a “overcoded”, “undercoded” y “creative abduction”.
 Figura de diccion que consiste en presentar en érdenes inversos los miembros de dos secuencias (R.A.E.)

67



criterios de seleccion entre todas las posibles reglas, lo cual significa que mientras todas,
igualmente podrian explicar los hechos, en la practica no son tratadas como

“equiprobables”.

Magnani (2001) asocia ambas, la abduccion sobre-codificada y la sub-codificada, como
abducciones selectivas. Para él, la abduccion selectiva es el proceso de encontrar la
hipdtesis explicativa correcta de un conjunto dado de posibles explicaciones y quien
argumenta, puede encontrar la regla méas apropiada para construir la explicacion de entre un
conjunto de reglas a las que ha tenido acceso. Sin embargo, puede pasar que no exista una
regla general conocida por quien argumenta. En tal circunstancia, se debe crear una nueva

regla. Eco llama a este tipo de “creacion” abduccion creativa.

6.3 ABDUCCION Y PRUEBA GEOMETRICA EN EL AMBITO ESCOLAR

De acuerdo con Pedemonte (2011), en matematicas la demostracion es deductiva, pero los
procesos de descubrir y conjeturar son caracterizados por la argumentacion abductiva.
Cuando los estudiantes se encuentran inmersos en la practica de la prueba matematica,
frecuentemente “surge” una idea. Para analizar aquello que los estudiantes estan haciendo
cuando esto sucede, una puede referirse a este hecho como abduccion. No obstante,
mientras la abduccion es crucial en la introduccion de nuevas ideas (Peirce, 1960), ésta
representa a veces un obstaculo para los estudiantes cuando deben construir una prueba
deductiva. De acuerdo con Pedemonte (2007), cuando se resuelven problemas geométricos,
muchos estudiantes no pueden transformar sus argumentaciones abductivas en pruebas
deductivas a diferencia de lo sucedido al resolver problemas de prueba en el contexto
algebraico. La autora menciona la importancia de realizar andlisis mas profundos para
comenzar a explicar estos descubrimientos y de acuerdo con ella, se requiere examinar si
los diferentes tipos de abduccion actian como obstaculos 0 como soportes de la prueba y
mas generalmente, si los tipos de abduccion utilizados en la argumentacion pueden afectar

la naturaleza del proceso de prueba y de ser asi como lo hacen.
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6.4 T1POS DE ABDUCCION EN LA ACTIVIDAD MATEMATICA DE LOS ESTUDIANTES

Para Pedemonte (2011), la argumentacion que involucra abduccion sobre-codificada hace
mas facil la construccion de la prueba. De acuerdo con el principio de unidad cognitiva
(Boero, Garuti, Mariotti, 1996; Pedemonte, 2003), la argumentacion previa puede ser
utilizada por los estudiantes en la construccion de pruebas si ellos pueden organizar algunos
de esos argumentos en una cadena légica. En la abduccion sobre-codificada, la distancia
estructural entre la argumentacién abductiva y la prueba deductiva es més corta porque los
estudiantes so6lo tienen que buscar datos para justificar la afirmacion; la regla y la

afirmacion ya se encuentran presentes.

Sin embargo, si el teorema no es suficiente para producir una prueba, el estudiante esta
obligado a cambiar de estrategia para resolver el problema. Puede ser dificil si otra regla
plausible no es conocida por el estudiante. En este caso, la abduccion sobre-codificada no
es de ayuda y puede ser un obstaculo para construir la prueba.

En el caso de la abduccion sub-codificada donde algunas reglas plausibles son conocidas,
es importante seleccionar una regla atil y correcta para producir la regla. En la abduccién
sobre-codificada, es importante que la regla seleccionada sea suficiente para resolver el
problema, de otro modo, el estudiante esta obligado a cambiar de estrategia para resolver el
problema, sin embargo, no resulta ser un obstaculo ya que otras reglas plausibles estan

disponibles para ser tratadas.

La abduccidn creativa es probablemente el tipo mas dificil de abduccién para usar como
base de una prueba deductiva, pues es necesario verificar muchos elementos para asegurar
que la regla creada es un teorema correcto y efectivo. En ese sentido, puede suceder que la
regla creada sea incorrecta y entonces el estudiante construye una “prueba” también

incorrecta.

6.5 AMPLIACION DEL USO DEL MODELO DE TOULMIN PARA ANALIZAR ARGUMENTOS
DE PRUEBA

Para analizar las relaciones entre los diferentes tipos de abduccion y la prueba deductiva en

la actividad matematica de los estudiantes, se modelan sus argumentos usando el modelo de

Toulmin (1964). En esta investigacion, tal como se pudo observar, la argumentacion y la

prueba fueron analizados y comparados desde un punto de vista estructural usando este
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modelo. El objetivo de Toulmin fue proveer un modelo que pudiera ser usado para analizar
argumentos en general, no sélo argumentos deductivos, lo cual permitié comparar ambas
estructuras: la de las etapas argumentativas y la de la prueba final obtenida. Las
perspectivas para continuar la investigacion se encaminan ahora a estudiar la estructura de
los diferentes tipos de abduccion generados y observar los efectos de cada uno en la
estructura de la prueba final, tal como sugiere Pedemonte (2007, 2011). También interesa
investigar si es posible disefiar problemas que permitan generar ciertos tipos de abduccion
como un proceso de entrenamiento en la generacion de pruebas geométricas. Todo lo
anterior, requiere entonces ampliar el nimero de elementos involucrados en el modelo de
Toulmin en comparacion con los usados en la presente investigacion. En la figura 2.5.1.1,
se muestra el modelo bésico de Toulmin, el cual fue utilizado para estudiar la continuidad
estructural de las resoluciones mostradas en el analisis de datos. Para la continuacion de la
investigacion, se agregaran otros tres elementos: el calificador, la reserva y el respaldo (ver
figura 2.5.1.2; ambas figuras pueden encontrase en el Capitulo dos). Es importante recordar
que el calificador expresa la fuerza del argumento, la refutacion introduce un contra-
argumento vy el respaldo provee soporte adicional para la garantia. A pesar de la enorme
importancia de cada uno de ellos, para fines de la continuacion del estudio interesa sobre
todo analizar el papel que juega el respaldo que soporta la garantia. Puede decirse que el
respaldo legitimiza la garantia del argumento. Este respaldo, esta siempre presente, pero
frecuentemente de forma implicita. En una prueba deductiva, el respaldo es una teoria
matematica, sin embargo, no es siempre en el proceso de argumentacion (el cual se presenta
al conjeturar y justificar). La comparacion entre los respaldos usados tanto en las
argumentaciones como en las pruebas es importante porque pueden ofrecer informacion
sobre la naturaleza de las reglas de abduccién versus el teorema usado en la prueba
deductiva (en los casos en los cuales se alcance). Toulmin quiso utilizar su modelo para
representar argumentos tanto deductivos como de cualquier otro tipo, para él, lo que
distingue a la deduccion es la garantia y la naturaleza del respaldo, mientras que para
Pedemonte (2007) la diferencia estriba en el orden o secuencia de aparicion de la
informacidn; para ella lo que caracteriza a la abduccidn es la ausencia del dato que justifica

una afirmacion dada (ver figura 6.1).
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? D: Dato | C: Afirmacién

W: Garantia

Figura 6.1 Abduccién representada con el Modelo de Toulmin de acuerdo a

Pedemonte.

El signo de interrogacion significa que se busca para aplicar la regla de inferencia o
garantia. Sin embargo, esta representacion es muy limitada para mostrar las diferencias
entre los tipos de abduccidn, por lo cual el signo de interrogacion en la futura investigacion

no solo podréa aparecer en los datos, sino también en la garantia o incluso en el respaldo.
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ANEXOS

ANEXO 1

IA. TRIANGULO INSCRITO EN UNA SEMICIRCUNFERENCIA.
PROBLEMA A LAPIZ Y PAPEL.

Construye un tridngulo inscrito en la parte superior de un semicirculo como en este

ejemplo:

Necesitaras transportador, regla y compas para trabajar. Escoge al azar (sobre el
semicirculo) varias posiciones diferentes para el punto C (No es necesario trazar el

triangulo exactamente como en el ejemplo).

Después de trazar los triangulos, cada uno con C en una posicién diferente, mide en cada
caso los angulos A, B y C respectivamente. Elabora una tabla como esta y anota tus

resultados:

g 4 £ B £ C

Presta especial atencion a lo obtenido en el angulo C. ¢Cuantos valores de C podemos dar?

¢ Tienes alguna conclusion, o sospecha sobre como es el & € en todos los casos?
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Construye ahora el triangulo utilizando el software. ; Qué puedes observar?

¢Qué argumento o justificacion (de tipo geométrico) darias para saber por qué se

comporta asi el angulo C? Utiliza lo aprendido hasta ahora para dar una explicacion.

IB. INTRODUCCION AL USO DE GEOGEBRA.

PROPOSITO: Realizar construcciones sencillas para conocer algunas herramientas de

Geogebra.

GENERALIDADES: Geogebra es un software interactivo de matematica que combina
dindmicamente &lgebra y geometria. Su ambiente proporciona diferentes recursos
distribuidos en dos menus: el Windows (o del sistema) y el de Geogebra propiamente

dicho. Este ultimo cambia de acuerdo a las Apariencias del mena vertical del lado derecho.

3] GeoGebra - a8

Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

Al D OO Al N ¢

» Vista Grafica ®

£

» Vista Algebraica

Apariencias
Algebray Graficos
Geometria Basica
Geomelria

Hoja de Célculo y Graficos

IS
-
H

FEAEER)

CAS y Gréficos
-1

El primer mend esta dedicado en modo general a la administracion de archivos, trabajo de
impresion, configuracion de los objetos internos y de la propia interface, asi como ayuda
para el manejo del paquete. En general contiene los mismos elementos que cualquier

programa manejado bajo Windows (0 el sistema de que se trate).

El segundo menu serd el encargado de la construccion de las figuras y por ello
desarrollaremos actividades para conocerlo y manejarlo con un mayor detalle. Para trabajar
utilizaremos la apariencia de Geometria, cuyo menu de Geogebra nos ofrece 12 submenus

(de izquierda a derecha): Cursores, puntos, dos menus de lineas, poligonos, dos menus de
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curvas, obtencion de medidas, simetrias, menu de texto, de imagenes y de verificacion de

propiedades, deslizadores y desplazamientos.

PRIMERA CONSTRUCCION

a) Elige la apariencia Geometria en el menu vertical del lado derecho.

E Gl ks

_@ Hoia e Clada y Grisoos

E =

b) Crea un punto (en el menu de puntos, segundo de izquierda a derecha, elige el
comando Punto) y etiquétalo con A (ubica el cursor sobre el punto, click con el
boton derecho y elige renombrar).

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda .
A . Punto A
Sl Pl (B P (O, -:f; AsC)| +hr
| il "l il v V| W
- D Objeto visible
-1— .A Punto i isi
| A Etiqueta visible
r;“ Punto en objeto & Rastreo activado
a3 Renombra
>< Interseccién
// Bora
-c' Medio o Centro
~w¢ Propiedades ..
.

c) Crea una recta a partir de ese primer punto (de izquierda a derecha, en el primer
menU de lineas elige Recta dados dos puntos, click en el punto A y otro click en
cualquier otro lugar dentro de la vista grafica de trabajo). Etiqueta al segundo punto
con B.
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d) Manupula la recta (Click en el comando Elige y Mueve del mend cursores).

f)

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

-.fs.7 /7 ’_‘!_/l/7 Ij_;. @7 ./_{L AEIC7 -{»7

Elige y Mueve
Enmarcado o seleccidn, uno a uno (Cirl), de objetos (Esc para salir)

e

Construye una perpendicular a la recta anterior que pase por el punto B (En el

segundo mend de rectas elige Perpendicular, click en B y luego sobre la recta).

Coloca un punto C sobre esta Ultima recta, la perpendicular generada (Elige Punto

en objeto en el mend puntos, segundo de izquierda a derecha).

[
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Iy [.“ el /'-..,,_( Ij_:- @7 4;7 ABC7

v =

~ | | Puntoen objeto
Clic sobre el perimetro o dentro del objeto que lo contendra

g) Marca el angulo ABC vy corrobora que ambas rectas son perpendiculares. Para ello

elige angulo y marca los tres puntos en ese orden.

h) Manipula cada uno de los elementos anteriores ¢ Todos se comportan igual?
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En Geogebra existen objetos libres (también llamados independientes) y objetos

dependientes. De la construccion anterior ¢ Cudles son libres y cuéles dependientes?

SEGUNDA CONSTRUCCION

a) Traza una recta dados dos puntos y enseguida traza una paralela a esta. (Para trazar

la paralela elige Paralela, haz click en cualquier punto fuera de la recta luego sobre
la recta).

b) Luego traza un punto sobre cada recta paralela y unelos con otra recta (Puedes
nombrar a estos dos Ultimos puntos como Ay B).

IS S

c) Ahora se marcardn tres puntos auxiliares a los cuales nombraremos C, D y E
respectivamente. Puede ser conveniente también mostrar las etiquetas de los tres
primeros puntos.
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d) Marca en sentido anti horario los ocho angulos formados. ¢Cémao son entre si? ;Queé

se mantiene invariante al manipular la figura?®

112.9IJ:“/,_ 67.04°

IC. DEFINICIONES Y TEOREMAS SOBRE TRIANGULOS

PROPOSITO: Explorar los Teoremas y conceptos requeridos para efectuar una prueba

geométrica

TERCERA CONSTRUCCION.

a) Traza una recta que pase por los puntos M y N.

b) Traza una recta paralela.

c) Sobre esta Gltima, coloca dos puntos Ay B.

d) Sobre la recta que pasa por M y N coloca un punto auxiliar C.

e) Utilizando la herramienta Poligono traza un tridngulo que una los puntos A, By C.

%0 Es posible manipular con el cursor “Elige y mueve” las etiquetas para poder apreciarlas mejor.
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f) Cambia a la Apariencia Algebra y Gréaficos y dando click cerca de los ejes del

plano en la Vista gréfica, elimina los Ejes del plano cartesiano.
g) Renombra los angulos como A, By C.
h) En la barra de entrada ingresa A+B+C.

i) Observa lo que aparece del lado inferior izquierdo en la Vista Algebraica.
e

Archiey ECH ¥istd OpOiones Hemimienias Vertana spsia

- - - 0
P (P (I :. O ATE ISl D I 2

Wisks Algetraica 4 [ » Visla Grafcs
Punin

& A 1,

3 Ay =106, 0.43)

4 . —
4 M =(1.4,292) Ao T
/ anmse

4 W= [1A%, 13

Racta

& e DR By = A
4 208K - 488y - 18

Segmenta Tk e
et | o & ——

4 b, =303

4 c=53
Tridnguio
Tl

j) Cambia la posicion de los vértices y la separacion de las paralelas. En todos los

casos ¢ Cuanto resulta la suma de los angulos internos A, By C? **

¢Por qué sucede
esto? ¢Cuéles serian los argumentos, los principios geométricos o las razones que

usarias para justificar este hecho?

k) Para contestar la pregunta anterior ¢ Te seria Util realizar algun trazo adicional (trazo

auxiliar)? De ser asi ¢Cual crees que te serviria?

31 Si cambias la posicion de las rectas, observaréas que los angulos sefialados ya NO seran los INTERNOS, en
ese caso, para determinar cada valor de los angulos internos habria que restar cada uno de los valores
mostrados a 360° (4R).
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CUARTA CONSTRUCCION

a)
b)

c)
d)

€)

f)

9)

Usa la Apariencia Algebra y Gréaficos y elimina los Ejes del plano cartesiano.
Traza un tridngulo cualquiera ABC.

Marca sus angulos internos.

Prolonga el lado BC trazando una recta que pase por esos dos Vértices.

Coloca un punto auxiliar D sobre la recta.

@

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[a] A 2 OO L[Nl w2 ]

x| | » Vista Grafica

» Vista Algebraica
= Punto
@ A=(3.46,346)
-3 B=(0.96,038)
@ C-(6.24,1.44)
@D 1.73)
= Redla
@ d:-1.06x + 5.28y = 0.99
= Segmento
@ a=539
i@ b-344
» c=397
= Triangulo
i@ poligonot = 6.81
= Angulo
@ a-93.06°
@ p=47.35°
» y=39.58°

Sobre la recta trazada y utilizando este ultimo punto como punto auxiliar, marca el

angulo externo DCA.

En la barra de entrada ingresa «+v , es decir, la suma de los angulos internos no
adyacentes al angulo DCA. {Como es este Ultimo valor? Manipula la figura con el
cursor ¢Por qué sucede esto? ¢Cudles son los argumentos o principios geométricos

que justifican esto? En este caso, para justificar lo anterior ;Requieres usar un trazo

auxiliar?

CLASIFICACION DE TRIANGULOS

Las siguientes figuras muestran como los triangulos pueden clasificarse de acuerdo a

algunas de sus caracteristicas:

De acuerdo a sus angulos:
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Tridngulos Rectangulos

Tridngulos Acutangulos

Tridngulos Obtusangulos

‘I

\".

I\.I
/
v/

Un angulo recto (90°)

Todos los angulos menores
de 90°

Un angulo mayor de 90°

De acuerdo a sus lados:

Triangulos Equilateros

Triangulos Isdsceles

Triangulos Escalenos

~ - \
L> \ \‘ IIII.‘"‘ '\
Fa \- \\\ ." / .\\
o~ \ /ﬁ : I
'\I‘I
Los tres lados tienen la | Dos de los lados tienen la | Los tres lados tienen

misma longitud

misma longitud

diferente longitud

De acuerdo a su tamafio:

Tridngulos Semejantes

Tridngulos Congruentes

A D

T
\ R

™~ T

Iguales medidas de angulos,

diferente tamafo

Iguales medidas de angulos,

igual tamafio

84



QUINTA CONSTRUCCION

Utilizando las herramientas de Recta, Medio o Centro y la de Poligono, construye un

triangulo isosceles.

Marca sus angulos internos y manipula la figura: ¢Qué relacion guardan los lados con los

angulos?

SEXTA CONSTRUCCION

a) Traza una circunferencia (puedes usar la herramienta Circunferencia dado un centro

y un punto).

b) Utiliza la herramienta angulo dada su amplitud para marcar dos angulos de 120°,

cada uno con Vértice en el centro de la circunferencia.

c) Une los tres puntos marcados sobre la circunferencia con la herramienta Poligono.
Como ves hemos trazado un tridngulo equilatero. (Coémo harias para trazar un
triangulo equilatero utilizando circunferencias? ¢Existe otra forma? En este caso

¢ Qué relacién guardan los lados con los angulos?

ID. CONSTRUCCIONES PREVIAS A LA PRUEBA FINAL

PROPOSITO: Analizar las relaciones existentes entre las figuras contenidas en
construcciones previas a la prueba geométrica final.

SEPTIMA CONSTRUCCION

a) Traza una circunferencia con centro en O, coloca dos puntos A 'y B sobre esta y con
la herramienta Segmento dibuja dos radios OA y OB.

b) Con la herramienta Poligono traza el triangulo AOB. Mueve los puntos Ay B ¢Qué
clase de triangulo es en todos los casos?

c) Marca los angulos de la base ;Cdémo son entre si?
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d) Con una linea recta, prolonga el radio OA hasta que corte a la circunferencia en el
punto C, de forma que AC sea un diametro. Luego Traza otro triangulo BOC. ;Qué
clase de triangulo es?

e) ¢Cdémo son los angulos OBC y OCB?

f) ¢Qué relacion hay entre los angulos COB y AOB?

g) ¢Qué relacion existe entre OAB, OBA y COB?

h) ¢Puedes realizar un resumen de los resultados obtenidos a lo largo de las seis
sesiones?

SESION 1

SESION 2
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SESION 3

¢Cual consideras que fue el método empleado para contestar a la pregunta del PORQUE
una afirmacién determinada es cierta?
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ANEXO 2.

IA. PRIMERA SESION: INTRODUCCION AL USO DE GEOGEBRA.

Nombre: Clave:

PROPOSITO: Realizar construcciones sencillas para conocer algunas herramientas de

Geogebra e introducir la Idea de Prueba Geométrica.

GENERALIDADES: Geogebra 4.4 es un software interactivo de matematica que combina
dindmicamente Algebra y Geometria. Su ambiente proporciona diferentes recursos
distribuidos en dos menus: el Windows (o del sistema) y el de Geogebra propiamente
dicho. Este tltimo cambia de acuerdo a las Apariencias del menu vertical del lado derecho.

Ver Figura 1.

e GeoGebra - Ol

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ajuda

(8]t ] D OO &) N s 2 )

b Vista Algebraica x| | » Vista Grafica

Apariencias
Algebra y Graficos
Geometria Basica
Geometria

Hoja de Calculo y Gréficos

G e o L ] ]

CAS y Gréficos
B

2

Figura 1. Menus y Apariencias en Geogebra version 4.4

El primer menu estd dedicado en modo general a la administracion de archivos, trabajo de
impresion, configuracion de los objetos internos y de la propia interface, asi como ayuda
para el manejo del paquete. En general contiene los mismos elementos que cualquier

programa manejado bajo Windows (o el sistema de que se trate).

El segundo menu serd el encargado de la construccién de las figuras y por ello
desarrollaremos actividades para conocerlo y manejarlo con un mayor detalle. Para trabajar
utilizaremos la apariencia de Geometria, cuyo menu de Geogebra nos ofrece 12 submenus

(de izquierda a derecha): Cursores, puntos, dos menus de lineas, poligonos, dos menus de
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curvas, obtencion de medidas, simetrias, menu de texto, de imagenes y de verificacion de
propiedades, deslizadores y desplazamientos®

PRIMERA CONSTRUCCION

a) Elige la apariencia Geometria en el mena vertical del lado derecho. Ver Figura 1.

b) Coloca el cursor Elige y Mueve sobre alguna parte de los Ejes del Plano Cartesiano
y con el boton derecho desactiva la opcion Ejes.

c) Crea un punto (en el submend de puntos, segundo de izquierda a derecha, elige el
comando Punto) y etiquétalo con A. Ver Figura 2.

@

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[%_ UA—, /—, ,:“”'7 ::'h—, ®7 I't:‘])? 4 N_“ ABC7 =

GeoGebra

b Vista Algebraica #| | b Vista Grafica
= Punto
e A=(-3,48)

Figura 2: Punto A

d) Crea una recta a partir de ese primer punto (de izquierda a derecha, en el primer
menu de lineas elige Recta dados dos puntos, click en el punto A y otro click en

cualquier otro lugar dentro de la vista grafica de la pantalla). Etiqueta al segundo
punto con B. Ver Figura 3.

’_-_.A?_________.———-———'_’i—_-_-_——

—
Figura 3. AB (Recta del punto A al punto B)

%2 Si colocas el cursor (sin dar click) sobre cada una de estas herramientas, el sistema te muestra en color
amarillo las instrucciones para ejecutar cada una de ellas.
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—F
e) Manipula 4B con el comando Elige y Mueve del ment cursores®. Ver Figura 4.

Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

e (@ ] e
i uno a uno (Ctrl), de objetos (Esc para salir) |
.
/

—F
Figura 4. Cursor Elige y Mueve para manipular AB

—F
f) Con la herramienta Punto en objeto, coloca un punto C sobre AB

g) Construye una perpendicular a la recta anterior que pase por el punto C (En el tercer

—t
submen, elige Perpendicular, da click en C y luego en 4B a cualquier altura de la

recta.

h) Coloca un punto D sobre la perpendicular construida, de esta forma se tiene: Recta

—F —F
€D 1 AB  Ver Figura 1.

—F —F
Figura 4: €D L AB

i) Marca el angulo ACD vy corrobora que ambas rectas son perpendiculares. Para ello

elige angulo y marca los tres puntos en ese orden®*. Puedes mover con el cursor

Elige y Mueve las etiquetas de tal forma que no estorben la visibilidad de la figura.

Ver Figura 5.

%3 Opcional: Puedes ocultar las etiquetas que no te sean (tiles ubicando el cursor sobre la etiqueta, dando click
con el boton derecho del mouse y desactivando la casilla correspondiente. Lo mismo puedes hacer para

ocultar objetos.

3 Verifica las instrucciones de esa herramienta. Observa que los tres puntos del 4ngulo se introducen en

sentido anti horario y el segundo punto siempre es el vértice.
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Figuras. & ACD marcado en sentido antihorario

Intenta manipular cada uno de los elementos anteriores, ¢ todos se comportan igual?

En Geogebra existen objetos libres (también llamados independientes) y objetos

dependientes.

K)

De la construccion anterior ¢Cudles son libres y cuéles dependen de otros?

SEGUNDA CONSTRUCCION

a)

b)

Traza un segmento AB . Enseguida traza un Punto M sobre este segmento justo a la
mitad (Utiliza la herramienta Medio o Centro).

Dibuja un punto Z fuera de dicho segmento, en un lugar cualquiera y traza un

segmento del Punto medio M al punto Z. Ver Figura 6.

L ]
L ]

Figura 6. Segmentos AByMZ
Elige la opcién angulo y da click en A, en M y en Z (en ese orden). Haz lo mismo
para el angulo ZMB. Una vez mas, puedes reacomodar las etiquetas u ocultar las
que no te sirvan con las opciones del botdn derecho del cursor Elige y Mueve. Ver

Figura 7.
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Figura 7. AMZ y ZMB

d) Recuerda que un angulo llano o de media vuelta, es aquel en el cual un lado es la
prolongacion del otro, mide 180°. Los angulos adyacentes son los que tienen un

lado en comdn.

e) ¢Cuéanto suman los angulos adyacentes AMZ y ZMB? ;Por qué? Escribe tus

razones utilizando primero palabras y después simbologia.*®

TERCERA CONSTRUCCION

a) Traza un segmento FG . En seguida elige un punto H sobre este segmento (Utiliza la
herramienta Punto en Objeto).

b) Dibuja en un lugar cualquiera, un punto | fuera de dicho segmento, y traza un
segmento del Punto H al punto I. Ver Figura 8.

Figura 8. FG y HT intersectados en H .

c) Selecciona la Herramienta Deslizador y da click en la pantalla. En la ventana

emergente elige Angulo y en Nombre elige B , en Intervalo Min: 0° y en Max:

180°. En Incremento: 1°. Aplica. Ver Figura 9.

% pyedes sumar los angulos en la barra de entrada.
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Figura 9. Deslizador para a5

d) Elige la herramienta Rotacion, da click sobre IH , después sobre el punto H y en la

ventana emergente de Rotacion elige la letra B . Si TH esta por debajo de FEG,

selecciona sentido anti horario, de lo contrario escoge sentido horario. Ver Figura

10.

W
n

Ly Rotacién n

Angulo
B @

'Z§Z' sentido antihorario

() sentido horario

oK Cancela

Figura 10 Elige sentido anti horario u horario dependiendo la posicion de IH

e) Con la herramienta Angulo, marca: FHI asi como GHI" Ver Figura 11.

pB=1658°

-

u=26.49°
G

Figura 11. Angulos FHI ¢ GHI"
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f) ¢En qué momento ™ FHI = m GHI' 3

g) Cuando Mm#B =180° FHI ¢ GHI'se |laman Angulos Opuestos por el Vértice.
Los Angulos Opuestos por el Vértice son dos angulos tales que los angulos de uno

de ellos, son las prolongaciones de los lados del otro.

h) Mantén &£ = 180° Mueve los puntos F, G y H. ¢Qué observas en los angulos
opuestos por el vértice? ¢Por qué? ;Como justificarias este hecho? Es decir (Con
qué argumentos de tipo geométrico explicarias esto?

IB. SEGUNDA SESION: ANGULOS ENTRE PARALELAS Y TRAZO AUXILIAR

Nombre: Clave:
PROPOSITO: Continuar con la construccion de la idea de prueba geométrica utilizando
algunas herramientas de Geogebra.
CUARTA CONSTRUCCION
a) Traza una recta 45 y enseguida traza una paralela a esta. (Para trazar la paralela

—F
elige la herramienta Paralela, después haz click en cualquier punto de A5 y luego
en cualquier punto fuera de esta).

b) Luego, con la herramienta Punto en objeto, traza un punto sobre cada recta paralela
y Unelos con otra recta (Puedes nombrar a estos dos Gltimos puntos C y D). Ver
Figura 1.

| \

—
Figura 1. Dos rectas paralelas cortadas por una secante DE

% Se lee: La medida del angulo FHI es igual a la medida del 4ngulo GHI.
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a) Ahora, con la herramienta Punto en Objeto, se marcaran tres puntos auxiliares a los
cuales nombraremos F, G y H respectivamente. Ver Figura 2.

—F —F —
Figura 2 Rectas Il *s AB y CH cortadas por una secante FG

b) Marca en sentido anti horario los ocho angulos formados. Ver Figura 3. Arrastra la
figura. ¢(Qué angulos son iguales entre si y qué nombres reciben debido a esta
relacion que guardan entre ellos?

; —F —F —F
Figura 3. Angulos formados entre dos || s AB y CH y una secante &

QUINTA CONSTRUCCION

I) Traza una recta que pase por los puntos My N.
j) Trazauna recta paralela.

k) Sobre esta tltima, coloca dos puntos Ay B.

[) Con la herramienta Punto en objeto coloca un punto C sobre M&
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m) Utilizando la herramienta Poligono traza un &4 BC 37 Ver Figura 1.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[%v .Av /v /bl'fv bv ®v @v '&v Xv ABC? _aiv

Tl H

—_—F —
Figura 4. B84ABC  trazadoentralas ' = MN y AB

n) Renombra los angulos como A, By C.
0) En la barra de entrada ingresa A+B+C.

p) Observa lo que aparece del lado inferior izquierdo en la Vista Algebraica.

-/ Triangulo
(3 _poligono1 =6.14

—_0=180°

Figura 5. AA;B,Cy | valores de los angulos internos A, B, C y la suma de estos.

g) Cambia la posicion de los vértices y la separacion de las paralelas. ¢Cuanto resulta
la suma de los angulos internos A, B y C? 3 ;Por qué sucede esto? ¢Cuales serfan
los argumentos, los principios geométricos o las razones que usarias para justificar
este hecho?

%7 Se lee triangulo ABC.

% Si cambias la posicion de las rectas, observaréas que los angulos sefialados ya NO seran los INTERNOS, en
ese caso, para determinar cada valor de los angulos internos habria que restar cada uno de los valores
mostrados a 360° (4R).
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r) Para contestar la pregunta anterior ¢ Te seria util realizar algun trazo adicional (trazo
auxiliar)? De ser asi ¢Cudl crees que te serviria?

IC. TERCERA SESION: CONGRUENCIA DE TRIANGULOS Y PARALELOGRAMOS

Nombre: Clave:

PROPOSITOS: Continuar con la construccion de la idea de prueba geométrica utilizando
ciertas herramientas de Geogebra. Desarrollar el concepto de congruencia en Triangulos,

segmentos y angulos y conocer las propiedades de los cuadrilateros paralelogramos.

Se dice que dos figuras son CONGRUENTES si tienen los lados iguales y el mismo

tamafo (o también si estan relacionados por un movimiento). Por asi decirlo, dos figuras

son congruentes si tienen la misma forma y tamafio, aungue su posicién u orientacion
sean distintas. Las partes que coinciden en las figuras congruentes se llaman homélogas o

correspondientes. El simbolo de congruencia es: =-

Para observar un ejemplo realiza la siguiente construccion:

SEXTA CONSTRUCCION

a) Dibuja una circunferencia con la herramienta Circunferencia (centro punto).
b) Coloca un punto C sobre dicha circunferencia y tnelo con un segmento al centro.
(radio AC).

¢) Dibuja una recta perpendicular al radio AC que pase por el centro A y marca el

punto de interseccion de esta recta con la circunferencia. Ver Figura 1.

Figura 1. Circunferencia AB con radio AC L AF
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d) Dibuja perpendicular al radio A€ que pase por C y otra a AF que pase F. Ver

Figura 2.

e) Con la herramienta poligono, dibuja el cuadrado FECA. Ver Figura 2.

FlD E

Figura 2. Cuadrado FECA

f) Oculta todos los trazos que utilizaste para generar el cuadrado y traza el & CFE |

Ver Figura 3.

A
L

Figura 3. Cuadrado FECAy & CFE

g) Genera un deslizador para un Angulo €& , Min: 0° Méax:270°

h) Haz click en el punto F con el boton derecho del mouse y en Propiedades activa la

casilla de Punto auxiliar.

i) Aplica una Rotacion para el 4 CFE  con Fy & como punto y angulo de rotacion
respectivamente. Ver Figura 4.
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o=234°

Figura 4. Rotacion del & CFE generael a C'D'E” porlo cual & CFE Za C'D'E”

j) Cambia los valores de €2 desde 0° hasta 270°. ;Como son entre si el 4 CFE y gl

aC'D'E"9 ;Cuéles son los lados homélogos o correspondientes?
k) Marca los angulos internos del 2 CFE | ;Cuéles son los angulos correspondientes u
homologos?
Es necesario aclarar que dos angulos son congruentes cuando tienen la misma medida entre

si, aunque sus lados no midan lo mismo. Ver Figura 5.

G

Figura 5. #GHI = &]K]'
Los criterios minimos que deben cumplir dos triangulos para ser congruentes son los
siguientes:
Criterio LAL: Dos triangulos son congruentes si dos de sus lados tienen la misma longitud
de sus homologos, y el angulo comprendido entre ellos tiene la misma medida de su

homélogo. Ver Figura 6.

Figura 7. Caso Lado-Angulo-Lado (LAL)

Criterio ALA: Si dos angulos y el lado entre ellos son respectivamente congruentes con los

mismos de otro triangulo, entonces los triangulos son congruentes. Ver Figura 8.
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Figura 8. Caso Lado-Angulo-Lado (LAL)

Criterio LLL: Si en dos triangulos los tres lados de uno son respectivamente congruentes
con los del otro, entonces los tridngulos son congruentes. Ver Figura 9.

M N P Q
Figura 9. Caso Lado-Lado-Lado (LLL)

Criterio LLA: Dos triangulos son congruentes si tienen respectivamente iguales dos lados y

el angulo opuesto al mayor de ellos.

Figura 10. Caso Lado-Lado-Angulo (LLA)

SEPTIMA CONSTRUCCION

—F
a) Traza una A5
b) Coloca dos puntos C y D sobre esa recta.

c¢) Dibuja un punto E fuera de esa linea y Gnelo al punto C.

d) Dibuja una paralela a €€ que pase por el punto D. Ver Figura 11.

—F
Figura 11. Recta paralela a CE por el punto D

100



Los PARALELOGRAMOS son aquellos cuadrilateros con sus lados opuestos congruentes

y paralelos dos a dos y sus angulos opuestos también congruentes. Ver Figura 13.

e) Dibuja una paralela a A8 que pase por el punto E y marca el punto de interseccion
F. Ver Figura 12.

Figura 12. Recta paralela a A5 por el punto E y punto de interseccion F.

f) Con Poligono une los puntos del cuadrilatero obtenido y oculta los trazos auxiliares.

Figura 13. Poligono DCFE

g) ¢Como son ADEF y ADCE entre si? ;Qué criterios utilizarias para justificar tu
afirmacion?

h) Usando ambas herramientas, Angulo y Distancia o Longitud, verifica que el

poligono construido anteriormente es un paralelogramo.

D. CUARTA SESION: CONGRUENCIA Y PARALELOGRAMOS II.

PROPOSITO: Reafirmar los criterios de Congruencia de Tridngulos analizando ciertas

propiedades de los paralelogramos.
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OCTAVA CONSTRUCCION

a) Traza una 45 y coloca dos puntos C y D sobre esta recta. Ver Figura 1.

J,«/k/ﬁl,

(o]

—F
Figura 1. Puntos C y D sobre la recta AB

b) Dibuja un punto E fuera de esta recta y tnelo al punto C con otra recta.
- - H
¢) Dibuja una paralela a €€ que pase por D.

d) Dibuja una paralela a AB que pase por E.

e) Marca el punto de interseccion F y con poligono dibuja el paralelogramo FECD. Ver

Figura 2.

Figura 2. Paralelogramo FECD

f) Une los puntos F y C asi como D y E con un segmento cada par y marca el punto de

interseccion G. Ver Figura 3.

Figura 3. Diagonales ﬁyﬁ con punto de interseccion G.
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g) Con la herramienta Distancia y Longitud mide las longitudes de FG , GC , EG y GA . Ver

Figura 4.

Figura 4. Etiquetas de longitudes de FG , GC : FG
h) De acuerdo a lo que observas ¢Como son entre si los segmentos FG , GC | EG y GA?
¢Por qué? ¢ Cuales son los principios geométricos que justifican esto?

NOVENA CONSTRUCCION

a) TrazaunAABC

b) Por C traza una paralela a A8 y por A una paralela a BC .

c) Marca el punto de interseccion D y dibuja el paralelogramo ABCD.
d) Marca los angulos BAD y ADC y simalos. Ver Figura 5.

e) ¢Por qué se obtiene ese resultado? ¢Cuales son los principios geométricos que lo

justifican?

Figura 5. Paralelogramo ABCD y angulos consecutivos &y 5 .
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ANEXO 3

IE. PRUEBA FINAL
a) Traza un tridngulo cualquiera ABC.
b) Ubica los puntos medios de AF y AC , némbralos respectivamente D y E.
c) Trazaun tridngulo ADE.

d) Selecciona la herramienta Deslizador y selecciona la opcion angulo de la ventana

que se despliega.

e) A laderecha de la casilla Nombre, selecciona la letra = y en el Intervalo elige Min:
0° y Méx: 180°, en Incremento escribe 2°. Aplica.

f) Coloca el cursor Elige y Mueve sobre el punto E, da click con el boton derecho y

elige la opcion Propiedades y aparecera la ventana emergente llamada Preferencias.
g) Enlacasilla Basico, activa la opcién Objeto auxiliar.

h) Selecciona la herramienta Rotacion: Elige el triangulo ADE®, el punto auxiliar E y

en Angulo elige la letra del deslizador, en este caso « y el sentido anti horario.

i) Con la herramienta del cursor Elige y Mueve, cambia los valores del angulo = en el

deslizador hasta invertir completamente el triangulo ADE. Ver Figura 1

Figura 1. Rotacion del AADE

% pyedes elegir dicho triangulo en la seccién Triangulo de la barra derecha Vista algebraica. Debe aparecer
como poligono2.
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¢) (Como son entre si los segmentos DD’ y BC cuando el triangulo se ha invertido por

completo?*

d) Cambia el tamafio y la forma del triangulo ABC. ;Se mantiene esta relacion? ¢Por

qué? ¢Con qué elementos geométricos justificarias este hecho?

*0 Considera la posicién y la medida de ambos segmentos.
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