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RESUMEN

En el presente trabajo se reportan los resultados de una investigacion, que es un
estudio de caso, consistente en una exploracion acerca de la comprension, por parte del
profesor, de los diferentes criterios para determinar maximos y minimos de una funcién,
que usualmente se ensefian en el bachillerato. También se incluyo el tema de los puntos
de inflexion, estrechamente relacionado con estos criterios. Se disefié un cuestionario de
11 preguntas relacionadas con la comprension y aplicacion de estos criterios, en donde
se puso especial interés en los aspectos l6gicos de los mismos; como son la necesidad y
suficiencia de las condiciones que se establecen en los criterios y que suelen mal

interpretarse.

El cuestionario se aplicd a un grupo de 16 profesores o interesados en la
docencia y que eran en ese momento aspirantes a ingresar a una maestria en ciencias,
especialidad en Matematica Educativa en el CINVESTAV-IPN. Los integrantes de este
grupo, con el cual se hizo la investigacion, tenian formacion profesional en matematicas

0 ingenieria.

Las respuestas de los participantes se analizaron con base en un marco
conceptual formado por 5 actividades mentales, propuestas por Carpenter y Lehrer
(1999), que promueven la comprensién de una idea matematica. Dichas actividades son:
1) Construccion de relaciones entre conocimiento nuevo y conocimiento previo. 2)
Creacion de estructuras de conocimiento integradas y aplicacion del conocimiento
matematico. 3) Reflexion sobre las experiencias propias. 4) Articulacion o

comunicacion. 5) Apropiacion del conocimiento matematico.

Como resultado del analisis realizado se observd que, en general, los profesores
requieren hacer una reflexion mas profunda acerca de la naturaleza légica de los
criterios. Asi mismo concluimos que es necesario que el profesor amplie su experiencia,
que incluya una diversidad de funciones que le ayude a comprender mejor los casos en

que se puede aplicar cada criterio, asi como los casos en que no funciona.






ABSTRACT

The present paper reports the results of a research, which is a case study,
consisting of an exploration of the understanding of the different criteria for determining
the maxima and minima of a function, usually taught in high school by teachers.
Inflection points, closely related to these criteria are also included. Eleven tasks, related
to the understanding and application of these criteria were applied; there was a particular
interest in the logical aspects of these such as the necessity and sufficiency of the

conditions that are often misunderstood.

The tasks were administered to a group of 16 candidates for a master's degree in
Mathematics Education at CINVESTAV-IPN. The members had professional training in

mathematics or engineering.

The responses of the participants were organized and analyzed based on a
conceptual framework consisting of 5 activities that promote understanding of a
mathematical idea: 1) Constructing relationships between new knowledge and prior
knowledge. 2) Creation of integrated knowledge structures and application of
mathematical knowledge. 3) Reflection on their own experiences. 4) Articulation or

communication. 5) Appropriation of mathematical knowledge.

Findings from the study illustrate teachers need for a deeper reflection on the
logical nature of the criteria. As consequences it is necessary for the teacher to expand
his experience, this includes a variety of functions to help a better understand of where

each criterion can be applied as well as other cases.






INTRODUCCION

El céalculo diferencial es un curso presente en los curriculos de Bachillerato,
ubicado en los ultimos semestres de ese nivel; su estudio involucra el manejo y
comprension de conceptos importantes como son funcion y derivada. En general, uno de
los propdsitos del curso es que el estudiante sea capaz de utilizar la derivada de una
funcion para obtener informacion sobre el comportamiento de la funcion, en particular la
determinacion de los valores méximos y minimos de una funcion, asi como sus puntos
de inflexion. También se tiene como objetivo la aplicacion a la resolucién de problemas
de optimizacion que involucran la busqueda de los valores extremos de una funcion.
Esto se puede observar, por ejemplo en los programas de las asignaturas de célculo en el
Colegio de Ciencias y Humanidades, Escuela Nacional Preparatoria de la Universidad
Nacional Auténoma de Meéxico y Escuelas Vocacionales del Instituto Politécnico

Nacional.

En el proceso de aprendizaje de los estudiantes sin duda alguna el profesor juega
un papel sumamente importante, ademas de los libros de texto. Por esta razon llevamos a
cabo una investigacion en el que tratamos de documentar las dificultades que tienen los
mismos profesores de calculo en la comprension de los criterios para determinar los

maximos y minimos de funciones asi como sus puntos de inflexion.

El Capitulo 1 esta dedicado a una discusion del planteamiento del problema y a
la formulacién de las preguntas de investigacion. En el capitulo 2 se da cuenta de
algunos resultados de investigacion relacionados con la problematica planteada en este
trabajo. En el Capitulo 3, presentamos el marco conceptual que consiste en una
descripcion de lo que significa comprension en matematicas asi como una discusion
acerca de las dificultades logicas que se pueden tener al aplicar los criterios para
determinar los maximos, minimos y puntos de inflexion de una funcion. En el Capitulo
4, presentamos la metodologia, que consiste en la aplicacion de un cuestionario, el cual
se aplicd a un grupo de aspirantes a la Maestria, especialidad en Matematica Educativa,
ofrecida por el CINVESTAV-IPN, la mayoria con experiencia en la ensefianza de
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calculo diferencial a nivel bachillerato. En este capitulo se exponen los objetivos de cada
problema del cuestionario y se explica el procedimiento que se llevé a cabo en la
recoleccion de datos. En el Capitulo 5, presentamos el analisis cualitativo de los
resultados del cuestionario de los profesores, con el propdsito de identificar las
dificultades e indicadores en la comprension de los estudiantes conforme a nuestra
metodologia. En el Capitulo 6 se presentan los resultados y conclusiones obtenidos del

analisis de las respuestas de cada uno de los participantes.
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CAPITULO 1

Planteamiento del problemay

preguntas de investigacion
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1.1 Planteamiento del problema

En la ensefianza de las matematicas en nivel bachillerato, para determinar los
valores maximos y minimos de una funcion usualmente se acude a los llamados criterio
de la primera derivada y criterio de la segunda derivada, determinando previamente los
puntos criticos de la funcion, pues en los puntos donde una funcion derivable alcanza un
valor maximo o minimo la derivada se anula. Esta condicion que deben satisfacer los
puntos donde una funcidn derivable alcanza un valor extremo es por si misma un criterio
para maximos y minimos de una funcion, por lo cual en el presente trabajo nos vamos a

referir a ella como primer criterio para maximos y minimos.

El criterio de la primera derivada se refiere al signo de la derivada a uno y otro
lado de un punto critico, por lo cual para aplicarlo se requiere del andlisis del signo de la

funcién derivada.

El criterio de la segunda derivada se refiere al signo de la segunda derivada en el
punto critico, para lo cual se requiere obtener la derivada de segundo orden en el punto

critico.

Usualmente, los libros de texto de calculo ilustran estos criterios en casos
simples y es de esperar que asi lo ensefie el profesor. Sin embargo, la comprensién y
aplicacion de estos criterios, entrafian dificultades tanto técnicas como de naturaleza

I6gica.

Si uno trata de averiguar en internet sobre el tema de maximos y minimos de
funciones en célculo, el buscador arrojara varios miles de sitios donde se expone el
tema. Algunas veces bien tratado pero otras con una exposicion que deja mucho que
desear, por ejemplo, en una pagina de una institucion educativa aparece en un video y
por escrito una ayuda a los estudiantes para su comprension y aplicacion de los criterios

de la primera y segunda derivada:
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e “El criterio de la primera derivada es un criterio muy intuitivo en su
aplicacion, por ello es muy sencillo de entender. A diferencia del

criterio de la segunda derivada requiere muy poca abstraccion”.

e “El criterio de la segunda derivada, para determinar maximos Yy
minimo, resulta ser un criterio mas facil de aplicar que el criterio de
la primera, aunqgue el analisis del método no es tan simple como el
de la primera derivada. Se recomienda revisar los problemas

resueltos en la seccion de aplicaciones de las derivadas.”

(http://dieumsnh.gfb.umich.mx/DIFERENCIAL/criterio de la sequnda derivada.htm)

Por supuesto, una comparacion de los dos criterios merece un andlisis mas

profundo.

Suponiendo que conocemos al menos un punto critico x,, para aplicar el criterio

de la primera derivada, en la practica nos enfrentamos al problema técnico de determinar

el signo de f'(x) a uno y otro lado del punto critico. En general y aun para funciones
simples, puede resultar dificil determinar si la funcion f'(x) cumple la desigualdad
f'(x) >0 para todos los valores de X a un lado del punto critico x, y se cumple la

desigualdad opuesta f '(x) <0 al otro lado de ese mismo punto critico.

Las dificultades que en general se presentan en la determinacion del signo de

f'(x) para toda X suficientemente cerca y a un lado del punto critico x,, de alguna

manera motivan el criterio de la segunda derivada, la cual solamente requiere de la
determinacion del signo de la segunda derivada en el punto critico. Para ello, por

supuesto, ha de calcularse la segunda derivada en ese punto.

Los criterios de la primera derivada y segunda derivada, se refieren a condiciones

suficientes para que una funcion tenga un maximo o un minimo en un punto critico, sin
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embargo estas condiciones no son necesarias. La naturaleza l6gica de estas condiciones
no siempre es clara para alumnos y profesores, lo que les puede llevar, en determinadas

situaciones, a conclusiones erréneas.

Dado que una condicién para que una funcién tenga un valor maximo o un valor
minimo en un punto donde es derivable, es que ese punto sea critico, para determinar los
puntos donde una funcion derivable tiene un maximo o un minimo, se procede primero a
determinar los puntos criticos de la funcion. Esta tarea de determinar los puntos criticos
suele extenderse erroneamente a la determinacién de los puntos de inflexion. El
concepto y determinacion de los puntos de inflexion son independientes del concepto de
punto critico, pero por alguna extrafia razén hay estudiantes que los puntos de inflexién
los supeditan a los puntos criticos. Esto y la confusion en la naturaleza l6gica del primer
criterio y los criterios de la primera y segunda derivada para maximos y minimos es un

reflejo de una falta de comprension de los mismos y del concepto de punto de inflexion.

Aprender célculo implica que hay que comprenderlo, de otro modo, solamente se
estara memorizando conceptos y procedimientos a los cuales no se les da sentido y que
dificilmente se podran aplicar en la resolucion de problemas. Dewey (1910) ya advertia
tempranamente que la préctica de la ensefianza sin entendimiento dafiaba la habilidad de

los estudiantes para reflexionar y entender el sentido de lo que estan haciendo.

De acuerdo a Dewey (1910), la educacion debe cultivar en los estudiantes
habitos efectivos para desarrollar preferencias por conclusiones que sean fundamentadas
adecuadamente y deben trabajar utilizando métodos de investigacion y razonamiento

apropiados.

Actualmente se considera el entendimiento conceptual como un objetivo
fundamental en la ensefianza de las matematicas; como una componente primordial de la
competencia, junto con el conocimiento, y destreza en los procedimientos (NCTM,
2000). La comprension permite al estudiante recordar, recuperar Yy utilizar el

conocimiento matematico, que es finalmente el objetivo ultimo de la ensefianza escolar.
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Ademas de lo anterior, una buena comprensién evita que los estudiantes
adquieran concepciones erréneas; la comprension viene acompafiada con la reflexion, lo
que implica que el estudiante debe aceptar o negar alguna afirmacién en base a otros

datos que acttan como evidencia o prueba.

La importancia de la comprension no es tema de discusion, queda claro que solo
trae beneficios, y que en cambio, su ausencia trae consecuencias graves, como la
interpretacion errénea de conceptos matematicos y la poca habilidad para resolver
problemas, en particular sobre conceptos del céalculo como se reporta en diversas
investigaciones (Diaz, 2011; Moreno & Cuevas, 2004; Selden, Mason & Selden, 1989;
Tsamir & Ovodenko, 2004).

Surge entonces la importante cuestion de ;,como promover la comprension de los
conceptos matematicos en el salon de clase? (sin dejar de lado la habilidad
procedimental). Existen varios factores que influyen en la creacion de un ambiente que
promueva la comprension. En Hiebert et al (1997) se considera que son 5 las

dimensiones que trabajan juntas para crear ambientes particulares de aprendizaje:

La naturaleza de las tareas de aprendizaje.
El rol del profesor.
La cultura social del salon.

Tipo de herramientas disponibles.

o &~ w0 DN e

Accesibilidad de las matematicas para cada estudiante.

Para crear un ambiente de aprendizaje con comprension en el aula, la actuacion
del profesor es fundamental, tiene a su cargo la seleccion de tareas de aprendizaje que
promuevan la comprension y la dificil labor de crear en el salon la cultura adecuada.
Entonces el profesor mismo debe tener un nivel de comprensién de los conceptos que le

permita generar tales condiciones, asi como elegir y disefiar actividades adecuadas.

Simon (1995) considera que las tareas matematicas proveen de herramientas que
promueven el aprendizaje de conceptos matematicos y por lo tanto son una parte clave

del proceso de ensefianza. Para elegir y disefiar las actividades adecuadas el profesor
17



necesita un conocimiento profundo y flexible de las matematicas, asi como tener

conocimiento del proceso de aprendizaje del alumno.

En la presente investigacion nos centramos solamente en el conocimiento
matematico del profesor, el objetivo fue explorar acerca de su comprension de los temas
de célculo; més precisamente del primer criterio, criterio de la primera derivada y
criterio de la segunda derivada, asi como acerca de los puntos de inflexién de una

funcién, todo con el objetivo final de apoyarlo en su proceso de comprension.

Una aplicacion rutinaria de los criterios no implica que se tenga una buena
comprension de ellos es por ello que la investigacidn se centra en la comprension de los
enunciados, en determinar si el profesor es consciente de cuando y por qué se puede

aplicar cada criterio.

La adecuada comprensidn se concibe con base en acciones que debe poder llevar
a cabo el profesor, estas acciones determinan de alguna manera el nivel de comprension
que el profesor tiene acerca del tema o contenido matematico, en nuestro caso particular
acerca de los teoremas para determinar los maximos, minimos y puntos de inflexion de
una funcion derivable.

También se considera que una parte importante de la formacion del profesor es
que conozca diversos ejemplos y contraejemplos que le permitan ilustrar las diversas
situaciones que se pueden presentar, por lo que en la investigacion también se plante6

identificar si cuenta con dichos recursos.
1.2 Justificacion

Diversos autores sefialan que para llevar a cabo una ensefianza con comprension,
es necesario que los profesores cuenten con los conocimientos y una comprensién
profunda de lo que ensefian para poder comunicar las ideas matematicas importantes
(NCTM, 2000). Al respecto Brophy (1991) sefiala que la buena comprension del
profesor le permitird entre otras cosas disefiar situaciones didacticas que promuevan el

aprendizaje con comprension.
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Es muy importante entonces que el profesor de matematicas mejore y amplié sus
conocimientos (matematicos) dia con dia para que su actuacion en el aula mejore. En
México no existe un programa de formacion del profesor de Bachillerato, sino que los
profesores tienen diversas carreras (matematicos, ingenieros, actuarios, etcetera) y
consecuentemente diversas herramientas para utilizar al momento de preparar y dar su

clase.

En los Principios y Estandares de la NCTM (2000) se considera que el profesor
debe tener amplias oportunidades y recursos para mejorar y refrescar su conocimiento.
Es por ello que consideramos de interés generar informacion que motive a los profesores
a reflexionar acerca del conocimiento matemético que poseen y cémo lo pueden

mejorar.

Los cursos de céalculo diferencial tienen como objetivo central el estudio de la
derivada, este estudio incluye comprender, entre otras cosas, la interpretacion grafica de
la derivada con el fin de conocer el comportamiento de la funcién en términos del

comportamiento de la derivada;

a) La derivada positiva corresponde a funciones crecientes.

b) La derivada negativa corresponde a funciones decrecientes.

c) La derivada creciente corresponde a funciones cuya gréfica es concava
hacia arriba.

d) La derivada decreciente corresponde a funciones cuya gréafica es

clncava hacia abajo.

La busqueda de los valores extremos de una funcion involucra a los estudiantes
con dichas interpretaciones, motivando una mejor comprension de éstas, pues se tiene
que hacer la conexion entre la gréafica de una funcién y el comportamiento de su primera
y segunda derivada para poder concluir cuando la grafica presenta un maximo, minimo o
punto de inflexion. Para llegar a una conclusion adecuada se debe comprender cuando y

por qué se puede aplicar cada uno de los criterios.
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Entonces el tema de maximos y minimos permite enfatizar las conexiones
existentes entre varios conceptos, que es uno de los objetivos establecidos en los planes
de estudio del nivel Bachillerato (Colegio de Ciencias y humanidades), ademas de que
es una actividad que ayuda a aumentar la comprension de cualquier tema matematico.

Al final del curso el estudiante debe poder utilizar el conocimiento adquirido en
la resolucion de problemas de optimizacion; en los planes de estudio de Bachillerato
(Bachillerato Tecnoldgico perteneciente al Nivel Medio Superior del Instituto
Politécnico Nacional) se plantea que el estudiante debe aplicar los conocimientos de
calculo para resolver problemas reales utilizando los diferentes lenguajes de
representacion; verbal, gréafico y simbdlico, y es en este tema de la optimizacion donde
el profesor puede mostrar interesantes problemas de aplicacion de la matematica a otras
ciencias como son, biologia, medicina, economia, entre otras. Es pues de utilidad que el

conocimiento al respecto de maximos y minimos sea aprendido con comprension.

Como se ha descrito el tema de mé&ximos, minimos y puntos de inflexion de una
funcién, es por si solo una interesante aplicacion del concepto de derivada, en el cual los
estudiantes, si es que adquieren una buena comprensién podran argumentar resultados
mediante la conexion entre los conceptos y procedimientos, por ejemplo, deben poder
justificar por qué se busca entre las raices de la derivada de una funcién los puntos

donde ésta podria alcanzar sus valores extremos.

Entonces es importante generar conocimiento que permita a los profesores
mejorar su comprension de los criterios para que puedan transferir el conocimiento al
respecto lo mejor posible y con mejores herramientas, promoviendo la reflexion en el
aula y generando conocimiento con comprensién para que el estudiante lo pueda utilizar

en la resolucion de problemas nuevos y de aplicacién a otras areas.

En los estandares de la NCTM (2000) se considera ademas que los profesores
deben motivar a los estudiantes a presentar sus soluciones, plantear hipotesis y evaluar
las argumentaciones de sus comparieros, para ello también se requiere que el profesor

tenga una buena comprension de las matematicas que ensefia.
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1.3 Objetivos y preguntas de investigacion

El trabajo de investigacion se centra en la comprension, por partes del profesor,
de los teoremas involucrados en la bdsqueda de los m&ximos, minimos y puntos de
inflexion de una funcidén derivable. Nos interesa determinar el grado de comprension que

posee. Para averiguarlo se establecieron los siguientes objetivos:

e Disefiar un instrumento de investigacion (cuestionario) para cuya
respuesta se requiera de un analisis relativamente profundo, por parte del
profesor, de los enunciados de los criterios; primer criterio, criterio de la
primera derivada, criterio de la segunda derivada, asi como acerca de los
puntos de inflexion.

e Determinar los recursos con los que cuenta el profesor para ilustrarse a si
mismo los criterios para maximos y minimos y puntos de inflexion

(ejemplos, contragjemplos, gréaficas, etc.)

e Evaluar las respuestas de los profesores para determinar su grado de

comprension de los criterios antes mencionados.

El cumplimiento de los objetivos nos permitird responder las siguientes

preguntas generales de investigacion:

e ;Qué grado de comprension tiene el profesor de los criterios utilizados
para determinar los valores maximos, minimos y puntos de inflexion de
una funcion?

e (Con que recursos cuenta el profesor para promover la comprension de

los criterios en el aula?
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CAPITULO 2

Antecedentes



2.1 Revision de algunas investigaciones

Uno de los problemas de aprendizaje del calculo, que ha sido investigado
ampliamente por diversos autores, es la falta de comprension de los conceptos e ideas
matematicas, ocasionado por una ensefianza rutinaria. La literatura en educacion
matematica confirma que los estudiantes pueden adquirir habilidades para realizar
calculos pero que la comprensién se mantiene superficial, y en algunos casos conduce a
concepciones erroneas (Rivera & Ponce-Campuzano, 2012). Moreno y Vallejo (2004)
consideran que una causa es que los docentes ponen énfasis en la carga operativa dejando
de lado la parte conceptual. Al respecto Aspinwall (1997) considera que la manipulacién
simbolica se ha sobre enfatizado y en el proceso el espiritu del calculo se ha ido
perdiendo.

Respecto a la comprensién de los criterios para determinar maximos, minimos, y
puntos de inflexion de una funcidn se encontré poca investigacion, a continuacion se

describen las investigaciones consultadas:

Moreno y Cuevas (2004) realizaron un estudio con profesores de céalculo y con
estudiantes de maestria acerca de su habilidad en la resolucion de problemas que
involucran los conceptos de maximo y minimo. Se les presenta un problema practico; la
funcion que modela la situacion planteada tiene por dominio un intervalo cerrado y
alcanza su valor méaximo en un extremo, seis de ocho profesores aplican el criterio de la
segunda derivada llegando a un resultado inverosimil, pues el punto critico encontrado
estd fuera del dominio de la funciéon y no se percatan de ello. Con los estudiantes de
maestria sucede lo mismo, unicamente dos de ellos se dan cuenta de que el punto critico
queda fuera del dominio de definicion y concluyen entonces que el problema no tiene
solucion. Tanto los profesores como los estudiantes de maestria olvidan considerar los

extremos del dominio como posible solucion.

Tsamir y Ovodenko (2013) investigan acerca de la concepcion, que tienen
estudiantes de universidad, de punto de inflexion. Utilizan un instrumento que consta de 6
actividades, presentadas en forma verbal, grafica o algebraica, relacionadas con la nocion

y basqueda de los puntos de inflexién de una funcion. Los participantes habian tomado
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por lo menos 2 cursos de calculo, 2 de algebra lineal y un curso de ecuaciones

diferenciales.

Los autores reportan 4 principales concepciones erroneas relacionadas con la

nocion de punto de inflexion:

1. f’(c) = 0 es una condicion necesaria para que f tenga un punto de inflexion
enc.

Los estudiantes consideran que tal condicion es parte de la definicion de punto
de inflexion.

Gréaficamente tienden a reconocer solamente los puntos de inflexion
horizontales (aquellos donde la derivada vale cero) y algebraicamente
consideran la bdsqueda de los puntos criticos como parte del algoritmo para
determinar los puntos de inflexién de una funcion.

2. f’(c) # 0 es una condicion necesaria para que f tenga un punto de inflexion
en c.

Estudiantes que son conscientes del error 1, consideran entonces que debe
ocurrir lo contrario, excluyendo la condicion f'(x) = 0.

3. f"’(x) = 0 esuna condicion suficiente para que f tenga un punto de inflexion.
Algunos estudiantes consideran la condicién como parte de la definicion y la
usan como parte del algoritmo para encontrar los puntos de inflexion,
concluyendo simplemente que los puntos que la cumplen son los puntos de
inflexion de la funcion f.

4. Los puntos donde la grafica de f cambia dramaticamente su razén de cambio
son puntos de inflexion.

Un 70% de los estudiantes consideran (graficamente) que los puntos de
inflexion pueden ocurrir en los puntos donde la funcion se mantiene creciente

(decreciente) pero dramaticamente cambia su razén de cambio.

Los autores concluyen que los errores encontrados son el resultado de experiencias
pasadas con el concepto, asi como dificultades ldgicas. Por ejemplo, sus primeros

acercamientos con los puntos de inflexion es cuando al estudiar un punto critico, éste
25



resulta que no es ni maximo ni minimo sino un punto de inflexion, entonces este primer
acercamiento solo con puntos de inflexion horizontales les va creando un idea del

concepto que después es dificil modificar.

En Tsamir y Ovodenko (2004) se reporta una exploracion similar, investigan
acerca de la concepcion que tienen futuros profesores acerca de los puntos de inflexion, se
trabaja con actividades algebraicas y gréficas. Se reporta que los participantes tenian una
solida formacion en matematicas y algunos estaban inscritos en programas de maestria y
doctorado. Uno de los errores detectados, al igual que en la investigacion anterior, se
refiere a suponer que f“(x) = 0 es una condicién necesaria para los puntos de inflexion, y
quienes no lo consideran asi suponen entonces que la condicion debe ser f"(x) = 0, asi
mismo en las tareas graficas solo reconocen aquellos puntos de inflexion donde la

derivada se anula.

Diaz (2011) hace una exploracion sobre la comprension de la derivada con
profesores de Bachillerato, como parte de su instrumento de investigacién plantea
cuestiones sobre la derivada y su relacién con los valores extremos de una funcion.
Respecto a los procedimientos para determinar los valores extremos de una funcion,
reporta que los profesores olvidan considerar que dichos valores se pueden alcanzar en los
extremos del dominio. Concluye que los profesores muestran destreza para aplicar los
algoritmos pero al parecer esto no se acomparia de la reflexion sobre las condiciones en

que funcionan.

Otros de los puntos que se consideraron en la investigacion son las imégenes
utilizadas para introducir los conceptos e ideas matematicas, tal es el caso del criterio de la
primera derivada. En Aspinwall, Shaw y Presmeg (1997) se considera que el
pensamiento visual es parte fundamental para la ensefianza del célculo, es casi imposible
imaginar un curso exitoso sin que no enfatice los elementos visuales de la materia. Sin
embargo, Clements (1981) postula que las imagenes pueden ser una desventaja en ciertas

tareas (citado en Aspinwall, Shaw & Presmeg, 1997).
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Se considera que existen imagenes incontroladas, es decir, que aparecen sin ser
invitadas en el pensamiento del estudiante y persisten aun a pesar de una evidencia
contraria. Una imagen incontrolable persistente limita la entrada a formas de pensamiento
mas fructuosas. Aunque las imagenes de un estudiante de calculo pueden apoyar niveles
altos de conocimiento, los resultados reportados en Aspinwall, Shaw y Presmeg (1997)
muestran que en ocasiones éstas se vuelven un obstaculo para construir el significado de

los conceptos matematicos.

Finalmente se consultaron articulos de investigacion relacionados con la

preparacion del profesor.

La comprension es un elemento esencial del conocimiento del profesor, pues de
ello depende la seleccion de las tareas de aprendizaje, la planeacion de explicaciones
atiles, el tipo de preguntas que se plantean y la forma de evaluar el aprendizaje del
estudiante. Estas ideas son reforzadas por investigaciones acerca de la ensefianza y
conocimiento del profesor que revelan las formas en que la comprension del profesor
afecta las oportunidades del estudiante para aprender, pues lo deseen o no, la forma que
ellos mismos se han involucrado con las ideas y procesos matematicos influye en los
estudiantes (Ball & McDiarmid, 1989).

Recientes investigaciones consideran que es importante promover el conocimiento
del profesor (NCTM, 2000), pero para llevar a cabo esta tarea, de acuerdo a Tsamir y
Ovodenko (2004), el primer paso necesario es familiarizarse con las concepciones del

profesor, correctas e incorrectas y con las posibles razones de sus errores.

Ball & McDiarmid (1989) estudian acerca de las oportunidades que tiene el
profesor para comprender la naturaleza de la materia que ensefia a lo largo de su vida
académica y se encuentran con que se les ofrecen muy pocas, concluyen que la
investigacion en educacion matematica debe buscar e investigar acerca de experiencias
que provean una preparacion mas eficaz en la materia de ensefianza, tomando en cuenta
coémo cambia la comprension del profesor cuando es expuesto a tales experiencias, con el

fin de determinar cuales de ellas son efectivas.
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CAPITULO 3

Marco conceptual



En este capitulo se presenta un marco conceptual para examinar la comprension
del profesor acerca de los criterios para méximos, minimos y puntos de inflexion de
funciones, que usualmente se ensefian en el curso de célculo de bachillerato. En primer
lugar se da una caracterizacion de lo que se entiende por comprension en matematicas, 1o
cual sirvio de referencia para el disefio del cuestionario de la investigacion y
posteriormente para el analisis de los datos obtenidos. En este capitulo también se expone
el contenido matematico involucrado, particularmente los criterios para determinar los
valores maximos y minimos de una funcion asi como para determinar los puntos de
inflexion, destacando en cada uno de ellos los aspectos que se consideraron para

determinar si se han comprendido o no.
3.1 Comprensién en matematicas

Se considera que la comprensién es un proceso, una sucesion de actos o
actividades mentales, las cuales constituyen el proceso. La comprensién esta en
permanente desarrollo, crece o se transforma con el tiempo, conforme se realizan
diferentes actividades matematicas; resolucién de problemas, disertacion, discusiones,

gjercicios, demostraciones y otras actividades.

Se debe pensar en la comprension como emergiendo y desarrollandose, y no
considerar que uno ha comprendido 0 no un tema, idea o proceso, es decir, la comprensién
no es un atributo estatico del conocimiento de un individuo (Carpenter & Lehrer, 1999).
Se puede decir que uno estd permanentemente comprendiendo una idea, un tema o un

concepto (Rivera, Garcia & Diaz, 2013).

Para entender cobmo emerge y se desarrolla la comprension de un concepto, idea o
proceso matematico, atendemos a las ideas de Hiebert y Carpenter (1992), quienes

analizan la comprensién en términos de representaciones mentales.

Para pensar en las ideas matematicas y comunicarlas se necesita representarlas de
alguna manera, Hiebert y Carpenter asumen que el conocimiento es representado
internamente de forma que la mente pueda operar con él, y que estas representaciones

internas estan conectadas de forma estructurada, mientras que para que la comunicacion
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ocurra se requiere una representacion externa; hablada, simbolos escritos, dibujos, objetos

fisicos.

Se supone también que las representaciones matematicas internas son
influenciadas por la actividad externa, la forma de la representacion mental esta
influenciada y forzada por la naturaleza de la representacion matematica externa, esto es,
la forma en que el estudiante interacta con una representacion externa marca una
diferencia en la forma en que el estudiante la va a representar internamente, y
reciprocamente, la manera en la que un estudiante trata 0 genera una representacion

externa revela algo acerca de como ha representado la informacién internamente.

Se supone también que las conexiones entre representaciones internas pueden ser
estimuladas mediante la construccion de conexiones entre las correspondientes

representaciones externas.

De acuerdo a las ideas anteriores, Hiebert y Carpenter (1992) consideran que una
idea matematica, concepto o proceso se comprende cuando su representacién mental
forma parte de una red interna de representaciones, y el nivel de comprension queda
determinado por el nimero y la fuerza de las conexiones realizadas, si solo algunas de las
ideas potencialmente relacionadas estdn conectadas o si las conexiones son débiles la

comprension puede ser bastante limitada.

La comprension ocurre cuando las representaciones son conectadas en redes cada
vez mas estructuradas y cohesivas. Las redes de representaciones mentales se construyen
gradualmente conforme nueva informacion se conecta a las redes existentes, cuando esto
ocurre se forman nuevas conexiones entre informacion previamente desconectada, y las

redes anteriores son modificadas o abandonadas.

En toda actividad matematica se involucra el conocimiento conceptual y el
conocimiento procedimental, se reconoce (ahora) que ambos son importantes para la
habilidad matematica. Para el presente trabajo se tomaron las definiciones consideradas en
Hiebert y Carpenter (1992); se identifica al conocimiento conceptual con conocimiento

que se comprende, es decir, es conocimiento conceptual solo si forma parte de una red,
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mientras que el conocimiento procedimental se considera como una secuencia de

acciones, por ejemplo, los algoritmos aritméticos.

Todos los procedimientos matematicos estdn asociados con principios
matematicos, es decir estan potencialmente asociados con redes conectadas de
informacion, si el estudiante conecta los procedimientos con alguno de los conocimientos
conceptuales en los cuales se basa, entonces el procedimiento formara parte de una gran

red, cercanamente relacionada con el conocimiento conceptual.

Por ejemplo, en la basqueda de los valores maximos y minimos de una funcién

derivable se requiere llevar a cabo una secuencia de acciones;

1. encontrar los puntos criticos de la funcién,

2. determinar en cuéles de ellos la funcion alcanza valores maximos 0 minimos
locales, utilizando el criterio de la primera o de la segunda derivada,

3. comparar los maximos y minimos locales con los valores de la funcién en los
extremos del dominio (si se trata de un intervalo cerrado) para determinar los

maximos y minimos absolutos.

Es importante que el estudiante conecte estas acciones con los conocimientos
conceptuales en los cuales se basan, de forma que formen parte de una red interna
relacionada con el conocimiento conceptual, esto le permitird enfrentarse a problemas
diferentes de aquellos para los cuales inicialmente se aprendio el proceso. El conocimiento
conceptual relacionado puede detectar similitudes y diferencias Gtiles entre los problemas,
y consecuentemente, informar de los ajustes adecuados, de esta forma el conocimiento

conceptual ayuda a extender el rango de aplicabilidad del procedimiento.

En los libros de texto y en la escuela se estudian funciones simples, en las cuales el
procedimiento de encontrar los maximos y minimos se aplica algoritmicamente sin
necesidad de hacer reflexiones conceptuales, a pesar de ello, se deberia tener la conexion
con los conceptos en los cuales se sustenta tal procedimiento (definiciones, criterios,
interpretaciones graficas de la derivada) para el momento en que el estudiante se enfrente

a problemas nuevos y mas interesantes.
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Esto nos alerta sobre la necesidad de disefiar actividades que ayuden al estudiante a
construir representaciones internas de los procedimientos, de manera que formen parte de
las redes conceptuales, es evidente entonces que los procedimientos y conceptos no se

deben ensefar de forma aislada.

Reconociendo la importancia de la comprension en matematicas, es importante
disefiar un ambiente en el salon de clase que la promueva, es decir, acciones que
promuevan la creacién de conexiones; entre los diferentes conceptos, procedimientos y

entre los conceptos y procedimientos.

En Carpenter y Lehrer (1999) se proponen 5 actividades mentales que contribuyen

al desarrollo de la comprension:

e Construccion de relaciones entre conocimiento nuevo y conocimiento
previo.

e Creacion de estructuras de conocimiento integradas y aplicacion del
conocimiento matematico.

e Reflexion sobre las experiencias propias.

e Articulacion o comunicacion de lo que el individuo conoce; en forma
verbal, escrita, 0 mediante iméagenes, diagramas o modelos.

e Apropiacién del conocimiento matematico: adoptar el conocimiento

mediante y para fines propios.

Se destaca a la reflexion y la comunicacion como procesos fundamentales para que
la comprension ocurra, trabajan conjuntamente para promover la creacion de conexiones
(Hiebert et al, 1997). La reflexion sucede cuando conscientemente se piensa acerca de lo
que se estad haciendo y por qué se esta haciendo, esto permite establecer nuevas relaciones
y checar las anteriores; mientras que la comunicacion permite clarificar las ideas propias
mediante la interaccion social, pues al compartir las ideas y conocimiento con los pares se
debe de pensar en el mas profundamente con el fin de explicarlo y justificarlo con

claridad.
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La reflexion esta presente en todo el proceso de comprension, mientras que una
comunicacion adecuada se presenta en las etapas finales; para comunicar las ideas se
requiere un alto nivel de reflexion y se requiere tener el recurso del lenguaje (matematico),

una comunicacion clara con un lenguaje adecuado refleja un nivel alto de comprension.

Lo anterior es importante sobre todo para el profesor, que requiere tener la
habilidad y las herramientas para poder explicar la misma idea de diferentes formas, de
manera que la mayoria de los estudiantes las entiendan, es decir, es importante que su

comprension este en los niveles mas altos.

En resumen, para desarrollar la presente investigacion se ha considerado que el
objetivo principal de la ensefianza matematica es desarrollar la comprensién, una
implicacion obvia, de acuerdo con la definicion utilizada, es que la ensefianza debe ser
disefiada de forma que los estudiantes construyan conexiones. El profesor debe crear un
salon de clases en el que las actividades, problemas y la comunicacion de las ideas estén

enfocadas a la comprension de los conceptos y procedimientos matematicos.

Las ideas expuestas anteriormente destacan la importancia que tiene para la
ensefianza el hacer reflexionar al profesor con el fin de mejorar su comprension. Un
ambiente de salon de clases que promueva la comprensidn requiere, entre otras cosas, que
el profesor tenga un nivel de comprension alto de los conceptos y procedimientos, un nivel
que le permita disefiar problemas y actividades que promuevan la creacién de conexiones
adecuadas en los estudiantes y sobre todo que le permita reconocer la importancia que

tiene un aprendizaje con comprension.

Las 5 actividades mentales descritas se utilizaron para el anlisis de las repuestas,
con base en ellas se interpretaron las respuestas de los profesores, en términos de la

actividad mental que le hace falta al profesor para mejorar su comprension de los criterios.
3.2 Niveles de comprension

Se ha dicho que la comprensioén es un proceso y de acuerdo a las actividades

mentales que se realicen ésta se modifica. Las 5 actividades mentales propuestas por

34



Carpenter y Lehrer (1999) no tienen un orden especifico, algunas se presentan durante
todo el proceso de comprension, mientras que otras se van adquiriendo y mejorando

conforme la comprensién aumenta.

El cuestionario de investigacion se disefié con el fin de averiguar si el profesor
tiene una buena comprension de los criterios, esto es, si tiene claridad acerca de lo que
dicen y cuando se pueden aplicar. Para responder las preguntas planteadas se requiere que
el profesor haga una reflexion profunda acerca de los enunciados de los criterios, con base
en las respuestas y la claridad del lenguaje utilizado se buscé evidencia de la comprension
del profesor.

Con la finalidad de cumplir los objetivos de investigacion planteados se requirid
hacer un analisis de datos que permitiera diferenciar entre diversos niveles de
comprension. Para ello se utilizaron las 5 actividades mentales propuestas por Carpenter y
Lehrer (1999); las actividades sugieren niveles, en el sentido de detectar que actividad

requiere el profesor para aumentar su comprension.

Ademas de sugerir los niveles, las actividades permiten detectar qué actividad
requiere el profesor para fortalecer su comprension indicando la forma en que se le puede

apoyar.

La tabla 3.1 muestra un ejemplo de cdémo podrian establecerse niveles de

comprension, de acuerdo a las caracteristicas de las respuestas.

Nivel Tipo de respuesta

Adecuado Respuesta correcta, con un lenguaje adecuado y claro.

En progreso Respuesta correcta, con un lenguaje poco claro.

Incompleto Conoce el criterio pero refleja falta de reflexion acerca de las

hipGtesis requeridas y/o acerca de su naturaleza l6gica.

Deficiente No relaciona conceptos ni procedimientos.

3.1. Niveles de comprensién
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Sin embargo, en el analisis de datos realizado, solo se consideraron categorias que
permiten diferenciar las respuestas e identificar la actividad mental que requiere el
profesor para mejorar su comprension. Para establecer los niveles de comprension se
requiere un estudio tedrico mas profundo y una evaluacidbn mas exhaustiva del

conocimiento del profesor.
3.3 Acerca de los criterios para maximos y minimos.

El objetivo central de la presente investigacion es averiguar sobre la comprension
que tiene el profesor acerca de los teoremas involucrados en la busqueda de los maximos y
minimos de una funcién derivable; primer criterio, criterio de la primera derivada y
criterio de la segunda derivada, por ello presentamos un analisis de los criterios,
destacando los puntos que se consideraron para el disefio del instrumento de
investigacién; como son las condiciones de necesidad y suficiencia y la importancia de las

hipotesis.
A continuacion se enuncia el primer criterio y se presenta su analisis.
Primer criterio para maximos y minimos.

Sea f una funcion definida en un intervalo Iy c un punto interior de | donde f

tiene un maximo o un minimo local. Si f "(c) existe entonces f '(¢) = 0.

Respecto a este criterio es importante reconocer que proporciona una condicion
necesaria pero no suficiente, es decir, el que la funcién se anule en un punto a no es
condicion suficiente para que la funcién alcance un valor maximo o minimo en a, sino que
se deben cumplir condiciones adicionales. Un ejemplo es la funcion f(x) = x3; en este

caso f°(0) = 0, pero f no tiene maximo ni minimo local en 0.

Hay que observar también que para aplicar el primer criterio es importante la
condicion de que el punto ¢ sea interior, pues si ¢ s un extremo no necesariamente se

cumple que f'(c) = 0.
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La funcion f(x) = /(1 —x2)3 + /(1 — (x — 1/2)2)3, cuya grafica se muestra

en la figura 3.1, ejemplifica este hecho.

Figura 3.1. Grafica de f(x)

La funcién f alcanza su valor minimo en los extremos pero su derivada es distinta
de cero en tales puntos. En este caso para encontrar el valor minimo absoluto que alcanza
f es necesario analizar, ademas de los puntos criticos de la funcidn, los puntos extremos
del dominio, cuestion que con frecuencia es olvidada al resolver problemas de

optimizacion.

Otra de las cuestiones que se investigaron respecto al primer criterio se refiere a la

creencia de que en un punto critico una de 3 cosas pasa:

i) hay un méaximo,
i) hay un minimo o
iii) hay un punto de inflexion (Rivera & Ponce-Campuzano, 2012).

Se le atribuyen mas resultados al primer criterio de los que realmente plantea. Pero
el hecho es que los puntos de inflexidn no tienen relacion con los puntos criticos. Se tiene
esta creencia posiblemente por el mensaje que mandan los libros de texto, al ejemplificar
la no suficiencia de la condicion del primer criterio con la funcion f(x) = x3 en el punto

x = 0, y hacer notar después que en tal punto la funcion tiene un punto de inflexion. Un
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ejemplo particular de este hecho es el plan de estudios del CCH; en el cual en la Unidad
IV. Comportamiento grafico y problemas de optimizacion, se tiene como estrategia de

aprendizaje lo siguiente:

Con la funcion f(x) = x3 se muestra la insuficiencia de la condicién de que un
punto critico debe ser maximo o minimo, lo que permite introducir el concepto de

punto de inflexion.

Ademas de que existen puntos criticos donde la funcion no presenta maximo,
minimo ni punto de inflexion, y obviamente existen puntos de inflexion que no son puntos

criticos. Un ejemplo de lo primero es la funcion

4 . - .
G(x) = {¥ sin_ six#0

0 six=20

La funcién G (x) tiene un punto critico en x = 0, pero G(x) no tiene maximo, minimo ni

punto de inflexién en x = 0.
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3.2. Gréfica de G(x)
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Para ejemplificar la segunda cuestion se puede analizar la funciéon f(x) = x + x3

(figura 3.3), la funcién presenta un punto de inflexién en x = 0, pero en tal punto

f'(x)#0.

3. 3. Gréficade f(x) = x + 13

Después de encontrar los puntos criticos de la funcidn se requiere verificar ciertas
condiciones para determinar si se trata de un maximo, de un minimo o de ninguna de las
dos cosas. Para ello se utilizan el criterio de la primera derivada o el criterio de la segunda

derivada.

A continuacion se enuncia el criterio de la primera derivada y se desarrolla su

analisis.
Criterio de la primera derivada:

Sea f una funcion derivable en un intervalo abierto I y ¢ € I un punto critico de

f, entonces

a) si en algin abierto (c —r,c+1r) se cumple que f'(x) < 0 para toda
x€(c—r,c)y f'(x) >0 para toda x € (c,c +r), entonces f tiene un

minimo local en c.
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b) Si en algun abierto (c —r,c+r) se cumple que f'(x) > 0 para toda
x€(c—rc)y f(x) <0 para toda x € (c,c + 1), entonces f tiene un

maximo local en c.

El criterio de la primera derivada se aborda practicamente siempre mediante su

interpretacion geométrica, pues ciertamente ayuda a entender el criterio.

Figura 3. 4. Signo de la primera derivada alrededor de un minimo.

El primer criterio da condiciones suficientes para determinar cuando un punto
critico es maximo o minimo de una funcion (una versién mas fuerte del criterio elimina la
condicion de que el la funcion sea diferenciable en el punto c). Pero su representacion
geomeétrica puede enviar la idea falsa de que en un méximo o minimo siempre ocurre €so,
enviando el mensaje de que da condiciones necesarias. Las figuras pueden comunicar la

idea de que el teorema es siempre facil de aplicar (Rivera & Ponce Campuzano, 2012).

El hecho de que la condicion del signo de la derivada es una condicidn suficiente
pero nNo necesaria va un poco en contra de la intuicion, y es quiza un hecho en el que poco
0 nada se reflexiona. Pero lo cierto es que una funcion diferenciable puede tener un valor
maximo (minimo) en un punto ¢ Yy puede ocurrir que no exista una vecindad de c tal que
la derivada de todo punto a la izquierda de ¢ sea positiva (negativa) y negativa (positiva) a

la derecha. Un ejemplo es la funcion
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cuya grafica se muestra en la figura 3.5.

Figura 3.0.5. Grafica de f(x) alrededor del punto (0, 2)

La funcion oscila infinitas veces alrededor del 0, de modo que la derivada toma
valores positivos y negativos en cualquier vecindad del 0 y entonces no se puede aplicar el

criterio de la primera derivada, pero esto no impide que f(x) alcance su valor maximo en

x =0.
Finalmente se presenta el enunciado y analisis del criterio de la segunda derivada.
Criterio de la segunda derivada.
Sea f una funcién dos veces derivable en (a, b) y sea c¢ € (a, b) un punto critico de

fi
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a) Si f”(c) > 0 entonces f tiene un minimo local en c.

b) Si f”(c) < 0 entonces f tiene un méximo local en c.

Nuevamente es importante notar que el criterio da condiciones suficientes pero no
necesarias para que la funcion tenga un maximo o minimo local. Un ejemplo que ilustra
esto es la funcion f(x) = x*, f(x) tiene un minimo en x = 0, pero £ (0) = 0, es decir,

la condicidn f”"(x) > 0 no es necesaria para que la funcion tenga un minimo.

Otro aspecto importante es la cuestion de las dificultades que se pueden presentar
al aplicar el criterio de la primera derivada y el criterio de la segunda derivada, asi como

los casos en que no se pueden aplicar.

Para poder aplicar el criterio de la primera derivada hay que encontrar una
vecindad del punto critico donde la derivada tenga un signo a la derecha y el signo
opuesto a la izquierda, pero en la préctica esto podria resultar en una tarea dificil, si no se
conocen todos los puntos criticos. También puede ocurrir que la derivada tenga el mismo
signo a la derecha y a la izquierda del punto critico, en cuyo caso se concluye que la
funcion no tiene maximo ni minimo en tal punto, finalmente se puede dar el caso de que

no exista tal vecindad, en cuyo caso no se puede aplicar el criterio.

En la préactica el criterio de la segunda derivada es mas facil de aplicar pues solo
requiere analizar el signo de la segunda derivada en un punto critico c, pero es importante
reflexionar que existen casos en que el criterio de la segunda derivada no es aplicable. Al
menos hay 2 casos importantes cuando no es aplicable:

1. Cuando no existe f"(c)
2. Cuando f"(c) =0

En el caso uno, bajo la hipotesis de que la funcidn f es derivable en un intervalo
abierto que contiene al punto critico ¢, en principio podemos acudir al criterio de la
primera derivada. El criterio de la primera derivada podria ser aplicable aun cuando el
criterio de la segunda derivada no se pueda aplicar.
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Un ejemplo para el primer caso es la funcion

f(x) = x|x| + 2x2.

Para esta funcién tenemos

2x six <0

f'(x)=2|x|+4x={ bl

También

. _ (2 six<0
f (x)_{6 six>0

La funcion tiene un punto critico en x = 0, pero no existe f(0).

Sin embargo se puede aplicar el criterio de la primera derivada. De la formula

2x six <0
6x six >0

fao={

se sigue que f'(x) < Oparatodax <0y f'(x) > 0 paratoda x > 0, por el criterio de la

primera derivada se tiene que f tiene un minimo en 0.
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Figura 3.6. Gréafica de f(x) = x|x| + 2x?

Figura 3.0.7. Gréfica de f'(x) = 2|x| + 4x

En relacion al caso 2, las funciones f(x) =x3 y g(x) = x* ilustran que la
condicion f(c¢) = 0 no dice nada acerca de si la funcion alcanza un méximo o0 minimo
localenc; f(0) =0y g~ (0) = 0, f no tiene maximo ni minimo mientras que g alcanza

un minimo.

3.4 Acerca de los criterios para puntos de inflexion

El concepto de punto de inflexion no era central en este trabajo de investigacion,
sin embargo surgi6 la necesidad de explorar un poco méas sobre el tema debido a la
tendencia que se observa a relacionar los puntos de inflexion de una funcién con sus
puntos criticos. Por lo que en esta seccion se discutiran los criterios que se utilizan para
determinar los puntos de inflexion de una funcién, considerando solamente el caso de

funciones que son derivables en un intervalo I = [a, b].

Se define punto de inflexion de una funcion f(x) como aquel en donde la funcion
derivada f”(x) presenta un cambio en su monotonia, es decir, pasa de monétona creciente
a monoétona decreciente o viceversa. Entonces el determinar los puntos de inflexion de una
funcion se traduce en determinar los puntos donde la funcion derivada presenta un

maximo o un minimo.
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Lo anterior conduce a pensar en el primer criterio, criterio de la primera derivada y
el criterio de la segunda derivada para maximos y minimos pero aplicados a la funcion
segunda derivada. Entonces para encontrar puntos de inflexion de funciones derivables
basta comprender bien los criterios antes mencionados, aplicarlos a la funcion segunda
derivada f“(x) para encontrar los puntos donde ésta tiene sus valores extremos y utilizar

tal informacion para determinar los puntos de inflexion de la funcion f(x).

A continuacion se enuncian los 3 criterios para determinar puntos de inflexion de
una funcion f derivable en un intervalo I = [a, b], resultantes de aplicar los criterios antes

mencionados a la funcién f(x).
Primer criterio para puntos de inflexion

Sea f una funcién 2 veces derivable en un intervalo I = [a,b] y sea ¢ un punto

interior de | donde f tiene un punto de inflexion, entonces f*'(c) = 0.
Criterio de la segunda derivada para puntos de inflexion

Sea f una funcion 2 veces derivable en un intervalo I =[a,b]y ¢ € un punto
critico de f*, entonces si en algun abierto (¢ — r, ¢ + r) se cumple que f”"(x) tiene signos
diferentes en los intervalos (¢ —r,¢) y (c,c + ), entonces f tiene un punto de inflexion

en c.
Criterio de la tercera derivada

Sea f una funcion tres veces derivable en [a, b] y sea ¢ € (a, b) un punto critico de

f . Entonces si f"(c) # 0, f tiene un punto de inflexion en c.

Como se menciono antes estos criterios surgen de aplicar los criterios para
determinar maximos y minimos a la funcién derivada, entonces no hay necesidad de
aprendérselos ni demostrarlos, sino simplemente relacionar la definicion de punto de

inflexion con los criterios ya conocidos.
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CAPITULO 4

METODOLOGIA



4.1 Acerca de los participantes

El instrumento disefiado se aplicé a un grupo de aspirantes a estudiar la Maestria en
Ciencias, en el area de Educacion Medio Superior, en el departamento de Matematica
Educativa del CINVESTAV-IPN.

Se analizaron los datos de 16 aspirantes con las siguientes formaciones; 7 con
Licenciatura en matematicas, 3 con Licenciatura en matematicas aplicadas, 1 con estudios
de Ingenieria en mecanica y eléctrica, un Ingeniero en sistemas computacionales, 1 con
estudios de Ingenieria en computacion y electronica, 1 actuario y 2 Ingenieros industriales.

En todos los casos, los participantes tenian una formacidon en calculo a nivel universitario.

De aqui en adelante se identificara a los participantes con la letra E y un numero

del 1 al 16; E1, E2 y asi sucesivamente.

De los 16 aspirantes, 11 tenian experiencia en la ensefianza del Célculo diferencial
en nivel bachillerato. Sin embargo el resto de los participantes, al aspirar a una maestria en
Matemaética Educativa enfocada hacia la problematica de la ensefianza y aprendizaje en el
nivel medio superior, estaban interesados no s6lo en la ensefianza del célculo, sino en

formarse como investigadores en la educacion matematica de ese nivel.
4.2 Acerca del instrumento.

La recoleccion de datos se realizd6 mediante la aplicacion de un cuestionario que
consta de 11 preguntas, todas ellas acerca de los criterios que se utilizan en los cursos de
calculo del nivel medio superior para encontrar los valores maximos y minimos de una
funcidn. Para el disefio de las preguntas se consideraron dificultades, tanto técnicas como
de naturaleza l6gica, que pueden presentarse cuando uno intenta aplicarlos. Al tratar de
aplicar un criterio para maximos y minimos, es importante entender cuando, en teoria, es
posible aplicarlo y cuando no se renen las condiciones para su aplicacion. Esto implica
que debemos entender qué dicen los criterios pero también debemos estar conscientes de

lo que no dicen.
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En ocasiones se interpreta errobneamente la logica de los enunciados causados por
la confusiones que suelen tenerse entre lo que significa una condicion necesaria y una
condicion suficiente. A veces la confusién es generada por las interpretaciones
geomeétricas de los criterios, las cuales suelen utilizarse como una justificacion o prueba de
los mismos. Por ejemplo, el criterio de la primera derivada que estipula que si a la derecha
de un punto critico la derivada es positiva y a la izquierda la derivada es negativa entonces
en ese punto critico la funcion tiene un maximo. Esta situacion que corresponde al caso en
el que la funcion es creciente a la izquierda del punto critico y decreciente a la derecha de

ese punto, suele ilustrase con una figura como la siguiente.

4.1. Signo de la derivada a un lado y otro de un punto critico

Pero esta situacion geométrica solamente muestra un comportamiento particular de
las funciones, pues una funcién puede tener un maximo en un punto critico sin que sea
monotona creciente a la izquierda y monotona decreciente a la derecha del punto critico,

como se comento en el capitulo anterior.

Las preguntas se disefiaron con el propésito de averiguar acerca del conocimiento
del profesor de los criterios para maximos y minimos. Nuestro interes se centro en el
grado de comprension que los profesores tienen de los enunciados y no acerca de su

habilidad para aplicarlos en la resolucién de problemas.

Es importante destacar que algunas preguntas requieren que el profesor distinga la

naturaleza légica de las condiciones. Algunas son necesarias y otras son condiciones
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suficientes. Con el cuestionario pretendimos que el profesor tuviese la oportunidad de
enfrentarse a situaciones que requiriesen una relativa profunda reflexion y que les ayudase
en su proceso de comprension de los criterios para maximos y minimos. En este sentido, el

cuestionario tenia un doble objetivo para algunos de los participantes.

A continuacion se enuncian las preguntas que constituyen el cuestionario y el

proposito de cada una de ellas.

Acerca de las preguntas 1y 2. Con respecto al primer criterio se disefiaron las preguntas
1y 2, cuyo objetivo es averiguar si el profesor es consciente de que en un punto critico no
necesariamente se alcanza un maximo o un minimo. Es decir, deseamos averiguar si el
profesor tiene claro que el primer criterio establece condiciones necesarias pero no

suficientes para determinar los valores extremos de una funcion.

1- Diga si una funcién f puede tener un punto critico donde no alcance un valor

maximo o un valor minimo.

2- Si f es una funcion definida en un intervalo | =(a,b) que tiene un punto critico

c € I ¢qué podemos decir de f(c)?

Aun cuando ambas preguntas tienen el mismo propdsito, se presentaron al profesor
dos diferentes enunciados. La razon es que en ocasiones la forma en que se expresa una
misma idea o concepto es determinante para su comprensién. Un buen nivel de
comprension debe soportar diferentes formulaciones de la misma idea. En este sentido,
con los dos enunciados pretendemos averiguar qué tan claro tiene el profesor los criterios

para maximos y minimos.

Acerca de la pregunta 3. Con la siguiente pregunta pretendemos averiguar si el profesor

se percata que la condicion ce[a,b] deja la posibilidad de que el punto c, donde la

funcion es derivable y alcanza un maximo (o minimo), sea un extremo del intervalo,

dominio de la funcion, y que por lo tanto no necesariamente se cumple f’(c¢) = 0. Como
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sabemos, la necesidad de esta condicion se garantiza cuando el punto C es un punto

interior del intervalo | =[a,b].

3- Si f esuna funcion definida en un intervalo I = [a, b] que tiene un valor maximo

0 un valor minimo en un punto c € I donde es derivable ¢qué podemos decir de

f(e)?

Si el profesor no es consciente de esta condicién en el primer criterio para
maximos y minimos, cuando trata de aplicarlo es probable que olvide analizar por

separado, los extremos del dominio.

Acerca de las preguntas 4 y 5. Las preguntas 4 y 5, se disefiaron para averiguar si el
profesor relaciona los puntos de inflexién con los puntos criticos. Tenemos razones para
sospechar que alumnos y profesores categorizan a los puntos criticos en tres tipos: i)
donde hay un méximo, ii) donde hay un minimo vy iii) donde hay un punto de inflexion.
Mas aln, para determinar los puntos de inflexion de una funcion, hay quienes suelen
buscarlos en los puntos criticos. Cuando alguien procede asi, no tiene claro que los puntos
de inflexion tienen una razon de existencia que nada tiene que ver con los puntos criticos
de la funcion. En otras palabras, el concepto de punto de inflexion es independiente del
concepto de punto critico. Por supuesto, un punto de inflexion puede ser un punto critico,
pero estos serd una mera casualidad. Asi que las preguntas 4 y 5 tienen como propdsito

averiguar si esto ocurre con los profesores participantes.

4- Si c es un punto critico de una funcion f, en donde la funcion no alcanza su valor

maximo ni minimo ¢qué podemos decir de la funcion f en el punto C?

5- ¢Puede una funcion f tener un punto de inflexion en un punto ¢ donde la derivada

no sea cero?

La pregunta 4 hace referencia a los valores maximo y minimo absolutos, en el
enunciado se estipula que en el punto critico la funcion no alcanza ni el valor maximo

absoluto ni el valor minimo absoluto. Una posible respuesta es que la funcion alcance un
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valor maximo relativo o un minimo local, pero también que no alcance ni maximo ni
minimo. Deseamos averiguar si el profesor observa esta sutileza del enunciado o si infiere
que al no haber ni maximo ni minimo la funcién debera tener un punto de inflexion. La
pregunta 5 va mas dirigida en este sentido; deseamos averiguar si el profesor asume que

los puntos de inflexion necesariamente son puntos criticos.

Acerca de la pregunta 6. El objetivo de la pregunta 6 es indagar si el profesor tiene claro
el criterio de la primera derivada. Como se comento al inicio de esta seccion, este criterio
da condiciones suficientes para que una funcion tenga un maximo o un minimo en un
punto critico. Las condiciones no son necesarias y aunque en general no son del dominio
comun los contraejemplos, un profesor reflexivo deberia percatarse que el criterio no dice
que la condicion sea necesaria y que por lo tanto es de esperarse que existan tales

contraejemplos.

6- Si una f funcion definida y derivable en un intervalo abierto I tiene un
maximo en un punto c € I ¢jes cierto que entonces f'(x) >0 para x
cercanasy a la izquierdade cy f'(x) < 0 para x cercanasy a la derecha

de ¢?

Acerca de la pregunta 7. La pregunta 7 tiene como propoésito averiguar si el profesor
comprende que el criterio de la segunda derivada da una condicién suficiente pero no
necesaria para que una funcién alcance un maximo o un minimo en un punto critico. Este
objetivo es similar al de la pregunta 6, pero ahora se refiere al criterio de la segunda
derivada. De alguna manera la respuesta correcta a esta pregunta serd un reflejo de la
experiencia del profesor acerca de la aplicacion de este criterio y se trata de averiguar si el
profesor acude a algin contragjemplo como son los clasicos f(x) = x* y g(x) = —x*.
Por otra parte, la respuesta incorrecta reflejard su confusion entre la necesidad vy

suficiencia de la condicidn sobre el signo de la segunda derivada.
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7- Si una funcion definida y dos veces derivable en un intervalo abierto I

tiene un minimo en un punto ¢ € I ¢es cierto que f(¢) > 07?

Acerca de las preguntas 8 a 11. Las preguntas 8-11 se plantearon para indagar si el
profesor ha reflexionado sobre las dificultades tedricas y técnicas que en la practica se
pueden presentar en las aplicaciones de ambos criterios y si han reflexionado sobre las
ventajas 0 desventajas entre uno y otro criterio. También se trata de averiguar si el
profesor tiene claro los casos en los que en teoria es posible aplicar cualquiera de los
criterios y en los que no son aplicables.

8- Para calcular los valores maximos y minimo de una funcion ¢cudl criterio

prefiere utilizar? el de la primera derivada o el de la segunda derivada.

9- Si su criterio favorito es el de la segunda derivada ¢,qué razones tiene para

no aplicar el criterio de la primera derivada?

10- Si para una funcién dada, puede aplicar el criterio de la primera derivada

¢por qué acudir al criterio de la segunda derivada?

11- Dada una funcion f ¢en qué casos no es posible aplicar el criterio de la

segunda derivada?
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CAPITULO 5

Analisis de datos



El anélisis de datos se realizo pregunta por preguntadelalala7,dela8alallse

analizaron de manera conjunta y la 11 fue analizada individualmente.

De acuerdo a las respuestas de los profesores se crearon categorias que reflejaran
los diferentes tipos de respuestas, en particular que permitieran identificar las distintas
concepciones erroneas que tienen los profesores en relacion a la comprension de los
enunciados de los criterios para maximos, minimos y puntos de inflexion. Dichas
categorias permitieron identificar qué actividades mentales requiere el profesor para

mejorar su comprension.

Las respuestas se escanearon y se hizo una tabla por cada pregunta, es decir, se

concentraron las 16 respuestas de cada pregunta en tablas independientes.
5.1 Pregunta 1

1. Diga si una funcién puede tener un punto critico donde no alcance un valor

méaximo o un valor minimo.

Para las respuestas de la pregunta 1 se crearon cuatro categorias que describen las

tendencias encontradas en las respuestas.

Categoria Respuestas
1. Respuesta adecuada E3, E4
2. Asocian punto critico con punto de El, E2, E6, E7, E11, E15
inflexion
3. Consideran que si no es maximo ni E5, E8

minimo entonces es punto de inflexion.

4. Considera que la funcion debe alcanzar E12

un valor maximo o un valor minimo.

5.1. Categorias, pregunta 1
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En la tabla 5.1 se describen las categorias y las respuestas ubicadas en cada una. Se
puede observar que 2 estudiantes dan una respuesta adecuada, es decir, consideran un

contraejemplo adecuado y sin mencionar puntos de inflexion.

La categorias 2 agrupa respuestas en las que se considera correctamente que si
pueden existir puntos criticos donde la funcion no alcance un valor maximo o minimo,
pero en las cuales se recurre a los puntos de inflexion para ejemplificar su respuesta. No se
considera una respuesta incorrecta pero se considerd importante destacar la tendencia a

relacionar los puntos criticos con los puntos de inflexion.

Se destaca también que las respuestas dentro de la categoria 2 no ofrecen datos
para determinar si los profesores son conscientes de que los puntos de inflexion no se

buscan entre los puntos criticos.

En la categoria 3 se consideran las respuestas que afirman que si no es maximo ni
minimo entonces debe ser punto de inflexion, tales respuestas reflejan una falta de
reflexion acerca de lo que dice el primer criterio, le asocian resultados relacionados con
los puntos de inflexion y posiblemente consideran que establece condiciones necesarias y
suficientes. Estas respuestas indican ademas que se tiene la idea equivocada de que en un

punto critico una de 3 cosas pasa; 1) es maximo, 2) es minimo o 3) es punto de inflexion.

La categoria 4 agrupan respuestas en las que se considera incorrectamente que
necesariamente se debe alcanzar un valor mdximo o minimo, nuevamente se refleja una
falta de reflexién acerca de las condiciones que establece el primer criterio y también se

puede inferir que hace falta reforzar la conexidn entre procedimientos y conceptos.

Un ejemplo de respuesta adecuada es la dada por E1 (Figura 1), el contraejemplo

que utiliza para ilustrar su respuesta es correcto y no menciona puntos de inflexion.
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Figura 5.1. Respuesta adecuada (E3)

La respuestas E11 se ubica en la categoria 2, responde correctamente pero

haciendo referencia a los puntos de inflexién. (Figuras 5.2).
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Figura 5. 2. Respuesta categoria 2 (E11)

La respuesta de E6 (Figura 5.3) describe un método para determinar cuando un
punto critico es punto de inflexion, tal respuesta se ubica en la categoria 2 porque refleja
que es consciente que para determinar un punto de inflexion se deben considerar
condiciones adicionales, no asi las respuestas que se ubican en la categoria 3.

En su procedimiento considera f’(c) = 0 como condicién necesaria para que
f tenga un punto de inflexion en c, lo cual como ya se ha mencionado es un error comun,
que ya ha sido detectado en investigaciones anteriores. A partir de esta concepcion errénea
se puede inferir que se requiere reforzar la comprension de la definicién de punto de
inflexion y relacionarla con la interpretacion geométrica de la derivada, asi como analizar
el enunciado del primer criterio con el fin de descubrir que no dice nada acerca de los

puntos de inflexion.
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Figura 5.3. Respuesta categoria 2 (E6)

La respuesta de E5 (Figura 5.4) se ubica en la categoria 3, concluye que si no es

maximo ni minimo entonces se trata de un punto de inflexion.
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Figura 5.4. Respuesta categoria 3 (E5)
Finalmente la respuesta de E12 ubicada en la categoria 4 (Figura 5.5) refleja una
comprension superficial del primer criterio; considera que establece condiciones
necesarias y suficientes. No se ha hecho una reflexion acerca de la naturaleza ldgica o no

se ha trabajado con funciones que requieran una reflexion al respecto.
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Figura 5.5. Respuesta categoria 4 (E12)
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Los profesores E9, E13, E16, E10 no se ubicaron en ninguna categoria, debido a
que no responden a la cuestion planteada; E9, E13 y E16 expresan ideas redundantes, lo
que revela una falta de conocimiento basico y no solo de comprension acerca de los
criterios, mientras que E10 responde de forma correcta pero sin argumento ni

contraejemplo, que revele algo acerca de su comprension.

En el caso de E14 (Figura 5.6), que tampoco se ubica en ninguna categoria, utiliza
una definicién diferente de punto critico a la que se considera en el presente trabajo. Es un
caso que no se considero al momento de elaborar el instrumento de investigacion, por lo

que dicha respuesta no ofrece informacion acerca de la comprension del primer criterio.
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Figura 5.6. Respuesta (E14)

Se revisaron algunos libros de calculo para ver si es comun la definicion utilizada

por E14 y solo se encontré en el libro Stewart (1999).

5.2 Pregunta 2

2. Si f es una funcion definida en un intervalo I = (a, b) que tiene un punto

critico a € I ¢qué podemos decir de f(a)?

La pregunta 2 fue respondida por 15 de los 16 profesores, los resultados del

analisis se muestran en la tabla 5.2.

Para esta pregunta se detectaron 3 categorias; la categoria 1 indica un nivel

adecuado de comprension, en las respuestas dentro de tal categoria se considera
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correctamente que la condicion f“(x) = 0 no es suficiente para que la funcion tenga un
valor méximo o minimo en ¢, mientras que las categorias 2 y 3 agrupan respuestas que
sugieren que se requiere una reflexion acerca de las condiciones que establece el primer

criterio y acerca de su no relacion con los puntos de inflexion.

Categorias Respuestas
1. Respuesta adecuada El, E15
2. Consideran que ocurre una de 3 cosas es E2, E3, E4, E5, EG6, E8

maximo, minimo o punto de inflexion.

3. Consideran que debe ser un valor maximo o E10, E11, E14, E16

minimo de la funcion.

5.2. Categorias, pregunta 2

La respuesta de E1 (Figura 5.7) se clasifica como adecuada, considera
correctamente que se requieren considerar condiciones adicionales para concluir si un
punto critico es maximo o minimo. Se destaca también el hecho de que considera que hay
que utilizar alguno de los 2 criterios para determinar si existe un maximo o minimo, al

parecer no considera la opcion de simplemente aplicar la definicion de minimo o maximo.
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Figura 5.7. Respuesta categoria 1 (E1)
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La respuesta de E5 (Figura 5.8) ubicada en la categoria 2, revela nuevamente que
se tiene la idea equivocada de que en un punto critico una de 3 cosas pasa; la funcion tiene

un maximo, minimo o un punto de inflexion.
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Figura 5.8. Respuesta (E5)

Las respuestas dentro de la categoria 3 consideran que se puede alcanzar un valor
maximo o un valor minimo, pero no mencionan nada acerca de las condiciones
adicionales requeridas para determinar si se trata de maximo, minimo o de ninguna de las

dos cosas, un ejemplo es la respuesta de E14 (Figura 5.9).
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Figura 5.9. Respuesta categoria 3 (E14)
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Las respuestas dentro de la categoria 2 y 3 indican que se requiere hacer una
reflexion acerca de las condiciones del primer criterio para poder comprender que ofrece
condiciones necesarias pero no suficientes, ademas de darse cuenta que no menciona nada

acerca de los puntos de inflexion.

Las respuestas de E7, E9 y E13 no fueron ubicadas en ninguna categoria, reflejan
una falta de conocimiento basico y no solo de comprension de los criterios, mientras que

E12 no responde a la pregunta.
5.3 Pregunta 3

3. Si f es una funcién definida en un intervalo I = [a, b] que tiene un valor
maximo o un valor minimo en un punto ¢ € I donde es derivable ¢qué podemos
decir de f"(c)?

En la tabla 5.3 se presentan los resultados del analisis realizado, respondieron 15

de los 16 participantes (E12 no da respuesta), los datos se agruparon en 2 categorias.

En la categoria uno se ubico a las respuestas en las que no se considera que el
maximo o minimo podria alcanzarse en un extremo del dominio, en cuyo caso no se puede
concluir que la derivada sea cero. Las respuestas ubicadas en la categoria 2 no aportan
informacion sobre la comprension del criterio pues, aunque hay respuesta, ésta no resuelve
la cuestion planteada, proporcionan respuestas que revelan una falta de conocimiento

béasico y/o utilizan un lenguaje poco claro.

Categorias Respuestas

1. No considera que el punto ¢ puede | E1, E2, E3, E5, E6, E7, E8, E11, E15,
ser un extremo del domino, y que en | E16
tal caso no se aplica el primer

criterio.

2. No responden la cuestion planteada. | E4, E9, E10, E13, E14

Tabla 5.3. Andlisis pregunta 3
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Las respuestas de E1 y E3 se ubican en la categoria 1, en ambas se concluye que la
derivada vale cero, sin considerar que el punto ¢ puede ser un extremo del dominio, y que

en tal caso no se aplica el primer criterio.
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Figura 5.10. Respuesta categoria 1 (E1)

Dado que £ 13eve un
ub('%uvov que T'(C) =0.

Figura 5.11. Respuesta categoria 1 (E3)

5.4  Pregunta4

4. Si ¢ es un punto critico de una funcién f, en donde la funcion no alcanza su

valor maximo ni minimo ¢ qué podemos decir de la funcion f en el punto c?

La pregunta 4 fue respondida por 15 de los 16 participantes (E12 no da respuesta),
las respuestas se agrupan en dos categorias, en los dos tipos de respuestas se relaciona los
puntos de inflexion con los puntos criticos. Ningun profesor considera el caso en que un

punto critico no sea maximo, minimo ni punto de inflexion.

Las respuestas de la categoria uno reflejan un mayor nivel de comprension, ya que
consideran que podria ser un punto de inflexion, mencionando que se deben verificar
condiciones adicionales, mientras que en la categoria 2 se afirma que si no es maximo ni

minimo entonces debe ser un punto de inflexion de f.
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Categoria Respuestas

1. Consideran que podria ser un|EL, E11

punto de inflexion.

2. Consideran que es un punto de E2, E3, E4, E5, E6, E7, ES, E9, E15,
inflexion. E16

Tabla 5.4. Andlisis pregunta 4

La respuesta de E1 (Figura 5.12) se ubica dentro de la categoria 1, considera que
en ¢ la funcién podria tener un punto de inflexion pero que se requiere verificar

condiciones adicionales.

Se hace notar que en tal respuesta se supone de forma equivocada que la condicion

f’(c) = 0 es necesaria para los puntos de inflexion.
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Figura 5.12. Respuesta categoria 1 (E1)

Las respuestas de E6 y E16 (Figuras 5.13 y 5.14 respectivamente), situadas en la
categoria dos, revelan que se tiene la idea equivocada de que en un punto critico una de

tres cosas pasa; la funcion tiene un maximo, minimo o punto de inflexion.
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Figura 5.13. Respuesta categoria 2 (E6)
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Figura 5.14 Respuesta categoria 2 (E16)

Los profesores E10 y E13 no responden a la cuestion planteada, por lo cual no se

ubican en ninguna de las categorias consideradas. E14 nuevamente considera una

definicidn alternativa de punto critico, aunque no la utiliza correctamente en su ejemplo.
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Figura 5.16. Respuesta (E14)
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5.5 Preguntab

5. ¢Puede una funcion f tener un punto de inflexion en un punto ¢ donde la

derivada no sea cero?

La pregunta 5 fue respondida por 15 de los 16 participantes (E12 no da respuesta),
las respuestas se agrupan en tres categorias que dan cuenta de varias concepciones
erréneas que se pueden tener acerca del proceso para determinar los puntos de inflexion de

una funcion.

En todas las respuestas se detecta una conexion débil entre los procesos y los
conceptos, ademas de una falta de claridad del concepto de punto de inflexion. Se observa
también una falta de experiencia con diferentes tipos de puntos de inflexion, pues de
acuerdo a las respuestas se puede inferir que solo estan familiarizados con puntos de

inflexién horizontales.

Categoria Respuestas

1. Considera que f“(c)=0 es|E3 E4,E7 ES8
condicion necesaria y suficiente
para que f tenga punto de

inflexién en c.

2. Consideran  f’(c)=0 como | E1, E5, E6, E11, E16
condicion necesaria para que f

tenga un punto de inflexion en c.

3. Considera  f'(c)#0 como | E14
condicion necesaria para que f

tenga punto de inflexién en c.

Tabla 5.5. Analisis pregunta 5
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Dentro de la categoria uno se considera la respuesta de E4 (Figuras 5.17), utiliza
un ejemplo correcto, pero concluye que un punto c es punto de inflexion de una funcion si
y solo si f”(c) = 0. Se revela una falta de claridad de que la condicién f(c) =0 es
necesaria pero no suficiente para que la funcion tenga un punto de inflexion en c, lo cual
se relaciona con considerar el primer criterio como necesario y suficiente, o posiblemente

con una falta de conexion entre este criterio y el proceso para determinar los puntos de

inflexion.
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Figura 5.17. Respuesta (E4)

Las respuestas dentro de la categoria 2 son variadas por lo que se describen 2
ejemplos, sin embargo, el error que subyace en todas es considerar f’(c) =0 como
condicion necesaria para que f tenga un punto de inflexion en ¢, por lo que han sido

agrupadas en la misma categoria.

En la figura 5.18 se muestra la respuesta de E1, quien considera la condicion
f’(c) = 0 como parte de la definicion de punto de inflexion, ademas se observa que en su
gréfica considera que el valor de la pendiente en el punto (c, f(c)) es cero de forma que se

adecue a su definicion de punto de inflexion, cuando claramente el valor no es cero, esto
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podria atribuirse a que no existe la conexion entre la interpretacion grafica de la derivada y

la localizacion de los puntos de inflexion.
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Figura 5.18. Respuesta categoria 2 (E1)

En la figura 5.19 se muestra la respuesta de E11, quien considera que los puntos de

inflexion se buscan entre los puntos criticos de la funcién.
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Figura 5.19. Respuesta categoria 2 (E11)

Dentro de la categoria 3 se ubica la respuesta de E14 (Figura 5.20), quien
considera la condicion opuesta (también incorrecta), supone f’(c) # 0 como condicion

necesaria para que f tenga punto de inflexion en ¢, excluyendo el caso f"(x) = 0.
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Figura 5.20. Respuesta (E14)

5.6 Pregunta6

6. Si una funcion f definida y derivable en un intervalo I = (a,b) tiene un

maximo en un punto c € I ¢es cierto que entonces f'(x) > 0 para x cercanas

y alaizquierdade c y f'(x) < 0 para x cercanas y a la derecha de c?

La pregunta 6 la respondieron 14 participantes (E6 no justifica su respuesta y E12

no responde nada), las respuestas se agruparon en dos categorias. En la categoria uno se

ubican las respuestas afirmativas, lo que indica que se supone equivocadamente que el

criterio de la primera derivada da condiciones necesarias y suficientes, esto revela una

falta de reflexion acerca de la naturaleza légica del criterio. Mientras que en la categoria 2

se agrupan respuestas que revelan una falta de conocimiento basico, no solo de reflexion o

experiencia.
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Categoria Respuestas

1. Consideran que el criterio da El, E2, E3, E4, E5, E7, ES, E11, E13,

condiciones necesarias y suficientes. | E14, E15, E16

2. Falta de conocimiento basico. E9, E10,

5.6. Analisis pregunta 6

Las respuestas de E2 y E3 se ubican en la categoria 1; E2 considera simplemente

qué eso es lo que establece el criterio de la primera derivada.
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Figura 5.21. Respuesta categoria 1 (E2)

E3 se apoya en una figura para concluir que siempre debe ocurrir lo que se plantea
en la pregunta, en este caso habria que hacer reflexionar al profesor acerca de otros tipos

de comportamiento alrededor de un punto maximo (minimo).
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Figura 5.22 Respuesta categoria 1 (E3)
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5.7 Pregunta 7/

7. Si una funcion f definida en un intervalo abierto I tiene un valor maximo en

un punto c € I, en el cual existe f"’(c) ¢es cierto que f’(c) > 0?

La pregunta 7 la respondieron 15 de los 16 participantes (E13 no responde a la
pregunta). Las respuestas se agrupan en tres categorias; la respuesta de la categoria uno
consiste en un contraejemplo adecuado y accesible, la categoria dos agrupa respuestas que
revelan una falta de reflexion acerca de la naturaleza logica del criterio, consideran que el
criterio de la segunda derivada establece condiciones necesarias y suficientes, mientras

que en la categoria 3 se consideran las respuestas sin justificacion.

Categoria Respuestas

1. Respuesta correcta con contraejemplo | E1
adecuado.
2. Consideran que el criterio establece E2, E4, E6, E9, E11, E12, E14,

condiciones necesarias y suficientes. | E15, E16

3. Respuesta sin justificacion. E3, E7, E10

5.7. Analisis pregunta 7

La respuesta de E1 ubicada en la categoria 1 (Figura 5.27). consiste de un

contraejemplo adecuado, sencillo y accesible a nivel bachillerato.
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5.23. Respuesta adecuada (E1)
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En la categoria dos se sitla la respuesta de E2 (Figura 5.28), enuncia el criterio y

considera que establece condiciones necesarias y suficientes.
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Figura 5.24. Respuesta categoria 2 (E2)

5.8 Pregunta8,9y10

El andlisis de las respuestas a las preguntas 8, 9 y 10 se realizaron de manera
conjunta, las 3 tratan sobre la misma cuestidn; determinar si han reflexionado acerca de las
dificultades teéricas y précticas que se pueden presentar al aplicar cada uno de los

criterios.

8. Para calcular los valores maximo y minimo de una funcién ¢cual criterio
prefiere utilizar? el de la primera derivada o el de la segunda derivada.

Explique por qué.

9. Si su criterio favorito es el de la segunda derivada ¢qué razones tiene para no

aplicar el criterio de la primera derivada?

10. Si para una funcién dada, puede aplicar el criterio de la primera derivada

¢por qué acudir al criterio de la segunda derivada?

Las preguntas fueron respondidas por los 16 participantes, E12 no justifican su

respuesta, por lo que no podemos inferir nada acerca de su comprension, y no fue ubicada
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en ninguna categoria, las demas respuestas se agrupan en tres categorias. En la categoria
uno se agrupa respuestas que indican que se ha hecho una reflexion acerca de las
dificultades practicas que se presentan al intentar aplicar cada uno de los criterios, o por lo
menos que se ha tenido experiencia con estos casos, lo cual también influye en el nivel de
comprension gue se pueda tener. En la categoria 2 se consideran las respuestas en las que
se supone que el criterio de la segunda derivada es mas sencillo, por el ahorro de célculos,
pero no consideran los casos en que no se puede aplicar. Finalmente en la categoria 3 se
consideran las respuestas que reflejan una falta total de reflexion y/o experiencia acerca de
las dificultades teoricas y practicas que se pueden presentar al intentar aplicar cada uno de

los criterios.

Cabe destacar que en las 3 categorias, en general, se exhibe un lenguaje poco claro

o0 que refleja poca experiencia en la comunicacion de las ideas propias.

Categoria Respuestas

1. Consideran que el criterio de la segunda derivada | E2, E5, E9, E11, E14, E15,
es mas sencillo porque se realizan menos calculos | E16

y reconocen que no siempre puede aplicarse.

2. Consideran que el criterio de la segunda derivada | E1, E4, E6, ES,
es mas sencillo porque se realizan menos

calculos, sin mencionar que no siempre funciona.

3. Falta de reflexion acerca de las dificultades E3, E7, E10, E12, E13

tedricas y practicas.

5.8. Andlisis pregunta 8, 9 y 10.

La respuesta de E1 (Figura 5.24) se ubica en la categoria 2, el profesor considera

que al aplicar el criterio de la segunda derivada se realizan menos calculos, no reflexiona
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acerca de los casos en que no es posible aplicarlo, o que el obtener la segunda derivada

podria resultar en una tarea complicada.
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Figura 5.24. Respuesta (E1)

La respuesta de E5 (Figura 5.25) se ubica en la categoria 1, por su respuesta a la
pregunta 9. Toma en cuenta los casos en que obtener la segunda derivada podria

complicarse, pero si esto no sucede, entonces las operaciones se reducen. El lenguaje que

utiliza no es muy preciso.
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Figura 5.25. Respuesta (E5)

Se considerd que cuando menciona que al aplicar el criterio de la segunda derivada

no es necesario analizar la grafica de la funcidn a detalle, se refiere a que no hay que

evaluar el comportamiento de la funcion antes y después del punto critico.
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Por otra parte su respuesta a la pregunta 10 muestra que no tiene claridad en el uso
de los criterios, pues considera que son complementarios.
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Figura 5.26. Respuesta (E5)

Esta respuesta refleja una falta de claridad de lo que dicen los criterios, considera
que el criterio de la primera derivada es para completar la informacion obtenida con el
criterio de la segunda derivada, y utiliza las hipétesis del criterio de la primera derivada

como si fueran las conclusiones que se pueden obtener de su aplicacion. En relacion a esta
respuesta se ubicaria en la categoria 3.

La respuesta de E7 (Figura 5.27) se ubica en la categoria 3, considera que la
preferencia de un criterio sobre otro depende de la informacidn que tenga, no se exhibe
reflexion acerca de las dificultades y ventajas de cada uno.
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5.27. Respuesta categoria 3 (E7)
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5.8 Pregunta 11

11. Dada una funcion f ¢en qué casos no es posible aplicar el criterio de la

segunda derivada?

La pregunta 11 la respondieron 14 participantes (E13 y E14 no responden), las
respuestas se agrupan en dos categorias. En la categoria uno se consideran las respuestas
que plantean un caso en el cudl no se podria aplicar el criterio de la segunda derivada, en
la categoria 2 se agrupan respuestas que revelan una falta de reflexién y/o experiencia

acerca del uso del criterio de la segunda derivada.

Como se menciono, en las respuestas de la categoria uno, solo se reconoce un caso
en que no se puede aplicar el criterio de la segunda derivada; 11 profesores responden que
no se aplica cuando la funcién no es 2 veces derivable en un abierto que contenga al punto
critico, y solamente 2 profesores consideran el caso en que la segunda derivada se anula

en el punto critico. Ningun profesor identifica mas de un caso.

Categoria Respuestas

1. Reflejan reflexion sobre casos | E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7, ES8, E9,
donde no se aplica el criterio de la | E11, E12, E15, E16

segunda derivada.

2. Falta de conocimiento y/o | E10, E11,

experiencia.

5.9. Andlisis pregunta 11

Ejemplos de respuestas dentro de la categoria uno son las proporcionadas por E3 y
E6, mostradas en las figuras 5.28 y 5.29 respectivamente. El profesor E3 reconoce de
forma correcta que si la funcion no es 2 veces derivable entonces no se puede aplicar el
criterio de la segunda derivada y E6 considera el caso en que la segunda derivada se anula

en el punto critico.
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Figura 5.28. Respuesta categoria 1 (E3)

" \ \ \ \
)4) {U(N‘AO ( !)‘)7 (g \a:‘) qoC Qg e\ eattyio o Bl
- Levceva Af\ivOAa por qv "9 PO de s o et (5\e 13
e ( ¥ '
< o
Cl? ./\E‘(\(\Dﬁ.
wo PM\U

Figura 5.29. Respuesta categoria 1 (E6)

La respuesta de E11 se ubica en las 2 categorias; considera correctamente que si la
funcién no es 2 veces derivable entonces el criterio no se puede aplicar, pero también

considera que si la funcién segunda derivada es constante tampoco aplica, lo cual es

incorrecto.
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Figura 5.30. Respuesta categoria 1y 2 (E11)
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CAPITULO 6

Resultados y conclusiones



6.1 Resultados
El andlisis de datos (Capitulo 5) consistio en la clasificacion de las respuestas de
los profesores en categorias que permitieran identificar los distintos tipos de respuesta y

distintas concepciones erréneas.

Con base en las 5 actividades mentales, propuestas por Carpenter y Lehrer (1999),
para promover la comprension de una idea matematica, se establecieron posibles causas de
las concepciones erroneas detectadas y paralelamente las actividades mentales que
pudieran ayudar al profesor en su proceso de comprension de los conceptos involucrados

en las preguntas.

En los datos encontrados se identifican 8 concepciones errdneas relacionadas con
los criterios para determinar maximos, minimos y puntos de inflexién de una funcion

derivable. A continuacion se enlistan y son discutidos.

1. Enun punto critico ocurre una de 3 cosas; a) es maximo, b) minimo o ¢) punto
de inflexion. Est4 concepcion erronea se detectd en las respuestas a las
cuestiones 1, 2, 4 y 5. De los 16 profesores 11 afirman de manera incorrecta tal
afirmacion; E2, E3, E4, E5, E6, E8, E9, E15, E16.

Algunos de los profesores incurren en el error en sus 4 respuestas, mientras que
otros incurren hasta su respuesta a la pregunta 2 y otros hasta la pregunta 4.
Esta inconsistencia indica conexiones débiles entre los diversos conceptos y
procesos involucrados, entonces el profesor requiere crear estructuras de
conocimiento mas integradas.

Esta concepcion equivocada habia sido considerada anteriormente en Rivera y
Campuzano (2012), una de las posibles causas es que cuando al profesor se le
presentan puntos criticos que no son ni maximos ni minimos resulta que son
puntos de inflexion, y entonces el profesor incorpora a su conocimiento tal
experiencia como un resultado general, el profesor requiere reflexionar acerca
del enunciado del primer criterio y relacionarlo con el proceso de encontrar lo

valores extremos de una funcién derivable.
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Considerar f"(x) = 0 como condicion necesaria para los puntos de inflexion.
Esta concepcidn esta estrechamente ligada con la 1, pero podria darse el caso
en que el profesor sea consciente de que un punto critico no necesariamente
debe ser méximo, minimo o punto de inflexion, pero que si considere que los
puntos de inflexion deben ser puntos criticos.

Este error fue identificado en las respuestas de 11 profesores; E1, E2, E3, E4,
E5, E6, ES8, E9, E11, E15 y E16. Algunos consideran la condicién como parte
de la definicion de punto de inflexion. El profesor requiere de conocer
contraejemplos que le permitan reflexionar acerca de los diferentes tipos de
puntos de inflexion.

En un punto critico se alcanza un maximo o un minimo (E10, E11, E12, E14,
E16). Esta concepcién equivocada es detectada en las cuestiones 1 y 2, los
participantes se ubican en las categorias 4 y 3 respectivamente.

Acerca de esta concepcion se considera que el profesor no ha reflexionado
acerca de sus propias experiencias, o0 no las relacion6 con la cuestién planteada,
pues posiblemente todos han trabajado con la funcion f(x) = x3. El profesor
requiere reflexionar acerca la relacion entre su propio conocimiento y las
condiciones de un problema o situacion.

Considerar f"(x) = 0 como condicidn necesaria y suficiente para un punto de
inflexion. Los profesores E3, E4, E7, E8 incorporan tal afirmacion de manera
equivocada en su proceso de busqueda de puntos de inflexion.

Esta idea equivocada muestra una falta de reflexion acerca de la relacion que
existe entre el procedimiento para determinar los puntos de inflexién de una
funcién y los criterios para maximos y minimos.

No consideran que el maximo o minimo de una funcion derivable se puede
alcanzar en un extremo del dominio de la funcién (E1, E2, E3, E5, E6, E7, ES,
E11, E15, E16). En este caso los profesores no detectan que el valor extremo se
puede alcanzar en un extremo del dominio y que en tal caso no se aplica el
primer criterio.

Considerar f“(x) # 0 como condicidn necesaria para que f tenga un punto de

inflexion. Este error solo es detectado en la respuesta de E6 a la pregunta 6.
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7. Considerar que el criterio de la primera derivada establece condiciones
necesarias y suficientes. Los profesores E1, E2, E3, E4, E5, E7, ES, E11, E13,
E14, E15, E16 en su respuesta a la pregunta 7 indican que no ha habido una
reflexion acerca de la naturaleza l6gica del criterio.

8. Considerar que el criterio de la segunda derivada establece condiciones
necesarias y suficientes. Los profesores E2, E4, E6, E9, E11, E12, E14, E15,
E16 consideran que el criterio de la segunda derivada también establece
condiciones necesarias, nuevamente se percibe una falta de reflexién acerca de
la naturaleza logica del criterio asi como falta de reflexion y conexion con los
problemas con los que se ha trabajado, pues las funciones que ilustran la

falsedad de esta concepcidn son muy comunes.

6.2 Conclusiones generales

Algo que se observé en la mayoria de las respuestas es que los profesores no tienen
claridad en la diferencia logica que hay entre una condicion necesaria y una condicion
suficiente. Al menos, en el contexto de los criterios para maximos y minimos de funciones
algunos profesores no son conscientes que, por ejemplo, un criterio que estipula una
condicion suficiente no es aplicable a situaciones en donde se requiere la necesidad de la

condicion y no la suficiencia.

Asi pues, es recomendable que el profesor lleve actividades en donde haya una
disertacion y una reflexion sobre la naturaleza I6gica de los criterios. Esta actividad debera
ayudar a su mejor comprension de los criterios si se reflexiona a profundidad lo que dice
el criterio pero también si se hace una disertacion sobre lo que dice. En este sentido, es
importante que el profesor conozca contraejemplos, que no son otra cosa que ejemplos
que muestran la falsedad de una afirmacion de la que podria sospecharse verdadera (y a
veces creerse verdadera). Una comprension equivocada de cualquier proposicion
matematica se ve reflejada en el hecho de que el profesor al aplicarla le concede mas

cualidades que las que I6gicamente podemos concederle a la proposicion.

Toda actividad en beneficio de la comprension de un enunciado matematico, en
este caso de los criterios para maximos y minimos, sin duda incidiran, en la formacion
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matematica del profesor, pero tambiéen sin duda incidird en su practica docente 0 como lo

expresan Ball & McDiarmid (1989), en la forma de cdmo ensefia a sus estudiantes.

Como se expresé antes, es necesario que el profesor conozca y trabaje problemas
para los cuales no son aplicables los criterios, es decir, problemas en los que no se
cumplan las condiciones o hipdtesis que se establecen en los teoremas. Estos problemas

daran cuenta de la relevancia de las hipétesis que aparecen en los teoremas.

Sin embargo, es importante aclarar que el nivel de comprension que se esperaria
tuviese un profesor de los criterios para maximos y minimos, no necesariamente es
exigible a los estudiantes. La formacion y conocimientos que un profesor deberia tener
acerca de un tema que pretenda ensefiar, debe ser mucho mas de lo que comunicara a sus
estudiantes. Esto no significa que no haya que involucrar al estudiante en actividades que
requieran una reflexién relativamente profunda, pues la as investigaciones consultadas y
los resultados del presente trabajo muestran que se debe trabajar con una variedad amplia
de problemas, no solo problemas rutinarios, sino problemas que motiven al estudiante a
reflexionar acerca de lo que estan haciendo, problemas que los pongan en un estado de
duda, que de acuerdo a Dewey (1910), es el primer paso hacia la reflexion; este estado de
duda los conducira a un acto de busqueda o investigacion de hechos adicionales que sirvan
para corroborar o corregir la solucion planteada. Los estudiantes deben sobreponer el
sentido comun a la operatividad, deben aprender a razonar acerca del resultado que han
encontrado, verificar si se adecua a los datos o si se requiere un nuevo analisis, es decir,

investigar mas datos y/o tomar en cuenta otros que no se habian considerado.

Es importante que los profesores de matematicas y los investigadores en educacion
matematica mantengan un interés por aumentar su comprension de la matematica que
ensefian y estudian. Los resultados encontrados nos permiten concluir que aun cuando se
ha terminado una carrera, las oportunidades que se han tenido para reflexionar acerca del
conocimiento matematico son pocas, entonces, es recomendable que los profesores tengan
acceso a procesos de formacion donde se les enfrente con problemas que los hagan

reflexionar sobre temas relacionados con la comprension y les permitan darle sentido a los
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conceptos y procesos matematicos, todo esto con el fin de que impacte en una mejor

comunicacion del conocimiento matematico a sus estudiantes.

Respecto a los aspirantes a estudiar la maestria en Educacion Matematica, la
institucion tiene la tarea de que sus estudiantes mejoren su comprension de las
matematicas con las que trabajaran, incluso de manera méas profunda que los profesores,
para que puedan disefiar actividades de investigacion que tengan un impacto en la

ensefianza y aprendizaje con comprension de las matematicas.
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APENDICE A



CUESTIONARIO

10.

11.

Diga si una funcion f puede tener un punto critico donde no alcance un valor
maximo o un valor minimo.

Si fesuna funcion definida en un intervalo | =(a,b) que tiene un punto

critico c € I ;qué podemos decir de f(c)?

Si f esuna funcion definida en un intervalo | =[a,b] que tiene un valor
méaximo o un valor minimo en un punto ¢ € I donde es derivable ¢qué
podemos decir de f'(c)?

Si ¢ es un punto critico de una funcién f en donde la funcion no alcanza su
valor méximo ni minimo ¢qué podemos decir de la funcion f en el punto ¢?
¢Puede una funcidn f tener un punto de inflexion en un punto ¢ donde la
derivada no sea cero?

Si una funcién f definida y derivable en un intervalo I = (a,b) tiene un
maximo en un punto c € I ;es cierto que entonces f'(x) > 0 para x cercanas y
alaizquierdade cy f'(x) < 0 para x cercanas y a la derecha de c?

Si una funcion f definida en un intervalo abierto I tiene un valor méximo en un
punto c € I, en el cual existe f’(c) ¢es cierto que f”(c) > 0?

Para calcular los valores maximo y minimo de una funcion ¢cual criterio

prefiere utilizar? el de la primera derivada o el de la segunda derivada.

Explique por qué.

Si su criterio favorito es el de la segunda derivada ¢,qué razones tiene para no
aplicar el criterio de la primera derivada?

Si para una funcion dada, puede aplicar el criterio de la primera derivada ¢ por
qué acudir al criterio de la segunda derivada?

Dada una funcion f ¢en que casos no es posible aplicar el criterio de la

segunda derivada?
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