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RESUMEN

La variable compleja es indispensable en la formacién de Ingenieros en Comunicaciones y
Electrénica[ICE], carrera del Instituto Politécnico Nacional. Desde esta perspectiva, se
pretende caracterizar la construccién del conocimiento matematico de estudiantes de ICE
y llevar la significacién de la teoria desde su contexto de origen, bajo la idea del logaritmo
de un numero negativo. La ingenieria didactica y la Socioepistemologia respaldan este
trabajo, y permiten redisefiar la situacion de aprendizaje original dada por Cantoral y
Farfan (2008), asi, mediante la problematizacién del saber, se explicitan los obstaculos
epistemoldgicos [OE] en la construccion de la teoria, asi como también, orquestar la
superacion de los mismos. De la puesta en escena, se destaca al OE como intrinseco al
saber matemadtico y necesario de confrontar en la construccién de conocimiento, la
influencia del discurso Matematico Escolar en la aceptacion de un resultado en

matematicas y en la forma de abordar los objetos matematicos.
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ABSTRACT

The complex variable theory is necessary during the education of engineers in areas such
as comunications and electronics in IPN, this topic is part of the curricula. Based on this
finding, it is proposed to caracterized the construction of mathematics knowledge and use
the meaning of this theory since the context of its origin, under the idea of the alghoritm
of a negative number. The didactic engineering and the theoretical framework of the
socioepistemology validates this work and allows to redesign the original learning
situation proposed by Cantoral y Farfan (2008), thus, through the problematization of
knowledge, the epistemological obstacles [EO] are explained in the construction of theory
and doing in this way to guide the overcoming of the epistemological obstacle (Bachelard,
2000). It emphasizes the EO as intrinsic to the mathematical knowledge and necessary to
confront in the construction of knowledge as well as the influence of the dME in the
acceptance of a result in mathematics and in the way to approach the mathematical
objects, where the male and female engineers in training exhibit a mathematical

practicality, where the calculator is a great referent.
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JUSTIFICACION

Este trabajo nace de una experiencia y por ello hablare en primera persona.

Durante mi formacidn académica en la ingenieria en comunicaciones y electrénica [ICE] en
la Escuela Superior de Ingenieria Mecanica y Eléctrica [ESIME] del Instituto Politécnico
Nacional [IPN], cursé variable compleja [VC] y tuve dudas de esta materia, no comprendi
el porqué de su estudio en mi carrera, quién la habia inventado y por qué razén. Sin
embargo, en semestres posteriores, en el curso de otras materias, me di cuenta que la
variable compleja era utilizada como base, en general, para simplificar el andlisis de
problemas afines a la ingenieria; por ejemplo, reduciendo ecuaciones
intregrodiferenciales a simples ecuaciones algebraicas, para el caso concreto del analisis

de circuitos.

Buscando en libros y preguntando a compaferos y profesorado, no encontraba una
respuesta que aclarard por completo mis dudas, no sabia aun, por qué se utilizaba a i
como una variable y reducia una ecuacion integro-diferencial, o bien, en su forma
usurpadora de s, para el concepto de transformada de Laplace; me intrigaba cémo el uso
de la variable compleja permitia entender el comportamiento de una sefial dada en
tiempo, mediante su dominio en frecuencia. Por charlas y comentarios de colegas, sabia

gue no era el Unico que tenia esas dudas.

Esa intriga, hoy en dia termina (jii al fin...!!l). Ya que este trabajo dio claridad a la mayoria
de mis interrogantes y en consecuencia, pretende que quien lo lea, aclare también sus
dudas del tema o bien, le surja el interés por tan bella teoria. Que descubran el origen de
la variable compleja, la importancia en la carrera de la ICE y la respuesta de este campo de

estudio al conocer su contexto de origen.
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Asi, este trabajo pretende caracterizar el pensamiento matematico de estudiantes de
ingenieria, cuando se les confronta al contexto de origen de la variable compleja bajo la
idea de la extension del significado del logaritmo de un numero negativo; cabe mencionar
que dicha teoria en la ICE es fundamental, pues se emplea de forma explicita o implicita
en al menos cinco de nueve semestres que tiene la carrera en su formacién de tronco
comun (aprox., en 11 materias), y en siete semestres totales, para el caso particular de la

especialidad en acustica.

Se pretende que este trabajo aporte un granito de arena a la democratizacion de las
matemadticas, sensibilizando al respecto de qué matematicas necesitan estos ingenieros e
ingenieras en formacion de carrera de ICE. Estoy seguro de que después de haber
participado en este proceso, la poblacidn de estudio, platicara a sus colegas, profesores,
familiares, amigos, compafieros de trabajo (cuando egresen) acerca del logaritmo de un
numero negativo, y su relacién con el origen de la variable compleja, de Euler, Leibniz y
Bernoulli, ademas de las materias que estuvieron en condiciones de entender gracias al
acercamiento didactico en el que participaron. Espero que, en esas pequeinas charlas e
intercambio de ideas, alguien se haya visto motivado en estudiar un posgrado,
relacionado a la matemadtica, o matemadtica educativa (y asi, seguir creciendo como
comunidad) para dar claridad a un tema mds, de tantos en ingenieria, que requieren de

una perspectiva flexible a la tradicional. Como lo retomo yo.
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MOTIVACION

Que el alumnado de ICE desarrolle el pensamiento matematico en torno al origen de la
variable compleja de acuerdo con su contexto epistemoldgico, y en consecuencia, los
estudiantes estén en condiciones de entender las materias y temas que utilizan a la teoria
como base: andlisis de circuitos, transformada de Laplace, Z y Fourier, serie trigonométrica

de Fourier, etc.
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INTRODUCCION

El plan de estudios de la ICE unidad Zacatenco del IPN tiene por columna vertebral a la
teoria de variable compleja; desde esa perspectiva, nace esta investigacién que aplica una
situacion de aprendizaje [SA] a los estudiantes de ICE y caracteriza sus resultados bajo el
marco Socioepistemoldgico. Esta SA contiene los elementos epistemoldgicos que
construyeron a la teoria de variable compleja en el siglo XVIII, debido a un intercambio de
ideas sobre la extension del significado del logaritmo de un nimero negativo® que generé
Leibniz, Euler y Bernoulli. Este debate dio lugar a un ambiente de confusiones,
incertidumbres y de problematicas, todas enfiladas a descubrir un hallazgo importante,
qgue dio luz a una época compleja, donde se involucraba al nimero complejo (su uso, su

significado y su aceptacion).

Ahora bien, puesto que las matematicas no fueron creadas para ensefarlas, se presentan
a los estudiantes como segmentadas y desnaturalizadas de sus origenes a fin de
involucrarse en contenidos matematicos en la escuela, omitiendo en consecuencia, los
elementos epistemoldgicos y marginando el desarrollo del pensamiento matematico del

estudiante.

La teoria socioepistemoldgica permite dar cuenta de qué elementos cognitivos,
epistemolégicos y didacticos, permeados por los elementos socioculturales, caracterizan y
predicen las producciones de los estudiantes al confrontar la SA, que son
extremadamente similares a las de Euler, Leibniz y Bernoulli. Estos elementos aunados a la
nocion de superacion de los obstaculos epistemoldgicos (Bachelard (2000)) permiten
encaminar a los estudiantes a la superacidén misma, que epistemolégicamente sélo logro
Euler, pues supero el obstaculo de lo real y de lo logaritmico (como relacion entre

progresiones y como modelizador de fendmenos fisicos); como resultados, se evidencia en

L El logaritmo de un nimero negativo serd lo mismo que escribir In(—x), pues tiene una finalidad en el
trabajo y es no confundir sobre otras bases posibles del logaritmo. En consecuencia, se tomard como base al
numero e.
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las producciones de los estudiantes de ingenieria, la influencia del discurso matematico
escolar [dME] y en el trato hacia los objetos matematicos inmersos en la SA, ademas del

uso de la calculadora como referente importante en la justificacion de sus respuestas.
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CAPITULO I. CONSIDERACIONES INICIALES

ANTECEDENTES

En este capitulo se pretende ilustrar una sintesis de investigaciones, que abordan directa o
indirectamente problematicas comunes, a fin de llevar a cabo una reflexién y extraccion

de constructos esenciales para guiar el presente trabajo

El numero complejo (i) en el origen de la variable compleja [VC]

Es importante hacer mencidn del rol de los nimeros complejos en la utilizacién de la
presente investigacién; Trujillo (2005) menciona que su consideracion es importante
puesto que pertenecen al dominio de la VC. Desde esa obviedad, es menester

involucrarlos y describir su papel para el desarrollo y origen de la misma.

Para esto se identifican tres momentos epistemoldgicos que son secuenciados y que
tienen que ver con la aparicién, manipulacién (o uso) y significacion de \—1,
respectivamente, su apariciéon como ente despreciable; su manipulacion como nimero y
en ese sentido su utilidad al manipularlo ya como variable (interpretacién mediante el
uso); y finalmente la significacién, con apoyo del contexto geométrico, digamos que su

aceptacion social.

Primer momento: \/—1aparece como algo inexistente, ya que en el siglo XVI
encontramos matematicos que se refieren a las raices negativas de una ecuacidon como
ficticias, absurdas o falsas (Nahin, 1998, p. 30). En las primeras apariciones de la raiz de un
numero negativo, independientemente al personaje matematico y a la época, se tiende a

rechazarlo.
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Segundo momento: Intentos de interpretar V-1, primero, con base en “manipulaciones
ciegas, sin una sola tentativa seria de interpretar o comprender” (Bell, 1985, p. 185). Esta
maestria en el uso, poco a poco ya no se centra en estudiar la naturaleza o razén de ser de
V=1 (el punto filoséfico) sino es perfeccionada debido a su uso o utilidad (Bell, 1985;
Cajori, 1983) por lo que permite aclarar y articular que ese dominio de nimeros ya no es

propio de la variable real.

Tercer momento: Se refiere al hecho de significar e interpretar por completo a i, al grado
de desarrollar formalmente, una nueva teoria. Se destaca la interpretacién geométrica de
V=1 pues este registro grafico, logra lo que se buscé en el seno filoséfico, la
interpretacion y entendimiento de i. Trabajo realizado principalmente por Caspar Wessel

(Nahin, 1998).

Descripcion de los tres momentos epistemologicos.

Al intentar determinar el drea de una pirdmide trunca, se tenia que saber el valor del
tronco interno de la misma (esta podia calcularse por una ecuacion de segundo grado); es
en este quehacer que Herdon de Alejandria en su Estereometria (100 d. C.), fue el primero
en escribir V81 — 144 cuando quiso calcular el valor de dicho tronco, y también fue el

primero en rechazar v—1, intercambiando raices negativas, re-escribiendo v144 — 81
(Nahin, 1998, p. 28).

Muchos anos antes, Diofanto habria rechazado también la raiz de un nidmero negativo
cuando en su Aritmética plasmo la resolucién de los lados de un tridngulo rectangulo,
escribiendo la ecuacién 336x2 + 24 = 172x, que en términos actuales mediante la
formula general implica raices negativas. Diofanto escribié que la resolucion “no era

posible” (Nahin, 1998, p. 30).
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Por otro lado, en lo referente a la solucidn de las ecuaciones de tercer grado, es que raiz
de un numero negativo encontré un desenlace significativo hacia la interpretacion; se
superaban los obstaculos en torno a la cuestion filosofica de i, pero se creaban nuevos

retos.

Asi, hacia el término del siglo XV, Luca Pacioli afirmaba que estas ecuaciones (de tercer
grado) no tenian solucion, pero los trabajos de Del Ferro y contemporaneos apuntaban lo
contrario (Nahin, 1998). Siendo a mediados del siglo XVI que Gerolamo Cardano publica
en su Ars Magna el método de solucion de Tartaglia, donde redescubre un método para la
solucion de la cubica reducida (ecuacion cubica sin término cuadratico y con coeficientes
positivos), haciendo también un aporte hacia la manipulacién de v—1, manipulacién que
sus antecesores habian ignorado. Cardano entonces, al determinar su método (método de
Cardano), manipulé vV—1 hasta deducir y observar no solo raices reales, sino también
raices que involucraban soluciones en el dominio complejo. Cabe mencionar que en aquel
tiempo se decia que un polinomio de tercer grado tenia al menos una raiz real (Martinez y
Antonio, 2009: Nahin, 1998), en consecuencia, solo con tener al menos una solucién real

de ese tipo de ecuaciones era suficiente.
Aunqgue no pudo calcular las soluciones que involucraban raices de niumeros negativos,

este aporte de Cardano, consistié en la ecuacién y3 = 15x + 4 (y3 + px = g, llamado el

caso irreducible), que dados los coeficientes y sustitucion en la férmula:

*lq 2,3 *| gq q? | p?
y= |24 [T+=— |-+ [=+= (1)
2 4 27 2 4 27

(Martinez y Antonio, 2009: Nahin, 1998).

Se tienen la siguiente simplificacién, que fue hasta donde pudo llegar Cardano:
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x=V24+V—121 + V2 —v—121 (2)

(Martinez y Antonio, 2009: Nahin, 1998).

A Cardano lo desconcertdé que la implicacién de raices de numeros negativos, en la
solucién de ecuaciones cubicas dieran por resultado nimeros reales (Nahin, 1998, p. 42).
Cabe mencionar que Cardano posiblemente observé que la ecuacién del caso irreducible

con raices negativas, tiene por raiz x = 4.

Cardano escribié también es su Ars Magna el problema de encontrar dos niumeros que

divididos sean 10 y multiplicados 40, problema alusivo a la solucién de x? + 10x + 40, y

quizd de ahi su familiaridad para manipular V—1; en general, Cardano ahonda en el
campo complejo, dejando de lado (en cierta medida) la naturaleza de la concepcién y
juicios alrededor de i. Se podria decir que Cardano entendié la naturaleza de i con base en
su utilidad y el problema se veia que resolvia, siendo lo mas destacado que “se acepté la
existencia de la raiz cuadrada de numeros negativos, junto a su operatividad” (Martinez y
Antonio, 2009, p. 4). Este contexto es el referente al segundo momento, pues hace alusién
a la maestria en cuanto a la manipulacién que ya se usaba en el corpus matematico acerca
del nimero complejo, aunque con cierto recelo, esto significé un avance para un sistema

(aun no claro) de nimeros complejos.

Después de Cardano, Rafael Bombelli abordd el problema del caso irreducible y en su
obra Algebra dio solucién a esa ecuacién (2) sabiendo que una de las raices era real y = 4
(idea que también tuvo Cardano, pero no concluyd), utilizé lo que hoy se conoce como
complejo conjugado, pues dedujo que debia existir dada la solucién, términos opuestos
que sumados dieran y = 4. Es decir que de la ecuacién anterior (2), se iguala con 4 y se

tiene;

4 =32 +V=121+ 2 —v—=121 (3)
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Bombelli determindé que: 3\/2 +vV—=121=a++V-by 3\/2 —+V—121 = a — v—b (Canal,

2012: Nahin, 1998). Asi la ecuacién del llamado caso irreducible (3) se convertiria en:
4= (a++V=-b)+ (a—V-b) (4)

x=2a=4% (5)
Asi, Bombelli pudo expresar el germen del algebra actual de los nimeros complejos,
teniendo congruencia procedimiento y resultado, confirmando y desarrollando el aporte
al campo complejo que Cardano habia comenzado; poco a poco significar a i a través del
uso. “El gran aporte de Bombelli al dlgebra, fue el de aceptar sin reserva la existencia de
V=1, como un nimero...” (Canal, 2012, p. 11). Se comenzd a ver a i como un nimero Util

y no inutil.

En ese orden de ideas, se hace alusion a la entrada al tercer momento y se refiere al
enigma en torno a los nimeros negativos durante el siglo XVIIl en torno al logaritmo de
numeros negativos, que tendria como explicaciéon coherente la utilizacidon y manipulacion
de los numeros complejos. Esta interrogante de In(—x) fue controversial e irénica, pues si
se buscaba desde el siglo |, que los numeros negativos se contrastaran con la realidad, los
numeros complejos se perfilaban entonces como una utopia. Sin embargo, de estos
ultimos dependia el replantear y reconceptualizar el orden y consolidacion de lo que la
matematica en aquel siglo XVIII no tenia muy claro, a través de la respuesta al In(—x), en
torno de las contradicciones habidas para nimeros negativos y para los numeros

complejos (Kleiner, 1988).

El estudio de In (—x), ilustra que la maestria en la manipulacién de i, al fin tuvo éxito,
pues se llegd casi por completo a interpretar y comprender el significado de i, ya no sélo
por la utilidad como numero, ahora tambien como variable, ademas de generarse ya la
necesidad de una nueva teoria. Los nimeros complejos dejaron de ser vistos como entes

operables y respondian a la necesidad de operar y explicar In(—x) . Este proceso se torna
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como una transicién entre el segundo y el tercer momento, pues fue clave para la

formalidad de la VC en la matematica y culminacion del segundo momento.

Finalmente, el tercer momento se refiere a la interpretacion y comprension, al fin de los
numeros complejos. Se destaca la interpretacion geométrica de Wessel, en 1797 (Canal,
2012: Nahin, 1998). Determinando el cierre de la era compleja en el sentido que se
asentd la existencia, formalidad, significado e interpretacién total de los numeros vy
variables complejas, dando asi mas aportes a la consolidacion de la teoria misma, y
detallando un campo excelso y abstracto de la matematica. Por ejemplo, “Gauss obtuvo la
demostracién correcta del teorema fundamental del dlgebra en su tesis doctoral de 1797
”(Kleiner, 1988, p. 714). Posteriormente “...en 1831, publica un trabajo donde expone con

claridad las propiedades de los nimeros de la forma a + bi” (Canal, 2012, p. 13).

Wessel da una interpretacion geométrica a partir de la manipulacién algebraica (podria
llamarsele el cambio entre registros graficos y algebraicos de vV—1).Y establece una cierta
relacién entre la variable real y la variable compleja pues: “v—1 es el segmento dirigido
de longitud unitaria que apunta directamente hacia arriba del eje x...” (Nahin, 1998, p.

74).

Sintesis

Las concepciones de quién se confrontd con vV—1, no se entendian con explicaciones de
nimeros reales y de ahi su rechazo; incongruencias de la forma de Inv—1 0 V81 — 144
se tornaban relativamente claras en cuanto al uso y manipulacién de i, dejando un poco
de lado el significado filosofico o intento de contrastacién con la realidad. Es en esta
maestria que radica la significacién misma y la consolidacién de la teoria de VC desde el
numero i, convirtiéndose en variable y asentandose por completo mediante su
representacion geomeétrica, para delimitar asi e ir desarrollando una nueva teoria, donde
ciertos entes y nociones matematicas, quiza comunes entre variable real y compleja, ya no

tienen la misma validez.
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Cabe mencionar que los momentos epistemolégicos descritos, son eventos secuenciados

que quiza podrian ser caracteristicos como construccién social de la teoria de VC o para

describir un nivel de complejidad mental en tornoa v—1y la VC.

El proceso del rol del nimero complejo destacé la importancia de la necesidad de una
nueva teoria en matematicas, hecho que Trujillo (2005) ilustra como una problematica del
sistema escolar, pues no se considera dicho proceso, destacando que los nimeros
complejos son presentados en ecuaciones de segundo grado. A lo que concluye que no

son suficientes los elementos previos para abordar la teoria de variable compleja.

Por otro lado, Bagni (2001) también destaca el respeto del orden cronolégico en la
presentacion de los nimeros complejos, ya que en su investigacion, introduce a v—1 de
dos formas, con ecuaciones de segundo y de tercer grado, reportando un éxito cuando
estos numeros son presentados siguiendo la linea epistemoldgica de origen en el proceso
de presentacion que conlleva ecuaciones cubicas. El éxito radica en que la ecuacion de
segundo grado no tiene respaldo epistemoldgico, sélo existid histéricamente pero no
hubo un desarrollo conceptual. Por ejemplo, el indicio con Herén de Alejandria, cuando
encontré raices negativas en una raiz cuadrada no formuld una solucién al respecto, sélo
se quedd en el rechazo de v—1. Es asi que son representativos los momentos
epistemoldgicos pues consideran la cronologia de eventos sobre v—1 vy el desarrollo de

los saberes matematicos implicitos.

Esta investigacidon, enfocandose en el debate que se produjo en el siglo XVIII sobre el
In(—x), respeta la cronologia epistemoldgica y se tiene la premisa que los alumnos y
alumnas poblacion (estudiantes de ICE), han pasado la primera etapa de rechazo, pues
conocen a V—1 debido a su primer semestre en donde han cursado la materia de
fundamentos de algebra, llevando a cabo operaciones aritméticas con numeros
complejos. En ese sentido, se abordard el segundo momento y el trdnsito al tercer

momento epistemoldgico, pues se espera que de las manipulaciones hechas en el sistema
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escolar sobre vV—1, puedan considerarlo en la explicacidon de In(—x) y en las posibles
incongruencias que deriven; asi, se puede expresar la necesidad de teoria de la que habla
Trujillo (2005).

Cabe mencionar que junto a Euler, Leibniz y Bernoulli protagonizaron el debate
epistemolédgico sobre el In(—x), estos dos dultimos, no se entendian en sus
argumentaciones al respecto de In(—x), y aunque ambos conocian a los numeros
complejos y su posible involucracion, no lograron concluirlo, pues decian que no habia
nada que lo comprobase (Cajori, 1983). Es Euler quien integra los nimeros complejos y asi
demostrar que el In(—x) tiene infinitos valores imaginarios y ningun valor real, mientras
que el logaritmo de un numero positivo tiene infinitos valores imaginarios y uno real

(Gomez, Pardo y Pastor, 2003: Cajori, 1983: Cantoral y Farfan, 2008).

Es entonces, un obstaculo evidente en Diofanto, Herén de Alejandria, Leibniz, Bernoulli y
Cardano, la dificultad a salir del campo real, para operar en el campo complejo; el
desconcierto de que un proceso con numeros reales tenga por resultado una cantidad
compleja. Mientras que de Euler, Wessel y Bombelli, podria decirse que superaron este
obstaculo. Todos los anteriores podrian caracterizarse en los momentos epistemoldgicos

planteados:

Significacién mediante
el uso, interpretacion.

Uso, manipulacion.

Rechazo de v—1.
Euler. Cardano.
Wessel. -
_ Leibniz. Herén de Alejandria.
Bombelli Bernoulli. Diofanto.
Variable compleja.

Figura 1. Los tres momentos epistemoldgicos, sus precursores y su etapa caracteristica.

24



El obstdculo epistemoldgico

El devenir de la teoria de variable compleja, enfocandonos en el logaritmo de un nimero
negativo exhibe ciertas dificultades, problematicas e ideas, en general, elementos
epistemoldgicos, que desempenan un papel fundamental en la construccion del

conocimiento y que tuvieron que confrontar, y superar los personajes de la época.

Una forma de caracterizar estas dificultades es mediante la nocidon de obstdculos
epistemoldgicos [OE]. Bachelard (2000), explica que es el historiador quien narra los
hechos que suceden a través del tiempo, pero es el epistemdlogo quien extrae las ideas
gue acontecieron a esos hechos. Es él quien deja ver la tendencia en cuanto a las
ideologias/idiosincrasias que acontecieron al confrontar una idea. Y la superacion de los

OE, es una manera de construir conocimiento.

El epistemdlogo tendrd, pues, que esforzarse en captar los conceptos cientificos en
efectivas sintesis psicolégicas; vale decir, en sintesis, psicoldgicas progresivas,
estableciendo, respecto de cada nocién, una escala de conceptos, mostrando cémo un
concepto produce otro, como se vincula con otro. Entonces tendra cierta posibilidad de
apreciar una eficacia epistemoldgica. Y de inmediato el pensamiento se presentard como

una dificultad vencida, como un obstéculo superado. (Bachelard, 2000, p.20)

Es asi, de suma importancia las practicas que llevaron a la confrontacion de los obstaculos

epistemoldgicos; el proceso de socializacién sobre el In(—x).

Esta confrontacion permitird observar dificultades, conflictos cognitivos, creencias y
modos de argumentacion al respecto de la construccién de la variable compleja, en los
estudiantes de ingenieria, que se espera argumenten cdmo sucedié epistemoldgicamente

con Euler, Bernoulli y Leibniz.
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En este sentido, el eje conductor de la presente se determinara por el trabajo de Cantoral
y Farfan (2008) que diseian la situacion de aprendizaje y aplican en el trabajo de Soto
(1988), cabe mencionar que en este ultimo trabajo, estudiantes que se preparaban para
ser docentes en el nivel medio superior, exhibieron légicas de razonamiento similar a los

matematicos antes mencionados.

Las investigaciones en matemdtica educativa consideran a los OE como inherentes al
saber matematico, ademas, de representar una “pieza de conocimiento” (R. M. Farfan,
comunicacién personal, 16 de marzo, 2016). Es decir, que su confrontacién y superacion
es la que permite la construccién del saber. Para la superacidn como lo plantea Bachelard,
se plantea que las nociones importantes son; la integracion de los nimeros complejos a la
explicacién de In(—x) y en consecuencia, la delimitacion de teorias, es decir que In(—x)
no es real, sino complejo. A lo largo de esta investigacidn, se pondrd énfasis en estos dos
conceptos, delimitacion de teorias y que el In(—x) es alusivo a In|x|, ademads de
considerar que lo real es un obstaculo para la construccién del In(—x) y en consecuencia

para el origen de la VC, de acuerdo a lo estudiado en el rol del numero complejo.

Sobre el debate del logaritmo de un numero negativo y las nociones importantes en
términos de OE.

El intercambio epistolar entre Leibniz, Bernoulli y Euler sucedié primero entre Leibniz y
Bernoulli, y después entre Bernoulli y Euler (Cajori, 1983) y de esa controversia epistolar,

se derivan fecundas investigaciones.

Gomez, Pardo y Pastor (2003) explican el razonamiento de aquellos matematicos al
confrontar el In(—x), y su estrecha relaciéon con los nimeros complejos, comprueban
ademas las dificultades derivadas pueden reproducirse hoy en dia en estudiantes. Su
campo de aplicacidon en el nivel basico es una razén para quedarse Unicamente con la
mirada en el significado del nimero complejo, no siendo necesario el enfoque en si, a la

teoria de VC. Estudian, lo que hemos denominado la etapa de rechazo pues se enfocan al
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estudio de las dificultades en matemdticos y estudiantes que genera el In (—x), dado
Inv—1. Exhibiendo una idea principal que radica en las incongruencias dentro del campo
real dadas estas ultimas nociones matematicas, que Gémez y Pardo (2007) destacan que
para evitarlas, es necesaria la advertencia de significados propios del campo real, pues de
no hacerlo se producen ambigiiedades debido a la manipulacién de V—1y en

consecuencia un arraigo a la variable real.

Por otro lado, especificamente de la correspondencia de Bernoulli a Leibniz el 7 de junio
de 1713, se observa que el primero intenta refutar a Leibniz para que evite al Inv/—1y en
consecuencia a los numeros complejos, argumenta que la mitad de cualquier logaritmo no
es necesariamente el logaritmo de la raiz cuadrada sino la media proporcional. Bernoulli

afiade también lo siguiente:

La media proporcional entre -1 y —1 es \/(—1)(—1) = +V+1 o —V+1. No hay nada de

absurdo en esto. Segundo: yo niego que 2° =+/—1 = 13/—1, etc. Pues justo vengo a

explicar que 2° =/(—=1)(—1) = /(-1)(—=1)(—1)(—1), etc. Todos estos radicales son
iguales a v+1 6 +1. No hay desacuerdo en este resultado... (Cantoral y Farfan, 2008, p.
250)

Esta forma de manipulacién de Bernoulli, también la podemos considerar como una
inconsistencia; presente epistemoldgicamente y que sigue reproduciéndose en
estudiantes, son légicas de razonamientos similares, Observado en Cantoral y Farfan

(2008); Gomez y Pardo (2007); Gdmez, Pardo y Pastor (2003); Soto (1988).

Que para el caso concreto de las aulas, Gdmez y Pardo (2007) le adjudican al sistema
escolar el manejar las reglas para operar radicales positivos de variable real, a raices de
numeros negativos que son parte de expresiones imaginarias. Asi, ya no se sabe cuando
estdn permitidas dichas reglas y cuando no, lo que lleva a concluir, que sdélo son validas en

variable real, la necesidad de reconceptualizarlas y delimitar teorias.
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Se destaca entonces una caracteristica importante del obstaculo epistemoldgico; si
sucedid histéricamente, y también sucede en estudiantes actuales se dice que es un

obstaculo epistemoldgico (R. M. Farfan, comunicacion personal, 25 de mayo, 2016).

Por otro lado, Buhlea y Gomez (2007) describen que en la construccion del concepto de
numeros complejos, existen en los estudiantes dificultades que pueden deberse al sistema
de ensefianza, ademas de las dificultades intrinsecas generadas como consecuencia
directa de la complejidad del concepto. Aquellas dificultades derivadas del sistema de
ensefianza, por omisién del contexto epistemoldgico, crea en el estudiante las
incongruencias al operar vV—1 (observado en Cantoral y Farfan, 2008; Bagni, 2001; Gémez
y Pardo, 2007; Gomez, Pardo y Pastor, 2003; Kleiner, 1988; Soto, 1988) pues estos siguen

con las reglas y métodos de la variable real.

Un ejemplo de obstaculo didactico y que genera en el alumnado obstdculos de tipo
conceptual, se reporta en Romero (2016) cuando se hace mencién de que la génesis
histérica de la serie trigonométrica de Fourier no considera el estudiar la periodicidad de
una funcién, presentdandose esto como un obstaculo de tipo didactico, ya que “no afecta
el cdlculo de las series de Fourier, pero si a la argumentacién de los estudiantes respecto a
poder calcular la serie de cualquier funcién, dado el discurso Matematico Escolar

predominante” (Romero, 2016, p. 6).

Lo anterior, permite inferir la posibilidad que el sistema de ensefianza en el nivel superior
de la ESIME no considere la delimitacidén de teorias entre variable compleja y variable real,
siendo esta necesaria. En este orden de ideas, Kleiner (1988) describe como las reglas de
operacién sobre vV—1 afectaron al sector pedagdgico (e inclusive a otras areas del
conocimiento); al respecto de instituciones educativas, estas consideraban que las
matematicas eran un paradigma del pensamiento racional, por lo que las deficiencias
evidentes en la justificacion y ldégica de las operaciones con numeros negativos y

complejos bajo ese paradigma, se hizo insostenible, operaciones con v—1 no tenian una
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respuesta satisfactoria. En la Universidad de Cambridge en 1830, se llevaban a cabo
esfuerzos por establecer reglas formales para operar con los imaginarios y que dieran

coherencia con la matematica (Kleiner, 1988, p. 714, 715).

La ensefianza tradicional bajo esta inercia y antecedente, puede no advertir de
significados al logaritmo de numeros negativos, fuera del dominio de la variable real,
como se observa en los trabajos de Cantoral y Farfan (2008); Gomez y Pardo (2007);

Gomez, Pardo y Pastor (2003), hecho a comprobar en el campo ingenieril.

La no delimitacidon de teorias hace que los alumnos y alumnas confundan acciones y
resultados hacia los objetos matematicos que involucran raices negativas, como el
ejemplo que para radicales negativos, consecuencia de la costumbre didactica. Mientras

que la dificultad a salir del campo real es el obstaculo epistemolégico a confrontar.

La situacion de aprendizaje y su aplicacion. El logaritmo de un nimero negativo.

Cantoral y Farfan (2008) extraen de la controversia epistolar del siglo XVIIl, elementos que
desempeiian un papel fundamental en la construccidon del conocimiento de la variable
compleja, bajo la idea del In(—x) y disefian la SA. El trabajo de Soto (1988) aplica la
situacion de aprendizaje y su idea radica en la conjugacidn heuristica — historica, pues
indica que superando contradicciones, entablando analogias, entre otras, la poblacién de
alumnos y alumnas lograran comprender el origen de la variable compleja, mediante el
proceso de ensefianza y aprendizaje por descubrimiento. La SA es aplicada a una
poblacién de alumnos y alumnas en formacidn de la carrera de docencia en matematicas
para el nivel superior, en el estado de San Luis Potosi, México, en 1988; con ciertas

caracteristicas entre la que destaca, no haber cursado antes variable compleja.

La SA en esencia, plantea argumentaciones donde se hace posible que In(—x) = ln(x) y
en consecuencia [n(—1) = 0. Después, los estudiantes que creian esta posibilidad, o al

menos dudaban de ella, se confrontaban a la dultima parte donde posteriores
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argumentaciones concluian que In(—1) = mi. Esta ultima, era una contradicciéon que

planteami = 0, entantoquem # 0ei # 0.

Esta contradiccion no fue aceptada por los estudiantes de docencia-matematica, de tal
manera que al intentar explicarla, aceptaran la validez de logaritmos de numeros
negativos y dieran cuenta que la contradiccion se debe a que es necesaria una
construccidn en otro campo de numeros. Por el contrario, estos estudiantes se arraigaron
a su persistente postura de negacidn, y advertian que en dado caso, para la existencia de

In(—x) debia reconstruirse la teoria.

En esta investigacion, se denomina como la contradiccion mayor a In (—1) = wi = 0,
importante para estar en condiciones de delimitar teorias pues, el In(—1) =mi, en VC,

mientras que es In(—1) = In(1) =0, en VR.

En Cantoral y Farfan (2008) se enfatizd si la poblacidon podria explicar o explorar la
construccion de Euler, cuando, In (—1) = mi + 2n1; ningun alumno o alumna logro una
construccion asi. Se destaca sin embargo la diversidad de argumentaciones como principio
y aportacidon socioepistemoldgica y no por el enfoque hacia la aceptacién o negacion
como lo haria Bernoulli y Leibniz respectivamente. La idea es en dado caso explicar el
porqué de los caminos tomados; ninguno es erréneo ni correcto, solo conceptualmente
distintos, cabria mencionar ademas, el por qué no existié un Euler que representara un
sector de la poblacidn participante; Una posible explicacion se enfoca en lo que se ha
dicho hasta el momento, es decir, que la ensefianza tradicional no advierte de la
existencia de logaritmos de nimeros negativos, por ello no se reconocid que el argumento
de la SA hacia In(—x) = In(x) es alusivo al In |x|. Hecho que bien pudiera significar una
posibilidad para no trabajar ya en el dominio real (pues ahi no se encuentra la respuesta)
e indagar quiza a un campo de numeros distinto, integrando asi a los nUmeros complejos y
superando el obstaculo epistemolédgico de que procesos reales dan como resultado

cantidades complejas. Sin embargo, esta integracién de i, tampoco es del todo sencilla y
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se afecta en la medida que el nimero complejo se descontextualiza en su presentacion en

el sistema escolar.

Hecho que concuerda con un par de predicciones hecha por Gémez y Pardo (2007),

cuando los alumnos interpretan el logaritmo de un nimero negativo:

El estudiante estd anclado en una idea de los logaritmos que es propia de los nimeros
reales. Esto le induce a creer que las reglas aprendidas con los reales son validas siempre.
Si no se le advierte de que esto no es asi y el por qué, dificilmente podra salir de esta

creencia por si sélo. (Gomez y Pardo, 2007, p. 9)

Si no se le advierte que con los complejos hay que reconceptualizar la nocién de logaritmo
y revisar sus reglas de calculo, podemos esperar que incurra en contradicciones. (Gomez

y Pardo, 2007, p. 10)

Reconceptualizar, hace alusion a reinterpretar y reflexionar acerca de lo que es conocido e
institucionalizado, ademas de mostrarse abierto a otras posibilidades. En ese sentido,
Euler reflexiond, explord y en consecuencia reinterpretd, los argumentos de Bernoulli y
Leibniz para superar lo real, como obstaculo epistemoldgico ante la construccién de la

variable compleja.

Aplicacion de la situacion de aprendizaje, relativo al origen de la VC.

Ahora bien, Soto (1988) encuentra relaciones entre dificultades y l6gicas de razonamiento
en los dos momentos histdricos, 1988 y siglo XVIII (siglo en que Euler, Leibniz y Bernoulli

confrontaban In (—x)), al respecto de la existencia del In(—x).
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Ejemplo de estas légicas de razonamiento similares son:

Intercambio de ideas, debate epistolar. Por un alumno, en la situacion aplicada en

Leibniz a Bernoulli: (julio 28, 1713) Soto (1988)

“I...] lamo mds natural, no al que es mds Gustavo: “El logaritmo de un numero
usual sino aquel que esté mds cerca de la negativo no existe, no se encuentra en
naturaleza y es mds simple.” (Cantoral y nuestro campo de trabajo. (En qué campo
Farfan, 2008, p. 250). quiere la respuesta?... porque en el de los
reales no existe...” (p. 33).
“..si no se encuentra en nuestro universo de
trabajo los logaritmos de numeros negativos,
no podemos considerar tales igualdades.” (p.
58).

Tabla 1. Relacion entre Idgicas de razonamiento. 1988 y siglo XVIII.

Nota: “Tales igualdades”, hace alusién a In(—x) = In(x).

En ambos casos se encuentran en las mismas condiciones, conflictos cognitivos y légicas
de razonamiento similares, todas convergentes al arraigo a lo Unico y mayormente
conocido. Es visible que no hay una definicidon del concepto de logaritmo de un numero
negativo en la cultura del momento, tanto en el momento del debate como en el
momento del estudio en 1988, no se sabe, no se conoce de ellos. Lo que hace que
estudiantes y matematicos tengan arraigo a lo real. Es probable que quien se encuentre

en estas condiciones, tendra también ldgicas de razonamientos similares.

Cantoral y Farfan (2008) que retoman el trabajo de Soto (1988), explican que la poblacién
optd por dos caminos principales; el primero que decia que los logaritmos de nimeros
negativos son el reflejo de los logaritmos de los positivos, pero con la observacién que se
tendria que reconstruir la teoria pues, de qué manera un nimero con base positiva seria

igual a un nimero negativo. El segundo grupo, es el que nego sistemdaticamente a aceptar
[ N )
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tratar con los logaritmos de numeros negativos. Porque los logaritmos de los negativos no

estaban definidos (p. 269, 270).

Lo que permite observar la tendencia de negar la existencia del logaritmo de un nimero
negativo. O bien, aceptarlo, pero con arraigo al dominio real, pues advierten que debe

reconstruirse la teoria.

El discurso matemadtico escolar.

Cabe aclarar que en Cantoral y Farfan (2008), se retoman los datos generados de Soto

(1988), con las diferencias siguientes:

= Se lleva a cabo el estudio con una metodologia especifica, el de la ingenieria

diddctica robusta y se suma un analisis didactico y aspectos socioculturales.

= Reportandose los tres tipos de acercamiento didactico de la funcion
logaritmo; como progresion geométrica y aritmética, como la integral
de la hipérbola equildtera en la rama positiva o como la inversa de la
funcion exponencial y la estructuralista (Cantoral y Farfan, 2008, p.

257).

= En los aspectos socioculturales se habla del rol de cada interlocutor en
el debate epistolar, rol de naturaleza social. Y también la manera en

qgue el dME influyen en las producciones de los alumnos y alumnas.

Cantoral y Farfan (2008) denominan a un fendmeno observado cémo, sensibilidad a la
contradiccion, es decir, cuando los estudiantes se arraigan a un solo paradigma (a lo Unico

conocido), pese a argumentaciones matematicas coherentes sobre la existencia de
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In(—x), los estudiantes no cambian su postura y se arraigan a la definicion escolar de

logaritmos, evidenciando la costumbre didactica.

Ahora bien, Cantoral y Farfan (2008) comentan que la pregunta sobre el In(—x) planted
un proceso de incertidumbre en el siglo XVIII, pues no habia una ruta de accién légica para
confrontar y explicar tal cuestionamiento, porque los logaritmos de nimeros positivos
eran los que estaban consolidados en el corpus matematico, eran conocidos como
facilitadores de engorrosos calculos y posteriormente como modelizadores de fenémenos

de la naturaleza (Farfan y Ferrari, 2001c).

Es asi que la poblacion de estudiantes de docentes-matemadticos no exploran ante el
discurso sobre el In(—x), ante un saber no institucionalizado se limitan en sus reflexiones,
la ruta de incertidumbre les causé desconcierto, por lo que se basaron en el discurso
matematico escolar para justificar sus respuestas. Se destaca de Cantoral y Farfan (2008)
que el dME, impone que la aceptacion de un resultado en matematica no depende sélo de
una légica matematica, sino que intervienen elementos socioculturales; es decir, se debe
considerar quién plantea la pregunta, si un investigador o un profesor (el primero no tiene
consideraciones puesto que no tiene un rol escolar de jerarquia). También se destaca que
el dME, devela medianamente cuestionamientos de orden tedrico, provocando en los
estudiantes recelo o incertidumbre cuando un elemento completamente tedrico es
reformulado para los estudiantes, dejando en estos ultimos, limitaciones para explorar
nuevos objetos matematicos, pues no los conocen pese a que medianamente los
identifiquen. El dME, no genera discursos que confronten al estudiante, “dnicamente
devela ciertos aspectos tedricos que tienden a controlar o a limitar lo que se supone debe
conocer el alumnado” (Cantoral y Farfan, 2008, p. 281). Los alumnos y alumnas de
estudio en Soto (1988) e interpretados en Cantoral y Farfan (2008) conocen el logaritmo,
sin embargo, no el que implica variables negativas, en consecuencia en ellos prevalece la

definicién escolar hegeménica (log,b = N, cuando a = b) y por ende coartan la
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posibilidad de explorar, conocer y aceptar a In(—x), o bien, de dar cuenta que el

logaritmo del valor absoluto permite In(—x) en el dominio real.

En ese sentido, otro hallazgo determinado, es que los estudiantes de docencia-

matematica intentan refutar el discurso argumentativo hacia (n(x) = In(—x), aludiendo

sus argumentos al concepto del In|x| sin embargo, no lo hicieron explicito, y se observa

ademas, cierta necesidad de rigor matemdtico en su negacién de la existencia de

In(—x) con base en la férmula de log,b = N, cuando a" = b, quiza por la costumbre

didactica, basada en demostraciones matematicas.

Involucrando dichos elementos socioculturales, Cantoral y Farfan (2008) establecen

categorias de analisis que expresan y determinan la forma hegemadnica del dME.

Categorias en Cantoral Interpretacion

y Farfan (2008)

Preguntas no escolares
y sensibilidad a la
contradiccién: cuando
el tema no se ha visto

en los libros ni en

clases.

Extension de las
operaciones y
sensibilidad a la

contradiccién: cuando
la algoritmia permite

refutar el enunciado.

Hace referencia a que los alumnos y alumnas, niegan la existencia del
logaritmo de un numero negativo, porque no esta institucionalizado, los

estudiantes niegan esta posibilidad pues se arraigan a lo Unico conocido.

Una vez que los alumnos y alumnas vislumbran una posibilidad de
reflexionar sobre la existencia del logaritmo de un nimero negativo, son
limitados por una ensefanza escolar: la algoritmia, lo que hace que vuelvan
al caracter operatorio y mecanico, sin la heuristica de la que habla Soto
(1988), que tenderia a desarrollar el pensamiento matematico de los

estudiantes, favoreciendo la diversidad de argumentaciones.
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Una deduccién plausible
y sensibilidad a la
contradiccién: cuando
la definicion produce
divergencias fruto de la

deduccion.

Las primeras muestras
de adhesién y

aceptacion del contrato.

Se refiere a que el dME permite de cierta manera, controlando y limitando
a los alumnos y alumnas, analizar el saber matemdtico Unicamente en lo
que ellos y ellas reconocen como legitimo y coherente (lo
institucionalizado), derivado de una ensefianza en el dominio real que no
advierte de la existencia del logaritmo de un nimero negativo. Al presentar
argumentos a favor del logaritmo de un ndmero negativo basandose en el

positivo, pueden medianamente explorar, puesto que les parece conocido.

Cuando se presenta el logaritmo de un numero negativo, el alumnado
tendera a rechazarlo, empero logran negociar y entrar a un nuevo contrato
diddctico (Unicamente quien acepte el reto de explorarla sin arraigo a lo
institucionalizado). Esta aceptacion o rechazo del logaritmo de un nimero
negativo, depende de la formaciéon de identidades sociales, dado las
relaciones de poder, entre alumnado y profesorado. Es decir que el
estudiante es limitado por la ensefianza de libros y profesorado, que no
incluyen el logaritmo de un niamero negativo. El criterio de verdad sobre la
existencia del logaritmo de un nuUmero negativo proviene de una
convencién institucional, para cubrir tiempos y programas de estudio en los
cursos de formacion académica, consecuencia de desnaturalizar al saber
matemadtico. Los estudiantes en su mayoria debido al rigor matematico

niegan la existencia del In(—x).
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De la aceptacion escolar
al argumento
matemdtico: sobre la
contradiccién en
matemdticas y  un

dilema docente

Expresan que, se buscéd “Encontrar formas argumentativas tipicas de clase,
a fin de buscar su aceptacidon por parte de los alumnos y alumnas”
(Cantoral y Farfan, 2008, p. 279). Dicho de otro modo, que aprendiesen a
como estan acostumbrados, permeados por el dME. Si alumnos y alumnas
percibian argumentaciones de acuerdo con sus conocimientos escolares,
ello posiblemente les crearia una certidumbre mayor a la existencia del
logaritmo de ndimeros negativos, venciendo asi al dME. Esto se conjugo con
el hecho que serian futuros docentes, asi, los estudiantes después de
resolver la SA tenian ahora que verbalizar si esos argumentos se usarian
para ensefiar el mismo tema, en su clase, pudiendo confrontarlos

nuevamente y recoger una conclusién global.

Tabla 2. Categorias de andlisis con base en el dME (Cantoral y Farfan, 2008).

Este analisis de las producciones de los estudiantes confirma y predice (para la poblacién

de ICE) de forma generalizada la inercia de los estudiantes a no aceptar el logaritmo de un

numero negativo, porque no esta institucionalizado, puesto que la ensefianza es

permeada e impuesta por el dME, que es probable que no haga el reconocimiento de

logaritmos de variables negativas; omitiendo la advertencia de su existencia en otro

dominio de numeros distinto al real, pero sin explicitar que en este ultimo, es alusivo al

logaritmo del valor absoluto. Es probable entonces, que los estudiantes de ingenieria

recaigan sobre estas categorias.

Estas categorias de Cantoral y Farfan (2008) permiten concluir lo siguiente:

37



Como se ve en el fragmento anterior, los puntos de vista sobre la aceptacién de un nuevo
resultado en la clase de matematicas no son Unicos. Estas formas de aceptacién no
provienen de la légica interna de la deduccién matematica, sino por el contrario, son el
producto de una verdadera formacién de identidades sociales de las personas, tal es el
caso de las relaciones de poder tradicionales, maestro — alumno, texto — maestro, asi
como las situaciones de resistencia se construyen a través de la negociacién de los
significados en el ambito escolar. La aceptacidén o la resistencia son mas bien, el fruto de la
interaccion y de las relaciones de poder entre los y las participantes en su juego con el
saber [...] La definicidon de logaritmo de nimero negativo no habia aparecido en ninguno
de los libros a los que los alumnos y las alumnas habian tenido acceso. El criterio de verdad
no proviene entonces, de la discusidn propiamente matematica, sino de la convencién

institucional en curso de constitucion (Cantoral y Farfan 2008, p. 277).

No bastd pues, la insistencia de la maestra, ni la serie de deducciones matematicas que
estaban en condiciones de entender. La inexistencia de ese resultado en el corpus visible
de las y los estudiantes, hace suponer que el conocimiento matemadtico escolar, no sdélo es
el fruto de la deduccidn, no constituyen un sistema ordenado de proposiciones derivadas
de principios, sino también y sobre todo, son la consecuencia de multiples y complejos

procesos de aceptacion social (Cantoral y Farfan, 2008, p. 279).

Es decir que la aceptacién de un resultado en matematicas no depende solo de la légica
matematica misma, sino de los elementos inmersos en el curso de constitucién debido a la
ensefianza tradicional, es decir, que es visible la influencia del dME en el trato y forma de
manipular los objetos matematicos. Fendmeno que a los estudiantes les impide explorar
en su totalidad la situaciéon de aprendizaje y expresar un arraigo a la no existencia del
In(—x). El dME no revela eficazmente la teoria de la variable real, en este caso, no
advierte de la existencia del logaritmo de un numero negativo, solo se restringe al caso de

los positivos.
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DEFINICION DEL PROBLEMA, OBJETIVOS E HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION.

Se sabe que la teoria de variable compleja es una materia indispensable en la formacién
del ingeniero (Rivaud, 2004), puesto que su estudio permite una simplicidad en cuanto al
estudio de problemas afines a la ingenieria, hablando en especial en la carrera de
ingenieria en comunicaciones y electrénica. Se ha descrito que esta materia estad en al
menos 5 de nueve semestres, sin contar las especialidades en general de la carrera (2
semestres posteriores) que seguramente también hacen uso de ella, siendo Ia
especialidad de acustica donde se ocupa con certeza en los siguientes semestres. La
aplicacion de la situacidn de aprendizaje en el estudio de Cantoral y Farfan (2008) permite
introducir a dicha teoria a través de la extensidon del significado del logaritmo de un
numero negativo, considerando los obstaculos epistemoldgicos omitidos en la ensefanza
tradicional del nivel superior, pero siendo mds importante, la omisién de la practica misma
que llevo a esos OE; un proceso de socializacion, enmarcado por un debate donde las
nociones matematicas fueron discutidas y posteriormente, aceptadas. La confrontacién
con los obstaculos epistemoldgicos son clave para el entendimiento de la teoria, pues

producen discusiones, debates y conflictos cognitivos, baste revisar el trabajo citado.

Aplicado a dos campos distintos en condiciones similares; ambos en nivel superior y dado
gue se habla de la misma SA (en esencia serd la misma), es obligado cuestionarse si a 29
aflos de la primer aplicacion de la SA y aproximadamente 3 centurias de origen
epistemoldgico de la extension del significado del logaritmo de nimeros negativos, la
poblacion de ICE tendra logicas de razonamiento similares, por ejemplo saber si lograran
ser sensibles a la contradiccidon y explicar aquella forma propuesta por Euler, cuando
In(—1) = mi; también vale cuestionarse si existen entre poblaciones en formacion,
docentes-matematicos e ingenieros, relacidn en cuanto a sus mecanismos institucionales
y formas de construccion de pensamiento, anticipando que la poblacion de docentes-

matematicos recurre al rigor matematico.
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O bien, saber si podran dar cuenta o no, y por qué, que el logaritmo del valor absoluto,
hace referencia a la existencia del logaritmo de un nimero negativo por extensién de los
positivos In(—x) = In(x), si dardn cuenta del reclamo e importancia de la necesidad de
una nueva teoria diferente a la real; ése creard una resistencia o arraigo de los

estudiantes, a explorar solo el campo real?

Un cuestionamiento perseguido por esta investigacién es aquel de orden sociocultural,
que permite involucrar al dME, por ello observar la influencia de este en cuando al tipo de
construccion del pensamiento expresada por los alumnos de ICE, también es importante

para su caracterizacion.

Que a resumidas ideas se debera poner énfasis si las argumentaciones esgrimidas en las y
los participantes, dependen de los aspectos socioculturales ademds de su propia légica de
razonamiento, tal como sucedio en la poblacién de Soto (1988). Entonces se ha planteado
el objetivo general y especificos, que se cree dan respuesta a los cuestionamientos

generados, respectivamente son:

Caracterizar la construccion conocimiento matematico en estudiantes de ingenieria en

comunicaciones y electronica respecto del logaritmo de un numero negativo,

mediante la aplicacién de una situacion de aprendizaje.
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El objetivo general es alcanzable mediante los siguientes objetivos especificos:

Caracterizar los resultados obtenidos de la SA disefiada por Cantoral y Farfan
(2008), mediante el marco Socioepistemoldgico.

Explicar cdmo influye el dME en las producciones de los alumnos y alumnas de ICE.

Adaptar la SA disefiada por Cantoral y Farfan (2008) de manera tal que se pueda
articular la superacién de los obstaculos epistemoldgicos planteada por Bachelard
(2000). Y que tenga como énfasis la introducciéon de la V€ como la construyé
epistemoldgicamente Euler.

A lo que responden, las siguientes hipdtesis.

e La ensefianza tradicional en el nivel superior de la ICE estd enmarcada por el dME, que
no advierte de la existencia del logaritmo de un nimero negativo, por ello el alumnado
tendrd una tendencia de negacion a dicho concepto. Remitiéndose en sus
argumentaciones, al campo real.

e La diversidad de argumentos o juicios esgrimidos del alumnado de ICE dependeran de
una légica de razonamiento controlada por el dME, mas que de su propia légica de
razonamiento, debida a su pensamiento matematico.

e La formacidn institucional de la poblacién de ICE, hace referencia a los cursos de
constitucién en el alumnado, marcados por el dME, y que derivan de una convencion
institucional de no reflexionar acerca de la existencia del logaritmo de un ndmero
negativo. Ello conllevara a lo siguiente:

= Dos caminos de aceptacion en el alumnado que caracterizan la construccion
del pensamiento matematico al respecto del logaritmo de un nimero negativo.

= Argumentos similares a los de Bernoulli, evitando el trato con los
numeros complejos, o no viendo la relacién con ellos, y posiblemente,
aceptando la existencia del logaritmo de un ndmero negativo por
extension del logaritmo positivo. Sin dar cuenta que de lo que se habla
es del In |x| en el dominio del campo real.
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= A la negacién de la existencia del logaritmo de un numero negativo,
dado que no existe o no esta definido institucionalmente.

En ambos casos, se producira una negacién a explorar una propuesta
nueva y desconocida, al menos en primera instancia previa a una
reflexion derivada de los dos puntos anteriores. Dicha negacién es dada
por su pensamiento matematico, puesto que el razonamiento que les
permite el dME es limitado y los remite a los puntos anteriores.

» Si institucionalmente se habla del logaritmo de un numero negativo, los
alumnos y alumnas tendrian otro tipo de formacion frente a la pregunta
lanzada, es decir, estarian en condiciones de explorar un camino similar a
aquel, determinado por Euler, sin restricciones de ahondar solo en el campo
real. Y quiza, vencer los obstaculos epistemolégicos.

La forma de construcciéon del conocimiento en el alumnado de ICE dependerd del
discurso oficial que no es tendencia al arraigo del rigor matematico, hecho que en los
estudiantes de ingenieria se reflejara en la exploracién total de la SA.

La forma de construccién del conocimiento en el alumnado de ICE dependera de la
definicion escolar de log,b = N, cuando a’ = b, puesto que es el acercamiento
didactico mas cercano por la poblacidn. Sera el argumento mas socorrido, al igual que
la poblacién en Soto (1988). Asi, log,b = N, cuando a¥ = b, es clave para explicar la
contradiccidon de Euler, puesto que deja entrever que al aplicar la funcién inversa del
logaritmo a la forma In(—1) = mi, se llega a €™ = —1. Este hallazgo es destacado en
Soto (1988), puesto que, en los resultados reportados el alumnado niega un
exponente y una base que dé como resultado un nimero negativo.

Hacer énfasis en la instruccion de graficar In(—x) = In(x) en la SA, puede confrontar
e incentivar a la reflexion del alumnado a determinar que se hace alusién al In|x|,
derivando la no exploracion del campo real, pudiendo remitir al campo complejo, es
decir, esa instruccién podréa coadyuvar en la delimitacién de teorias.
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CAPITULO II. LA TEORIA SOCIOEPISTEMOLOGICA DE LA MATEMATICA EDUCATIVA.

Bases tedricas

Cantoral y Farfan (2003) describen como un quehacer de la mayor importancia para la
sociedad contemporanea, incorporar las matematicas y la ciencia en la sociedad con afan
de que se favorezca entre la poblacion una visién cientifica del mundo. Las instituciones,

principalmente tienen dicha labor.

En ese quehacer de culturizacion cientifica, comentan, se ha tenido la necesidad de
implementar modificaciones educativas en el campo especifico de las matematicas, con

base en disefios mejor adaptados a las practicas escolares.

Detras de los parrafos anteriores, hay un sinfin de esfuerzos en investigaciones para
caracterizar los fendmenos relativos a la ensefianza y aprendizaje, especificamente de la
matematica; y de esa problematica se cuenta una evolucién al respecto (Cantoral y Farfan
(2003)). Evolucidon que concluye con el fendmeno de estudio en la disciplina de la

matematica educativa.

Se puede sintetizar y mencionar de Cantoral y Farfan (2003), que la ensefanza de la
matematica no consideraba en sus inicios ninguna flexibilizacion para su ensefianza y esta
labor se dejaba a los expertos, es decir, a los matematicos puros. La ensefanza en la
matematica dependia de los métodos que el profesor plasmara de acuerdo con su criterio
y reflexion (una didactica sin alumnos), pues de cierta manera eran ellos los que

dominaban los temas y quiza sabian en ese sentido, explicarlos mejor.

Posteriormente, se incluye la idea de cdbmo aprenden las personas, lo que da paso a una
aproximacién cognitiva involucrando ahora las concepciones de estudiantes (una
didactica sin escuela) en contraste a la obvia omision de las consideraciones al alumnado

en la didactica sin alumnos. Se revela en esta etapa que las interpretaciones de los
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estudiantes no son unicas, y también que la institucion permea los procesos de
pensamiento. El término institucion ya se interpreta en un sentido mds amplio, haciendo
alusion al ambito en donde el individuo aprende: la familia, la clase, la escuela, etc.,

(Cantoral y Farfan, 2003, p.33).

Otro hallazgo se determina cuando se concluye que existen piezas que componen un
saber matematico, que bien pueden ser bastante complejas y que requieren de
habilidades para su comprension, que no son desarrolladas en el aula. La complejidad
radica también en que requieren de una serie de objetos construidos previamente,
confirmando que la ensefianza de los saberes no puede ser lineal en el sistema escolar.
Dicho de otro modo, existen saberes matemadticos que son tan complejos que no
dependen de la maestria en la ensefianza, estos deben cuidadosamente involucrarse en
un plan de estudios pues la complejidad es propia y natural de los saberes, en ese sentido
la matemadtica, debe al menos ser considerada en su misma ensenanza. En este sentido
una didactica en la escuela, pero sin escenarios revelo la importancia del estudio
histdrico-conceptual en la matemdtica, mediante el estudio de los fendmenos de calor,
pues la complejidad del contexto exhibia las debilidades y las omisiones tan importantes
de tipo conceptual (fenomenologias y constructos caracteristicos) que se ponen en
practica cuando se introduce el saber al aula (segmentarlo en partes iguales vy

aparentemente secuenciadas para facilitar su ensefianza).

Es asi como se puede observar un constante cambio de paradigma en la caracterizacion de
fenémenos relativos a la ensefianza y aprendizaje de las matemdticas; se observaba ya,
algo que seria determinante y que fungia como nucleo estable; la influencia vy
determinacion del contexto en dicha caracterizacidon. Es decir, considerando escenarios

socioculturales en la construccion del conocimiento matematico.

Eso implicd6 mirar a la matematica como una prdctica humana; estas intervienen

activamente y construyen al objeto matematico (sin una definicién escolar de por medio).
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Estas prdcticas humanas pueden observarse en el devenir del tiempo y en sociedad, y su
papel activo y primordial en la construccion de saberes matematicos. Asi se tiene
entonces una eleccion metodoldgica para mejorar la caracterizacién de los fendmenos

didacticos matematicos, la descentracion del objeto.

Otra importante reconceptualizacién fue incorporar un polo mas al triangulo didactico
tradicional del cual se basaban los estudios en cuanto a la ensefianza y aprendizaje de las
matemadticas; Alumno - Profesor — Saber (Cantoral, 2013, p. 45). El estudio del entorno
sociocultural permite observar también las dindmicas entre los 3 polos anteriores y el
medio, para asi incorporar otros cuestionamientos al cémo ensefiar, ahora también se

indagaba sobre “qué enseiiar, a quién, cdmo y por qué ensefiar” (Cantoral, 2013, p. 46).

En conclusiéon, un individuo en interaccién en su medio social siempre es susceptible de
aprender (y enseiiar) algo nuevo; y de quien lo aprende (la sociedad interactuante)
también esta en condiciones de aprendiz y mentor. Nétese que, en dicho proceso puedan
no dar cuenta de ello. Esta concepcidn y reestructuracién de paradigmas se perfila para
explicar la construccidon del conocimiento matematico y atafie elementos sociales y
culturales. Y entiende que la institucion adquiere un significado mds amplio y que tiene
influencia directa con el modo de socializacién del conocimiento que enmarca los

procesos de pensamiento involucrados. (Cantoral, 2013, p. 44).

Esta tendencia de que la construccidn social del conocimiento matematico es fuertemente
apoyada en el entorno sociocultural, es la teoria Socioepistemologia de la matematica

educativa.

La seccion de matematica educativa en el Centro de Investigacion y de Estudios
Avanzados del Instituto Politécnico Nacional, se fundé en el aifo de 1975, para el estudio
sistematico para localizar los fendmenos que caracterizan a la ensefianza de Ia

matematica y su mejora progresiva (Cantoral y Farfan, 2003, p. 28).
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Cabe mencionar (por lo que se ha descrito) que en nuestra disciplina se tiene por
entendido que parte de las problematicas, son inherentes a la matematica mismayno ala
educacion, de lo contrario se llamaria Educacién Matematica. Esto nos distingue de otras

disciplinas.

Esta vision caracteristica de nuestra disciplina ha tenido sistematicamente un fuerte
desarrollo en México, hablando de investigacion, estudios, divulgacién, publicaciones,
haciendo comunidad y cuyo fruto importante entre otros ha sido el fortalecimiento de la

misma disciplina.

La teoria Socioepistemoldgica de la matematica educativa es un gran referente para
hablar de matematica educativa ya que es una teoria que atiende y propone explicar la
problematica de caracterizar los fendmenos relativos al aprendizaje y ensefianza de la
matematica. Cuyo fin y objeto de estudio es la construccion social del conocimiento
matematico y su difusidon institucional, el cual pretende coadyuvar para el objetivo

mismo de la matematica educativa; democratizar el aprendizaje de las matematicas.

Ahora bien, la Socioepistemologia establece que existen formas de pensamiento dentro y
fuera del saldn de clases, unas mas visibles que otras pero que radican en las practicas de
la actividad humana. Esto, no se reconoce por el paradigma clasico, es decir, la
matemadtica no estd en forma de ecuacion o integral. Sin embargo, si se hace un andlisis
meticuloso, (digdmoslo asi) encontramos matematicas en cada momento de nuestra vida.
Por ejemplo, las ecuaciones de tiro parabdlico pueden ser vistas de dos maneras
hipotéticas: 1) un jardinero que a base de experimentacién logra regar sus plantas mas
lejanas, cuando acomoda a 45° la manguera de riego. 2) Representando el tiro parabdlico
en ldpiz y papel, mediante un dibujo, y las ecuaciones escritas para el calculo,
manipulando los “signos clasicos de la matematica” (cantor videdfono). Digamos que la
primera es la representacion real y la segunda es ideal, sin embargo, en ambos casos estd

inmersa la matematica.
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Para este tipo de concepciones y no entrar en conflicto al respecto de que es matematicas
o no, la Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa [TSME] (Cantoral, 2013)
integra las formas sociales de pensamiento antes descritas, amplia y reconoce 3 formas de

saber matematico: el saber cientifico (culto o sabio), el saber técnico y el saber popular.

El saber culto es aquel del que habldbamos, ese que se observa y se usa en la
escuela con definiciones y demostraciones, axiomatico y digamos, “irreconocible

fuera de los signos” (Grupo Didactica y Nuevas Tecnologias, 2004).

El saber técnico es referido a aquel aplicado a situaciones concretas, quizd para
entender la realidad y dar cuenta que los saberes, no solo viven en ideal de papel y
lapiz. La Socioepistemologia reconoce entonces que la ingeniera hace matematica,
porque la usa implicitamente para explicarse el comportamiento de un circuito. Lo
mismo para el abogado, el contador, el mecanico automotriz, u otro profesionista

o técnico.

Por ultimo, el saber popular es aquel saber que se reconoce en el dmbito de la
gente en su faceta mas comun, fuera del dmbito profesional o técnico. Pertenece
al futbolista, al plomero, al albafiil, a quien va mercado y requiere hacer las
cuentas. Todos ellos también elaboran de alguna forma una matematica que la
teoria socio, reconoce y la integra en la construccidon social de conocimiento

matematico y su difusidn institucional.

Es asi como la matematica estd en toda actividad humana, y por tanto tiene un enfoque

social y cultural.

Surge un cuestionamiento por demas obvio, es relevante que de alguna manera exista un

como, que nos explique la realidad que se vive en torno a la ensefianza y aprendizaje de
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las matematicas, un estudio sistémico para explicar, entender y entonces intervenir, a los

fendmenos relativos.

Es asi como la Socioepistemologia para explicar su objeto de estudio, hace énfasis en
analizar un saber matemdtico desde una unidad socioepistemoldgica en cuatro ejes
primordiales, a la que llama, problematizacion del saber cuyo eje conductor es el de la
busqueda de la practica social, o bien, buscar al rol sociocultural en la construccién social
del conocimiento. (Grupo Didactica y Nuevas Tecnologias, 2004). Teniendo en mente

comprender la naturaleza social del saber matematico.

Problematizacion del saber:

Estos componentes de los que se habla, estan interrelacionados y por ello su estudio visto
como un sistema. Es complicado en ese sentido delimitar exactamente entre una y otra,
puesto que la integracién de las 4, conforman una unidad de analisis Socioepistemoldgico.
En particular la componente sociocultural, permea explicita o implicitamente y de diversas
formas en las otras 3 y es la de mayor dificultad para determinar y delimitar. En concreto,
esta componente tiene lo que articula el objeto de estudio de /a socio, es decir, la prdctica
social. Se requiere de un analisis que se enfoque en aquello que sistémicamente es comun
y norma el accionar de la construccidn social del conocimiento. Las componentes con base

en Cantoral (2013), son:

Epistemoldgica: Es quiza, haciendo una reflexidn, la componente mas amplia y extensa
puesto que su pilar, es el devenir del tiempo. Habla de las formas en que se puede
encontrar al saber, o bien, al objeto matematico; como emergido y a través de las
circunstancias que lo hicieron posible, pero centrdndonos en la actividad humana. El
hecho no es histérico, sino conceptual, ya que segin Bachelard (2000) el estudio del
epistemdlogo recoge obstaculos epistemolégicos, es decir, aquello que se tuvo que
confrontar para conceptualizar a la nocién de estudio. Aunado a la teoria socio, nos

remitimos a las practicas humanas generadoras de los OE. Si bien es la confrontacion del
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OE lo que permite la construccion del saber, el enfoque sociocultural nos hace orientarnos
a las practicas. Esta dimension puede estar conjugandose con las demas, es decir hacer un
analisis epistemoldgico — cognitivo, explorando en dos épocas diferentes, concepciones de

un objeto matematico.

Didactica: Este componente estudia la naturaleza del saber cémo objeto institucional en
ambientes escolares o no; simplemente donde se puede reproducir su ensefianza o puede
ser aprendido, independientemente del método. Si la Socioepistemologia involucra
sociedad y cultura, aqui es mas claro el porqué del segundo término. Pues el método

depende de la cultura en donde se produzca y reproduzca el saber.

Se ha dicho que la sociedad y la actividad humana influyen en la construccién del
conocimiento, sin embargo, la cultura como caracteristicas de principios que diferencian
entre grupos sociales interviene en este componente en el sentido que un nativo y
residente de una cultura A, puede tener problemas al adaptarse a una cultura B. Puesto
gue cada cultura maneja y hereda principios, habitos, costumbres e ideologias distintas.
Sin duda un proceso largo puede hacer que ambos miembros convivan. Este hecho tan
natural pero tan cierto, es la dinamica de la costumbre diddctica, que es propia de los
modos especificos de una ensefianza particular y guian la transmisidon del conocimiento,
desarrollado en una sociedad si, pero con una cultura especifica. Esta puede ser plasmada

en discursos, libros, apuntes de clase, revistas, dibujos, etc.

Puesto que se habla de ensefianza, se entiende que el saber matematico se ha adecuado a
un sistema de ensefianza, por lo que esta componente también evidencia cdmo es ese
saber y cdmo ha mutado, en qué ha cambiado, en qué se ha convertido, cémo se explica
en la escuela, cdmo lo definid la escuela y por qué. Es decir, que esta dimensién atiende a
la matematica y la matematica escolar. Se hacen contrastes por ejemplo entre, como se
explicd en las instituciones en sus origenes epistemoldgicos y como se explica ahora. En

otras palabras, podemos decir que es la que estudia mas de cerca al dME.
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Cognitiva: Esta dimension es alusiva a cuando una persona a nivel de estructura mental
estd en la accidon de aprender, tanto dentro como fuera del salén de clases. Por tanto,
puede formar una concepcién en primera instancia y ser modificada conforme el individuo
interactie y relacione dicha concepcidon en sociedad (conforme viva ese saber en

sociedad). Por lo tanto, estd en un proceso de significacion progresiva a nivel mental.

Las dificultades o facilidades en cuanto a concepciones de un saber matemadtico, sus
representaciones diversas y en transito entre ellas, y qué practicas permiten este ir y venir
mental, contrastar las concepciones en tiempo actual o pasado, etc., son todos motivos de
estudio en esta categoria. La Socioepistemologia no se centra en las multiples
representaciones de un objeto, sino mas bien, estudia qué practicas llevan a representar
al objeto, cdmo se representa, en este sentido acepta que el conocimiento depende de las
experiencias vividas que a su vez modifica las percepciones y creencias e incluso identidad

de los individuos.

Sociocultural: Es la categoria que se encuentra de manera explicita o implicita en las otras
tres dimensiones, y es referente para situar en su dominio la problematizacion del saber,
pues esta categoria tiene una amplia influencia en las otras. Es por ello que delimitarla
suele ser complicado, sin embargo, guia sistémicamente en el objetivo de la teoria
Socioepistemolégica. De ella se infiere el rol y la norma de cada actor en la CSCM vy
naturaleza del saber matematico en ese rol. El mecanismo social dicho o rol, podra
interpretarse como la busqueda de consensos, adaptacion de instrumentos mediadores,
conformacion de tradiciones, etc. Este mecanismo se localiza en el ejercicio articulado de
practicas intencionales y normadas. Y se identifican como practicas “el medir, predecir,
modelar y convenir” (Cantoral, 2013, p. 62). Aquella que norma a determinado grupo de
practicas, se llama practica social y cumple determinadas caracteristicas, por ejemplo,
normar el accionar de todos los elementos involucrados en y para entender la

construccion social de conocimiento matematico. Esta dimensidn se enfoca a “delimitar el
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papel que juega el escenario histdrico, cultural e institucional en la actividad humana”

(Cantoral, 2013, p. 62) obviamente tomando a la matemadtica como parte de esta ultima.

La inferencia de la componente sociocultural implicaria concepciones orientativas de las
practicas humanas al respecto de la emergencia de un objeto matematico, ademas del
entorno cultural del cual emerge la concepcidn; si es en la practica de un matematico, un

ingeniero, o un artesano, etc., denominando a estas orientativas, practicas de referencia.
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CAPITULO IIl. LA INGENIERIA DIDACTICA COMO METODOLOGIA DE INVESTIGACION.

En este capitulo se describe quien lleva la organizacién de la investigacién y también
permite articular el marco tedrico. Hablamos de la metodologia de la ingenieria didactica
[ID] que, por tradicidn, es bien conocida junto a la teoria Socioepistemoldgica, puesto que
“los disefios en ingenieria son usados con frecuencia para la construccidn de situaciones

de aprendizaje” (Cantoral, 2013, p. 174).

Cabe sefialar que la ID presenta ciertas modificaciones respecto de sus origenes en la
escuela didactica francesa en los afios 80’s, con el fin de coadyuvar en la evidencia del
modelo de la construccion social del conocimiento matematico que propone la teoria

Socioepistemoldgica.

La ID surge como un producto de politicas gubernamentales y de grupos de investigacién,
ambos dedicados a atender los problemas suscitados de la didactica de la ensefianza en
Francia (Rincén, 2015). Entre sus objetivos principales de creacion, Artigue (1995) destaca
gue se tenia la intencién que esta metodologia fuese a separar, en términos generales, la
investigacion de la accion (p. 35, 36). Investigacién por cémo generar elementos tedricos
para intervencién en el aula a través de una metodologia que realmente atrapase la
complejidad del sistema estudiado, articulando investigacién y accién para asi no
entorpecer la labor de alguna de ellas (ambas importantes), afirmando asi la posibilidad
de una accién racional sobre el sistema (educativo). En ese sentido la intervencion
racional en el aula daba paso a una préctica investigativa que creaba a su vez, elementos
tedricos elaborados por la ID, y que nuevamente volvian a ser motivo de practica
educativa, es decir, de intervenciones en aula e influencia en el sistema. Asi, la ID se
constituye como una metodologia de investigacidén que “se aplica tanto a los productos de
ensefianza basados o derivados de ella; pero también como una metodologia de
investigacion para guiar las experimentaciones en clase” (Farfan, 1997, p.13). Lo anterior

quiere decir que la ID crea disefios para la experimentacién e intervencion en el aula, al
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mismo tiempo que guia toda la investigacion en si (es dual, al tiempo que crea disefos, es

también una metodologia de investigacion).

El nombre de esta metoddloga es particular puesto que se hace una analogia al quehacer

del ingeniero e ingeniera, Michele Artigue menciona:

Se denomind con este término a una forma de trabajo didactico equiparable con el trabajo
del ingeniero quien, para realizar un proyecto determinado, se basa en los conocimientos
cientificos de su dominio y acepta someterse a un control de tipo cientifico. Sin embargo,
al mismo tiempo, se encuentra obligado a trabajar con objetos mucho mds complejos que
los objetos depurados de la ciencia y, por lo tanto, tiene que abordar practicamente, con
todos los medios disponibles, problemas de los que la ciencia no quiere o no puede

hacerse cargo. (Artigue, 1995, p. 33)

Retomando y ampliando esta idea, se puede explicar que el ingeniero posee un
conocimiento cientifico, y que ciertos fendmenos de estudio que experimenta en su
campo de aplicacion, la ciencia aun no los retoma ni estudia, sin embargo, se les tiene que
hacer frente, ya que probablemente representan una problemdtica en sociedad. Es asi
gue los conocimientos cientificos del campo ingenieril permiten que los fendmenos a los
cuales se enfrentan se puedan ir caracterizando y estudiando. En analogia con el docente,
quiere decir que el profesorado en el aula experimenta una serie de fendmenos y
dindamicas expresadas por sus estudiantes, para cualquier tipo de intervencién didactica
gue pueda aplicar para propiciar el aprendizaje en sus alumnos y alumnas. Sin embargo,
debido a sus conocimientos, sean empiricos o no, puede comprender o al menos hacer

frente a dichos fendmenos, hasta teorizar o caracterizar, y volver a empezar.
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Fases de la metodologia de investigacion.

Estas delimitan y esquematizan el proceso de trabajo de la ID. En la literatura (es decir, en
otras fuentes de informacién) en ocasiones cambian de nombre, pero conservan su
esencia. Las fases segln Artigue (1995) son: andlisis preliminar; concepcion y andlisis a
priori de las situaciones diddcticas de la ingenieria; experimentacion; andlisis a posteriori y

evaluacion. Estas, se describen a continuacion.

Andlisis preliminar

Es una mirada preliminar a un saber matematico del cual se requiera un disefio de
intervenciéon en el aula. Cabe mencionar que la ingenieria didactica, dada la
problematizacion del saber, se entiende como ingenieria didactica robusta pues en
nuestra disciplina, se le afiade el componente sociocultural al andlisis preliminar. Pese a
ello, el andlisis preliminar se lleva a cabo en tres componentes; cognitivo, diddctico y
epistemoldgico, siendo el componente sociocultural visible, inherente e influyente a los

otros tres.

Para nuestro caso no hablamos especificamente del disefio de una situacion de
aprendizaje, sino de su adaptacidn, segun los objetivos de esta investigacion (note que se
exhibe la caracteristica de mejora continua o intervencidn en un disefio ya establecido de

la ID).

Por otro lado, las conclusiones o hipdtesis determinadas en esta fase serviran para las
siguientes, de acuerdo con las necesidades requeridas del rumbo que tomard la
investigacidn. Se podria entender entonces que de estos analisis preliminares depende en
gran medida el desarrollo de toda la investigacidn, por ejemplo, para las predicciones de
los posibles comportamientos, devenires y consecuencias de los estudiantes que

componen la poblacién de estudio una vez aplicado el disefio de intervencién en aula.

54



Es el marco tedrico de la Socioepistemologia que permite observar de manera sistémica y
holistica como se encuentra el saber matematico respecto de las componentes
mencionadas, a modo de observar la construccién social del saber, o simplemente

caracterizar en términos de la teoria.

Concepcion y Andlisis a priori

El andlisis a priori es una fase donde se lleva a cabo una serie de predicciones con base en
el andlisis preliminar. Para ello es importante determinar indicadores que puedan medir,
contrastar o bien, referenciar las predicciones hechas con lo que sucederd con la
aplicacion del disefio de intervencion. Estas se denominan variables de comando o de

control.

Variables macro didacticas y variables micro didacticas.

V. Macro-didacticas o globales: Son las que de manera general brindan orden al

desarrollo de la ID y al diseiio de intervencion, puede ser una idea general.

V. Micro-didacticas o locales: Aquellas identificadas que cumplen una funcién
particular. Puede ser una serie de pasos, o de ejercicios, preguntas, entre otras
pero debidamente justificados, para lograr una finalidad en el estudiante de

acuerdo con ciertas tareas que pueda realizar.

El desarrollo, uso y control de estas variables permite determinar posibilidades de
intervencion controladas, sobre el funcionamiento total del sistema o del disefio de

intervencion, frente a las concepciones e interpretaciones de los estudiantes.

Usualmente se definen primero las variables macro-didacticas y después las micro, pero
ambas variables se relacionan entre si. Por ejemplo, una idea global, puede analizarse

mediante las condiciones que configuran las variables locales.
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Es asi como el andlisis a priori puede y debe tener el control del significado; sincronizando

y controlando la secuencia de tareas a trabajar para el estudiante.

Experimentacion, observacion y toma de datos.

Se refiere a la dinamica misma en la cual los estudiantes interactian con el saber,
mediante la resolucion de la SA. Como resultado se tienen una serie de datos de
comportamientos y concepciones, mismos que tuvieron ya un antecedente descriptivo y
predictivo en la etapa anterior. Artigue (1995) menciona que “estos datos se completan
con frecuencia con otros obtenidos de la utilizacion de metodologias externas, como
cuestionarios, entrevistas individuales o en pequefios grupos, aplicadas en distintos

momentos” (p.43).

En nuestro caso utilizamos una metodologia externa; como es expresado por Cantoral y
Farfan (2008), se realizan entrevistas personales entre investigador-alumno/alumna con
el objetivo que se agudice la variable macro-didactica, alusiva a la sensibilidad a la

contradiccion.

En esta etapa, se debe poner especial atencién en las interacciones de los alumnos vy
alumnas con el diseno, las retroalimentaciones que puedan aportar en forma de dudas o
comentarios. También se debe estar atento con el rol del profesor; el investigador debe
estar al tanto de la dindmica entre ellos, si es que el profesor inhibe, explica, intenta

apoyar, etc., a sus estudiantes.

El trabajo de recoleccion de datos en esta etapa es materia prima para la etapa siguiente.
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Andlisis a posteriori y evaluacion

En esta fase se destaca el analisis e interpretaciéon de datos, generados en la etapa de
experimentacion. Estas interpretaciones de lo sucedido se contrastan con lo que se dijo
que pasaria (hipotesis o predicciones) formuladas del andlisis a priori. De aqui una
caracteristica importante, pues se dice que la ID es una metodologia de validacién interna.
La confrontacion de los dos andlisis... fundamenta en esencia la validacion de las hipdtesis

formuladas en la investigacion... (Artigue, 1995, p. 48)

Esto quiere decir que no se necesita de un grupo de control, de uso repetido, o bien,
tampoco se requiere un grupo experimental, porque el hecho didactico es por estudio de
caso; ademas, esta confrontacién de andlisis se da entre andlisis reconocidos, creados y
entendidos sélo por la propia metodologia de estudio, no por cuestiones externas a ella.
Se afirma entonces que la ID se evalia a si misma. Cabe mencionar también que la
configuracion de control de significado (entre V. Macro y micro) — hipdtesis (lo que se
supone hara el estudiante) generan un tipo de control interno de la ID; configuracion

misma de la que deriva en resultados, también internos.

Fases de la metodologia aplicadas a la investigacion.

Andlisis preliminar. La problematizacion del saber.

La dimension didactica

El trabajo de Ferrari (2001) lleva a cabo un amplio estudio epistemoldgico y didactico de lo
logaritmico, expresando que ésta nocidon se presenta en el sistema escolar en escenarios
gue carecen de significacién al respecto de su origen epistemolégico, puesto que se han
perdido a lo largo de su devenir en saber ensefable los elementos clave de origen que

llevaron a su comprensidn y emergencia.

57



Se han perdido los momentos de lo logaritmico; la relacidén entre progresiones (aritmética
y geométrica), el uso de logaritmo como modelizador de fendmenos fisicos y
posteriormente, como objeto tedrico, siendo indispensable los dos primeros momentos
para la emergencia de su estudio como objeto en si (Farfan y Ferrari, 2001c). Esta omisiéon
de los momentos, excluye también constructos caracteristicos y provoca una dislexia
entre la nocidn logaritmo y su enfoque funcional, relativo al estudio de logaritmo como
objeto tedrico. Cabe mencionar que en el nivel superior el concepto de logaritmo es visto
como objeto tedrico, y en el nivel medio, es relativo al logaritmo como herramienta para
la resolucién de ecuaciones y también como operatorio, es decir, en el cdlculo de nimeros
de acuerdo a la definicién escolar, destacando que no hay una conexidn y transicién entre
los momentos propuestos por Farfan y Ferrari (2001), a modo que se favorezca la
construccion del logaritmo como funcidn. Se observa entonces, que en el sistema escolar
del nivel superior, el logaritmo sélo aparece como “la estructura tedrica siguiendo ideas
de rigor y purismo matematico, de descontextualizacién y abstraccion” (Cantoral y Farfan,

2001a, p. 65).

Por otro lado, para Farfan y Ferrari (2010), en su segundo momento de andlisis, al

respecto de lo logaritmico, mencionan lo siguiente:

“[...] el discurso matemdtico escolar involucra textos escolares, asi como a profesores y
alumnos, generadores de ciertas prdcticas escolares, que nos permiten caracterizar
herramientas logaritmicas utilizadas en aulas mexicanas de nivel medio superior y

superior.” (p. 55)

Esto describe una especie de circulo argumentativo dado entre practica escolar, alumnos,
profesores y libros de texto; los alumnos y alumnas se arraigan a nociones escolares
trabajadas con intensidad, siendo sus profesores formados en condiciones similares,
fenédmeno que también se plasma en libros de texto, provocando entonces el circulo
argumentativo. Caso concreto del trabajo de Soto (1988), cuando los estudiantes

poblacién muestran arraigo a la definicidon escolar de logaritmo de un numero positivo,
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para invalidar asi el In (—x). Al no ser un saber institucionalizado, no son sensibles a
indagar sobre el In (—x), en consecuencia se quedan en el campo real, pues argumentan
que tal concepto, no existe. Cabe mencionar que estos estudiantes de docencia-
matemadtica en la SA aplicada sobre el logaritmo de un numero negativo, infirieron sin
hacer explicito que el In |x| permitia el In (—x), consecuencia que se ha dicho, se debe al

carente estudio de la funcién logaritmica.

Entonces, en la poblacidon y cultura dulica de los estudiantes de ICE, es previsible el
desconocimiento de los elementos previos de la nocion de funcién logaritmo, y en
consecuencia, cuando se les cuestione sobre el In(—x), no lo reconoceran a través del
In|x|; esto en variable real. Confirmando que la ensefianza en la ICE, sobrevalora los
aspectos formales de los logaritmos, tomados estos como objeto tedrico; por ejemplo,
para el uso en la materia de ecuaciones diferenciales, donde se les relaciona como funcién
inversa de la exponencial, como objeto axiomatico; donde redunda lo algebraico,
desprovisto de significados graficos, relativo al estudio del In|x|; “lo cual redunda en la
construccion de un universo restringido de formas graficas y expresiones analiticas en la
cultura aulica y por tanto en los saberes de los estudiantes y profesores” (Farfan y Ferrari,
2001a, p.7). “Se requiere una concepcion de funcion en tanto objeto que permita que
otro procedimiento actle a su vez sobre él, afiadiéndosele un manejo eficiente de formas

graficas extenso y rico en significados” (Farfan y Ferrari, 2001c, p. 7).

Por otro lado, Bagni (2001) y Trujillo (2005) muestran que los nimeros complejos no son
abordados satisfactoriamente para la construcciéon de la teoria de variable compleja;
Trujillo (2005) exhibe también que los profesores desconocen el origen epistemolégico de
los niumeros complejos, lo que trae como consecuencia que sean vistos en el sistema
escolar como simples definiciones, ademas de ser presentados en ecuaciones de segundo
grado. Esta presentacidn no apoya a la superacion de lo real como obstaculo
epistemoldgico del In (—x), pues carentes de significado, tanto los nimeros complejos y

el concepto de logaritmo con enfoque funcional, pueden no considerarse en la
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construccion de In(—x), y asi, negar su existencia. Cabe recordar que en el desarrollo de
la SA por parte de los estudiantes, tienen que explicar el por qué, In(—=1) =0y

In(—1) = im.

Trujillo (2005) exhibe y aclara que la VC no es una generalizacién de la variable real; sin
embargo en el sistema escolar se observa que la didactica es tendiente a ese paradigma.
Al respecto comenta que; “La nueva teoria llamada variable compleja surgié de la
necesidad de ampliar el dominio de la funcién logaritmo de un ndimero negativo, esta
nueva teoria posee entonces toda una nueva serie de propiedades las cuales ya no las
comparte del todo con la teoria matematica de variable real” (Trujillo, 2005, p.47). Esto

coadyuva en la inercia de los estudiantes al arraigo en la variable real.

Retomando nuevamente lo de Farfan y Ferrari (2010), al respecto de su analisis del dME,
se explicita también que los acercamientos principales para la ensefianza de los logaritmos
son: como exponente, como funcion inversa y como la primitiva. (Farfan y Ferrari, 2010,
p.54.). Contrastantes con los 3 acercamientos didacticos que indican Cantoral y Farfan
(2008) de la definicion logaritmo; progresion geométrica y aritmética (como exponente),
como la integral de la hipérbola equildtera en la rama positiva (la inversa de la funcidn
exponencial) y la estructuralista. (p. 257). En comun, se tiene que en el nivel superior en la
ICE, se considera el logaritmo como exponente y se hace referencia también a la definicion
escolar de logaritmo, o bien a la que corresponde epistemoldgicamente a progresiones
como sucesion de potencias (progresion geométrica), pero que responde escolarmente al
exponente al que hay que elevar un numero, llamado base, para obtener otro numero

determinado; log,b = N, a¥ = b.
Por otro lado, en estudiantes de ICE, esa definicion se asocia al logaritmo como funcion

inversa de la exponencial, debido a que se emplea en segundo semestre en la materia de

ecuaciones diferenciales, para resolver precisamente, ecuaciones diferenciales exactas con
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factores integrantes, presentandose en un acercamiento orientado a lo funcional pero que

se restringe a lo algebraico

— fl_ Inx _
ulx) =e’x =e™* =x

(6)
Factor integrante. Funcidn exponencial como inversa del logaritmo.

Cabe mencionar que la materia de ecuaciones diferenciales es formativa para comprender

en semestres posteriores, analisis de sistemas fisicos afines a la ingenieria.

Algunas otras materias que hacen uso del concepto de logaritmo en la ICE en el plan de
estudios son (hasta tercer semestre que es donde se cursa la materia de VC y que se

piensa es el momento preciso para aplicar la SA):

Semestre Materia Tema y unidad Objetivo de la unidad
Primero Célculo Funciones El alumno manejard el concepto de
diferencial e logaritmicas funcién real en variable real y sus
integral Unidad Il caracteristicas principales.
Primero Fundamentos Operaciones con El alumno resolvera ejercicios que
de dlgebra logaritmos de involucren niumeros complejos usando
numeros las operaciones basicas del algebra.
complejos
Unidad |
Tercero Variable Funciones El alumno identificara las funciones
(materia compleja complejas complejas en sus diferentes formas y
que se exponencial y las podra operar adecuadamente en el
supone no logaritmica. analisis y solucién de problemas de la
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serd fisica e ingenieria.
cursada Unidad |

por el

estudiante)

Tabla 3. Extracto del plan de estudios de la carrera ingenieria en comunicaciones y electrénica, ESIME

Zacatenco, IPN, plan 2004.

No se observa ningun tipo de acercamiento planteado bajo la idea del logaritmo de un
numero negativo como introduccién a la VC, aunque quiza sea implicito en el logaritmo de
numeros complejos, en la materia Fundamentos de algebra (se consultd el programa de
dicha materia). Sin embargo, el estudio del tema Funciones logaritmicas, puede
aprovecharse en el primer semestre, para que los estudiantes puedan hacer explicito que
In(—x) es alusivo a In |x|, como dice su objetivo; “...concepto de funcién real en variable

real y sus caracteristicas principales”.

Ahora bien, determinar una serie de configuraciones para que los estudiantes de ICE
confronten la problematica de In(—x) y puedan desarrollar sus argumentaciones hasta
llegar a concluir In|x|; de tal modo que se interese por explorar y reflexionar
abiertamente el In(—x) hacia la ruta de la VC, es una tarea de la presente investigacion,

asi como la consideracién de los niumeros imaginarios.

En la presente investigacién se aplicara la situacion de aprendizaje disefiada por Cantoral
y Farfan (2008), al campo de estudiantes de ingenieria, previo al curso de variable
compleja dado en tercer semestre, estas condiciones generan lo que se tiene planeado:
Estar en condiciones, lo mas cercanas a las epistemoldgicas e intentar que los estudiantes
signifiquen la VC, como lo hizo Euler, considerando todas las nociones involucradas para
explicar In(—1), es decir, la consideracién de los nimeros complejos y el reconocimiento
de In |x| dado el In(—x). Ello sin afirmar que lo que sucede histéricamente se repite pues

nuestros estudiantes no son los personajes involucrados en la controversia.
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La siguiente tabla explica la idea de llevar desde condiciones escolares, a las condiciones

epistemoldgicas y que son objetivo a redisefiar en la SA original.

Condicion
epistemoldgical.
Objetivo para la
SA.

Condicion
escolarl: Primer
semestre.
Fundamentos de
algebra.
Condicion

epistemologica2.

Objetivo para la

SA.

Condicion

escolar2:

Segundo
semestre.
Operaciones con
logaritmos de
nimeros

complejos.

Euler, Leibniz y Bernoulli, tenian reglas de operacién de los numeros
complejos, desconocian a la VC.

Conocer a los numeros complejos, operarlos, pero a la vez, no conocer la
VC al momento de resolver la SA.

En esta materia se llevan a cabo operaciones basicas con numeros
complejos, de hecho, se tiene el acercamiento donde se ensefia al
alumnado que una ecuacién de segundo grado es la que propicia el origen
de los mismos (Martinez y Antonio, 2009; Bagni, 2001). No se ensefia la
teoria de VC.

Euler involucra a los numeros complejos en In(—x), determina que es un
logaritmo complejo, dando asi la introduccion a la teoria de variable
compleja. Pese a que no es documentado, es probable que haya dado
cuenta que el logaritmo del valor absoluto permite la existencia de In(—1)
en el campo real.

Que los alumnos y alumnas tengan los conocimientos adecuados para
enfrentar una légica de razonamiento que permita resolver las
contradicciones.

Conjeturando que los estudiantes de ingenieria pueden usar la relacidn
entre operaciones inversas de la funcidon exponencial y logaritmica, esto les
permitira explorar sobre la existencia del logaritmo de un nimero negativo
y explicar la contradiccion mayor, cuando vean que el In(—1) =i =
e"(-1 = ¢™ por tanto e™ = —1. Cabe mencionar que la poblacién de
Soto (1988) se apoyd para negar la existencia del logaritmo de un nimero
negativo, en que no sabian de un nimero que al elevar una potencia diera
como resultado un numero negativo. Es probable que si han operado

logaritmos de nimeros complejos sepan que el In (—x) es complejo, en tal

caso, lo demostraran en la SA.
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Primer Este uso de funcion logaritmica prevé un trato previo y conocimiento del
semestre. estudio de logaritmo, que se puede emplear para el reconocimiento de
Fundamentos de In |x|y en consecuencia concluir que In(—x) es real.

algebra.

Funciones

logaritmicas.

Tabla 4. Condiciones escolares por conseguir con base en las condiciones epistemoldgicas.

Si bien es cierto que se opta por la diversidad de argumentaciones por parte de los
estudiantes de ICE, se pretende que de ellas se encamine hacia la significacion

epistemoldgica realizada por Euler.

Por otro lado, si los alumnos y alumnas de ICE han conocido institucionalmente, en sus
cursos de formacion el concepto de In (—x), mediante el tema relacionado Operaciones
con logaritmos de numeros complejos (ver tabla 3) en la materia de fundamentos de
dlgebra, estan en condiciones de explorar abiertamente la interrogante y superar los
elementos epistemoldgicos que plantea la situacién de aprendizaje, puesto que no
generaran ningun tipo de restriccién o incertidumbre para explorar el logaritmo de un

numero negativo y sus diferentes argumentaciones:
1 . .
Eln(—l) = In+/—1, no les generara mayor conflicto, pues lo reconoceran.

Del In(—x) = In(x) Concluirdn que es relativo a la variable real, dado que en
primer semestre llevan la materia de fundamentos de dlgebra, cuyo tema es

Funciones logaritmicas.
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Como se ha dicho, han cursado ecuaciones diferenciales donde se usa a la funcidn
logaritmo como inversa de la funcién exponencial, en consecuencia podran asociar
a la que quiza sera la formula mas socorrida por el alumnado de ICE ( y mas
socorrida por la poblacién en Soto, 1988) para negar o explicar la existencia del
logaritmo de un nimero negativo, aquella que plantea que log,b = N, a¥ = b,
es decir, un numero al cual se eleve a una base y dé como resultado un nimero
negativo, pues esta es la definicion escolar imperante, y en esa explicacidon se
plantea lo que les permita resolver la contradiccién mayor, la propuesta por Euler;
In(—1) = ir y In(—1) = 0, de acuerdo con e™=D = ¢™ y por tanto e™ = —1. (Ver

tabla 4, condicidn escolar 2)

Cabe destacar que las afirmaciones mencionadas y basadas de los temas del plan de
estudios, pueden no ser vistos por el docente o por los estudiantes mismos y en
consecuencia no ser conocidos. Se estd guiando y suponiendo estrictamente por la ruta
del plan de estudios, que estos conocimientos se evidenciardn en los resultados de la SA 'y
sin embargo, sélo habran de considerarse como posibles conjeturas en la presente

investigacion.

Los puntos de partida que se han construido hasta el momento son: El dME no advierte de
significados del In (—x), haciendo distincién entre teoria real y compleja, ademds de que
no se considera el proceso epistemoldgico de lo logaritmico, que se relaciona con estudio
de la funcién logaritmo en consecuencia, no se reconoce al In (—x) como parte de la
funcién In |x|. Esto garantiza a los estudiantes de ICE ante una seria confrontacién

alrededor de In (—x).
Cuando se aplique la SA propuesta por Cantoral y Farfan (2008), se permitira confirmar o

negar, la determinacién de conclusiones al respecto de estos puntos de partida y

conjeturas; mediante las producciones de las y los estudiantes.
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NOTA: Para la presente investigacion se aplicé un pilotaje, del cual un alumno de
maestria definié al logaritmo como valor absoluto, él afirmaba que su maestro le dijo
siempre que; el logaritmo de un nimero negativo es un complejo, asi daba cuenta que
In(—x) = In(x) referencia al In |x|. Su profesor hacia una especie de advertencia de
significados. Cabe mencionar que el alumno tiene una formacion distinta a la de la

poblacidn de estudio; es profesor de matematicas en su formacion de licenciatura.

El discurso matematico escolar.

La influencia del dME, marca tendencia en el trato hacia los objetos matematicos y el tipo
de conclusiones que los estudiantes deben presentar debido a esa ensefianza, pues
impone argumentaciones, unas por sobre otras. Por ejemplo, la poblaciéon de Soto (1988);
la costumbre diddctica que gira en torno al lenguaje de simbolos sobre la definicion

escolar de logaritmos, coarto la exploracidn de los estuantes hacia el In (—x).

El dME genera un tipo de jerarquia donde los estudiantes estdn por debajo de profesores
y libros de texto, donde aprenden en el rol habitual del estudiante sentado y prestando
atencién a lo que expone el docente, donde se ha hecho creer a los estudiantes que la
diversidad de argumentaciones, conceptualmente distintas a un fin escolar, son errores.
Esto sesga las reflexiones de los estudiantes y conciben sus argumentaciones sin

expresarlas, por miedo a equivocarse (Cantoral y Farfan (2008)).

El dME, y la sensibilidad a la contradiccidon estan relacionados, pues el primero brinda
elementos para el arraigo en si mismo, sin la posibilidad de mirar a otros paradigmas,
siendo evidente, que estos marcaran tendencia en las argumentaciones de los

estudiantes.
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La dimension cognitiva

El trabajo de Soto (1988) reporta en gran medida los conflictos cognitivos que derivan de
su poblacién, estudiantes docencia-matemadtica, cuando se les confronta al logaritmo de
un numero negativo. Las concepciones de los estudiantes son caracterizadas
principalmente, por la tendencia a negar la existencia de dicho saber. De la misma puesta
en escena Cantoral y Farfan (2008) reportan dos grupos formados; aquellos que niegan la
existencia del In (—x), y aquellos que de aceptarlo, advierten que se debe reformular
toda la teoria, puesto que no es posible concebir un exponente al cual una base sea
elevada y dé como resultado un nimero negativo. Estas concepciones, de ambos grupos
(mds marcado en el segundo) exhiben un rigor matematico, que sélo confirmaba su
postura de inicio, caracteristico y producto de su costumbre didactica (dME). El rigor
matematico en esa poblacidn, consecuencia directa de sus cursos de formacion, hizo que
los estudiantes, intentaran refutar y abstraer cada seccién del discurso argumentativo que
se planteé en la SA, haciendo criticas validas sobe el discurso grafico y algebraico
planteado, pero sin reconocer explicitamente el In |x|. Soto (1988) hace mencién a ello,
diciendo que los alumnos tienen arraigo a la férmula de la definicion escolar de logaritmo;
log,b = N, cuando aV’ = b, porque en sus cursos se cargan los contenidos de
demostraciones matematicas. Esta ultima se ha entendido de acuerdo a Larios (2003),
como aquella que exhibe rigor matematico, es decir, que los resultados matematicos son
basados en deducciones y abstracciones. Otra consecuencia del rigor matematico, es que
generd que los estudiantes no resolvieran en su totalidad la SA; no exploraron

abiertamente el In(—1) (segunda parte de la SA).

De forma similar a los anteriores, se entienden argumentaciones de alumnos y alumnas
del curso propedéutico de la Maestria en Docencia de las Matematicas de Universidad
Auténoma de Querétaro, México, cuando se les pregunta si observan relacién alguna
entre la demostracion matematica y su carrera y en la matemadtica en general, ellos

responden:
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“El poderle demostrar al alumno de dénde y cémo se llega a una férmula. Con ella se logra
el rigor de la atencidn esmerada hacia un tema, se obtiene claridad y precisidon en el

lenguaje. Para comprobar que los resultados obtenidos son los correctos. (Larios, 2003,

166).

Los estudiantes en Soto (1988), podrian haber concebido similarmente a la demostracién
matematica, bajo la relacidén entre su futuro quehacer de docentes-matematicos.

Es precisamente de Larios (2003) que se interpreta que la demostracion matematica en
ciertos casos puede ser ambigua, y que no es formal de la matematica, es decir, no es
obligada para la construccién de una determinada nocién matematica (por eso se
entenderd como rigor matematico). Por ejemplo, tan solo para hablar de demostracion
matemadtica, primero se tiene que considerar su devenir epistemoldgico y también
observa que esta “no siempre ha tenido la misma funcion” (Larios, 2003, p. 169). Se debe
considerar ademas el nivel escolar de los estudiantes, y no considerarla como “monolitica
e inmutable” (Larios, 2003, p. 170). Limitarse a considerarla Unica en la matematica podria
llevar a una marcada vy rigida ruta deductiva de construccién de conocimiento, e intentar
abstraer y tender a demostrar todo. Asi, podemos entender el arraigo al rigor matematico

de los estudiantes en la poblacién de Soto (1988):

...No existe una concepcion Unica e inmutable de la demostracién, entonces no es posible
esperar que, en la escuela, la demostracion tenga una sola concepcidn y que ésta se
encuentre ligada fuertemente a un rigor exagerado que, ocasionalmente, se funda en el

desconocimiento (Larios, 2003, p. 171).

Una idea importante entonces es que la matematica no solo opta por la demostraciéon
para generar conocimiento, ya que se puede usar de distintos modos, para convencer,
aclarar o ejemplificar. Es asi que los homélogos ahora, ingenieras e ingenieros en
formacion, pueden inclusive hacer uso de la demostracion matemdtica usando a esta
ultima para alguna de sus usos, o bien, para simplemente explicarse el porqué de una

proposicion en la SA. Entendiendo la demostracion matematica desde su campo, tal como
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el campo de la matemadtica lo entiende, desde si. Pluvinage (citado en Larios, 2003) dice;

“lo que los matematicos aceptan como demostracion”.

Se observa que la costumbre didactica, trae en consecuencia que los estudiantes no sean
sensibles a resultados matematicos validos que implican una contradiccién debido a la
ensefianza tradicional. Los estudiantes de docencia-matematica, no son sensibles a la
contradiccion en el sentido de Cantoral y Farfan (2008), pues no exploran fuera del rigor
matemadtico y se quedan en lo institucionalizado; dan una respuesta basada en su
formacién académica (quizd algo logico), empero, lo interesante es que cuando esa
respuesta encuentra una contradiccién, matematicamente valida también, siguen en su
misma postura de inicio, no es tendencia en ellos pretender explicar la contradiccidn, ni
cambiar el paradigma impuesto en el aula, lo que evidencia el dME imperante.
Destacandolo en general, como elemento a considerar (ademas del razonamiento propio

de la matematica) en la aceptacién de un resultado matematico.

Cantoral y Farfan (2003) reportan otro caso de Sensibilidad a la contradiccion pues
explican el por qué los estudiantes dan respuestas diferentes y contradictorias de un
mismo problema ejemplificando que ante un par de ejercicios de comparar los nimeros
.999 y 1, y mostrar que podran ser equivalentes si se manipulan términos asociados a una
serie geométrica, los estudiantes no corrigen que 0.999 y 1, podrian ser lo mismo.
“Niegan a considerar como iguales a funciones matemdticamente equivalentes, pero
definidas por procesos diferentes.” (Cantoral y Farfan, 2003, p. 207). Se podria inferir que
el transito de representaciones de objetos matematicos favorece la vision critica del

estudiante, pues claramente se observa que esta es coartada por la costumbre didactica.

Se puede inferir entonces que debido a sus cursos de formacion, los estudiantes de
ingenieria, no sélo optaran por el rigor matematico para la construccién de conocimiento
sobre el In(—x), lo que bien puede desencadenar que estos resuelvan en su totalidad la

SA o al menos aceptaran el reto de explorarla; pues al estar inmersos en otro dME,

69



interpretan y abordan los objetos matematicos de diferente forma. Lo que harda que
intenten explicar la contradiccién, siendo posible la sensibilidad a la contradiccion, pues la

culminacion de la SA involucra la pregunta del por qué In(—1) = wiyIn(—1) = 0,

Por otro lado, es conocido que el devenir del saber en objeto ensefable de la nocién
logaritmo (Ferrari, 2001) no contempla la existencia del logaritmo de un nimero negativo,
puesto que epistemoldgicamente esta nocidn surge para simplificar calculos y de la
relacidn entre progresiones (aritmética y geométrica). La misma autora menciona que en
el nivel superior la nocion logaritmo se emplea como objeto tedrico, es decir, desligado de
sus origenes, omitiendo el proceso que lo llevo a posicionarse, epistemolégicamente
como objeto en si. Destacando también que en el nivel bachillerato son vistos como

definiciones que sirven para resolver ecuaciones, donde impera la algoritmia:

“Efectivamente, en una primera instancia los logaritmos aparecen en el curriculo del
bachillerato, en México, enfocados a problemas aritméticos, sin dar cuenta de los

elementos que permiten la construccion de la funcién logaritmo” (Farfan y Ferrari,

2001b, p. 417)

Esto hace pensar que la reflexién de los estudiantes de ICE acerca de la significacidon de lo
logaritmico sea limitada, al respecto de su estudio como funcién, no reconociendo que
In(—x) es alusivo a In |x|, sin saber de su potencialidad en la simplificacién de calculos y
conociéndole como una nocidn de cardcter operatorio y algoritmico. Cabe mencionar que
parte del estudio de la funcidn logaritmo, permite vislumbrar su parte grafica. Se puede
concluir que el enfoque algoritmico y de objeto abstracto (objeto tedrico) del logaritmo,
son una caracteristica importante y presente del dME, que genera un caracter operatorio

y carente de significado, donde solo las reglas de operacién y uso predominan.

En este sentido, el transito entre registro algebraico-analitico a grafico, en torno a In (—x)
puede ser esencial para lograr el reconocimiento de la funcién In |x| en la SA; asociando la
grafica de In (—x) = In (x) al concepto y definicion de valor absoluto.
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Por otra parte, estudios como Bagni (2001); Kleiner (1988); Trujillo (2005); Martinez y
Antonio (2009), permite inferir que no se considera en el sistema escolar, el ambiente
historico-conceptual de los numeros complejos (siendo fundamental su rol), desde su
aparicién en raices cubicas. Esto trae como consecuencia, que los estudiantes no miren la
necesidad de una nueva teoria y la implicacion de los niumeros complejos en ella, ademas
de ver a estos ultimos como simples definiciones; punto a favor para que los estudiantes
de ICE, no consideren a i en para la explicacién de In(—x) en la SA. Epistemolégicamente
Euler fue el Unico en integrar estas dos concepciones. Matematicos de la talla de Bernoulli
y Leibniz, no lograron demostrarlo. Evidenciando que integrar a los complejos, no es una

sencilla tarea cognitiva.

La dimension epistemoldgica

De la etapa de correspondencias en el siglo XVIII con Leibniz y Bernoulli, Leibniz tenia una
tesis fundamental que radicé en rechazar los logaritmos de nimeros negativos con apoyo
de las reglas establecidas para los logaritmos de numeros positivos, pues deducia que
1 T . . . .

Eln(—l) implica el Inv/=1 o bien logi, algo que en consecuencia, consideraba una
imposibilidad, o bien un logaritmo imaginario en el sentido que, “no existia” (Cajori, 1983,
p. 43). Empero si reconocia a V—1, como un campo de nimeros relativamente nuevo y
en proceso de aceptacion, de los que se tenian reglas de operacién; pero no los supo
involucrar a la explicacién de In(—x). Leibniz pensaba que no podia ser posible un
resultado en raices negativas, dado el uso configurado de su analisis basado en nimeros
reales y las propiedades establecidas para los logaritmos de nimeros positivos; similar a
Cardano quien no pudo entender que ecuaciones cubicas con raices negativas dieran por

resultado una cantidad real.

Bernoulli por su lado, también, ya habia visto relacidon del logaritmo con el numero i,

(Cajori, 1983), esto permite concluir que tanto Leibniz como Bernoulli, evitaban el trato

con V—1; Leibniz negaba sistematicamente In(—x) y Bernoulli pensaba que era real, pues
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se basaba en la idea del log|x|, aquel que por definicion permite que In|x| =

{ln(—x), x <0

In(x), x>0’ cayendo sus argumentos en un tipo de recurrencia, pues esta definicion
) —

brinda los mismos valores para ambos ejes.

De estas tesis, se observa lo real como un obstaculo epistemoldgico en la construcciéon de
la variable compleja (observado con Diofanto, Herén de Alejandria y Cardano, cuando les
salieron raices negativas en la resolucién de ecuaciones cubicas) concretamente con

Bernoulli y Leibniz cuando abordan el In(—x).

Mientras que el hecho de no dar cuenta que In(—x) es alusivo a In |x| en variable real,
radica en que el estudio del logaritmo hasta el siglo XVIII, se pensaba como facilitador
de engorrosos cdlculos y como modelizador de fendmenos fisicos; bajo estas intuiciones,
es que Leibniz y Bernoulli, no pudieron ahondar mds en la transicién de facilitador de
calculos y modelizador a objeto tedrico del logaritmo (Farfan y Ferrari, 2001c). Estas
dificultades sobre abordar el In(—x) en relacién al In |x|, existen tanto en estudiantes
(Pardo y Pastor, 2003; Soto, 1988) y epistemoldgicamente en el siglo XVIII, inclusive en
diferentes geografias, lo que enfila a lo logaritmico (andlisis de la funcién logaritmo
derivado de su transicion a objeto tedrico) como obstaculo epistemoldgico en la
construccidn de la variable compleja. Recordemos que es un obstaculo epistemolégico, si
sucedid histéricamente y también sucede en estudiantes (R. M. Farfan, comunicacion

personal, 25 de mayo, 2016).

Es Euler quien integra las posturas de Leibniz y Bernoulli, para concluir que el In(—x) tiene
su explicaciéon en el campo complejo, donde los numeros imaginarios permiten
determinar su significado, superando lo real como obstaculo epistemoldgico. Mientras
que en el transito formal hacia objeto tedrico del logaritmo, logra dejar de lado las

intuiciones del mismo, que concebian Bernoulli y Leibniz.
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Consideramos entonces, que la mayoria de las exploraciones del siglo XVII, quizas el mas
prolifico en ideas y formulaciones en torno a las funciones logaritmo y exponencial, giran
alrededor de las relaciones entre las progresiones aritméticas y geométricas, en tanto que
la fuerza de la misma para conjeturar y determinar relaciones de tipo logaritmico pierde
vigencia en siglos posteriores, opacada por otras ideas mas acordes al regreso a la
rigurosidad y purismo matematico que logra su esplendor en el siglo XIX con Cauchy
habiendo comenzado en el siglo XVIII con Euler y su busqueda de algebrizar los conceptos
y de determinar la analiticidad de los entes que se estaban desarrollando y utilizando.

(Farfan y Ferrari, 2001c, p. 14)

Este nuevo acercamiento de estudio al logaritmo, le da el estatus de objeto en si,
requerido para reflexionar en el In (—x) en otro dominio de nimeros y en consecuencia,

reconocerlo en In |x| para la variable real.

Esta superaciéon de los obstaculos epistemoldgicos por Euler, corresponde a la superacién
de acuerdo con la postura de Bachelard (2000), pues se lleva a cabo la interrelacién entre
conceptos para la emergencia de una determinada nocidn; cerrando el ciclo que toma al
logaritmo como relacion de progresiones y como modelizador, donde no es permisible el
In(—x) porque no tiene contratacion con la realidad, dando la entrada al logaritmo como
objeto tedrico, haciendo plausible reconocer a In|x| y considerar a los numeros
imaginarios en el In(—x), destacando asi la importancia de crear una teoria nueva. Es por
ello que la cuestién sobre el logaritmo de un nidmero negativo, es una reflexion tedrica en

el corpus matematico.

Por otro lado, Soto (1988) menciona que el defender una creencia, genera
desestabilizacidon en la forma de actuar ante una nueva situacién, y esto hace agregar o
quitar elementos a una argumentacién. A los alumnos de docencia-matematica, les hace
cometer errores, mientras que, en el siglo XVIII, a Bernoulli le hace agregar un término a
su férmula del sector circular de radio a, “consideraciones fuera de lo normal” (Soto,

1988, p. 101). Las légicas de razonamiento son similares invalidar o validar la existencia de
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In(—x), ya que parece que no aceptan en lo mds minimo los argumentos contrarios a lo
que piensan, parece que defienden mds una creencia que una estructura ldgica de

razonamiento.

Para evitar la contradiccidén propuesta por Euler, es decir, para justificar su razonamiento
o, mejor dicho, creencia. La resistencia a salir del campo real provoca desestabilizacidn, se

cambian desarrollos se quitan o se agregan nuevos elementos. (Soto, 1988, p. 99).

Significd entonces un reto, el abordaje de la pregunta tedrica sobre el In(—x), pues no
mostraba una ruta de accién légica, e implicaba a nimeros negativos y sus raices. Ademas,
los criterios de validez no eran contrastantes con la realidad, por lo que suscitan
convenciones o busqueda de consensos, mediante la discusion e intercambio de ideas en

torno a una nocion matematica.

De este proceso epistolar de intercambio de ideas y de socializacién entre Leibniz,
Bernoulliy Euler, que bien tiene atribuido el término complejo, que otros llaman amigable
y hasta tortuoso, se pueden destacar la tesis que proponia y defendia cada personaje
(Tabla 5), que seguramente, expresard la poblacion de ICE, con las respectivas

dificultades, dados los obstaculos epistemolégicos planteados sobre el In(—x):
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Bernoulli

Acepta la existencia del
In(—x). Piensa en el
campo real, hace alusion al
logaritmo del valor
absoluto de x, aunque no
explicitamente.

No concibe o no da cuenta
de la necesidad de
considerar a los numeros
complejos en la explicacion
de In(—x), para salir del

campo real.

Leibniz

No explora otro dominio
numeérico donde pueda
existir tal logaritmo. Niega
la existencia del logaritmo
de un nimero negativo,
pues aceptarlo, implica el
logaritmo de un nimero
complejo, no sabe o no
puede considerarlo a la

existencia del In(—x).

Euler

Concluye que el logaritmo
de un numero negativo, en
particular, In(—1), no es
real, sino complejo.
Introduce al dominio de la
variable compleja
integrando a los numeros
complejos en la explicacion
de In(—x). Explora
caracteristicas del
logaritmo como funcidn,
relativo al tratamiento
como objeto tedrico; para

poder concluir lo anterior.

Tabla 5. Discursos argumentativos tipo, que se espera, expresara la poblacion de ICE.

Recalcando el transito de representaciones de objetos matematicos que favorece la visién

critica del estudiante, y el aporte de Bernoulli para inferir en el campo real sobre

In(—x) mediante el pensamiento basado en la idea de simetria.

El rol de los interlocutores en el debate epistolar.

Para el origen de la VC, relativo a la extension de la definicion del logaritmo de un nimero

negativo, varias nociones matematicas obstaculizan la concepcién de la teoria (Cantoral y

Farfan, 2008, p. 253 y 254);

e La nocién de numero negativo (se resistia a un tratamiento plenamente articulado

y de significado con el resto del cuerpo tedrico).
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e Lateoria de razones y proporciones, (no estaba completamente aceptada).

e Los numeros imaginarios (que no contaba tampoco con una clara nocién de su

significado y el papel de las operaciones realizadas con estos).

Todos tambaleantes al respecto de servir como herramientas de validacion para
consolidar una nueva teoria. (Cantoral y Farfan, 2008, p. 253 y 254). Por lo que emergid
una prdctica entre los interlocutores; la busqueda de consensos, siendo esta crucial en el
debate, pues en un ambiente de intercambio de ideas y discusién, se fue puliendo el
camino de acuerdos, pues al no tener mecanismos de validacion con la realidad

circundante, la aceptacion del concepto del In(—1) dependié del debate mismo.

Existe entonces de manera general un conocimiento situado, que se presenta en cada
actor durante el debate. Ya que la calidad de los juicios esgrimidos por parte de los
matematicos de la época, no provienen del todo de una légica de razonamiento
matemadtica, sino mas bien dependen del saber cultural hasta el momento conocido, de lo
gue su contexto les ha presentado como existente y védlido, evidenciando entonces, que
las nociones matematicas surgen y se forman, cuando son discutidas, en un proceso de
interaccion social, en el que “la critica profunda permite la consolidacién de un saber

social y culturalmente establecidos” (Cantoral y Farfan, 2008, p. 253).

El debate epistolar acerca del origen de la variable compleja se emplea en investigacion en
Gomez y Pardo, 2009: Gomez, Pardo y Pastor, 2003: Cantoral y Farfan, 2008: Cajori,
1983: Soto, 1988, Kleiner, 1988; y se evidencia que la matematica es una actividad
humana (Cantoral, 2013), ya que, de un intercambio de ideas, de una busqueda de
consensos, esta la razén de ser de un saber matematico. Incluso en otro origen de la
variable compleja que es dado por Cardano, también hubo correspondencia y debates,
relativo a que Cardano, se confrontaba entre pares para resolver problemas matematicos,

siendo la resolucidn de las cubicas un tema para tal fin (Nahin, 1998).
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Sintesis

Se retomé la problematizacidn del saber con base en el modelo propuesto por Buendia y
Montiel (citado en Cantoral, 2013) como una guia, explicaciéon y descripciéon de esta

investigacion después de haber hecho, la problematizacion del saber.

Analisis Socioepistemoldgico.
Problematica de la
La aceptacion de un resultado en
matemdticas depende de elementos

variable compleja. Revision del rol de practicas.

Dificultad para comprender
logaritmos con variables negativas.

socioculturales, no sélo de la Idgica Busqueda de consensos en un
matemdtica misma. proceso de socializacion.
| Epistemoldgica. Cognitiva.

Didactica. Sociocultural.

Consideraciones del escenario y las
condiciones institucionales.

Una pregunta abstracta, tedrica. Que
genero un proceso de socializacion y
debate.

Desarrollo intencional de practicas.

La busqueda de consensos y el proceso de
socializacion donde se discutié log(—x), tuvo
por resultado la concepcion de la teoria de
variable compleja.

Construccion de la idea de variable
compleja.

Diagrama 1. Problematizacion del saber de la teoria de variable compleja. En cursivas: aportaciones de esta
investigacion.
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Epistemoldgica.
Andlisis de correspondencia, explicitacién de argumentos y dificultades por cada
interlocutor debido a la confrontacion de los OE al respecto de In(—x). (Euler, Leibniz,

Bernoulli).

Retomar la idea de Bernoulli, cuando analiza las curvas del logaritmo (Cajori, 1983, p.
43), es decir, bajo la idea de simetria que favorecerd el transito entre registros

algebraicos-analiticos a graficos, a fin de reconocer a In|x|.

Lo real y lo logaritmico, son obstdculos epistemoldgicos necesarios en la construccion
de la teoria de variable compleja; donde la consideracion de los nimeros complejos y

lo logaritmico como objeto tedrico, juegan un papel determinante.

Didactica.
La ensenanza tradicional al respecto de v —1, no advierte que es parte de otro campo
de numeros, donde las nociones matematicas no tienen la misma validez que en

variable real.

Impera la definicién escolar sobre los logaritmos, aquella que los considera como
objetos tedricos. log,b = N, cuando aV¥ = b. O bien, con caracter operatorio, donde

impera la algoritmia.

No se reconoce la funcién In(—x) como parte de In |x|. La ensefianza de la poblacién
no estd cargada de rigor matematico.
Se reconoce el aspecto operacional de los logaritmos y como objeto tedrico carece de

significado.

78



La poblacion ingenieril tendrd un peculiar manejo de los objetos matemadticos
presentes en la SA, por estar inmersos en un dME diametralmente opuesto al de los

docentes-matematicos.

e Cognitiva.
Considerar a los nimeros complejos en In(—x), es una tarea cognitiva compleja pues
se depende de la maestria en el uso de i, el hecho de que seran presentados como
definiciones, los hace carecer de sentido y menos probable su consideracién, para

explicitar la delimitacidn entre teorias. en variable compleja.

Mientras que el In|x]|, es probable que no se infiera sobre ella, no se reconozca,
debido a su carente estudio en el sistema escolar, para reconocer al In | x| que permite
In(—x) en variable real, la idea de simetria del argumento de Bernoulli, favorece el

In(—=x), x <0

registro hacia lo grafico para dar cuenta que In |x| = { In(x), x =0

Esta sintesis de las dimensiones, son las que permiten en el siguiente capitulo inferir las
predicciones e hipétesis de disefio para el redisefio en la SA, ademas de la configuracion

de significados para la superacién de los obstaculos epistemoldgicos.
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Disefio y andlisis a priori

Redisefio de la situacién de aprendizaje.

Los cambios realizados se reportan con detalle a continuacién, y tienen la finalidad de
sintetizar, esquematizar y redisefiar la SA de acuerdo con lo que se ha estudiado hasta
ahora, sin demeritar el objetivos de origen (introducir a la VC), sino por el contrario,
enriquecerlos; por ejemplo, con la posible superacion de los OF de acuerdo con la nocién
tedrica de Bachelard (2000). Debido a un pilotaje con alumnos y alumnas de maestria en
el Departamento de Matematica Educativa el Cinvestav, unidad Zacatenco, se determind

el tiempo estimado, pues estos la resolvian en un tiempo aproximado de 2 horas.

Previendo que los alumnos y alumnas de la poblacién actual tienen una formacién
académica inicial, con respecto a los alumnos y alumnas de maestria, se determind que
pudieran resolver la situacion de aprendizaje en dos sesiones de 1.5 horas. Considerando
una hora mas para la sesion de debate. Asi la situacion de aprendizaje seria resuelta en
dos dias, y el debate en un dia mas. De esa manera, las clases en los horarios escolares se
verian menos afectados. A diferencia de Soto (1988), se entrevistd a todos los alumnos y

alumnas, sin que fuese necesario la condicion de que aceptaran el In(—x).

La SA final y objetivo de cada inciso que la compone, asi como la prediccién de las

respuestas de los estudiantes, son explicados mas adelante en este capitulo.

Por tanto, el disefio se guia con la pregunta éa qué es igual el logaritmo de un nimero
negativo? Y tiene por objetivo generar una sensibilidad a la contradiccion en los
estudiantes, dado que es probable que ellos no conocen el logaritmo de un numero
negativo, en consecuencia, la pertinencia de la SA radica en demostrar que puede existir,
se pretende que reconozcan a In|x|, ademas de que con la contradiccion mayor

(In(—1) = mi = 0) se establece el sentido de necesidad de delimitar teorias..
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Las variables Globales y locales.

Variable Macro-didactica o Global: Organizara la situacién de aprendizaje en forma
general. En cualquier momento se puede observar su influencia. Por ejemplo, en nuestro
disefio se destaca la sensibilidad a la contradiccion o simplemente la idea de
contradiccion, como una variable macro-didactica. Que es visible en la investigacion en

general y también, guia la SA.

Por ejemplo, en Romero (2016) se determina que el ambiente fenomenoldgico de la Serie
Trigonométrica de Fourier [STF] dada su construccion social, hace pertinente no llevar tal
objeto matematico mediante sus practicas a su génesis original en una situacién de
aprendizaje. Por lo que se desarrolla una génesis artificial que tiene como contexto el
modelo del movimiento planetario propuesto por los astrénomos alejandrinos (323 a. C. —
30 a. C.). (Romero, 2016, p. 90). Es asi como en el disefio de su situacién de aprendizaje se
observa la tendencia hacia lo grdfico en vez de lo analitico y algoritmico para la

construccion de la STF. El tipo de variable global en este caso es dar prioridad a lo grafico.

Puesto que el alumnado esta frente a argumentos presentados acerca del logaritmo de un
numero negativo, la idea de contradiccidn se espera emerja, de cierta manera el discurso
mostrado sera congruente y reconoceran procedimientos conocidos, pero suponemos no
han sido presentados para el In(—1). Ademas, se podria determinar un momento clave
para la SA y se presenta cuando el In(—1), tiene dos valores posibles, lo que representa

inevitablemente una contradiccidn, la que llamamos contradiccion mayor.

Variable Micro-didactica o local: Organizacion de la situacién de aprendizaje en un nivel

local. Es la que va marcando paso a paso el devenir de la situacién de aprendizaje.

Dentro de este tipo de variables puede estar la justificacion cada pregunta, puesto que se

tiene por conocimiento, dado el andlisis preliminar, de qué es lo que puede responder el
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estudiante. En el siguiente apartado se especifica la finalidad de cada pregunta en la SA,

sin embargo, se puede decir que el disefio considera que cada pregunta tiene un grado de

confrontacion o de contradiccion frente al alumnado. Y es ahi donde encuentran su

justificacion las preguntas, puesto que generan contradicciones. Cada inciso marca la ruta

de superacion de los OE.

Modificaciones generales de la situacion de aprendizaje

1)

2)

Se dividid la situacién de aprendizaje en 3 partes (introduccién, primera y segunda
parte), de acuerdo con Cantoral y Farfan (2008), contemplando secuencia diddctica de

exploracion, secuencia diddctica definitiva y |la secuencia diddctica preliminar.

Se omitieron ciertas palabras que no quitan la esencia de la SA, por ejemplo; “es claro
que ... consideremos ...”. Simplemente con la intencidn que la situacidon tenga menos
texto. También se omitid la repeticién de los enunciados referentes a las actuales
preguntas 1-4 de la primera parte y enunciadas en las 3 secuencias en Cantoral y
Farfan (2008). Estos enunciados reiteran e incitan a los alumnos y alumnas, que
recuerden de forma resumida la primera parte de la experiencia, previo a resolver la
segunda parte de la misma. Pero prestando las hojas donde respondan las preguntas
1-4, ellos recordaran sin la necesidad de hacer mas extensa la SA (por ello la omisidn
de los enunciados). Asi se tendra el mismo fin que mencionan los autores, que los
alumnos y alumnas consulten sus producciones escritas para analizar en detalle los

argumentos que habian propuesto. Si es que lo requieren.

Se apoy6 en la resolucién, con el desarrollo de algunos procedimientos algebraicos,
gue no realizan la tarea total al alumnado, con el fin que las actividades no sean tan
extensas y se tenga la respuesta en un tiempo moderado. Esto se realizd para la

pregunta 1, de la segunda parte y pregunta 3 de la primera parte.

Este punto 2 sintetizo la situacidn de aprendizaje.

82



3)

4)

El enunciado que hace referencia a la definicién logaritmo por integracion (pregunta 6,
parte 1), se expone en Cantoral y Farfan (2008) como ultimo enunciado de la
secuencia escrita. Se ha cambiado ahora, a los argumentos a favor de In(—x) =
In (x), en la primera parte de la actual situacién. En vez de presentarse como ultimo
cuestionamiento previo a la sesidn de debate, se integra en esta posicién con el
objetivo de obtener mas elementos de persuasion para el alumnado, estableciendo las

condiciones suficientes para que caiga en contradiccion durante la segunda parte.

También, se respetan las preguntas relativas a la docencia, en la primera y segunda
parte de la situacidn: Les convencieron los argumentos expuestos a los alumnos y
alumnas para explicarlos a alguien que les ha preguntado al respecto del logaritmo de
un numero negativo. Pese a que la poblacion de estudio no serd profesor
(relativamente), esto le apoya para crear argumentos y consolidar la conclusién que

haya recogido de la situacion de aprendizaje.

Situacion de aprendizaje con respectivas hipdtesis de disefio.

Se explica la estructura de la situacién de aprendizaje y sus respectivas hipotesis. La

situacion de aprendizaje final y presentada a los estudiantes corresponde Unicamente a

los cuadros sombreados color gris.

Extracto de la Situacién de aprendizaje. Hipotesis.

Las palabras de exploracion, argumentos a favor de la variable real, aceptacion o

rechazo del log (—x), conceptualizacion y reflexion de la funcion valor absoluto,

devolver el juego a los estudiantes y la sensibilidad a la contradiccion en cursiva-

negritas son ideas que sirven para al final, establecer un diagrama de flujo de la SA.
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INTRODUCCION. Se pretende que inicie el proceso de reflexion al respecto del In (—x)
“Ubicar a los y las estudiantes dentro del problema” (Cantoral y Farfan, 2008, p. 261). Se

inicia la Exploracion.

INTRODUCCION

Cuando se expone el tema de logaritmos en el aula, usualmente decimos dependiendo del nivel

de escolaridad del alumnado, que si a y b son nimeros positivos log,b = N si a¥ = b o bien, si
. ., A . dt A
el logaritmo es una funcién que a cada x positiva le asocia fle = In(x) En ambas definiciones

se establece tacitamente que el logaritmo sélo es aplicable a los nimeros positivos, pero:

a) ¢A quéesigual el logaritmo de un namero negativo?
b) ¢Cual es la necesidad de considerar siempre sélo alos nimeros positivos?

INTRODUCCION Podemos dar cuenta en esta etapa, si el estudiante acepta o rechaza el
In(—x) y en qué se basa para ello, si lo acepta argumenta como Bernoulli, y si lo
rechaza, argumenta como Leibniz. Aqui también se podra observar, el conocimiento

previo del estudiante.

PRIMERA PARTE. Se presenta un discurso argumentativo que pretende que los estudiantes

acepten el logaritmo de un nimero negativo, basandonos en el dominio real.

PRIMERA PARTE
1) Puesto que la funcion logaritmo se caracteriza principalmente por las propiedades
siguientes: In(xy) = In(y) + In(x) y In(x™) = min(x). ¢Tales igualdades seguiran
siendo validas al considerar a x e y negativos? Es decir, al aplicar el logaritmo a nimeros

negativos: In(—x)(—y) = In(-y) + In(—x).

Si considera que seguiran siendo validas, intente dar una demostracion, en caso contrario

exponga un contraejemplo.

INciso 1) Se sabe que el concepto de logaritmos de nimeros negativos, en variable real
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y en variable compleja tienen diferentes concepciones. Son validas las reglas de los
logaritmos de numeros positivos en los logaritmos negativos y en los logaritmos
complejos, sin embargo, estos 2 ultimos sélo son coherentes y existen en el dominio de
la variable compleja. Como se ha dicho, en variable real el logaritmo In(—x) es alusivo
alIn|x|.

El caracter operatorio de los logaritmos en los estudiantes puede hacer que involucren
la regla de los signos limitando de cierta manera, la exploraciéon o la reflexion del
estudiante, pues de inmediato asociara que In(—x)(—y) = In (xy) y expresard que no
existen los logaritmos de numeros negativos, pues la duda sobre su existencia lo remite

a los positivos.

A partir de aqui, se hacen explicitos los Argumentos a favor del log(—x) en variable

real.

2) Consideremos la siguiente argumentacion, sabemos que (- x)%? = (x)?2, para cualquier x, Si

aplicamos la funcion logaritmo a ambos miembros de la igualdad, tenemos;

In(-x)? = In(x)?
2In(—x) = 2In(x)
In(—x) = In(x)
De modo que el logaritmo de numeros negativos no solo se puede definir sino, ademas,
hemos establecido In(—x) = In(x) mediante la argumentaciéon anterior. ¢Esta usted de

acuerdo con este argumento? ¢ Por qué?

dx —dx . ., .
3) Esclaro que ~ = —,0uepor integracion se tiene:

—dx dx
—x X

du du

—=lIlnu —=lIlnu

u u

u=—-x; du=—-dx u=x; du=dx
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du —dx du
= | p——— lnu:ln(—x) f—=lnu=ln(x)
u —x u

En conclusion: In (—x) = In (x)

Con lo que se admite la existencia de los logaritmos de nimeros negativos y ademas una
manera de calcularlos es basandose en los ya conocidos y aceptados logaritmos de
nameros positivos. Por ejemplo, si se desea conocer el In (—1) este es igual al In (1), el

In (—2) = In (2), etc. ¢ Estd usted de acuerdo con ese argumento? ¢Por qué?

INciso 2) v 3). En esta seccidn se pretende que se acepte el logaritmo de un nimero
negativo, debido a argumentos propios de la ensefanza en el dominio de los reales. Sin
embargo, pueden no ser sensible a la contradiccién, en consecuencia, también se

espera que rechacen las aseveraciones.

En lo siguiente, podemos observar si existe la Aceptacion o rechazo del In(—1).

4) Estamos ya en condiciones de calcular el logaritmo de cualquier nimero negativo, en

particular In(—1). Calculelo, In(—1) = ___

INciso 4) Mediante el célculo del In(—1), dado el discurso argumentativo previo, se
puede observar y confirmar si el alumno o alumna, ha aceptado In(—x) = In (x).

Dada la respuesta se puede interpretar si el estudiante lo ha aceptado, rechazado o aun
no sabe.

La respuesta, representa un quiebre en el desarrollo posterior de la SA porque si acepta

el In(—x) = In(x):

e Implica que calculara In(—1) = log(1) = 0. Lo que asegura el mayor conflicto

cognitivo deseado o bien, dar paso a explicar la contradiccion mayor, ya que
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posteriormente los alumnos y alumnas determinaran que el In(—1) tendra otro

valor (mi).

e Implica que estan en condiciones de realizar la gréfica del Inciso 5) que es la

grafica de In |x|.

La siguiente pregunta lleva a una Conceptualizacion y reflexion acerca de la nocion de

valor absoluto.

5) Grafique la funcién f(x) que hemos obtenido al considerar el logaritmo de numeros

negativos. Explicite f(x) parax <0y x >0

INCiso 5). Se puede recordar a los alumnos y alumnas la funcién de In |x| mediante la

relacidn que aceptaron previamente, In(—x) = In(x).

Se espera que el alumnado obtenga la grafica del In |x| y que ademads con la sugerencia

de Explicitar f(x) para x <0 y x > 0, construya o asocie la definicion del valor

—x, x<0

absoluto: f(x) = { X x>0

Este punto es requerido y necesario, cuando aparecen dos valores para In(—1). Y

remitir que uno corresponde a variable real, debido al In |x|.

Un objetivo importante en la SA es que el alumnado de cuenta que, en variable real,

In(—x) es alusivo al In |x]|.

Anteriormente, la pregunta 3, pregunta 4 y pregunta 5 estaban en un solo

cuestionamiento. Se han separado para explicitar;

87



Pregunta 5. La funcion obtenida y asi, observar si alumnas y alumnos mediante
la visualizacion, pueden dar cuenta que dicha funcién encontrada hace

referencia al logaritmo del valor absoluto.

Pregunta 4. El calculo de In(—1), que llevard a una contradiccidn posterior.

Pregunta 3. Se afirmaba con el proceso de integracién la determinacién de
In (—x) = In (x), pero no se preguntaba nada. Se ha agregado un par de
preguntas para observar qué argumentan y poder concluir acerca de su
razonamiento. Las preguntas son: ¢Esta usted de acuerdo con este argumento?

éPor qué?

Nota: Durante el pilotaje aplicado a los alumnos y alumnas de maestria, un alumno casi
supera el obstaculo epistemolégico que representa que Bernoulli habla del In|x|. El
alumno de maestria al parecer, observo desde las preguntas 2 y 3, de la PRIMERA PARTE,
que se hace referencia al logaritmo del valor absoluto, pero no relacioné conceptos
entre si para determinar que estas preguntas hablan del dominio real y concluir al

respecto.

Se pretende en lo siguiente, Devolver el juego a los estudiantes que adn no aceptan

In (—x).

6) Intentemos dar otra argumentacion a favor de In (x) = In(—x).

Sabemos que si x > 0, In(x) = flx?
Ln(x)

7222 g
1 X

Figura. 1.
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Intentemos extender esa definicién a los nUmeros negativos.
Expresando f(x) = % para x < 1 en intervalos de —x,—1,0 y 1.

[rdt=[rdt+ [[ide+ [rdt ...Suma 1

. 1 q z 25
Graficando f(x) = ~parax < 1 e ilustrando las areas de la gréafica que no corresponden a la

definicion de logaritmo, porque estan entre 0y 1.

Figura. 2.

Se observa de la figura 2 que:

01 |
[Laes [ La=o
1 t 0 t

Por ser un area positiva y la otra negativa, e iguales en magnitud, que sumadas son

cero. Por lo tanto, se tiene la suma 1.

o | 1
—dt=f —dt
. t q t
Luego:
1 1
ln(—x)=f —dt=f —dt = In(x)
a t . t
Ya que:
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Corresponde también, a areas iguales.

De donde se concluye que: In (—x) = In(x).

¢Le convencio este argumento?

¢, Si usted fuera profesor, o bien, tenga que explicar el logaritmo de nimeros negativos,

usaria esos mismos argumentos?

¢Si no es asi, de qué manera intentaria usted responder a quién le ha preguntado por el

logaritmo de nUmeros negativos?

INciso 6) Al igual que en Cantoral y Farfan (2008) y Soto (1988), este inciso pretende
persuadir [devolver el juego] a los estudiantes que aun no han aceptado la existencia de
In(—x). En esta parte se involucran elementos graficos. Pasando de un registro

analitico a un grafico.

Se espera que el alumnado que no ha sido sensible a la contradiccion finalmente acepte

que In(—x) = In(x) asi, estard en condiciones de generarse la mayor contradiccion.

Las preguntas posteriores tienen como finalidad que los alumnos y alumnas después de

las reflexiones, concreten y recojan una conclusién.
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SEGUNDA PARTE. Dado que los estudiantes han atravesado por conflictos y contradicciones
durante la resolucidén de la PRIMER PARTE se prevé que esta segunda etapa potencialice
dichas contradicciones. Aqui aparece la que Illamamos anteriormente, la mayor

contradiccion.

Al término de esta segunda parte, los estudiantes tendran que explicar las incongruencias

entre la PRIMER y SEGUNDA PARTE para obtener una coherencia matematica.

La seccion siguiente es la que causard la sensibilidad a la contradiccion.

SEGUNDA PARTE

1) Verifiguemos ahora si los resultados obtenidos son consistentes con la matematica
existente.

Del calculo sabemos que el &rea de un sector circular de radio a es =, pero @

a a’0(2i) 2a%6i a?(2i0) a’ ,
>~z |~ [ ] [ ]=[4—i[le-<-leﬂ]

a? . . a?
— [E [in (e?®) —In (e‘lg)]] = [Z [In (cos O + isen®) — In (cos 6 — isenQ)]]

_[a® ~ (cos@ +isend)
- (cos @ — isen0)

Esta férmula fue dada por Bernoulli, en 1728, para representar el area de un sector circular de

radio a y angulo 8. Comparando y evaluando en 8 = g

T . 0w
aze 3 a? [ (cos O + LsenQ)]] a? (cosi + isen 7)
2 (cos 6 — isend) 40 (cos 7 — isen %)
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a?(2) 2 isenZ 2
‘D e, | 2)] = S lIn(-1)]

2 4i —f w
( lsenz)

T2 fin(-1)

7 = gD

(Continue el procedimiento ...)

Resultado =

Pero anteriormente, con In(x ) = In (—x), habiamos obtenido In(—1) = 0.

¢Como explica el resultado al que habiamos llegado In(—1) = 0 y este ultimo resultado

In(-1) = 7i ?

¢Constituye esto una contradiccion? Explicite y argumente.

¢ Se puede salvar esa contradiccién, sin evadir? ¢Como?

Nota: (Se orienta para que los estudiantes no den vuelta a la hoja sin antes haber

concluido In(—1) = mi. En alqunos casos los estudiantes no llegaron a tal conclusién).

INciso 1) Los alumnos y alumnas deben concluir que In(—1) = i y en consecuencia
llegar a la contradicciéon mi = 0. Recordemos que previamente se habia concluido
log (—1) = 0. Ello pretende que el alumnado entre en una reflexidn e intente salvar
esta contradiccién y cambia el esquema de las posibles concepciones de los estudiantes
puesto que, cualquier camino por el que hayan optado en la PRIMER PARTE al respecto

de In(—x), tiene las siguientes observaciones:

Aceptacion: Si el alumnado ha optado por aceptar la existencia de logaritmos de
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variables negativas (lo acepto en el Inciso 4) de la PRIMER PARTE) el resultado

obtenido es una contradiccién. Obtendrd que In(—1) = wiyIn(—1) = 0.

Negacidn: Si no lo ha aceptado, el resultado obtenido sigue siendo incongruente
puesto que In(—1) = mi y In(—1) = 0 mediante procedimientos totalmente
validos. Si el alumnado argumenta que no existe o no esta definido el logaritmo
de variables negativas, tendra entonces que explicar el porqué de estos

resultados.

No sabe: Si el alumnado no estd aun en sintonia con la situacién de aprendizaje
y no logra comprender la dindmica de la misma, cabe sefialar que un resultado
en matematicas puede tener dos caminos distintos pero un mismo resultado (al
menos en el contexto en el que estamos trabajando). Es asi como los
estudiantes que no sepan que sucede en la situacion de aprendizaje porque les

resulta confuso, no estardn exentos tampoco de explicar tales resultados.

Se prevé que hagan intentos por explicar la contradiccién y para ello es posible que
involucren a la funcién exponencial como inversa de la funcion logaritmo a In(—1) =
1Ti, como un recurso algoritmico puesto que ya han trabajado ese recurso en segundo

semestre en la materia de ecuaciones diferenciales.

En esta etapa de la situacidon de aprendizaje es que pueden concluir que el In(—x),

existe en el campo complejo, usando a los nimeros imaginarios en la explicacion.
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2) Las contradicciones obtenidas surgen de considerar simultaneamente la validez de la

(cos B+isen8)

igualdad In(—x) = In(x) y la expresion del sector circular de radio a; [i—j [in ]] por

(cos B—isenB)

tanto, alguna de las consideraciones, ¢ es falsa?. Revise.

¢Le convencieron estos argumentos?

En esta pregunta, se cambid la parte que afirmaba que una consideracidn es falsa, por
una pregunta, ées falsa? Considerar la afirmacidn puede orientar el argumento

posterior del alumno o alumna.

También se desarrollé el proceso algebraico de sustitucidn, en la férmula de Bernoulli
. n . . . .z
(como apoyo en tiempos), al evaluar @ =2 dejando una indicacién para que el

alumnado continte y concluya el resultado, en un tiempo moderado.

INCISO 2) En esta udltima seccidn se pretende que los estudiantes revisen los
procedimientos que llevaron a la obtencién de sus respectivos resultados. Intentando
observar las particularidades de cada procedimiento, tanto de la PRIMER y SEGUNDA
PARTE. Que den cuenta que se utilizan nimeros complejos en un procedimiento y en
otro no, relacionando que se deben a campos de numeros distintos. Y asi dar cuenta
gue de explicar la contradiccién es pertinente la creacion de una nueva teoria, o bien,

destacar la importancia de la delimitacidn entre teorias y sus restricciones.

94




Se ha mencionado que la mayor contradiccion deviene gracias a que el estudiante acepta
que In(—x) = In(x), debido a eso, calculara que In(—1) = In(1) = 0. Y posteriormente
obtendra que In(—1) = mi, en consecuencia llegara a la contradicciéon i = 0. Es esa la
ruta trazada para puntualizar la importancia de la necesidad de una nueva teoria y la
superacién de los OE. Adema3s de intentar que el alumno y alumna asocie la funcién valor
absoluto (In |x]|) con la grafica obtenida dado que acepta y grafica In(—x) = In(x). Para
finalizar con la conclusidon que los argumentos en la PRIMER PARTE tienen validez en el
dominio de la variable real, en tanto que el logaritmo de nimeros negativos tiene dos
concepciones distintas dependiendo de la teoria. Como puede observarse, si el estudiante
no acepta la existencia del logaritmo de un nimero negativo, los objetivos previstos,
conceptualmente adoptan otro rumbo. Dejando de lado la superaciéon de los OE. De no
aceptar que In(—x) = In(x) puede no significar la grafica, puesto que no existe para
ellos. Asi como tampoco puede significar del todo, obtener que In(—1) =miy
In(—1) = 0. Puesto que él estd en una postura de negar el In(—x). Sin embargo se prevé
que no estd exento de reflexiones pues los intentos de persuasion (principalmente en la

PRIMER PARTE), pueden hacer que cambie de postura.
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Esquema de la Situacion de aprendizaje en diagrama de flujo.

éA qué es igual el lo g(—x)?

Exploracion.

y

Sensibilidad a la

contradiccion.

A qué esigual el log(—x).

¢Cual es la necesidad de considerar solo a

los logaritmos positivos?

Argumentos a favor del

log(—x) en variable real.

Es igual al logaritmo de un numero
positivo: Argumentos analiticos y
algebraicos.

(—x)? = (x)?; [=dx = [—dx

Conceptualizacion

reflexion

nocion de valor absoluto.

Grafique log(—x) = log(x).

El log(—x) es alusivo a
log |x|. Por tanto, es
real.

alcule log(—1
y
y .
Devolver el juego a los
y
estudiantes.
acerca de la

Argumentos grafico-algebraico-analitico a
partir de la definicién. Deducir.

Contradiccion

Explicar; log(—1) = mi

Integrar a los niimeros
complejos.

Delimitacion de teorias.

y
log(—1) =0

*1 1
log(x) =f ;dx = f
1 -

—dx
10X

Revision de argumentos.

Primer y segunda parte.

Introduccidn a la variable
compleja. Superacién de
obstaculos epistemoldgicos.

Diagrama 2. Diagrama de flujo, esquema de andlisis de la situacion de aprendizaje y articulacion de OE.
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Situacion de aprendizaje final

La siguiente situacion de aprendizaje fue aplicada a los estudiantes de ICE.

INTRODUCCION

Cuando se expone el tema de logaritmos en el aula, usualmente decimos dependiendo del nivel

de escolaridad del alumnado, que si @ y b son nimeros positivos log,b = N si a¥ = b o bien, si
. oz ang q dt A8
el logaritmo es una funcion que a cada x positiva le asocia fle = In(x) En ambas definiciones

se establece tacitamente que el logaritmo sélo es aplicable a los nimeros positivos, pero:

c) ¢Aquéesigual el logaritmo de un niamero negativo?

d) ¢Cudl es lanecesidad de considerar siempre sélo alos nUmeros positivos?

PRIMERA PARTE

1) Puesto que la funcion logaritmo se caracteriza principalmente por las propiedades
siguientes: In(xy) = In(y) + In(x) y In(x™) = min(x). ¢Tales igualdades seguiran
siendo validas al considerar a x e y negativos? Es decir, al aplicar el logaritmo a nimeros

negativos: In(—x)(—y) = In(-y) + In(—x).

Si considera que seguiran siendo validas, intente dar una demostracion, en caso contrario

exponga un contraejemplo.

2) Consideremos la siguiente argumentacion, sabemos que (- x)% = (x)?2, para cualquier x, Si

aplicamos la funcién logaritmo a ambos miembros de la igualdad, tenemos;

In(-x)? = In(x)?
2In(—x) = 2In(x)
In(—x) = In(x)
De modo que el logaritmo de nimeros negativos no solo se puede definir sino, ademas,
hemos establecido In(—x) = In(x) mediante la argumentacién anterior. ¢Esta usted de

acuerdo con este argumento? ¢Por qué?
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dx X . ., .
3) Es claro que - que por integracion se tiene:

—dx dx
—-x
f—:lnu f—=lnu
u=-—x; du=—-dx u=x;du=dx
du_ —dx_l -1 fu_l _1
T == nu=In(—x) u nu=lIn (x)

En conclusion: In (—x) = In (x)

Con lo que se admite la existencia de los logaritmos de nimeros negativos y ademas una
manera de calcularlos es basandose en los ya conocidos y aceptados logaritmos de
nameros positivos. Por ejemplo, si se desea conocer el In (—1) este es igual al In (1), el

In (—2) = In (2), etc. ¢ Estad usted de acuerdo con ese argumento? ¢Por qué?

4) Estamos ya en condiciones de calcular el logaritmo de cualquier nUmero negativo, en

particular In(—1). Calculelo, In(—1) = ___

5) Grafique la funcidon f(x) que hemos obtenido al considerar el logaritmo de numeros

negativos. Explicite f(x) parax <0y x>0

6) Intentemos dar otra argumentacion a favor de In (x) = In(—x).

Sabemos que si x > 0, In(x) = flx%.

Figura. 1.
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Intentemos extender esa definicién a los nUmeros negativos.
Expresando f(x) = % para x < 1 en intervalos de —x,—1,0 y 1.

[rdt=[rdt+ [[ide+ [rdt ...Suma 1

. 1 q z 25
Graficando f(x) = ~parax < 1 e ilustrando las areas de la gréafica que no corresponden a la

definicion de logaritmo, porque estan entre Oy 1.

Figura. 2.

Se observa de la figura 2 que:

01 |
[Laes [ La=o
1 t 0 t

Por ser un area positiva y la otra negativa, e iguales en magnitud, que sumadas son

cero. Por lo tanto, de suma 1.

*1 1
—dt=f —dt
1t 1t

Luego:
—-X

In(—x) = j

=1l

1dt-Jdet—l
[l =] gde=ne

Ya que:

1 *1
[ ac=[ jar
Lt Lt
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Corresponde también, a areas iguales.

De donde se concluye que: In (—x) = In(x).

¢Le convencio este argumento?

¢, Si usted fuera profesor, o bien, tenga que explicar el logaritmo de nimeros negativos,

usaria esos mismos argumentos?

¢Si no es asi, de qué manera intentaria usted responder a quien le ha preguntado por el

logaritmo de nUmeros negativos?

SEGUNDA PARTE

1) Verifiguemos ahora si los resultados obtenidos son consistentes con la matematica

existente.
Del célculo sabemos que el &rea de un sector circular de radio a es az_f), pero | @
%0 _ [a26@D)] _ [20260] _ [a%(2i6)
> = [ | = [ [ - et - -

a? . . a?
= [4_1 [in (e?®) —In (e"e)]] = [4_1 [in (cos 8 + isenf) — In (cos O — isen@)]]

_[a® ~ (cos@ +isend)
a (cos @ — isen0)

Esta férmula fue dada por Bernoulli, en 1728, para representar el area de un sector circular de

radio a y angulo 8. Comparando y evaluando en @ = g

m
a*0  [a* _ (cosf + lsene) n COS o+ isen 2)
2 [ (cos 06— lsene) [

n)]
COS —isen 2
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a?(2) 2 isenZ 2
“Q_ ey, (), = S lIn(-1)]

2 4i —f w
( lsenz)

T2 fin(-1)

7 = gD

(Continue el procedimiento ...)

Resultado =

Pero anteriormente, con In(x ) = In (—x), habiamos obtenido In(—1) = 0.

¢Como explica el resultado al que habiamos llegado In(—1) = 0 y este Gltimo resultado

In(-1) = 7i ?

¢Constituye esto una contradiccion? Explicite y argumente.

¢ Se puede salvar esa contradiccién, sin evadir? ¢Como?

2) Las contradicciones obtenidas surgen de considerar simultaneamente la validez de la

(cos 6+isen®)

igualdad In(—x) = In(x) y la expresion del sector circular de radio a; [Z—j [in ]] por

(cos B—isen®)

tanto, alguna de las consideraciones, ¢ es falsa?. Revise.

¢Le convencieron estos argumentos?
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Observaciones sobre la aplicacion de la SA.

1)

2)

3)

Se pretende aplicar la SA a estudiantes de ICE, que estarian cursando (iniciando)
variable compleja en el tercer semestre de la carrera, ya cursadas las materias de
ecuaciones diferenciales, fundamentos de algebra y célculo diferencial e integral (Ver

Tabla 3).

Se indica en la situacién de aprendizaje no borrar con la intencién de rescatar al
maximo los intentos de solucién. Por otro lado, sigue siendo el logaritmo natural (In)

al cual se hace mencion en la situacion, para generalizar el uso de la base (e).

Al igual que en Cantoral y Farfan (2008), la SA consta de dos segmentos y con las

indicaciones previas.

El primero es la aplicacién de la situacién de aprendizaje.

Y el segundo, es con la sesidn de debate si es que las respuestas en la situacion de
aprendizaje requieren discusién o aclaracién, en condiciones donde el alumnado se
sienta en confianza de participar sin mayor publico. Y sin interferencias entre
compaiieros y companeras, a fin de que no predispongan sus argumentos. Grabando y

anotando lo que se suscite.
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CAPITULO IV. RESULTADOS.

Realizacion, observacion, y recoleccion de datos.

Una vez el redisefio de la situacion de aprendizaje, orientada a la superacion de los
obstaculos epistemoldgicos, se puso en escena con estudiantes del IPN, de la escuela
superior de ingenieria mecdnica y eléctrica, unidad Zacatenco, en total fueron 13
estudiantes; 8 hombres y 5 mujeres. En las condiciones que se documentan en este
trabajo; recién ingreso al tercer semestre y cursando la teoria de variable compleja, de

hecho, fue en el horario de esta materia donde se llevé a cabo la puesta en marcha.

Se les explicd a los estudiantes que se analizaria un proceso de resolucion de problemas

matematicos por descubrimiento, nada relacionado al fin que se tenia.

El papel del profesor fue explicar que el espacio se dedicaria a tal ejercicio y que tenia que
ver con la materia (Se observa que esto no fue determinante para los estudiantes en la
resolucién de la SA). Una alumna pensd que algo tenia que ver con los niumeros complejos
y la teoria de variable, pero comenta, que sélo se lo imagino, no integro a i, no hubo

reflexiones por ella misma al respecto.

Los estudiantes resolvieron la situacion de aprendizaje en total concentracidon, mediante
dos sesiones de 1 % horas. Lo que se puede explicar como un interés y una aceptacion en
torno al In(—x). En la primera sesidon se realizd la INTRODUCCION y la PRIMER PARTE,
mientras que, en la segunda sesion, se resolvid la SEGUNDA PARTE. Lo anterior en papel y
lapiz, siendo la sesidn de debate la posterior etapa en una tercera sesion de 30 min aprox.
También se les aclard a los estudiantes que no investigaran al respecto, pues la situacion

de aprendizaje perderia objetividad.
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Analisis a posteriori y evaluacion. Resultados globales.

Se describen a continuacién, ideas que se presentaron durante todo el proceso de la

intervencién didactica. Aqui comienza el andlisis a posterioriy evaluacion.

Los estudiantes resolvieron la situacién de aprendizaje en su totalidad. A diferencia de la

primera puesta en marcha de la SA en docentes-matematicos en 1988.

Al término de la SA o durante su proceso, los estudiantes exhibieron y expresaron la idea
de contradiccidn, que se planted en el disefio. Asi como también consideraron a la mayor
contradicciéon como un conflicto cognitivo. Todo fue agudizado en la etapa de debate. De
hecho, durante la primera sesidn, un estudiante lo hizo evidente, al preguntar que le

parecia que todo era contradictorio.

En torno a esta idea de contradiccion, los estudiantes de ingenieria optaron por seguir una
ruta de exploracién y continuar con el desarrollo de la situacién de aprendizaje. A
diferencia de los docentes-matematicos que en todo momento querian refutar el discurso
argumentativo. Los estudiantes de ingenieria que en primera instancia rechazaban al
In(—x), seguian desarrollando los demas incisos, y cuando debian aceptar In(—x) para
calcularlo, lo hacian. Parecian aceptar los resultados generados en tanto les resultaran
explicables, sin importar que fuesen aparentemente incongruentes, por ejemplo, negaron
que In(—x) = In(x), y aun asi en el inciso 5, se basaban en lo que negaron para

responder a que es igual el In(—1) y también para graficar.

Existieron dudas al respecto de los procedimientos desarrollados (que se dijo, para
ahorrar tiempo), en donde también se les aclaré que no habia elementos capciosos. Se les
decia que podian corroborar dicho procedimiento. Este hecho limité que algunos
estudiantes no llegaran por si solos a la contradiccién mayor. Sin embargo, en la etapa de
debate se les explicé y permiti6 nuevamente que llegasen a resolver sus desarrollos

incompletos o en los cuales tenian dudas. Asi lograron seguir el rumbo que se deseaba.
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Existieron obstdculos de tipo conceptual, ya que algunos estudiantes en la sesién de

debate expresaron que aceptaban —In(x), refiriéndose al In(—x).
Los estudiantes de ingenieria buscaron un referente en sus respuestas y lo encontraron en

el uso de la calculadora. Fue tendencia en ellos expresar que el In(—x) “no existe porque

la calculadora lo determina asi”.

105



CAPITULO V. ANALISIS DE RESULTADOS

Para la Socioepistemologia, descrita en Cantoral (2013) el conocimiento es difiere al
saber. El conocimiento es una informacién sin uso, y el saber es poner en uso util al

conocimiento. Que en relacion al dME:

“...el conocimiento matematico aparece de forma rigida [...] tanto los profesores
como sus estudiantes aparecen como comunicadores y aprendices de un
conocimiento legitimo socialmente, pero sin la posibilidad de construirlo y

modificarlo, [...] sin valor de uso” (Cantoral, 2013, p. 171 - 172).

En las producciones de los alumnos y alumnas de la ESIME de la carrera ICE se observa la
influencia del dME. Para caracterizar estas producciones, se hace uso de las categorias de
analisis expresadas en Cantoral y Farfan (2008), las cuales conservaron su adaptabilidad a
otro campo de estudio. Todas influenciadas, unas mas visible que otras por el dME. Este
marco de andlisis, también se apoya en el uso de la sensibilidad a la contraccidn, pues se
cree que, si no son sensibles a la contradiccidon, son permeados por una ensefianza del
dME que impone argumentos. El dME coadyuva al andlisis pues los estudiantes los
reconocen, y permite entonces configurarlo a modo de que estos expresen su
pensamiento matematico. Dichos autores también comentan que las formas tipicas de
clase, donde los argumentos impositivos legitiman una respuesta conceptualmente
distinta como un error; hace que los estudiantes dada una tarea tiendan a querer, no
equivocarse, sintiendo recelo o expresando aun mas, el arraigo a lo institucionalizado
coartando sus posibilidades de exploracién y reflexién (muy requeridas para el redisefio

de la SA). Fendmeno también observado en la caracterizacion de las producciones.

Las categorias de las cuales se habla son:
NOTA; Hombres -> H

Mujeres -> M

Investigador -> E / texto en negritas
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Preguntas no escolares: cuando el tema no se ha visto en los libros ni en clases (Cantoral y
Farfan, 2008)

Es aquella visiblemente influenciada por el dME, donde se observa que los actores en
interaccidn con el saber, ocupan diferentes posiciones discursivas debido a roles del aula,
de ahi la resistencia en aceptar como valida la pregunta sobre el In (—x), pues no ha sido
institucionalmente presentada en clase. Es asi como el pensamiento inicial de la poblacién
de estudio, es guiado por una reflexién que no sefiala una ruta de accidn Iégica donde el
dME, propicia el arraigo a lo Unico conocido y limita la reflexidon (cuando no advierte de la
existencia de logaritmos de nimeros negativos), reflexion caracterizada por la inseguridad

de no haberse preguntado antes, tal cuestionamiento.

En general, la pregunta, éa qué es igual el logaritmo de un numero negativo?, en la
secciéon de , les resulta legible y explicable dado que pueden utilizar formas
verbales para argumentar, dadas por el dME.

Se observa el referente de la costumbre diddctica, inmediato a cualquier reflexién en el
pensamiento de los alumnos y alumnas que se ve reflejado en sus argumentaciones con el

uso de la calculadora.

Sin embargo, existe una parte de la poblacién que expresa la aceptacidn del logaritmo de
un numero negativo desde esta primera pregunta. Esto quiere decir que el marco de
referencia del dME no hace la apariciéon desde los primeros acercamientos, sino que es
presente en incisos mas delante de la SA. Estos estudiantes que aceptan en primera
instancia el logaritmo de un nimero negativo hacen alusién al In |x|, sin dar cuenta de

ello.

107



Evidencias.

E: éA qué es igual el logaritmo de un nimero negativo... Cudl es la necesidad de considerar
solo a los nimeros positivos?

H3:

H7:

M1:

M2:

M3:

Se tiene entendido como un error matematico... ni la calculadora puede hacer esa
operacion.

No existen los logaritmos de nimeros negativos... siempre los logaritmos positivos y de
hecho cuando lo meto a la calculadora me marca error....

Es igual al logaritmo de un nimero positivo, pues me imagino que hace referencia
graficamente a la distancia que hay entre dos puntos o un punto y el origen, por lo que
representa la misma magnitud.

Simplemente metiendo el dato a la calculadora te marca error por lo que se deduce que
no esta definido, o en su defecto no existe...

Lo que yo pensaba antes es que no existia el logaritmo...
Pensaba que era cero ... porque pensé que no se podia... vez que las raices negativas a

veces te dicen que no se pueden hacer... si lo metes a la calculadora te marca error...
pero pues pensé que era asi... entonces cero...

E: éPor qué meter el dato a la calculadora ?

M1:

M2:

M3:

H3:

He:

H7:

Para comprobar si existia... porque es mas exacto el resultado... porque no se equivoca...
Para no tener ninguna dificultad al momento de hacer las operaciones.

Pues es que es como calcular raices negativas...

A finales de la secundaria y en todo bachillerato... si aparecia un numero negativo en un
logaritmo te decian que tu procedimiento esta mal porque obviamente al introducirlo a
la calculadora de plano te iba a arrojar un error matematico... no nos decian porque, sélo
gue era error matematico...

Pues es la que hace todo practicamente, casi siempre te apoyas a la calculadora... cuando
haces el examen pues agarras la calculadora; el profesor estd dando clase, también

agarras la calculadora, pues costumbre.

Porque resulta mas sencillo manejarlos a la hora de realizar operaciones...
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Nota. M1, involucré a numeros complejos en su respuesta b) porque se imagind que algo

tenia que ver con la materia, sin embargo, solo fue una idea.

Extensidn de las operaciones y sensibilidad a la contradiccién: cuando la algoritmia permite
refutar el enunciado (Cantoral y Farfan, 2008)

El universo discursivo de referencia e impuesto por el dME, propone el entorno escolar y
las dinamicas en ella. Es asi como se puede observar su influencia para para “lo que se
dice y lo que se hace en el aula” (Cantoral y Farfan, 2008, p. 273). Las formas verbales
entonces no son las Unicas sobre las que actua el dME, este también lo hace sobre la

representacion en papel y lapiz.

Por ello en la pregunta 1) de la de la SA, basada en que Leibniz argumentaba
la no existencia de logaritmos de numeros negativos tomando como referencia las
propiedades de los logaritmos de niumeros positivos, era un intento de reflexién centrado
en una exploracidon que les permitiera cuestionarse y argumentar, si las propiedades en
In(—x) debian cumplirse en In(x). Cantoral y Farfan (2008) expresan que Leibniz
argumentaba que las propiedades eran las mismas, cdmo si debieran cumplirse en ambos
casos. Los estudiantes siguieron este desarrollo conceptual con relacion a lo que si
reconocen y validan, es decir sobre las propiedades de los logaritmos de variables
positivas y el uso de las leyes de los signos, cuando se dice que (—)(—) = (+), reglas y
leyes de la ensefianza tradicional. Este hecho produjo coherencia al dME y remitié a los
estudiantes a su postura de inicio. Lo cierto es que no tenian por qué ver a este enunciado

interrogativo como una regla.

Sin embargo, como existieron estudiantes que aceptaron el In(—x) o al menos dudaron

de su existencia en la seccién anterior, infirieron ciertas conclusiones derivadas.
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Evidencias.

E: Puesto que la funcidn logaritmo se caracteriza principalmente por las propiedades
siguientes: In(xy) = n(y) + In(x) y In(x*m ) = min(x). éTales igualdades seguirdn siendo
validas al considerar a x e y negativos? Es decir, al aplicar el logaritmo a nUmeros negativos:
In(—x)(—y) = In(—y) + In(—x). Si considera que seguirdn siendo validas, intente dar una
demostracién, en caso contrario exponga un contraejemplo.

M2:

M4:

H3:

H7:

No creo que sean las mismas ya que no existen los logaritmos de un sélo ndmero
negativo, no se mucho sobre logaritmos pero puede que tenga muchas propiedades...no
sabria decir si estoy bien, seria cuestion de aprender mas sobre los logaritmos...

Como que ignoré el signo, ves que por leyes de signos dos negativos dan un positivo,
entonces a eso me fui de alguna manera... si porque realmente desconozco o desconocia
si esto daba, a fin de cuentas lo mismo, y sélo me fui en signos ...

Teniendo en cuenta que los numeros negativos no existen en los logaritmos las
igualdades ya no son validas o no aplican.

Si el logaritmo de x es igual al logaritmo de menos x y el logaritmo de menos y es igual al
logaritmo de y, entonces esto vendria siendo lo mismo....
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Una deducciodn plausible y sensibilidad a la contradiccion: cuando la definicion produce
divergencias fruto de la deduccion (Cantoral y Farfan, 2008)

Hace referencia a que el saber matematico se adhiere al dME, cuando logra coherencia
interna. “Es funcién del saber cultural institucionalizado, otorgar validez a los hallazgos
matemadticos” (Cantoral y Farfan, 2008, p. 274). Por ello, a fin de que alumnos y alumnas
justificaran y exploraran mas ampliamente sus afirmaciones, hacer alusién a las reglas de
diferenciaciéon, uso de exponentes e integrales dotd de elementos conocidos y validados.
Esto se refiere a los incisos 2), 3) y 6) de la de la SA. Esto implicaba también
gue los estudiantes podian buscar una incoherencia al discurso argumentativo que se les
presentaba, es decir, que quiza dieran cuenta que se hace referencia al logaritmo del valor
absoluto de x; No hubo deducciones al respecto, y en su mayoria aceptaron sin mayor
problema que In(—x) = In(x), sin reconocer al In|x|, y ya en el inciso 4), confirmaban y
calculaban In(—1) = In(1) = 0, ademas de intentar graficar, la instruccién del inciso 5),
que pretendia explicitamente dieran cuenta que la gréfica era de In|x| y, en consecuencia,

concluir al respecto.

Se observa que no conocen la gréfica logaritmica pues se basan del inciso 6) de la SA para
construirla; fue un tanto curioso que se les preguntara si se habian basado en el inciso 6),
(ya que se observan las graficas muy semejantes) en su mayoria respondian que no. Este
fenédmeno puede atribuirse al contrato diddctico, en el sentido que, tenian que contestar y
no dejar incisos vacios; ya que si desconocian la gréfica podian pedir apoyo, imperd el rol
del estudiante bajo el paradigma calificativo, pues dejar incisos sin contestar, resta
posibilidades de aprobar.

Cabe mencionar que en la sesion de debate se trabajé el asociar la grafica In(—x) = In(x)
con el In|x|; se reconoce a la funcion valor absoluto, peo no se asocia del todo la idea de

simetria del logaritmo.
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Evidencias.

M5:  log(—1) =log(1) ; log(1) =0 - log(—1)=0

M2: log(—1) =log(1) =0 E: Entonces, ¢podemos calcular log(—1), con el
log(1)?

M2: Si...

H6: log(—1) =log(1)=0 E: log(—x) = log(x), élo aceptas?

H6: Pues si lo acepto ... ya mostro varios argumentos... que es verdadero ...

H2: log(—1) = log(1) ... se comprueba que el valor es el mismo.

log(—2) = log(2)

log(—n) = log(n)

H7: log(—1) =log(1)
log(1) =0 - log(-1)=0

M4: Si...

log(—1) =log(1) =0

Cabe mencionar que la poblacion de Soto (1988) si presento divergencias y radicaron en
las criticas hacia el casi reconocimiento de In|x|, como consecuencia, no avanzaron en la

SA expresando una negacién sistematica para el In(—x).
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Las primeras muestras de adhesion y la aceptacidn del contrato (Cantoral y Farfan, 2008)

La diversidad de argumentaciones, tanto para la negativa o aceptaciéon de In(—x)
expresadas por los alumnos y alumnas deja en evidencia que la aceptacién de un
resultado en matemadticas no es Unica; la légica matemadtica expresada en la SA,
reconocida por los estudiantes no es suficiente, sino que los estudiantes buscan el arraigo
a lo institucionalizado. Estas formas de aceptacion son el producto de una formacién de
identidades sociales que radica de la interaccidon entre estudiantes, libros de texto y
profesores, con el saber socialmente establecido en una institucion y que se explicitan y
validan en la medida que los estudiantes se integren a esta dinamica de interaccién
(Cantoral y Farfan, 2008). “El criterio de verdad no proviene entonces, de la discusiéon
propiamente matematica, sino de la convencién institucional en curso de constitucion”

(Cantoral y Farfan, 2008, p. 277).

En este orden de ideas, los estudiantes de ingenieria a diferencia de los docentes
matematicos, no se arraigan a una idea de negacion, se muestran en todo momento,
dispuestos a explicar los planteamientos de la SA y en la etapa de debate, asi, cada
alumno y alumna presenta cierta resistencia en diferentes puntos de la situacion, pues era
lo que “ellos sabian”, pero no argumentaban matematicamente coherente, mas bien, solo

tenian dudas que al ser aclaradas, se observa en ellos, el cambio de paradigma.
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Evidencias.

E: (—x)? = (x)?

In(—x)? =In(x)?> ; 2In(—x) = 2In(x)
In(—x) = In(x)

H2: (—x)? = (x)? ; 4(—x) = 4(x)

Estoy en duda porque ya avanzando a este nivel, pues digo como que este concepto ya
estd viejo..., al presentarme usted esto, como que me hizo cambiar [...] mi criterio va
cambiando... esto no es lo que crei en la preparatoria, es totalmente diferente... si me
entré6 como que un cambio radical en mi criterio sobre este tema de los nimeros
negativos...

H4: No porque no se podria eliminar el exponente ambos términos deberian tener 2In(—x) y
2In(x). Es que tuve una duda cuando bajo el exponente... E: Seria de acuerdo con las
propiedades de los logaritmos, siendo el exponente, puede ser coeficiente H4: Ha
ok ok... E: ¢Estas de acuerdo? H4: Si.

H1: En si no estd mal, se puede decir que es una forma de interpretarlo... hay que tener las
bases para entenderlos y trabajarlos, habria que ver si se puede trabajarlos, épor qué
no?

M1: (Como eliminas el dos para que pase aqui? <se le explica igual que H4> E: Estas de
acuerdo? M1:  pues si porque eliminas estos dos ...y ya te queda el In(x).

M2: (—x)? = (x)? ..solamente aqui igual si se eleva al cuadrado un nimero negativo, queda
positivo, éno? <se le explica, igual que a M1>

M2:  Si, esta bien...
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El siguiente dialogo muestra notoriamente, el arraigo a una idea impuesta por el dME,

donde el alumno tuvo confusion.

E: Obtenga la funcién obtenida dado In(x) = In(—x).

H7 <se le pregunta por qué rayd y puso la palabra error> ...empecé a darle valores a la funcidn
y cuando lo terminé de graficar, vi que estaba mal E: épor qué? porque la grafica de los
logaritmos... vienen siendo estas como curvas <refiriéndose a la hipérbola, muy
probablemente, lo vio en el inciso 6) de la SA> entonces aqui no sé por qué me dio eso, siento
que fue error mio... <se le pregunto si se orient6 de la SA, para graficar> no... yo sabia que la
grafica de los logaritmos viene siendo asi... pero cuando ya cuando empecé a darle valores a la
funcion (en la calculadora) me salieron mal... E: pero los resultados de la calculadora digamos
que, son correctos <se le mostrd la grafica del logaritmo y se le dijo que es, precisamente
como la que él dedujo, pero por la escala se veia asi, posteriormente se le pregunta> ¢te salié
algo diferente a lo que tu sabias y eso te hizo dudar? aja... pues siempre nos han explicado

gue asi es la grafica de un logaritmo...

E: y équé me dices ahora, con que grafica te quedas, sigues confundido? ... me confunde...
siempre nos han ensefiado que un logaritmo se grafica de esta manera... me causa confusion...

E: cual eliges, épor cual optas? por la que ya nos han dicho...E: éPor qué? ... porque es como la
manera de explicar de los profesores E: pero si hace un rato mencionabas que la calculadora
era confiable, por qué no optas por la grafica que tu dedujiste con la calculadora éno te
contradices? ... ya te entendi ... me iria por el valor de la calculadora, pero pues trataria de que
el profesor me explicara por qué me da este resultado... E: y ési te vuelven a decir que esa no
es la grafica? ... la calculadora no tiene error... <por ultimo se le vuelve a preguntar, cual
grafica lo convence mas, si la que el descubrié y referencio en la calculadora, o la que se
acuerda que le han dicho los profesores> seguiria optando por la de los profesores porque si
ya te lo repite mas de un profesor, como que ya ... te quedas con la idea de que es cierto... que

te lo hayan dicho desde la vocacional... pues tengo la idea de que esto es lo correcto...

115



De la aceptacion escolar al argumento matematico: sobre la contradiccidn en matematicas
Cantoral y Farfan (2008)

Dado que la poblaciéon de estudio en Cantoral y Farfan (2008) eran de algin modo,
futuros docentes en matematicas, esta seccidén enmarcd un ejercicio de reflexiéon al
respecto de su futuro profesional, con objeto de conducir la percepcién de los estudiantes

sobre un hipotético alumno quien aceptaria sus justificaciones en clase.

En el presente estudio se retoma esta idea a modo de guiar a los ingenieros e ingenieras
en formacidn hacia una reflexién global y sintetizada acerca del logaritmo de un nimero
negativo, bajo el cuestionamiento de qué responderian si alguien les pregunta sobre el
In(—=x) vya con el desarrollo total de la SA del cual habian sido parte.
Independientemente si el In(—x) era una nocién aceptada (o no), tenian que verbalizary
dar coherencia a las contradicciones suscitadas con una reflexion final. Esta conclusién se
vio apoyada por la sesidén de debate, ya que se volvid a enfatizar el In(—1) = —1 en la

, para después llegar aIn(—1) = mi; i = 0, con la

“se tiene la intencionalidad de permitir para la poblacién el uso de formas argumentativas
tipicas de clase a fin de buscar su aceptacién” (Cantoral y Farfan, 2008, p. 279) o bien, al
menos su explicacion, por ello se procurd guiar al alumnado hacia una conclusidon que
involucrara a los numeros complejos (conocidos por ellos) como explicacion de los
logaritmos de niumeros negativos y también para que dieran cuenta que In(x) = In(—x),

hace alusidn al In |x| (este Ultimo punto sucede, sélo en un caso).

Como alumnos y alumnas explican los resultados de la contradiccién planteada y logran
desde el punto de vista de esta investigacidon, delimitar teorias, se pensd que podrian
quizd adjudicar en consecuencia que la primera parte hacia referencia a In|x|, con esa
idea, se les comento, que si In(—1) = mi es en un campo y In(—1) = 0 en otro, complejo

y real respectivamente, por qué era entonces que [n(—1) = In(1); qué pasaba, por qué
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se tenia ese resultado. Se quiso orientar a que la pertinencia de In(—x) = In(x), radicaba

en lo real.
Cantoral y Farfan (2008) dan sentido a esta categoria orientado hacia el “dilema docente”,

en esta investigacion, esta reflexiéon orienta para la superacién de los obstaculos

epistemoldgicos.

Evidencias

E: Como explica el resultado al que habiamos llegado In(—1) = 0y In(—-1) = mi, . mwi =
0, ¢Constituye una contradiccion ?

M4: Si, éno? ... <se le recuerda lo que escribid y se le pregunta acerca de lo que escribidé... >
podria ser, éno?... aja ... un ejemplo, esto aplica para los reales (log (—1) = 0) y esto para
los imaginarios (log (—1) = mi), bueno, para otro campo... podria decir que a lo mejor
descubriste una identidad... E: éentonces... a que es igual el log(—1) ?

M4: Depende el campo, los reales o los complejos... si ti me dijeras en tal campo que no sea
los reales seria... ah pues i, si tu me dices los reales, ah!, es cero...

H8: Conclui que si hay una contradiccidon porque no puede haber dos resultados con el mismo
procedimiento, podemos tener muchos procedimientos pero siempre obtener el mismo
resultado sobre todo en matematicas, fue ahi donde dije ... tal vez alguno de estos dos
argumentos, la primera parte o la segunda es incorrecta, porque no pueden dar dos
resultados... y crei que como venia la i, dije, ah bueno, tal vez en el plano de los complejos,
este resultado de log (—1) sea correcto... en el plano de los reales da un valor y en el
plano de los complejos da otro... dije bueno tal vez pueda ser una transformacion ... o que
en un plano de un valor y en otro, de otro...
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E: Entonces por qué parece que existe log (—x) = log(x) ... de considerar los reales,
llegamos a eso...

M4: A lo mejor solo es una extension mas de los logaritmos que por alguna razén no nos
quieren dar ahorita y no se mas adelante van a decir, el log (—x),era por esto por esto y
por esto, ah y en calculo, este, te decian que no existia porque te ibas a confundir o algo
asi...

H8: por medio de su gréfica, entonces, primero encontrariamos al logaritmo de un nimero
positivo y encontramos que es cero y siguiendo las propiedades el log (—1) =log(1) y
tenemos que es cero ... en esa parte podemos llegar en la parte de los reales y en la parte
de los complejos, ah igual haciendo el desarrollo obtenemos que el log (—1) = mi y se
obtienen dos valores o dos resultados distintos , porque son dos campos totalmente
distintos, no son lo mismo... E: ¢Y esta grafica que particularidades me dijiste que
tenia? (la del inciso 4) ah, que se asemeja al valor absoluto... E: en el inciso 4 para x <
Oy parax > 0... éla funcidn cual es? ...el logaritmo de menos x... estan tomando valores
negativos de x... y seria logaritmo de... positivos de x... si hacemos el valor absoluto a los
logaritmos o a los argumentos, entonces no importa en qué sentido vaya, siempre va a ser
lo mismo... E: recuerdas la definicion del valor absoluto, me la mencionabas... esta
no te parece una definicion de valor absoluto eh, sip... E: y de que estamos hablando de
los logaritmos E: entonces esto a qué es igual (la grafica) al logaritmo del valor absoluto
de x, éno>...

El reflejo de los conocimientos culturalmente establecidos: la practicidad de la ingenieria y
la demostracion matematica

Dado que el saber matematico no ha sido creado para ser ensefiado en la escuela
(Cantoral (2013)) cuando eso sucede, pierde su esencia y significado a fin de ser
sintetizado y ensefnable. Es asi que la concepcidn del logaritmo de un nimero negativo
como introduccién a la teoria de variable compleja, es una cuestion totalmente
desconocida para los estudiantes, tanto en 1988 y en 2017, producto de la ensefanza
tradicional. La ensefianza de los logaritmos debiera involucrar una advertencia singular, y
no una negacion de existencia como lo expresa Gémez, Pardo y Pastor (2003) dado el
analisis de un libro de bachillerato donde el libro niega indirectamente y evade el
logaritmo de numeros negativos. Dadas las producciones de los estudiantes, se confirma

gue el dME al cual estan inmersos, no advierte de la existencia de logaritmos de nimeros
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negativos en otro campo de numeros, pero si niega la existencia en el dominio real

(comentarios de algunos estudiantes).

En la poblacion de Soto (1988), se dedujo que si existia el In(—x), podria responder a una
nueva teoria, pero no se involucraron los nimeros imaginarios. Ahora bien, parte de la
poblacion de ingenieros, logra involucrarlos, pero no logran dar cuenta que el logaritmo
de un nimero negativo por extensién de los positivos es el valor absoluto de x, como casi
lo realizan los primeros. Lo que confirma que el dME impone la tendencia hacia el trato de
los objetos matematicos. Sin embargo, los estudiantes de ingenieria logran mostrarse
flexibles al dME pues siempre se muestran dispuestos a explorar el discurso planteado en
la SA, al menos, parece que dudan de su dME e intentan seguir, en tanto lo puedan
explicar. Esto se enfila como una paradoja, pues no se podria afirmar si esta caracteristica
de exploracion es propia de esta poblacion de estudio o bien, es aquella caracteristica

dada por el dME para salir del mismo dME.

Podria decirse que la practicidad de los ingenieros e ingenieras en formacién es una
caracteristica dada por el dME pues es diferente a aquel cargado de rigor matematico
exhibido por el analogo, en los docentes-matematicos. En la poblacién ingenieril, la se
observa la calculadora, como un referente importante, parte de esta practicidad, pues

argumentaron que el In(—x) no existia, porque en la calculadora, no se podia determinar.
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Evidencias

E: éCual es la necesidad de considerar siempre sélo a los nimeros positivos?

H4: Se hace mas facil el manejo de los nimeros... bueno de los logaritmos, que si fueran
negativos...

M2: Para no tener ninguna dificultad al momento de hacer las operaciones.

M5: Que es mas facil responder problemas y graficar, muchas veces me he confundido al
momento de usar nimeros negativos y siento que usando nimeros positivos la
operacion es mas exacta y rapida.

H7: Se usan mds los niumeros positivos porque resulta mas sencillo manejarlos a la hora de
realizar operaciones...

M4: La manera de manifestarlos en su aplicacidn resulta mas sencilla de operar y verificar...

H3: Esto quizas se deba en el uso y aplicacién de logaritmos en la resolucidn de problemas,
ademas que en todo el trayecto cuando aparece un nimero negativo en algun calculo se
nos indicaba que eso no era posible en un logaritmo por lo consiguiente habia algun
error en el procedimiento...

Sintesis

La sensibilidad a la contradiccion es evidente en los estudiantes cuando pueden indagar

rutas no claras al respecto del In(—x) y no tener arraigo al dME imperante. Esta

incertidumbre se vislumbraba como aquella que impediria avanzar y concretar la situaciéon

de aprendizaje en los estudiantes de ingenieria, puesto que ya hay un antecedente (Soto

(1988)), sin embargo, en los estudiantes de ingenieria no se observd un arraigo a una

forma explicita o implicita de conocimiento. Los estudiantes de ingenieria tienden a

intentar explicar los resultados obtenidos. En dado caso este arraigo radico en la consulta

de la calculadora o bien, en el pensamiento que forma un dME que tiene por objetivo

emplear a las matematicas como un fin, Unicamente para la resolucién de problemas.
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CONCLUSIONES

Explorar el pensamiento matemadtico en ingenieros e ingenieras en formacion, permite

concluir diversas conjeturas.

En la enseflanza tradicional de la ESIME Zacatenco no se consideran los elementos
epistemoldgicos que dieron origen a la teoria de variable compleja, en consecuencia, no
se desencadena el proceso de socializacién, a fin que haga posible que esta teoria

matematica sea debatida.

La confrontacion a la situacién de aprendizaje, deja claro que existen elementos
intrinsecos y necesarios de confrontar para la construccion del conocimiento matematico
acerca de logaritmos de niUmeros negativos, ya que los argumentos para responder a esta
interrogante tienen una extrema similitud, en tres épocas, geografias y campos de estudio
distintos; los matemadticos del siglo XVII, los docentes-matemdticos en 1988 vy los

estudiantes de ingenieria en 2017.

Ahora bien, en torno a la interpretacion y manejo hacia los objetos matematicos sobre el
discurso del In(—x), dan muestra de los constructos tedricos del acercamiento
sociocultural, entre la racionalidad contextualizada y el relativismo epistemoldgico. En el
campo ingenieril, se muestra arraigo a un concepto que se ha llamado practicidad
matematica, pues se demostrd que los estudiantes de ingenieria construyen conocimiento
sin la necesidad de un rigor matematico, por el contrario, muestran que la tendencia del
discurso oficial de clase se orienta hacia el calculo de operaciones, donde destaca el uso
de la calculadora como elemento importante, pues es un referente en las respuestas de
los estudiantes, estos, muestran disposicidon a explorar la SA de la cual no tienen mayor
complicacién para aceptar y responderla en su totalidad. Infiriéndose que esta
caracteristica, es dada por el dME, pues la falta de rigor rompe la familiaridad con los
signos matematicos, dejando a los estudiantes de ingenieria en condiciones de basar su

comprension al terreno conceptual, sin expresiones matematicas. Caso contrario a los
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docentes-matematicos que pretendieron refutar cada pregunta planteada de la SA, no
mostrando flexibilidad a lo que no es demostrable en lenguaje matemadtico o bien,
mediante el rigor de su dME. Asi, los estudiantes de ingenieria y los docentes
matemadticos, establecen un tipo de razén de acuerdo con su contexto y en consecuencia
construyeron una introduccion distinta a la variable compleja(relativismo epistemoldgico).
Pues, la tendencia de los estudiantes de ingenieria radicé en la delimitacién de teorias
mientras que en los docentes-matematicos, sobre la nocién de In|x|.Es asi que la
poblacion estudiada es sensible a la contradiccion en el sentido de Cantoral y Farfan
(2008) para explicar un resultado contradictorio en el In(—1).

Esto también evidencia al conocimiento como situacional pues los cursos de convencion
institucional entre estudiantes de ingenieria y docentes-matematicos, marcaron la
introduccion a la teoria, desde su formaciéon académica. Los docentes-matematicos
expresaron que tenian que reconstruir la teoria (obviamente refiriéndose a la teoria de
variable compleja) sin explicar las contradicciones. Mientras que los ingenieros lograron la
introduccién al concluir que In(—1) = mi y In(—1) = 0 en variable compleja y variable

real, respectivamente. Es decir, se basaron de las contradicciones.

El redisefio de la situaciéon de aprendizaje articulando la superacién de los obstaculos
epistemoldgicos propuesta por Bachelard (2000), se observa que los estudiantes siguieron
la ruta planteada, y al menos uno, se cree [H8], logré la superaciéon de los obstaculos
epistemoldgicos, como lo realizé Euler, destacando que la idea de retomar el argumento
de Bernoulli sobre curvas (Cajori, 1983, p. 43) o idea de simetria, coadyuva en el
reconocimiento de In|x|, favoreciendo la representacién del registro analitico y

algebraico, al registro grafico del estudio de logaritmo como funcion.

De dicha ruta planteada, se observa la influencia del contrato diddactico, pues se evidencio
cuando los estudiantes se basaron en graficar igual que lo que se habia puesto en el inciso
6), que era la definicién de logaritmo dado el area bajo la hipérbola equildtera, es decir,

probablemente no sabian cdmo graficar y sin embargo, contestaban, pues quiza por su rol
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de estudiante “no podian dejar en blanco una pregunta”. Cabe mencionar también que las
respuestas de tipo didactico por parte de los estudiantes, los remite a su rol impuesto,
pues no se creen capaces de descubrir y crear conocimiento nuevo en su condicidn de

estudiantes, confirmando que la postura es; el estudiante calla y el profesor enseia.

Se observa que el dME actué de manera que limita la reflexion; pues no se estudia la
funcién logaritmo de manera tal que se reconozca como aquella que permite la existencia
del In(—x), alusivo a In |x|. Ademds de que los nimeros complejos en el sistema escolar
no son debidamente presentados pues siguen la idea que epistemoldgicamente no tuvo

un desarrollo conceptual.

Dichos constructos tedricos el contrato didactico y el dME inhibieron la reflexion e
imposibilitaron a los estudiantes; se pensé que al graficar In(—x) = In(x) podrian asociar
a In |x|, aspecto que no sucedié en su mayoria. También fue tendencia observar que no
argumentan para contradecir el discurso argumentativo, y para el inciso 4) ya habian
aceptado la validez de In(—x) quien no lo aceptaba no sabia decir concretamente por

qué, se observa de nuevo la influencia del contrato didactico.

Cabe mencionar que la problematizacidn del saber dio pautas para la adaptacidn de la
situacion de aprendizaje, que sigue generando argumentaciones tipo a las de Leibniz,
Bernoulli y en esta investigacidon, ya también a las de Euler. Dicha problematizacién
permitid identificar los obstdculos epistemoldgicos: que procesos reales determinen
cantidades complejas y lo logaritmico bajo la intuicion de relacidn de progresiones y como

modelizador.

El proceso de confrontacién de los obstaculos epistemoldgicos y de socializacién al
respecto del logaritmo de un nimero negativo generd en los estudiantes una diversidad
de argumentos de los cuales, mas que la aceptacidon o rechazo de los mismos, es

determinante la integracion de todas las variables para observar la constitucion
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matemadtica de un concepto, postura tedrica de Bachelard (2000). En la medida que la
matemadtica escolar involucre procesos de tal indole, dejara la postura de que favorece

solo un tipo de razoén al respecto de otra.

De acuerdo con la conclusién de Cantoral y Farfan (2008), en el presente estudio se
observa también que la aceptacién de un resultado en matemadticas no depende
exclusivamente de la ldgica matematica, pues intervienen elementos adicionales de orden
sociocultural como el dME, que permite el arraigo en sus argumentaciones (al igual que en
la poblacion de Soto, 1988), sin embargo en la poblacidn ingenieril no se muestra un
arraigo contundente, muestra de ello son sus repentinos cambios de paradigma. Este
arraigo se manifesté notoriamente, no sélo en la aceptacién de In(—x), caso concreto de
H7, que construyo una grafica que el mismo descubrid, pero que rechazo puesto que en
sus cursos de formacion le habian dicho que la grafica no era asi. El se quedé con la Gltima

conclusion.
Con esta investigacion, se sensibiliza sobre qué matematica y hasta qué punto, sirve a la

formacién del ingeniero. Pues es obligado cuestionarse si el rigor matematico en sus

cursos de constitucidn es suficiente.
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RECOMENDACIONES A FUTURO

Comparar resignificaciones progresivas.

Seria importante observar y dar seguimiento a las y los alumnos entrevistados. Comparar
con aquellos que no se les aplicé la situacidn de aprendizaje. Ya en el curso de la carrera,
observar en ambos casos la resignificacion progresiva, en el sentido de si han estado en
condiciones de entender las materias que se nutren de la teoria de variable compleja y

que significaron de una manera epistemoldgica.

Contextualizar a las materias de la carrera de ICE que se nutren con la variable compleja.

Una vez aplicada la situacidén en tercer semestre, seria interesante observar y aplicar
situaciones posteriores, que involucren una prdactica de referencia del ingeniero en
comunicaciones y electrénica. llustrando y significando la potencialidad de la teoria en

ambitos ingenieriles.

Mostrar al nUmero imaginario como imposibilidad.

En el resultado de In(—1) = mi generado en la segunda parte de la SA, dado el circulo de
radio a, una interpretacion seria que, no hay area que calcular. Tomando ideas de Nahin
(1998) podria mostrarse que los niUmeros i pueden representar imposibilidades de realizar
algln procedimiento. llustrando que entonces, el uso de i como una posibilidad de

explicar un determinado proceso en condiciones concretas.

Superacidén de los obstaculos epistemoldgicos.

Quiza una manera de apoyar la superacién de los obstaculos epistemoldgicos es que se les
involucre en el disefio de la SA a las y los alumnos, lo que reflexionaba Cajori, citado en
Cantoral y Farfan, 2008); el logaritmo de un nimero menor que uno es negativo, el
logaritmo de un nimero mayor que uno es positivo, entonces, el logaritmo de un nimero
negativo no puede tener como resultado un nimero positivo ni negativo, sino otra clase

de numeros.
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También, extender la situacién de aprendizaje. Desde la significacion de los numeros
complejos, comprobando la etapa de rechazo y la posterior maestria en su manipulacion,
que diera por resultado integrarlos a la explicacién de In(—x), de una manera efectiva,
desde el disefio mismo de la SA. Por el lado de reconocer al In |x| que permite In(—x) en
variable real, seria conveniente involucrar y resaltar la definicién de logaritmo que
involucra al drea bajo la hipérbola en ambas ramas, para todo el eje x, haciendo uso de la
argumentacion geométrica que representaba Bernoulli para determinar si esta idea del
valor absoluto, de alguna manera emerge. Cabe mencionar que el transito entre registros
graficos y analiticos-algebraicos, favorecid el reconocimiento de In |x| por parte de un

alumno.

La articulacidon de las practicas sociales en la construccidn social de la teoria de variable
compleja.

Estudiar en concreto el accionar de los matemadticos de la época, los docentes-
matematicos y los estudiantes de ingenieria para determinar el esquema de anidacién de
practicas que propone explicar la construccion social del conocimiento de la variable
compleja. Comprobar si los momentos epistemolégicos planteados coadyuvan en tal

labor.

Aplicar la situacion de aprendizaje a profesores.

Estudiar las producciones de los profesores bajo el mismo enfoque de esta investigacion.

A fin de caracterizar los resultados y sensibilizar a los docentes en su ensenanza.
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