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RESUMEN

En el documento se examinan cualitativamente algunos aspectos de las relaciones
entre la certeza que experimentan agentes de clase en torno a hechos de las
matematicas, y su comprension; los sujetos que intervienen en el estudio participan
en un diplomado de ensenanza de las matematicas en linea. Para el andlisis se ha
tenido que disehar un marco interpretativo en el que se proponen diversos
instrumentos de interpretacion, el cual aqui se expone. En el segundo capitulo se
muestra el caso de una estudiante-asesora que acompanaba y retro-alimentaba su
certeza en los hechos de las matematicas con su comprension conceptual. Se podria
esperar que todos los alumnos presentaran relaciones epistémicas semejantes. En el
tercer capitulo se presenta un caso historico en el que certezas extra-matematicas
llevan a razonamientos matematicos invalidos y se compara con un caso semejante
que se dio en el ambito de la educacion virtual. En el cuarto capitulo se aportan
evidencias de que la certeza, o estados altos de presuncidn, pueden también ir de
la mano de la comprension procedimental, o que incluso pueden ir asociados a la
casi total ausencia de comprension conceptual. Se sugiere la necesidad de que
educadores tomen conciencia de que las certezas en hechos de las matematicas no
siempre estan basadas en comprensiones matematicas.

ABSTRACT

This document examines qualitatively some aspects of the relationship between
certainty and understanding of mathematics facts by agents in the classroom. The
subjects of the study were participants in an online teaching diploma course. A
interpretive framework was designed for the analysis, for which various
interpretive tools, described in the paper, are proposed. In the second chapter, the
case of a student-advisor who feedback his certainty in the facts of mathematics
with conceptual understanding was shown. One might expect that all students
submit similar epistemic relations. In the third chapter an historical case is
presented in which extra-mathematical certainties lead to invalid mathematics
reasonings, and this is compared to a similar case that arose in the area of virtual
education. In the fourth chapter evidence that certainty, or higher states of
presumption can also go hand in hand with the procedural understanding, or may
even be associated with the virtual absence of conceptual understanding are given.
The document argues that certainty does not always imply understanding; it is
essential that teachers take this into account, since many of their decisions in the
classroom are based on displays of what they interpret as the students’ certainty.



INTRODUCCION

La investigacion cuyos resultados aqui se exponen se centra en el andlisis de
estados internos como el convencimiento, la conviccion, la certeza, la presuncion o
la duda en torno a hechos de las matematicas (los que se representan a través de
afirmaciones de contenido matemadtico) que vivencian agentes de clase,
especificamente, estudiantes-asesores (i.e., asesores en formacion) que participan
en un foro virtual. En particular, se analizan las relaciones entre la comprension y
esos estados internos. Consecuentemente, en esta investigacion se reconoce la
importancia de que en la educacion matematica se promueva certeza y estados de
convencimiento en torno a enunciados de las matemadticas, siguiendo siempre
criterios de esta disciplina (pertinentes al nivel educativo y al tema).

PREGUNTAS DE INVESTIGACION

Las preguntas generales que surgieron a lo largo de la investigacion fueron las
siguientes:

¢Cbémo se pueden examinar y sugerir de forma sustentada los estados internos que
experimentd un participante en un foro virtual en torno a hechos de las
matematicas?

(Qué relaciones se pueden encontrar entre la certeza que experimentd un
participante que particip6 en un foro virtual y su comprension en torno a hechos
de las matematicas?

(Qué patrones se pueden encontrar en las relaciones entre la certeza que
experimento un participante y su comprension?

(Qué consideraciones didacticas se pueden desprender de esas relaciones?
OBJETIVOS GENERALES

Para responder a las preguntas de investigacion se plantearon los siguientes
objetivos:

Estudio de casos en el que se analizaron las relaciones entre los estados internos
que experimentd una persona en el contexto de un foro virtual y su comprension
en torno a hechos de las matematicas.

Elaboracion y aplicacion de un marco tedrico interpretativo que permitioé sugerir
los estados internos que experiment6 una persona en un foro virtual y su
comprension en torno a hechos de las matematicas.

Recurrir a la historia de las matematicas con el fin de encontrar casos que
ayudaron a sugerir y comprender la generalidad de los fendmenos encontrados.



ORGANIZACION DEL DOCUMENTO

Los resultados de la investigacion fueron publicados en tres articulos enviados a
congresos con arbitraje internacional: el primero de ellos a las memorias del I
Congreso de educacion Matematica de América Central y del Caribe (I Cemacyc),
el segundo de ellos a la Joint Meeting of the International Group for the
Psychology of Mathematics Education (PME 38) and the North American Chapter
of the Psychology of Mathematics Education (PME-NA 36) y el tercero al XVIII
Simposio de la Sociedad Espanola de Investigacion en Educacion Matematica.

En cada uno de los capitulos se realiza una reconstruccion etnografica de esos
articulos con el fin de explicitar el proceso mediante el cual se llegd a los
resultados. De acuerdo a Bertely (2000) mostrar como el investigador construyo
sus afirmaciones y tejidos interpretativos incide en la consistencia y fortaleza de
sus descubrimientos.

En el Capitulo 1 se delimita el referente empirico de estudio describiendo el
escenario y los actores que se eligieron para realizar la investigacion.

En el Capitulo 2 se realiza una reconstruccion etnografica del articulo Criterios de
certeza en el contexto de un foro virtual. En esa reconstruccion se muestra un
primer nivel de analisis: el registro del fragmento que contiene las participaciones
de los estudiantes que se utilizaron para la elaboracion de ese articulo tal y como
quedaron registradas en la plataforma Moodle; en el apartado de la interpretacion
del tutor se muestran las dificultades a las que me enfrenté en mi labor como tutor
que derivaron en las primeras preguntas, inferencias y conjeturas de la
investigacion; en los apartados correspondientes a la primera y segunda revision
bibliogrifica se muestran las categorias tedricas que surgieron de revisiones
bibliograficas y que conformaron un primer marco teorico para el analisis de las
participaciones de los estudiantes; en el apartado correspondiente a la triangulacion
se muestran los cuadros que incluyen la triangulacion entre las categorias del
intérprete, de los autores y de la estudiante que derivaron en la propuesta del
instrumento tedrico-metodologico para sugerir los posibles estados internos que
experimentaron los participantes en un foro virtual; en el apartado Modelo 3UV se
muestra la primera revision bibliografica que finalmente se utilizé para analizar la
comprension de los estudiantes en torno al uso de la variable; en el apartado
Version publicada del articulo se muestra la version tal y como aparece en las
memorias del I Congreso Internacional de América Central y del Caribe y
finalmente, en el apartado Triangulacion entre pares se da a conocer la revision del
arbitro del congreso.

En el Capitulo 3 se realiza una reconstruccion etnografica del articulo “Certezas
matematicas en la historia y en la educacion a distancia”. En esa reconstruccion se
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muestra un segundo nivel de analisis: en el apartado El caso de Mariana se muestra
el registro del episodio que aparece en el articulo tal y como se publicéd en la
plataforma Moodle, el apartado Interpretacion del tutor y de los investigadores
muestra un primer analisis de este nuevo registro que junto con algunas categorias
teoricas derivaron en una nueva pregunta de investigacion que se recoge en el
apartado Una nueva pregqunta de investigacion, en el apartado Una nueva revision
bibliogrifica se detecté una nueva posibilidad de triangulacion tedrica para sugerir
la generalidad del fendémeno del caso empirico. En el apartado EI caso de Jeymi se
analiza la intervencion de Jeymi en el episodio para sugerir patrones de certeza en
la estudiante. Finalmente se incluye un apartado en el que se muestran las
valoraciones de los arbitros como parte de la triangulacién entre pares.

£’

En el Capitulo 4 se muestra la reconstruccion etnografica del articulo “;Certeza
implica comprension?” que forma parte del segundo nivel de analisis. En el
apartado EIl registro se muestran las participaciones tal y como quedaron
registrados en la plataforma Moodle y que derivaron en un nuevo analisis que se
incluye en el apartado Interpretacion de los investigadores, andlisis que permitio
valorar la pertinencia de las primeras categorias de analisis y que derivo en la
emergencia de una nueva revisién bibliogrifica de la que surgieron nuevas
categorias; en el apartado surgimiento de un nuevo marco tedrico se explicita la
triangulacién entre esas nuevas categorias tedricas, las categorias de los
investigadores y las categorias de la estudiante que condujeron a un nuevo marco
teorico con el que se analizo el nuevo episodio.

Cada uno de los articulos forman parte del tercer nivel de andlisis que sugiere
Bertely: la escritura de informes finales.

Como el lector se puede percatar, la estructura de este documento no es la que
suele darse cominmente a una tesis en el que los antecedentes, el marco tedrico y
el andlisis de resultados se organizan de forma separada. Debido a las
caracteristicas etnograficas del estudio esos apartados se amalgaman en cada uno
de los capitulos que conforman este documento. Estas caracteristicas etnograficas
se dan a conocer en el siguiente apartado.



CAPITULO 1

CONSIDERACIONES METODOLOGICAS
GENERALES

1.-LA INVESTIGACION ETNOGRAFICA

Este documento se inserta dentro de la perspectiva etnografica aplicada a la
investigacion educativa que segun Bertely (2000) se introduce en México de
manera sistematica a finales de la década de los setenta del siglo XX. Bajo esta
perspectiva, continta la autora, el etndgrafo educativo debe hacer explicito el
proceso de auto comprension que experiment¢ al interpretar, narrar y producir un
texto acerca de la cultura escolar. Cultura escolar que segtin la autora se configura
a partir de la triangulacion permanente entre tres tipos de categorias: las categorias
sociales definidas como representaciones y acciones sociales inscritas en los
discursos y practicas lingiiisticas y extralingtiisticas de los actores, las categorias de
quien interpreta, que se desprenden de la fusion entre su propio horizonte
significativo y el del sujeto interpretado, y las categorias tedricas producidas por
otros autores relacionadas con el objeto de estudio en construccion.

Para Bertely la perspectiva etnografica de educacion incorpora distintos enfoques
significativos (el enfoque de los actores, el de los autores de la bibliografia y el del
intérprete) y se inicia a partir de la inscripcion e interpretacion de subjetividades.
La definicion de un documento etnografico, dice la autora, muestra como el
investigador construyd sus afirmaciones y tejidos interpretativos, reconstruccion
que incide en la consistencia y fortaleza de sus descubrimientos. Las tareas
implicadas en la elaboraciéon de un documento etnografico, dice Bertely, estan
relacionadas con distintos niveles de analisis correspondientes a unidades
descriptivas e interpretativas subsecuentes, relacionadas con una menor o mayor
profundidad analitica, y expresadas en conceptos cada vez mads abstractos y
distintos del nivel empirico que les da forma y contenido. En un primer nivel de
analisis ella propone que el etndgrafo educativo requiere:

Elegir un campo problematico



Establecer las dimensiones que intervienen (curricular, institucional o social)

Delimitar el referente empirico de estudio (contexto, escenario, actores y
comportamiento)

Realizar registros de observacion y entrevista.
Subrayar lo sobresaliente en la columna de inscripcion.

Preguntar, inferir, conjeturar, e identificar patrones emergentes en la columna de
interpretacion.

Crear listas de patrones emergentes.

Estructurar cuadros de categorias que incluyan los patrones emergentes y faciliten
el acceso a los datos empiricos que les dan contenido.

Realizar lecturas tedricas que le permitan identificar conceptos y hallazgos
relacionados con su campo problematico.

Entre el primer y segundo nivel de analisis, continia Bertely, el etnografo
construye un primer puente analitico con el objeto de replantear su campo
problematico. A partir de la elaboracion de esquemas depura sus preguntas y
dimensiones de andlisis e identifica la relacion entre sus primeras categorias
analiticas, los patrones emergentes y los conceptos tedricos producidos por otros
autores.

En un segundo nivel de analisis la autora sugiere que el etndgrafo puede:

Realizar observaciones o entrevistas focalizadas en una segunda etapa de trabajo
de campo.

Analizar los nuevos registros de observacion y entrevista.

Valorar la pertinencia de las primeras categorias de andlisis y patrones emergentes.
Organizar la informacion a partir de su tltimo marco de categorias.

Analizar a profundidad los patrones emergentes vinculados con sus categorias.
Detectar nuevas posibilidades de triangulacion tedrica.

Entre el segundo y tercer nivel de analisis, para Bertely se construye otro puente
analitico con el objeto de redefinir las relaciones entre el campo problematico, las
categorias analiticas, los patrones emergentes y los conceptos tedricos. Los
distintos niveles de profundizacion y abstraccion, aplicados a los diversos
conceptos e interpretaciones, comienzan a aparecer en la elaboracion de los nuevos
esquemas. El tercer nivel de analisis para la autora tiene nexos muy especificos con
la escritura de ensayos e informes finales, definidos como textos etnograficos.



La explicitacion de algunos o todos los aspectos anteriores deja ver que, en
palabras de Bertely, la vida del etnografo se determina mads por lo que sucede en el
camino que por sus planes y proyectos iniciales y quizd por ello la evidencia de
que se experimentd este proceso es mostrar como sus hallazgos dieron cuenta de
una realidad bastante distinta a lo que habia previsto. En lo que sigue se trata de
dar cuenta de este proceso que derivo en la publicacion de tres articulos en
congresos internacionales con arbitraje: el I Congreso de Educacion Matematica de
América Central y del Caribe (I Cemacyc) , la Joint Meeting of the International
Group for the Psychology of Mathematics Education (PME 38) and the North
American Chapter of the Psychology of Mathematics Education (PME-NA 36) y el
XVIII Simposio de la Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion
Matematica (XVIII SEIEM).

2.-SUJETOS

El estudio se llevé a cabo en el Diplomado en Linea de Temas Fundamentales de
Algebra. El propésito del Diplomado es fortalecer la formacién de asesores que
ensefan algebra a adultos. Los asesores son personas solidarias, que cuentan con
secundaria o preparatoria, que desean ayudar a jovenes y adultos en su
aprendizaje. Los requisitos necesarios que los participantes debieron cubrir para
presentar una solicitud de ingreso al Diplomado fueron: tener una antigiiedad de
colaboracion en el Instituto de al menos 1 afio, conocer y manejar la computadora y
el internet a nivel basico, disponer del tiempo necesario para estudiar los modulos
del Diplomado, tener acceso a un equipo de computo con conectividad éptima a
internet y contar con una cuenta de correo electronico vigente. Por su rol de asesor
en el INEA y el de estudiantes en el Diplomado me referiré a estas figuras como
estudiantes-asesores.

3.-ESCENARIO

Las actividades de aprendizaje, retroalimentacion, apoyo y evaluacion del
Diplomado, se realizan a distancia mediante el uso de la plataforma Moodle. El
Diplomado estd organizado en un mddulo introductorio y cuatro moédulos de
contenido matematico, que se estudian en forma secuenciada. El objetivo del
Modulo Introductorio es establecer las bases para que el participante se familiarice
con la plataforma, identifique al tutor como una figura que lo apoyara durante el
desarrollo del diplomado y se integre, paulatinamente en una comunidad de
aprendizaje. En el Modulo I se revisan temas de conteo y medicion, asi como
algunas relaciones numéricas basicas. En el Modulo II los estudiantes descubren
regularidades y reconocen patrones, a partir de lo cual se desarrolla el estudio del
lenguaje algebraico. En el Mddulo III se presentan situaciones en las que un
cambio o variacion depende de otro factor o variable. Finalmente, en el Mdédulo IV



se presentan problemas que involucran el planteamiento de una ecuacion lineal
con una incognita y sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas. En
cada mddulo el participante resuelve problemas matematicos, revisa conceptos y
definiciones clave, y realiza una serie de actividades y tareas encaminadas a la
reflexion sobre las dificultades que se presentan en los procesos de ensenanza-
aprendizaje del algebra elemental. Las interacciones entre los participantes se
establecen principalmente en foros virtuales. Estos foros son un espacio de
comunicacion formado por cuadros de didlogo en los que se van incluyendo
mensajes que se van clasificando tematicamente (Sanchez, 2005). La comunicacion
en este espacio tiene la particularidad de que los mensajes de las personas que
participan en él quedan registrados en la plataforma Moodle de la siguiente forma:
nombre del participante que public6 el mensaje, la fecha y hora en la que lo
publicd.

4.-EL TUTOR

Me desempené como tutor del diplomado en el afio 2012 por segundo afio
consecutivo. El tutor es la figura que apoya a los estudiantes-asesores durante el
desarrollo del diplomado. En los foros virtuales el tutor plantea actividades que los

estudiantes-asesores deben resolver, retroalimenta a los estudiantes y promueve la
interaccion entre todos los participantes.

5.-EL MODELO 3UV EN EL DIPLOMADO

En lo que sigue se realiza un analisis de la estructura del Diplomado de acuerdo al
Modelo 3UV.

Tabla 1 Aspectos de la variable en el Diplomado

Moédulo  Temas Aspectos de la variable que se
enfatizan en cada tema.

Moédulo = Semana 1: Cantidades continuas y
1 cantidades discretas.

Semana 2: Propiedades de areas 'y
perimetros. Transicion de la aritmética al

Semana 3: Las fracciones y su relaciéon  algebra.
con la multiplicacion.

Semana 4: Las fracciones decimales y
su relacion con los numeros decimales.

Moédulo | Semana 1: Reconocimiento de patrones = Ver el patron en sucesiones

2 y regularidades numeéricas y de figuras.
Expresar el patron en sucesiones
numéricas y de figuras.

Semana 2: Expresion general del Registrar el patron.




término enésimo de una sucesion.

Obtener la expresion general del
término enésimo.
Verificar la formulacién.

Semana 3: Expresion general del
término enésimo de una sucesiéon 2.

Estrategias para obtener la
expresion general del término
de sucesiones numéricas o de
figuras.

Semana 4: Representacion de
regularidades numéricas.

Ver el patron.

Expresar el patron.

Registrar el patron.

Obtener la expresion general del
término de una sucesion.
Verificar la formulacion.
Simbolizar enunciados.

Semana 5: Representacion de
regularidades mediante expresiones
algebraicas.

Operar con la variable.

Moddulo

Semana 1: Situaciones que involucran
la relacion entre dos variables y sus
aplicaciones.

Reconoce la dependencia de las
variables.

Semana 2: Funciones.

Reconoce la dependencia de las
variables.

Simboliza la relacién funcional
de distintas formas.

Semana 3: Funciones lineales.

Reconoce la dependencia entre
las variables.

Simboliza la relacion funcional
de distintas formas.

Determina los valores de la
variable independiente dados
los de la dependiente.
Determina los valores de la
variable independiente dados
los de la dependiente.

Semana 4: La proporcionalidad como
un caso particular de la funcién lineal.

Reconoce distintos tipos de
funciones.




Moddulo

Semana 1: Ecuaciones de primer grado.

Reconoce e identifica la
presencia incognitas.
Simboliza la incognita.

Semana 2: Ecuaciones de primer grado
II.

Reconoce e identifica la
presencia de incognitas.
Simboliza la incognita.
Plantea la ecuacion.

Semana3: Ecuaciones de primer grado
II.

Reconoce e identifica la
presencia de incognitas.
Simboliza la incognita.
Plantea la ecuacion.

Obtiene el valor de la literal.
Comprueba sus resultados.

Semana 4: Sistemas de ecuaciones de
primer grado L.

Reconoce e identifica la
presencia de incognitas.
Simboliza la incognita.
Plantea la ecuacion.

Semana 5: Diferentes métodos de
resolucion de sistemas de ecuaciones
de primer grado.

Reconoce e identifica la
presencia de incognitas.
Simboliza la incognita.
Plantea la ecuacion.

Obtiene el valor de la literal.
Comprueba sus resultados.

Semana 6: Sistemas de ecuaciones de
primer grado II.

Reconoce e identifica la
presencia de incognitas.
Simboliza la incognita.
Plantea la ecuacion.

Obtiene el valor de la literal.
Comprueba sus resultados.




CAPITULO 2

RECONSTRUCCION ETNOGRAFICA DEL ARTICULO
CRITERIOS DE CERTEZA EN EL CONTEXTO DE UN FORO
VIRTUAL

En lo que sigue se realiza una reconstruccion del proceso de elaboracion del articulo
“Criterios de certeza en el contexto de un foro virtual” y se explicita la perspectiva
tedrica que subyace ese proceso.

1.-EL REGISTRO

El articulo “Criterios de certeza en el contexto de un foro virtual” contiene Ia
interpretacion de cuatro mensajes que formaron parte del foro virtual con titulo
(Cuantas incdgnitas tiene? correspondiente a la cuarta semana de actividades del
Modulo IV. Estos son los mensajes tal y como fueron publicados en el foro y que
quedaron registrados para su posterior analisis.
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Imagen 1 Intervencion del tutor

m

sCuantas incognitas tiene?

4=w de Benjamin Martinez Mavarre - hmes, & de julio de 2013, 17:43

l_:l'r
L2 ACTVIDAD 1

E Bienvenidos a una nueva semana de actividades! Hemos visto problemas gque =& pueden resolver con una sola

Yty

&

gcuacion. Analicemos los siguigntes problemas v respondamos las preguntas que Ins acompafian:

1. En un salon de clases hay 61 alumnos. El nimero de mujeres
excede al de hombres en 7.:Cudl es el nimero de hombres y
mujeres?

a) ;Cuantas incognitas tienes?

b) ;Cudles son las literales que asignaste? ; Qué significan?

c) i Te hacen fata datos para dar selucion al problema?

d} Trata de plantear las ecuaciones gue resuelven el problema

2. Elrio Amazonas tiene una longitud del doble de la del rio
Bravo mas 332 km. 5ila suma de la longitud de los dos rios
es de 9 434 km, ;cual es la longitud de cada rio?

a) ;Cuantas incognitas tienes?

b) ;Cudles son las literales que asignaste?

) i Te hacen fata datos para dar solucion al problema?

d} Trata de plantear las ecuaciones gue resuelven el problema

Cada companero puede elegir un problema distinto v contestar las preguntas correspoendientes. Después de publicar
zu respuesta lo importante es comentar, enriguecer o corregir las rezpuestas de nuestros demas comparieros. Mo
solamente debemos guedarnos con nuestra solucion.jAdelants!
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Imagen 2 Primera intervencion de Patricia

Re: ;Cuantas incognitas tiene?
de Paticia[_ |- viemes, 14 de septiembee d= 2012, 08:11

¥
L i

Hola Benjamin y companeros

1. En un salon de clases hay 61 alumnos. El numero de mujeres

excede al de hombres en 7. .Cual s el nimero de hombres y
mujeres?

a) ;jCuantas incognitas tienes? 2 el numero de hombres v de mujeres

b} ;jCuales =on las literales que asignaste? ; Qué significan? "h” hombres v
m" Mujer ez,

) ;iTe hacen fata datos para dar solucion al problema?

no

d) Trata de plantear lag ecuaciones gue resuelven el problema
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Imagen 3 Primera intervencién de Jeymi

' Re: ;Cuantas incognitas tiene?
de JEIMY [ |- wizgrnzs, 14 de septiembre d= 2012, 12:320

ig= N
k% Hola Hola patricia

“ en mi opinion creo gue tus rezpuestan no ceinciden con las mias asigue aquilas dejo va
primeramente hay que analizar muy bien los datos gue =& nos dan
datos
zalon de clazes §1 alumnos
* hombres
¥+ 7 mujeres

por lo cual hay 2 datos desconocidos pero de uno e resuelve el otre v tenemos una incognita denominda
"X"gue =ignifica hombres. v no faltan datos para resolver el problema ahora plantearemes la ecuacion

XM+ Ty =61
W +T=51 sumamos las ® v nos gueda 2x+7=51
2x+7=61 pasemos el 7 al extremo de la derecha v nos queda asi 2x+7-7=61-7

se hacen las operaciones correspendientes v nos gueda asi 2x=54 ahera vamos a dejar sola la x v para eso
hay gue dividir entre 2 ambos miembros

Zei2=5412 v nos queda ®x=27.

hombres X =27

mujeres X+ 7= 27+7= 34 por lo tanto hay 34 mujeres

en el salon de clazes tenemos 27 hombres v 34 mujeres dande un total de 1 alumnos.

saludos . . .

hcesir ar mensaje anterior | Ediiar | Parir | Borar | Responder

13



Imagen 4 Segunda intervencién de Jeymi

' Re: ;Cuantas incognitas tiene?
de JEIMY L | - 23bado, 15 de zeptiembre de 2012, 09:12

g -
&£ hola hola benjamin

1.-iPor gué asignar la literal "x” al nimere de hombres v no al de mujeres, si al final de cuentas
desconocemos ambas cantidades?

porgue primero tenemos gue encontrar €l numero de hombres v despues sumarle ¥ para encontrar el
numero de mujeres va gue este excede en 7.

2.-;Como podemos verificar gue tu resultado es correcto?pues sustituvendo los resultados (el numero
demujeres v elnumero de hombres ) en la ecuacion planteada gue quedaria

w+(x+7 =81
2T+ (27+7 =61
2T+34=61

61=561 de estamanera nos da la igualdad quiere decir gque los resultados son correctos

2.-Tu solucion es excelente.Ahora ;Como se puede plantear un sistema de ecuaciones tomando en
cuenta las ideas de tu procedimiento? ;Coincide con el sistema de ecuaciones que propuso Paty para
rezolver el problema? no coincide ya gue buenc vamos a tomar a m come el numero de mujeres v h el
numero de hombres entonces sabemos que la suma de las dos cantidades nos da 61 =eria

h+m=51
pero tambien sabemos gue elnumere de mujeres excede en 7 alnumero de hombre esto seria

h+7=m aungue mi compafera paty lo tiene m+7=h v creo gue no es correcto va gue el numero de
mujeres son las gue exceden a el numero de hombres

bueno por lo tanto nuestro sistema de ecuaciones =eria
h+m=51
h+7=m creo jeje

zaludos. ..

2.-LA INTERPRETACION DEL TUTOR

En mi labor como tutor he tenido que enfrentarme a la tarea de interpretar los mensajes
que publican los estudiantes en el foro virtual. Bertely (2000) explicita las tareas que
estan implicadas en ese proceso interpretativo: subrayar lo que llama la atencion del
mensaje, preguntar, inferir y conjeturar. En lo que sigue se muestra ese proceso en la
segunda columna de cada tabla para cada una de las dos intervenciones de Jeymi que
aparecen en el documento “Criterios de certeza en el contexto de un foro virtual”.

14



Tabla 1 Interpretacion del tutor en la primera intervencion de Jeymi

Respuesta del estudiante

Interpretacion del tutor

primeramente hay que analizar muy
bien los datos que se nos dan

“Primeramente...” puede indicar el “primer
paso” de un procedimiento en el que basa su
certeza. El uso de la expresion “hay que”
puede ser un indicador de su certeza.

El colocar, efectivamente, los datos del
problema tal como lo indicé. ;Es muestra de

su certeza?

datos

salon de clases 61 alumnos

x hombres

X + 7 mujeres

por lo cual hay 2 datos
desconocidos pero de uno se
resuelve el otro y tenemosuna

incognita ~ denominda  "X"

significa hombres

que

Jeymi explicita la identificacion de dos
incognitas al inicio y sustenta el uso de una
incognita después para
ecuacion y no un sistema de ecuaciones. ;Es
muestra de su certeza?

plantear una

Ahora plantearemos la ecuacion

“Ahora” puede indicar el siguiente paso del
procedimiento que estd siguiendo y que
posiblemente le da seguridad.

X + (x+7) =61y nos queda asi 2x=54

Su accion después de indicar el paso. ;Es
muestra de su certeza? El uso de la expresion
“Nos queda asi...”. jEs muestra de su
certeza?

ahora vamos a dejar sola la x

“Ahora” puede indicar el siguiente paso de
un procedimiento que estd siguiendo y que
le da seguridad.

y para eso hay que dividir entre 2
ambos miembros

(La expresion “hay que” puede ser un
indicador de su certeza en el procedimiento

que Jeymi esta siguiendo?

2x/2=54/2

Su accion después de indicar el paso. ;Es
signo de su certeza?

y nos queda x=27.

(La expresion “nos queda” puede ser un
indicador de la certeza de Jeymi?

mujeres X + 7= 27+7=34 en el salon
de clases tenemos 27 hombres y 34
mujeres

(La palabra “tenemos” ser un

indicador de su certeza?

puede

dando un total de 61 alumnos.

(La comprobacion de su resultado es

muestra de su certeza?
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Tabla 2 Interpretacion del tutor en la segunda intervencion de Jeymi.

Respuestas del estudiante

Interpretacion del tutor

ya que bueno vamos a tomar a m como
el numero de mujeres y h el numero de
hombres

A diferencia de su primera intervencion
Jeymi utiliza la expresién “bueno vamos”
que genera una sensacion de duda.

entonces sabemos que la suma de las
dos cantidades nos da 61

El dejar implicitamente los pasos que siguid
para plantear la primera ecuacion. Es
muestra de su duda?

seria h+m=61

La expresion “seria” al plantear la primera
ecuacion del sistema que propuso puede ser
un indicador de duda.

pero tambien sabemos que el numero de
mujeres excede en 7 al numero de

El dejar implicitamente los pasos que siguid
para plantear la primera ecuacion. Es

hombre muestra de su duda?

esto seria La expresion “seria” al plantear la primera
ecuacion del sistema que propuso puede ser

h+7=m un indicador de duda.

bueno por lo tanto nuestro sistema de
ecuaciones seria

Las palabras “bueno” y “seria” pueden ser
muestra de su duda.

h+m=61 h+7=m El plantear el sistema de ecuaciones sin
resolverlo. ;Es muestra de su duda?
creo jeje La expresion “bueno jeje” al concluir su

intervencion dejé en el tutor una sensacion
general de duda.

En primera instancia los procedimientos y respuestas en las dos intervenciones de Jeymi

me parecian correctos. Lo que llamé mi atencion fue que en una de sus intervenciones

ella parecia experimentar duda mientras que en la otra ella parecia experimentar

certeza. Mi labor como tutor me permitié experimentar de primera mano las dificultades

para establecer de manera sustentada los estados internos que experimento Jeymi al

publicar dos procedimientos correctos a una misma situacion problematica Al comparar

las dos intervenciones habia indicios que me permitian inferir esos estados. En su

primera intervencion ella acudié a palabras como “hay que” o “tenemos” que

denotaban certeza mientras que su segunda intervencion estaba tefiida de expresiones

como “bueno vamos” o “creo jeje”. Adicionalmente, en su primera intervencion ella
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explicitd los pasos de un procedimiento en el que parecia sostener su certeza mientras

que en su segunda intervencidn obviaba los pasos de su procedimiento. Por ejemplo, en

su primera intervencion ella enuncié “hay que analizar muy bien los datos” antes de

asignar la literal a la incognita del problema mientras en su segunda intervencion

planted directamente las ecuaciones sin realizar un andlisis similar. Por otra parte, en su

primera intervencion la estudiante resolvid la ecuacidon que planted mientras que en su

segunda intervencion ella dejo sin resolver el sistema de ecuaciones. En suma, las

palabras que uso, el nivel de explicitacion y la forma en que actuaba conforme a lo que

decia me permitieron inferir los estados internos de Jeymi. Con estas conjeturas

publiqué en el foro la siguiente respuesta a Jeymi:

Tabla 3 Respuesta del tutor ante la duda de Jeymi

Respuesta de Benjamin

Interpretacion

Muy bien Jeimy La comprobacion es

una forma de asegurarnos que

nuestro resultado es correcto.

Como tutor deseaba fundamentar la
certeza de que su sistema resolvia el
problema en la comprobacion de sus
resultados.

1.-Entonces ;Por qué al final dudas
que el sistema de ecuaciones que
resulve el problema sea el siguiente:

h+m=61

h+7=m ?

La intencion de la pregunta era que
Jeymi explicitara las causas a las que
atribuia su duda que como tutor habia
inferido previamente.

2.-;Podrias explicar el por qué
utilizamos la literal "x" al nimero de
hombres utilizando lo que hemos
visto en modulos anteriores (variable
independiente,variable dependiente y
relacion funcional)?

Si hay dudas podemos expresarlas.
Un saludo!

La intencién de la pregunta era que
Jeymi explicitara la relacién funcional
que previamente habia intuido al
explicitar “pero de uno se resuelve el
otro”.

Ante esta intervencion del tutor Jeymi respondio:
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Tabla 4 Respuesta de Jeymi a las preguntas del tutor

Respuesta de Jeymi

Interpretacion del tutor

Hola hola benjamin lo que pasa es que
no es que no crea que existe otra
forma sino que como mi compafiera
paty tiene las literales alrevez no
estaba segura si yo estaba bien jeje

Jeymi supedita su certeza a la

autoridad de Paty.

y pues asignamos X al numero de
hombres es por que es la variable
independiente y Y la
dependiente ya que depende del valor
de Y para saber su
saludos...

variable

valor

Interpreta a las literales en una

relacion funcional.

En primera instancia interpreté la duda de Jeymi como muestra de la posible autoridad

que Patricia representaba para ella y descarté cualquier dificultad de Jeymi en la

resolucion del problema. En un intento por promover la certeza de Jeymi en sus

procedimientos y resultados publiqué el siguiente comentario. El propdsito era que

derivara su certeza del hecho de que el sistema de ecuaciones propuesto por ella
resolvia finalmente el problema y no el de Patricia.

Tabla 5 Nuevas preguntas del tutor a Jeymi

Respuesta de Benjamin

Interpretacion

Hola Jeimy ;Entonces como le
hacemos para saber cual de los dos
sistemas resuelve el problema?

El propdsito de esta pregunta era que
resolviera los dos
ecuaciones para decidir que el suyo
resolvia el problema y no el de
Patricia.

sistemas de

(Por qué crees que insisto tanto en la
seguridad de nuestras respuestas?

Mostré mi interés porque Jeymi se
percatara de la importancia que era
correcto

asociar su certeza al

planteamiento de su sistema de

ecuaciones.

A lo que Jeymi, finalmente respondio:
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Tabla 6 Respuestas de Jeymi a las nuevas preguntas del tutor

Respuesta de Jeymi

Interpretacion del tutor

holahola
pues los dos sistemas resuelven el

En el foro me parecid suficiente que
Jeymi explicitara las acciones en las

cuales ella debia fundamentar
certeza: realizar (actuar) y comprobar.

problema y lo sabemos al momento su

de
comprobarlos.

realizarlos y al momento de

creo que insistes para que quedemos
convencidos de que si se pueden
realizar de las dos formas y que al
momento de estar frente a nuestros

educandos aya respuesta para
cualquier duda que tengan
saludos...

Pasé por alto el hecho de que Jeymi considerd que el sistema de Patricia también
resolvia el problema y centré la atencion en la importancia que ella le confirié al hecho
de que quedara convencida de sus procedimientos al resolver el sistema de ecuaciones y
comprobar sus resultados.

PRIMERAS PREGUNTAS DE INVESTIGACION

Hasta ese momento no contaba con una herramienta tedrico-interpretativa que me
permitiera sugerir de manera sustentada los estados internos que experimenté un
participante en un foro virtual. De lo anterior surgieron las preguntas de investigacion:

(Es posible determinar de manera sustentada la certeza que experiment6é una
persona en un foro virtual? ;Cémo se podria hacer esa investigacion empirica?

¢Qué relaciones se pueden establecer entre la certeza que experimento una persona
y su comprension en torno a hechos de las matematicas?

(Qué consecuencias puede tener el conocimiento de los estados internos y sus
posibles relaciones con la comprension?
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3.-LA REVISION BIBLIOGRAFICA. UN PRIMER MARCO INTERPRETATIVO.

Una vez que, siguiendo a Bertely, la voz y los actos de la estudiante se articulaban con
mi interpretacion surgid la necesidad de realizar una revision bibliografica que me
permitiera extraer las categorias tedricas de otros investigadores. El primer acercamiento
tedrico lo experimenté con el marco de Rigo (2013P). En €l se considera que los alumnos
suelen sustentar sus afirmaciones o procedimientos de contenido matematico de modos
diversos, como por ejemplo, cuando un estudiante explica el uso de un algoritmo
recurriendo a su facilidad (“es mas facil resolverlo asi”) o a la autoridad del profesor
(“porque me lo dijo la maestra”). Rigo (2013°) ha propuesto una taxonomia de estos
recursos de sustentacion a los que llama “esquemas epistémicos”. En algunos casos, de
acuerdo a la autora, los esquemas epistémicos se vertebran en torno a las razones
matematicas como los que se incluyen en la Tabla 7.

Tabla 7. Esquemas basados en razones

ESQUEMAS EPISTEMICOS BASADOS EN RAZONES

Esquemas Coinciden con toda clase de justificacion matematica que posee una

deductivos estructura logica de tipo deductivo: incluye los que Balacheff define
como ejemplo genérico y experimento de pensamiento (2000), o las
instanciaciones y argumentos hipotético deductivos.

Esquemas Surgen a partir de la acumulacion de evidencia empirica con base en la
empiricos o cual se establecen inducciones o generalizaciones. Ejemplos son el
perceptuales empirismo ingenuo y el experimento crucial de Balacheff (2000) y los

esquemas de prueba empiricos -los inductivos y los perceptuales- que
describen Harel y Sowder (op. cit.)

En otros casos, contintia Rigo (2013), el soporte, implicito o tacito, en el que se sustenta
la creencia en la verdad de un enunciado matematico obedece a los motivos de una
persona y no al contenido del enunciado. En estos casos, lo que estd en juego es un
esquema epistémico, de tipo extra-racional, basado en motivos. En la Tabla 8 se
describen los esquemas que se basan en la autoridad en los que se incluyen los
esquemas operatorios fincados en la autoridad de las matematicas.
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Tabla 8. Esquemas basados en la autoridad

ESQUEMAS EPISTEMICOS EXTRA-RACIONALES
Esquemas epistémicos basados en motivos (autoridad)

Esquema
basado en la
autoridad

El profesor activa este mecanismo cuando respalda en su autoridad la
veracidad de wun enunciado matematico, ya sea siguiendo sus
convicciones didacticas o pedagogicas (v. gr., para que sus alumnos
dominen una cierta técnica) o bien, persuadido por sus necesidades de
poder o de tipo emocional (e.g. de que los nifios depositen su confianza
en su persona). Los alumnos ponen en juego este mecanismo cuando
apelan a la autoridad del profesor para respaldar su creencia en un hecho
matematico; lo pueden hacer siguiendo sus convicciones didacticas (eg.
de que el profesor es una guia confiable en sus aprendizajes) o
persuadidos por necesidades emocionales (eg. de reconocimiento por
parte del profesor).

Esquema
operatorio

Se aplica el esquema operatorio cuando en clase se introducen
directamente las formulas o los algoritmos de las matematicas sin
acompanarlas de justificacion alguna. En estas condiciones, Ila
credibilidad en los resultados que dichas herramientas operatorias
arrojan no se fundamenta en razonamientos propios de las matematicas,
sino en (posibles) creencias sobre lo que es esta ciencia (que se suele
considerar como integrada por ‘verdades permanentes e
incuestionables’). Son diversos los motivos que impulsan al profesor a
aplicar los esquemas operatorios: ya sea por sus convicciones didacticas
o pedagogicas (cuando e.g. él considera que la justificacion de una regla,
como la de los signos, no resulta didacticamente lo mdas provechoso) o
bien, persuadido por otro tipo de necesidades afectivas o emocionales
(e.g. por una actitud de comodidad o para que los nifios no cuestionen lo
que posiblemente no puede responder).

Otros esquemas epistémicos, dice Rigo (2013), se basan en la familiaridad (resultado de
la repeticion, la memorizacion y las costumbres) como mecanismo para sustentar la

credibilidad. Mientras el esquema fundado en la repeticion es resultado de procesos

locales de corto alcance, el basado en la cultura escolar y en sus ‘razones practicas’

proviene de costumbres institucionales que pueden llegar a tener alcance internacional.
En la Tabla 9 se describen.
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Tabla 9. Esquemas basados en la familiaridad

ESQUEMAS EPISTEMICOS EXTRA-RACIONALES
Esquemas sustentados en la familiaridad

Esquema
basado en la
repeticion

Cuando en una comunidad se reitera sistematicamente alguna creencia,
muchas personas acaban por creer en ella. En estas circunstancias, lo
mas probable es que su credibilidad la apoyen en un aprendizaje
originado en la repeticion y la memoria. La repeticion como fuente de
credibilidad ha sido una herramienta explotada por la propaganda o el
Estado, pero también es muy comun en las clases de matematicas. Es
frecuente que después de encontrar persistentemente una férmula en el
texto o escucharla en voz del profesor, los alumnos acaben por tomarla
como valida quizas porque les resulta familiar.

Esquema
basado en
‘razones
prdcticas’

En la mayoria de las instituciones escolares se ha promovido una sub-
cultura, a través del curriculum, los libros de texto y las evaluaciones,
integrada por una serie de creencias y ‘razones practicas’ en torno a lo
que deben ser las tareas de matematicas que deben resolver los nifios en
clase; entre éstas esta la idea de que las soluciones de los ejercicios son
las mas sencillas, son tinicas y exactas y se pueden encontrar a través de
las operaciones o estrategias recién ensefiadas. Los agentes que
participan en el aula suelen orientar y justificar sus resoluciones
impulsados por estas ‘razones practicas’, persuadidos por una actitud
de facilismo o quizas porque confian en ellas por ser lo habitual.

Asociados a sus esquemas epistémicos, segun la autora, el sujeto experimenta estados
internos de certeza (cuando le asocia el maximo grado de probabilidad a lo creido) o de
presuncion (cuando le asocia grados menores de probabilidad a lo creido). A estos
estados internos Rigo (2013°) les llama “estados epistémicos”. Este marco me permitio
hablar de estados internos (como la duda o la certeza) asociados a los sustentos de los
estudiantes. Usando la taxonomia de Rigo (2013%) y mi interpretacion de los estados
internos de la estudiante sugeri las formas en las que ella sustento sus resultados en las

dos intervenciones que llamaron mi atencion:

Tabla 10 Esquemas Epistémicos en la primera intervencion de Jeymi

Numeral | Respuesta del estudiante Interpretacion

(3.3) primeramente hay que analizar | Esquemas epistémicos basados
muy bien los datos que se nos dan en la familiaridad:

(3.4) “Primeramente analizar los
datos
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salon de clases 61 alumnos
x hombres
X + 7 mujeres

datos” es quiza el primer paso
de un procedimiento al que la
estudiante suele acudir para
resolver situaciones

problematicas similares.

(3.5)
(3.6)
(3.7)

(3.8)

por lo cual hay 2 datos

desconocidos pero de uno se
resuelve el
incognita

significa hombres

otro y tenemos una

denominda "X" que

Esquemas epistémicos basados
en razones: “De uno se resuelve
el otro” es una razon
matematica para plantear una
ecuacion y no un sistema de
ecuaciones a pesar de que en
primera instancia percibe dos

incognitas.

(3.10)

(3.11)

Ahora plantearemos la ecuacion

x+(x+7)=61

Esquemas epistémicos basados
“Ahora...”
puede indicar el siguiente paso

en la familiaridad:

del procedimiento de la
estudiante.

(3.18)

y nos queda asi 2x=54

Esquemas
estudiante reduce la expresion

operatorios:  La

sin explicitar su procedimiento.

(3.19)

ahora vamos a dejar sola la x

Esquemas epistémicos basados
“Ahora...”
puede indicar el siguiente paso

en la familiaridad:

del procedimiento de Ila
estudiante.

(3.20)

y para eso hay que dividir entre 2
ambos miembros

Esquemas epistémicos basados
en razones: La razén que quiza
subyace este

procedimiento es la concepcion

paso de su

“u_rr

del signo como equilibrio

entre dos expresiones

algebraicas.

(3.21)

(3.22)

2x/2=54/2

y nos queda x=27.

Esquemas operatorios: Realiza
las operaciones
correspondientes para
finalmente obtener el valor de
la literal.
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(3.24)

mujeres X +7 = 27+7=34

Esquemas
Sustituye el valor de la literal
para obtener el numero de

operatorios:

mujeres sin mayor explicacion.

(3.26)

(3.27)

en el salon de clases tenemos 27
hombres y 34 mujeres dando un
total de 61 alumnos.

Esquemas
Comprueba el valor que obtuvo
para las literales sin mayor

operatorios:

explicacion.

Tabla 11 Esquemas Epistémicos en la segunda intervencion de Jeymi.

Numeral Respuestas del estudiante Interpretacion
(5.17) ya que bueno vamos a tomar a m como Esquemas operatorios:
(5.18) el numero de mujeres y h el numero de Traduccion literal del enunciado
(5.19) hombres del problema para plantear la
ecuacion sin mayor explicacion.
entonces sabemos que la suma de las
dos cantidades nos da 61
seria h+m=61
(5.20) pero tambien sabemos que el numero Esquemas operatorios: Traduccion
(5.21) de mujeres excede en 7 al numero de  literal del enunciado del problema
(5.22) hombre para plantear la ecuacion sin
mayor explicacion.
esto seria
h+7=m
(5.26) bueno por lo tanto nuestro sistema de Esquemas operatorios: Plantea el
(5.27) acuaciones seria sistema de ecuaciones utilizando
(5.28) la traduccion literal del
h+m=61 h+7=m enunciado del problema.
creo jeje Esquemas basados en la
familiaridad: =~ La  traduccion

literal del lenguaje comun al
algebraico quiza era un recurso
utilizado por Jeymi para plantear
sistemas de ecuaciones.
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4.-UNA SEGUNDA REVISION BIBLIOGRAFICA. EL REGRESO A LAS FUENTES

Una vez que sugeri los posibles esquemas que movilizé Jeymi en sus intervenciones
realicé una revision bibliografica para contar con las categorias tedricas de los autores.
Realicé entonces una revision bibliografica que abarcod distintas disciplinas: de la
filosofia (Wittgenstein, 1988), la psicologia (Bloom, Hastings & Madaus, 1975), la
sociologia (Abelson, 1988), la lingtiistica (Boyero, 2012; Hyland, 1997; Hyland & Milton,
1998; Sanchez-Upegui, 2009) y la educacion matematica (Rigo, 2013%Rigo, 2013%). ;Qué
entienden por certeza esos autores? Para Wittgenstein (1951) la certeza es un tono en el
que se constata como son las cosas, Bloom, Hastings & Madaus (1975) entienden a la
“certeza mas alla de toda duda” como una aceptacion emocional firme de una creencia y
para Rigo (2009) una persona experimenta certeza asociada a una creencia cuando le
otorga a la creencia un grado maximo de probabilidad de verdad. De esta revision
surgieron distintas perspectivas que inclui en diferentes categorias de analisis.

Longevidad

Bloom, Hastings & Madaus (1975) consideran que la valorizacion de un objeto o
fenomeno perdura a lo largo de un cierto periodo de tiempo y nunca es efimera.
Sugieren que cuando se examina el grado de compromiso, el especialista debe recoger la
evidencia disponible sobre cudnto tiempo se ha sostenido el hecho matematico en
cuestion y cudles son las posibilidades de su permanencia como valor sostenido.
Abelson (1988) propone el item ;Cudnto tiempo lleva sosteniendo sus ideas? para
obtener informacion de la longevidad de las actitudes.

Familiaridad

Wittgenstein menciona que el que se considere a una proposicién como algo verdadero
con seguridad absoluta es una caracteristica de una interpretacién personal de la
experiencia. Mds adelante, el autor anade que si el fundamento de nuestra certeza es la
experiencia, debe tratarse, obviamente, de la experiencia pasada. La experiencia, segun
Wittgenstein, nos ensefia que después de un periodo bien determinado de
entrenamiento, el juicio de un hombre merece confianza y que este hombre debe haberse
visto sometido al aprendizaje durante mucho tiempo.

Grados de compromiso

De acuerdo a Rigo (2013%) en esta condicion la persona se compromete directa y
explicitamente con la verdad o validez del hecho de las matematicas. Las siguientes
dimensiones de analisis del metadiscurso interpersonal que propone Hyland (1998)
pueden ser indicadores de ese grado de compromiso:
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Mitigadores: indican la decision que toma quien escribe de no comprometerse
totalmente con la proposicion expresada, de manera que la informacion puede ser
presentada como una opinion y no como un hecho. Beke (2005) aclara que la mitigacion
en inglés segin Hyland esta dada por would y should y corresponde al morfema verbal
—ia asociado al tiempo condicional en espanol; ambos, contintia el autor, desde el punto
de vista pragmatico, marcan distanciamiento del autor frente a su proposicion.

Enfatizadores (boosters, emphatics): marcan la expresion de certeza y enfatizan la fuerza
proposicional. Beke (2005), pone por ejemplo, las seudohendidas, estructuras que se
construyen con el verbo Ser y sirven para poner foco sobre el constituyente que aparece
a la derecha de ese verbo. Por ejemplo la estructura seudohendida “el docente lo que tiene
que hacer es crear actividades...” deja poco espacio para que el lector asuma otro punto de
vista.

Fortaleza

De acuerdo a Rigo (2013?) , la persona se refiere al hecho matematico de manera asertiva,
directa, clara y precisa, utilizando un tono de voz firme que denota seguridad.

Actitudes

De acuerdo a Wittgenstein la completa seguridad sélo se relaciona con su actitud. Se
empleara “actitud” en el sentido restringido al componente afectivo-valorativo de una
disposicion como lo hiciera Villoro (2009). Asi entendida, la actitud se refiere a una
predisposicion aprendida a responder a un objeto dado de una manera
consistentemente favorable o desfavorable. La actitud, dice Villoro, afnade a la creencia
una tendencia o pulsion (término que cubre toda clase deseos o quereres) de atraccion o
repulsion hacia el objeto creido. La forma en que se presente la pulsion determina el
aspecto afectivo de la disposicién delimitando las respuestas dindmicas posibles ante
circunstancias cambiantes.

Interés

Bloom, Hastings & Madaus (1975) consideran que sostener una creencia durante un
lapso prolongado no es, por si mismo, evidencia suficiente de compromiso. También
debe haber una inversion considerable de energia aplicada al objeto o fendmeno
valorizado. Se tiene tanto interés que a menudo se le encuentra hablando de €l y
relacionandolo con muchas otras cosas. Para examinar este aspecto Bloom, Hastings &
Madaus (1975) sugieren recoger evidencias de la perseverancia del sujeto o evidencias
de que la prosecucion de un objeto altamente valorizado satisface una necesidad
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profunda. Abelson incluye el item ;Qué importancia tiene para usted el objeto x? como
una de las dimensiones para valorar el convencimiento de una persona.

Por otro lado, la plataforma Moodle en la que se imparte el Diplomado registra la
actividad de los sujetos en un periodo de tiempo determinado. El investigador puede
diagnosticar cierto grado de interés tomando en cuenta en cada intervencion (Boyero,
2012):

1.-Cantidad: Que su contribucion sea todo lo informativa que se requiere. En el foro, se
observard que el sujeto conteste todas las preguntas referidas a él de la manera mas
detallada posible.

2.-De cualidad: Que su contribucion sea verdad. Se tomara un hecho matematico como
verdadero si es congruente con lo que dicta la comunidad cientifica.

3.-De relacion: Que su contribucidn sea relevante. En el foro, una contribuciéon relevante
implica activar esquemas epistémicos para aportar informacion que hasta ese momento
ey

no se habia considerado. Expresiones como “Si”, “No” o “Estoy de acuerdo con...”
como respuesta a una pregunta no se considera como relevante.

4.-De manera: Que su contribucion sea clara.
Adicionalmente:

5.-El nimero de participaciones en el foro que se relacionan con el hecho matematico en
comparacion con el numero total de intervenciones.

Accion

Wittgenstein afirma que podemos ver en las acciones que se cree firmemente en ciertas
cosas, tanto si se expresan tales creencias como si no lo hacen. La proposicién solo tiene
sentido a través del uso, dice Wittgenstein. Para Bloom, Hastings & Madaus (1975) debe
haber accion a favor de la creencia que por su propia naturaleza implique compromiso.
Bloom, Hastings & Madaus (1975) sugieren construir situaciones en las que no
solamente se haga manifiesta la creencia sino que también dé informacién sobre la
disposicion a actuar del sujeto. Esto se debe a que si bien un estudiante puede estar
comprometido con un punto de vista, no encuentra oportunidades para actuar en esa
direccion.

Valor

De acuerdo a Rigo (2013?), en este criterio la persona muestra valor para sostener su
creencia en el hecho de las matematicas, a pesar de tener al colectivo en su contra o bien,
tiene el valor de cambiar su posicion frente al grupo. Bloom, Hastings & Madaus (1975)
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por su parte sugieren que el sujeto muy probablemente comunicara espontaneamente su
punto de vista y se esforzara en convencer a otros de la verdad de su posicion
(seguridad subjetiva). Abelson incluye el item ;Qué haria usted para defender x? como
una de las dimensiones para entender el convencimiento.

Elaboracién cognitiva

Segun Rigo (2013?), en esta condicion los sujetos elaboran constructos que permiten dar
cuenta del tipo de justificaciones en las que, desde la perspectiva del investigador, basan
ellos su confianza en enunciados matematicos o promueven su credibilidad en otros.
Estos constructos corresponden a distintas maneras de justificar o sustentar la creencia
en un enunciado matematico. Bloom, Hastings & Madaus (1975) mencionan que la sola
posesion de conocimiento es ya muestra de la valorizacion de un objeto.

Afectos positivos

De acuerdo a Rigo (2013%) la persona expresa directa o indirectamente emociones
positivas de serenidad, gusto, placer estético, alegria o una disposicién favorable a
hablar o reflexionar sobre el hecho de las matematicas.

5.-LA TRIANGULACION

Después de contrastar las observaciones empiricas del tutor, las categorias teoricas y los
datos (ver Tabla 12 Triangulacion de las categorias tedricas, del intérprete y de la
estudiante) finalmente se propuso el instrumento que permitié sugerir de manera
sustentada los estados internos de una persona que participd en un foro virtual que
aparece en el articulo “Criterios de certeza en el contexto de un foro virtual”.

Tabla 12 Triangulacion de las categorias tedricas, del intérprete y de la estudiante.

Categorias Categorias tedricas = Categorias del Ejemplo en Ia
intérprete publicacion del
estudiante
Elementos de habla = Uso de Acude a palabras o hay que analizar
enfatizadores y  expresiones que muy bien los
mitigadores denotan certeza. datos que se nos
(Hyland ,1998) dan.
Grados de
compromiso
(Rigo,20132)
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Accion Accion a favor de la = Actuar en datos
creencia  (Bloom, ' consecuencia de lo | salon de clases 61
Hastings & | que dice. alumnos
Madaus, 1975; x hombres
Wittgensein,1988) X + 7 mujeres
Familiaridad Longevidad de la Acudir a Ahora
creencia (Abelson, procedimientos que plantearemos la
1988 &  le son familiares. ecuacion
Wittgenstein, 1988)
Elaboracion Esquemas Explicita los | por lo cual hay 2
cognitiva epistémicos sustentos que datos
basados en razones subyacen sus = desconocidos pero
matematicas afirmaciones de uno se
(Abelson,1988; matematicas. resuelve el otro y
Rigo,20132 & tenemos una
Bloom, Hastings & incognita.
Madaus, 1975)
Determinacion Valor para sostener en mi opinidn
la creencia creo que  tus
(Abelson,1988; respuestas no
Rigo,20137 & coinciden con las
Bloom, Hastings & mias
Madaus, 1975)
Interés Grados de interés Resuelve todas las
(Boyero, 2012 & preguntas de la
Abelson, 1988) vy actividad, lee las
Fortaleza (Rigo, respuestas de sus
20139). companeros,
responde las
preguntas del
tutor.
Consistencia Actitud
(Wittgenstein,1988)

y Afectos positivos
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(Rigo,20137)

6.-EL MODELO 3UV

Una vez que sugeri los posibles estados internos que experiment6 la estudiante conclui
que quiza tenia una dificultad cuando experimentd certeza. En primera instancia decidi
acudir al Modelo 3UV para identificar posibles dificultades en el uso de la variable. De
acuerdo a Ursini (2012) en los problemas cuya resolucion requiere plantear y resolver
sistemas de ecuaciones lineales sencillos el alumno tiene que ser capaz de interpretar las
dos letras involucradas en cada expresion como dos variables que si bien en primera
instancia pueden asumir cualquier valor , estdn relacionadas entre si y pueden
expresarse una en funcion de la otra. Desde la perspectiva del uso de las variables,
continta la autora, la resolucion de un problema que involucra sistemas de ecuaciones
lineales implica pasar entre distintas interpretaciones de las letras: en relaciéon funcional
primero y como incdgnitas después; ademas, es necesario manipularlas sin preocuparse
por sus posibles valores, y en otro momento, sustituirlas por valores. El andlisis de las
intervenciones de Jeymi utilizando el Modelo 3UV se muestra en el articulo.

7.-VERSION PUBLICADA DEL ARTICULO

Varias versiones fueron escritas antes de la publicaciéon del articulo con la finalidad de
organizar la informaciéon en distintos apartados: antecedentes, marco tedrico,
consideraciones metodologicas, analisis de resultados y hallazgos principales. La
version publicada del articulo se incluye a continuacion.
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Criterios de certeza en el contexto de un foro viual
Resumen

Se analizan -con base en un instrumento que s&deseel marco del proyecto cuyos
resultados parciales aqui se exponen-, los estidosrteza (o presuncion) que, en
torno a hechos de las matematicas, experiment@icipante (asesor en
capacitacion) en un foro virtual al resolver unippeoma matematico. Dicho andlisis
permitié a los investigadores detectar las posithiésultades del asesor en la
comprension de conceptos mateméticos involucragoggrir las formas mediante
las cuales él sustento sus afirmaciones; tambiégnip@ concluir que los estados de
certeza o presuncion que en torno a los hechosmattms él experimentd, estan
relacionados con su nivel de comprension y susdemie sustentar las afirmaciones
implicadas.

Palabras clavecerteza y presuncion, sustentos de enunciad@m#tos,
comprension, foro virtual, capacitacion a distancia

Presentacion

En la capacitacion a distancia, como en todo pmdesaprendizaje, es necesario que la
persona involucrada no sélo construya los conocitogeesperados sino que también
experimente certezas en torno a esos conocimidsnoasl. caso de un foro virtual, lo anterior
plantea el reto de contar con elementos tedridosteimentos analiticos que permitan distinguir
los estados de certeza (en torno a los enunciadosrdenido matematico que ahi surjan) que
vivencian los alumnos inscritos. En consideraci@sta problematica, en el documento se
propone un instrumento tedrico-metodologico paeatificar en esos dmbitos educativos los
estados de certeza (y otros estados internos, @opresuncion) que eventualmente
experimentan los involucrados. La aplicacion dsfriimento a un caso de estudio dejé ver que
en esos ambientes de instruccion es posible sufmdadamente los estados internos de certeza
de la persona implicada; adicionalmente, el asatisisus estados internos dio pauta para
identificar la forma en que ella sustent6 sus ationes, y reconocer sus posibles dificultades en
la comprensién de conceptos matematicos comproosetid el estudio.

Antecedentes

Investigaciones diversas han centrado su atenai@hgapel que juega la certeza (y otros
estados semejantes) tanto en el quehacer materoatiamen el saldén de clases. Por ejemplo, de
acuerdo a Hersh (1993), en la investigacidbn maieeat convencimiento es un propdésito
central de la prueba y es un criterio de demaroacida justificacion es una prueba sélo si
convence a los jueces calificados. En contrastajgho supone que el objetivo de la prueba en
el aula de matematicas no es precisamente el deroer 0 generar certezas sino el de estimular
la comprensién de los estudiantes.

Al igual que Hersh, de Villiers (2010) encomia alor explicativo de las pruebas en el
aula, pero recupera para este ambito su funci@oleencer. Conforme a lo que de Villiers
sostiene, los matematicos profesionales se conmedueante la experimentacion, de que sus
procesos heuristicos de construccion de nuevosoommtos van por buen camino; no obstante
-continda el investigador-, a los expertos en latematicas esos procesos empiricos casi nunca
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les suele generar certeza (absoluta) de sus réss|/ten parte, porque el trabajo experimental no
posee suficientes cualidades explicativas. Es gtoraque recurren a las pruebas deductivas, las
que para ellos representan la via para sistematizarprender y explicar los resultados que
generan. A nivel del aula, y de parecida manecagai¢ sucede con los profesionales de las
matematicas, es este valor explicativo de las pai&bque -segun de Villiers- probablemente
genera mayor convencimiento en los estudiantesIRprél sugiere que los profesores se
esfuercen en exponer pruebas que expliquen yamelesalon de clases, ademas de mostrar el
caracter axiomatico de la demostracion, es muy itapte aprovechar y potencializar el caracter
explicativo de las demostraciones deductivas ptasbas y el estado de certeza que puedan
promover.

Con el objetivo de determinar la certeza (o presumaue los autores de documentos
escritos proyectan a través de ellos, Hyland (1968)a interesado por el analisis de textos, y en
particular, en producciones redactadas por esttedia El recurre a aspectos del lenguaje, que
llama epistémicos, porque es mediante éstos quesbérgores (consciente o inconscientemente)
expresan su evaluacion de las posibilidades deadatd lo que afirman e indican el grado de
confianza que experimentan en torno a ello. Aterdbeal hecho de que el compromiso del
escritor puede ser expresado de acuerdo a unaenaredad de formas y que estas expresiones
pueden transmitir una amplia gama de significadgand y Milton (1997) ubicaron elementos
léxicos utilizados por estudiantes en distintasgatias epistémicas (certeza, posibilidad o
probabilidad).

En esta investigacion se reconoce la importancguéesn la educacion matematica se
promueva certeza y estados de convencimiento ra soenunciados de las matemaéticas,
siguiendo siempre criterios de esta disciplinat{pentes al nivel educativo y al tema).
Consecuentemente, y debido a que las personasadiggaron en el trabajo empirico que aqui
se analiza son miembros de un foro virtual, a lderas les interesa identificar los estados de
certeza (0 presuncién) en torno a enunciados cosatdn las matematicas que ellos posiblemente
experimentan y que expresan de manera escritadgstoenta del interés y la necesidad del
marco interpretativo que se expone en el siguigpdetado

Marco interpretativo

Los alumnos suelen sustentar sus afirmacionesae@irmientos de contenido matematico
de modos diversos, como por ejemplo, cuando umliestie explica el uso de un algoritmo
recurriendo a su facilidad (“es mas facil resolvex$i”) o a la autoridad del profesor (“porque me
lo dijo la maestra”). Rigo (20fBha propuesto una taxonomia de estos recursasstEntacion a
los que llama “esquemas epistémicos”. Ella progpreealgunos sustentos se vertebran en torno
a razones matemaéticas, como los que poseen unatesiridgica de tipo deductivo (e.g.
ejemplos genéricos o las instanciaciones) o lossgugen a partir de la acumulacion de evidencia
empirica (e.g. a partir del analisis de casosqaaties), esquemas que pueden denotar cierta
comprension conceptual por parte de quien los adircetros casos, contindia Rigo (2818s
esquemas que una persona construye para sustengadfd de un enunciado matematico
obedecen a sus motivos y no al contenido del eadoccomo los que se basan en la
familiaridad, mismos que son resultado de la refggtj la memorizacién y las costumbres. Los
esquemas que se basan en la repeticion puedemprogeeiterar sistematicamente algun
enunciado o hecho de las mateméticas, mientrastoqpeesquemas pueden provenir de
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costumbres institucionales en torno a lo que deketeas tareas matematicas que deben resolver
los nifios en la clase, como cuando los estudisntgentan el uso de un algoritmo por ser
habitual o por su facilidad. En esta investiga@érconsidera que, asociados a sus esquemas
epistémicos, el sujeto experimenta estados intetaagrteza (cuando le asocia el maximo grado
de probabilidad a lo creido) o de presuncion (cadecsocia grados menores de probabilidad a
lo creido). A estos estados internos Rigo (2PIES llama “estados epistémicos”.

Criterios para distinguir estados epistémicos (deerteza y presuncion): Propuesta de un
instrumento de analisis

Con base en las anteriores consideraciones, arelgsigue se pone a la apreciacion del
lector el instrumento que permitié identificar (gpener fundadamente, de acuerdo a las
evidencias con las que contaban los investigadte®stados epistémicos de los estudiantes
que participaron en un foro virtual. En su diseéovergieron perspectivas provenientes de muy
distintas disciplinas: de filosofia (Wittgensteli988), la psicologia (Bloom, Hastings & Madaus,
1975), la sociologia (Abelson, 1988), la lingliast{Boyero, 2012; Hyland, 1997; Hyland &
Milton, 1998; Sanchez-Upegui, 2009) vy la educacitaematica (Rigo, 2023Rigo, 20138).

Partiendo del hecho de que la comunicacion enmanvictual se da a través del lenguaje
escrito, para distinguir los estados de certgz@esuncion de sus participantes resulta necesario
recurrir al analisis de su meta-discurso (entendi&te como el que va mas alla de su discurso
explicito) con el fin de desvelar las intencionesanicativas (muchas de ellas inconscientes)
gue ellos proyectan a través de su escriftmaesta investigacion se considera que una persona
(que participa en un foro virtual) vivencia un grate certeza (o de presuncion) en un enunciado
matematico, cuando cumple con alguno(s) de losesitgs criterios.

Elementos del habld.a persona recurre a enfatizadores del lenguajepgeéeen revelar un
mayor grado de compromiso con la verdad de lo dqees gor ejemplo, cuando la persona usa
perifrasis modales de obligacion (e.g. tener gbeidehaber de/haber que), el modo indicativo
de los verbos (e.g. tengo, hago, saco) u otrosegims del habla que Hyland & Milton (1997)
ubican dentro de la categoria epistémica de cefeegasaber, pensar, en realidad, ciertamente).
En caso de un menor grado de compromiso la pensamare a mitigadores, por ejemplo, la
persona usa el morfema verbal —ia que esta asoaladodo condicional (e.g. seria, podria) u
otros elementos del habla que Hyland & Milton (19Q@ican en las categorias de probabilidad
(e.g. creer, parecer, probablemente) o posibil{dagl poder, tal vez, posiblemente).

Accion.El sujeto realiza acciones consecuentes con surdsc

Familiaridad. La persona activa esquemas epistémicos basadasagniliaridad (resultado de la
repeticion, la memorizacion y las costumbres).df@mplo, la persona sustenta explicita o
implicitamente el uso de un algoritmo aduciendo &g habitual o apelando a su facilidad.

Elaboracion cognitivaLa persona activa esquemas epistémicos basadag@res matematicas
gue pueden denotar cierta comprension conceptnaik Ellos se encuentran, por ejemplo, los
esquemas epistémicos que poseen una estructura begtipo deductivo (e.g. ejemplos
genéricos o las instanciaciones) o los esquematapcos que surgen a partir de la acumulacion
de evidencia empirica (e.g. a partir del andlisisasos particulares).
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Determinacién.La persona manifiesta de manera espontanea sui@ul@eta veracidad de un
enunciado matematico indicando algun grado de mié@tacion. Este grado puede ser mayor
cuando el sujeto sostiene una creencia en un héehHas matematicas, a pesar de tener al
colectivo en su contra o bien, tiene el valor dalmar su posicion frente al grupo. Incluso puede
llegar a esforzarse por convencer a otros de [@adete su posicion.

Interés. Las participaciones de una persona que interviemeimterés en torno a un hecho
matematico especifico en un foro virtual son:

-Sistematicas. Es decir, el sujeto contesta toaspiteguntas dirigidas a él de la manera mas
detallada posible (Cantidad).

-Informativas. Sus afirmaciones, procedimientosrg&ultados son suficientemente informativos
y correctos (Cualidad).

-Relevantes. En el foro, una contribucion relevantplica activar esquemas epistémicos para
aportar informacién que hasta ese momento no sia lcabsiderado pero que guardan relacion
con las demés patrticipaciones (De relacion).

-Claras y precisas.
-Numerosas, en relacién a sus intervenciones es tamas y a la particion de otros.

Actitud.La persona muestra consistencia en los criteritesiares. Esta consistencia puede
presentarse en una intervencion o en un periodiempo considerablemente mayor.

Las anteriores condiciones pueden ser suficierdes gue una persona experimente certeza o
grados altos de presuncién; sin embargo no sorsaeas.

Consideraciones metodologicas

La investigacién cualitativa que aqui se presesité @entrada en un estudio de caso de tipo
interpretativo (Denzin & Lincoln, 1994) y se enm@em un proceso de investigacion-accion
(Harding, 1978), en el sentido de que los resulkaglee se presentan provienen en parte de la
reflexion de uno de los autores sobre su propiatiza

El estudio empirico se llevo a cabo en el Diplomdddremas Fundamentales de
Algebra impartido por el Instituto Nacional paraBducacion de los Adultos; el diplomado
tiene el propdsito de fortalecer la formacion despeas que asesoran en temas de algebra a
adultos que se encuentran en proceso de obterertficado de secundaria. Incluye un
Modulo Cero y cuatro Modulos de contenido matenuatjoe se estudian de forma
secuenciada. En el Modulo | se revisan temas deeoonmedicion, asi como algunas
relaciones numeéricas basicas, en el Modulo Iplagicipantes descubren regularidades y
reconocen patrones para estudiar el lenguaje agehren el Médulo Il se estudian
relaciones funcionales y en el Modulo IV se preaermiroblemas que involucran el
planteamiento de una ecuacién lineal con una int@gnsistemas de ecuaciones lineales
con dos incégnitas. Cada Moédulo esta dividido gonanas en las que se revisa un tema en
particular.

Las actividades de ensefianza se desarrollan adistmediante el uso de la
plataforma Moodle a través de la cual los estuéimnéciben apoyo, evaluacion y
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retroalimentaciéon por parte de un tutor. En el mate los modulos del diplomado los
estudiantes participan en foros de discusion yizaalactividades y tareas que implican
resolucion de problemas matematicos. La dinamicaiste en que el tutor propone un
problema a resolver, los estudiantes publican darelsus soluciones al problema

propuesto e interactuan entre ellos para enriquecerregir sus respuestas; la discusion que
se genera es guiada por el tutor.

Para el analisis que aqui se expone se eligié eluMdlV porque los estudiantes
tendian a sustentar sus respuestas. Las particigscde ese modulo se organizaron en
episodios, mismos que estan conformados por toghss articipaciones de los estudiantes y
del tutor que giran en torno a una actividad irdeigor este ultimo. Los episodios
comienzan con la solicitud del tutor para resporadena tarea y finalizan con el acuerdo de
los estudiantes en torno a una solucién o conjdetsoluciones. Una vez que para
propositos del estudio se organizaron las part@grees en episodios, €stos se separaron en
partes considerando las necesidades del analssggmdndoles un numeral.

Para este reporte se seleccionaron tres particpasi una de una estudiante, llamada
Patricia, que abri6 la discusion, y otras dos da estudiante, Jeymi, quien parece haber
experimentado matices en sus estados epistémiegaher dos métodos de solucion de
un mismo problema, aparentemente correctos. Jenanirea asesora que contaba con cuatro
afios y medio de experiencia cuando fue observadeatiddz fungié como tutor del grupo,
quien deliberada y sistematicamente inst6 a quesusliantes explicitaran los sustentos en
los que apoyaban sus afirmaciones. En la edicidsimlernado que aqui se analiza, él
contaba con dos afos de experiencia como tutoseksoees.

Andlisis de Resultados: Episodio “El problema delaon de clases”

El episodio “El problema del sal6n de clases” qriexamina en lo que sigue trata sobre la
resolucion de un problema que se puede resolveurtaistema de ecuaciones lineales con dos
incégnitas. Comenzé con la solicitud del tutor pgua los participantes en el foro resolvieran el
siguiente problema:

En un salon de clases hay 61 alumnos. El nimeroujeres excede al de hombres en 7.¢,Cual
es el numero de hombres y mujeres?

a) ¢ Cuantas incégnitas tienes?

b) ¢ Cuales son las literales que asignaste? ¢ gniicsin?

d) ¢ Te hacen falta datos para dar solucion algms?

e) Trata de plantear las ecuaciones que resuely@oblema.

Para resolver el problema, de acuerdo al objetertadsemana, se esperaba que los
participantes reconocieran e identificaran la pmesede algo desconocido que se puede
determinar; especificamente, que reconocieran dopdgnitas del problema la cantidad de
hombres y la cantidad de mujeres en el salon; gokdizaran las incognitas, por ejemplo,
mediante las letras “X” y “y” y que relacionarais iacognitas con los datos del problema
para establecer un sistema de ecuaciones. En orenagosterior se pediria a los
estudiantes realizar las operaciones necesariasdederminar el valor especifico y sustituir
en la ecuacion el valor encontrado para comprobarega correcto.
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Participacion de Patricia

La participacién que abrid la discusiéon en el egisdajo examen fue la de Patricia.
Su respuesta desencadend las participaciones dmsymferos y en particular la de Jeymi.
Su participacion fue la siguiente:

(2.3) a) ¢Cuéntas incognitas tienes?

(2.4) 2 el numero de hombres y de mujeres

(2.5) b) ¢Cudles son las literales que asignaste? ¢ Quidican?
(2.6) "h" hombres y "m" mujeres.

(2.7) c) ¢(Te hacen falta datos para dar solucion al proa?

(2.8) no

(2.9) d) Trata de plantear las ecuaciones que resuelvemlelema
(2.10) h+m=7 m+7=h

En esta intervencion, Patricia se limitd a contekts preguntas que formulé el tutor.
En (2.4) identificé como incognitas al nUmero denloes y mujeres; posteriormente asigno
la literal “h” al nimero de hombres vy la literal *ral nGmero de mujeres (2.6) y finalmente
relaciond esas incognitas con los datos del probleara plantear un sistema de ecuaciones
lineales con dos incégnitas (2.10). Como se aprégisegunda ecuacion del sistema es
incorrecta porque la alumna considera al nimermdjeres como la variable independiente
y al nimero de hombres como la variable dependignhi®).

La primera participacion de Jeymi se dio como respaia la participacion de Patricia
(ver Primera participacion de Jeymi). En ella, Jesgsolvio el problema utilizando una
ecuacion lineal con una incognita: x + (x + 7) = B& alumna comenzé enunciando lo que
considero los datos del problema; identific6 commbdgnita el nUmero de hombres y le
asigno la literal “x”; posteriormente relacionoiteognita con los datos del problema con
base en lo cual planted una ecuacion lineal coninotgnita, la que después simplifico
para obtener el valor de la incognita “hombres’cuedl utilizé para calcular el valor de la
otra incégnita. Finalmente, suma la cantidad de br@s y de mujeres para verificar la
cantidad total de alumnos en el salon.

La segunda participacién de Jeymi (ver Segundagi@ation de Jeymi) se dio a
peticion del tutor. En esa oportunidad Jeymi sagim sistema de ecuaciones (h+m=61,
m=h+7) que tuvo como base la asignacion de laalitér” al nGmero de hombres y “m” al
numero de mujeres, y la traduccion al lenguajelatgeo del enunciado del problema
(expresado en lenguaje natural). El sistema, audguexpresion correcta, Jeymi lo dejo sin
resolver.

Los investigadores inicialmente centraron su atemein detectar el probable estado
epistémico que experimentd Jeymi en sus dos paaticdnes. Los resultados del andlisis se
exponen en lo que sigue.

Primera participacion de Jeymi: sus (posibles) esths epistémicos

(3.3) primeramente hay que analizar muy bien los datessgunos dan
(3.4) datos

salon de clases 61 alumnos

x hombres
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X + 7 mujeres
(3.5) por lo cual hay 2 datos desconocidos
(3.6) pero de uno se resuelve el otro
(3.7) ytenemos una incognita denominda "X"
(3.8) que significa hombres
(3.10) Ahora plantearemos la ecuacion
(3.11) x+(x+7)=61
(3.18) y nos queda asi 2x=54
(3.19) ahora vamos a dejar sola la x
(3.20) y para eso hay que dividir entre 2 ambos miembros
(3.21) 2x/2=54/2
(3.22) y nos queda x=27.
(3.24) mujeres X +7 = 27+7=34
(3.26) en el salon de clases tenemos 27 hombres y 34 esujer
(3.27) dando un total de 61 alumnos.

En relacion a su primera intervencion los investayas concluyeron que Jeymi
probablemente experimento certeza. Esto se degva alentificacion en ella de distintos
de los criterios que aparecen en el marco inteapxet de este documento. Se puede decir,
en principio, que ella tuvdeterminaciorpara someter a juicio del grupo respuestas y
procedimientos distintos a los que se habian padtien el foro hasta ese momento; por
ejemplo, Patricia plante6 un sistema de ecuacipees no lo resolvio (2.10), mientras que
Jeymi plante6 una ecuacion (3.310btuvo el valor de las incégnitas (3.26). Su erat
también se puede inferir del uso @l&atizadoresespecificamente, del hecho de haber
recurrido al modo indicativo de los verbos parasprear reglas generales (3.10 y 3.19) o
para hacer afirmaciones (3.5 y 3.7), llegando isela utilizar el enfatizador “hay que
analizar” (3.3). Otros aspectos que hablan de fteeza de Jeymi son qaetuden
consecuencia con los procedimientos que anunciégjemplo, cuando advirtio “ahora
vamos a dejar sola a la “x” (3.19) y cuando realizéiones consecuentes para
efectivamente obtener su valor (3.20, 3.21 y 3.88§ activéesquemas epistémicbasados
en lafamiliaridad al enunciar reglas como “hay que analizar muy bosrdatos” o “ahora
plantearemos la ecuacion” que muy probablemente leathituales para ella al resolver
problemas rutinarios en su labor como asesora ypquecian darle confianza en sus
respuestas; que ella aludidazones por ejemplo, al plantear una ecuacion lineal coa
incognita en lugar de plantear las ecuaciones gue solicitaron o en lugar de retomar el
sistema de ecuaciones que habia propuesto PaBugaazones también las dejo ver al
declarar qué...[habia] dos datos desconocidos” (3.5qye “...de uno se [resolvia] el
otro...” (3.6); ademas su domino conceptual quedimdeifiesto por los simbolos que
introdujo en 3.7, en donde explicité la interprédacque dio a la “x”, o en 3.20, donde
denoto cierta comprension de las propiedades debsi=" al realizar la misma operaciéon a
ambos lados de la igualdad. Su certeza tambiégnjéaver al mostrainteréspor resolver el
problema, al explicar detalladamente su solucibonpatestar correctamente todas las
preguntas del problema, al resolver el sistemaplaated sin que el tutor se lo solicitaa
exponer una solucién distinta a la que se habiastnado en el foro hasta ese momento y al
ser clara en su exposiciéon. Finalmente, Jeymi dend@sl certeza al dejar veonstanciaen
la aplicacion de las acciones recién descritaslarfmp de su intervencion.
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Segunda participacion de Jeymi: sus (posibles) eslas epistémicos

(5.17) ya que bueno vamos a tomar a m como el numero girasly h el numero de
hombres

(5.18) entonces sabemos que la suma de las dos cantiuzsida 61

(5.19) seria h+m=61

(5.20) pero tambien sabemos que el numero de mujereseereed al numero de hombre

(5.21) esto seria

(5.22) h+7=m

(5.26) bueno por lo tanto nuestro sistema de acuaciones se

(5.27) h+m=61 h+7=m

(5.28) creo jeje

La segunda participacion de Jeymi se dio cuand&r le pidi6 cambiar su método
de solucion para resolver el problema. Parecieeaequesa oportunidad ella experimentd un
estado de presuncion porque, entre otras cosasnitiggadorestanto en su procedimiento
como al rematar su participacion; en ese procesarié a estos elementos Iéxicos cuando
tradujo literalmente cada enunciado del problemdehgyuaje natural al lenguaje algebraico:
por ejemplo, al traducir el enunciado “el nimerardgeres excede en 7 al numero de
hombres” utilizé el mitigador “seria” (5.21) antds plantear la ecuacion correspondiente,
“h+7=m" (5.22), a diferencia de su primera intersién en donde uso el enfatizador “nos
queda” (3.18 y 3.22). Al finalizar su intervenciélta utilizé el mitigador “creo jeje” (5.28)
que da la impresion de que ella dejo abierta labpladad de error en el planteamiento de su
sistema que, como ya se ha dicho, dejo sin resdfnealmente, parece que ella sdélo activo
esquemas epistémicos basados dadaliaridad porque para formular el sistema de
ecuaciones no se aprecié un sustento distintdradaccion literal de los enunciados del
problema al lenguaje algebraico, y no abundo6 sebsggnificado conceptual de las letras o
relaciones que ella introdujo, como lo hiciera arpamera intervencion.

Alerta de una posible dificultad conceptual

Del anédlisis de los posibles estados epistémicesegperimentd Jeymi al presentar
distintos métodos de solucion se concluyd, de awuarlo que se explicd, que en su primera
intervencion Jeymi probablemente experimentd cartgzjue en cambio vivencié un estado
de presuncion en su segunda participacion. Esttdadelos investigadores y los llevo a
suponer que en esa segunda participacion, Jeyma geinia alguna dificultad conceptual,
especificamente con la variable, aun cuando sugdimientos y resultados en primera
instancia eran correctos. Se decidié entonceszmaus procedimientos usando el Modelo
3UV* (Ursini, Escarefio, Montes & Trigueros, 2005) et se caracterizan los tres usos de

' El Modelo 3UV

La variable como incégnita

I1 Reconocer e identificar, en una situacion protdléca, la presencia de algo desconocido que pmexde
determinado considerando las restricciones delgmudo

12 Interpretar la variable que aparece en una é@maoomo la interpretacidon de valores especificos.

I3 Sustituir la variable por el valor o valores duseen de la ecuacion un enunciado verdadero

I4 Determinar la cantidad desconocida que apameesgaciones o problemas, realizando operaciones
algebraicas, aritméticas o de ambos tipos.

38



I5 Simbolizar las cantidades desconocidas ideatifiss en una situacion especifica y utilizarlas para
plantear ecuaciones.

La variable como nimero general

G2 Interpretar la variable simbodlica como la représcion de una entidad general, indeterminada, que
puede asumir cualquier valor.

G4 Manipular (simplificar, desarrollar) la varialdienbélica.

Las variables en una relacién funcional

F1 Reconocer la correspondencia entre variablasiogladas, independientemente de la representacion
utilizada (tablas, gréficas, problemas verbalepresiones analiticas).

F2 Determinar los valores de la variable dependjefados los valores de la independiente.

la variable.

En su primera intervencion Jeymi inicialmente idféed la presencia de dos incognitas
al explicitar “...hay 2 datos desconocidos...” (3.53gacto I1 de la variablBmo incognita)
pero inmediatamente reconocié una correspondemtia &s variables al mencionar “...de
una se resuelve el otro...” (3.6) (aspecto F1 deataable en unaelacion funcional). Para
obtener el valor de la incégnita “cantidad de hoesbiaspecto 14 de la variable como
incognita) ella le asigno la literal “x” (3.7), laterpreté como “hombres” (3.8) aunque del
contexto se infiergque se referia a la “cantidad de hombres” (asp@ctie la variable como
incognita). Posteriormente, utilizo esa literalgpatantear la ecuacion correctamente,
x+(x+7)=61 (3.11) (aspecto I5 de la variable comodignita), simplificé esa expresion
(3.18) y realiz6 la misma operacion a ambos ladokdgualdad (3.18) (aspectos G2 y G4
de la variable como numero general). Una vez qievebla cantidad de hombres, Jeymi la
sustituyo en la expresion con la que representamdidad de mujeres (3.24) para obtener la
respuesta, 34 mujeres (aspecto F2 de la variablmamelacion funcional). Finalmente,
sumo las dos cantidades para verificar el totaldenos en la clase (3.26), 61 alumnos
(aspecto I3 de la variable como incognita).

En su segunda intervencién (cuando plante6 elmside ecuaciones) Jeymi en (5.18)
identificé dos cantidades: el nUmero de mujeres Y\ambres (no explicitd que se trataban
de incognitas), en (5.17) les asigno las literdhgsy “m” y tradujo literalmente del
lenguaje comun al lenguaje algebraico el enuncil@roblema para plantear el sistema
de ecuaciones (aspecto I5 de la variable como mta)g en (5.19) del enunciado “la suma
de dos cantidades es 61" obtuvo la ecuacion h+ny=61 (5.22) del enunciado “el nUmero
de mujeres excede en 7 al nUmero de hombres” ob&ugouacion m=h+7. Su intervencion
finalizd con el planteamiento correcto del sisteang5.27), que dejoé sin resolver.

El analisis precedente dej6 ver a los investigaslquee cuando Jeymi utilizé la
representacion “x”, mostré flexibilidad en el use ld variable dejando ver que ella contaba
con las habilidades necesarias para obtener su yalerificarlo. Incluso, mostro cierta
madurez en el manejo del signo igual al utilizamétodo de la balanza para obtener el valor
de la literal. Esta flexibilidad y habilidades rasImanifestd cuando en su segunda
intervencién recurrié a una representacion dist{htg m). A diferencia del significado que
le otorgd a “x”, parece que Jeymi considero edasdies “h” y “m” s6lo como abreviaturas
de las palabras “hombres” y “mujeres” perdiendsighificado de variables en toda su
extension; una muestra es que se refirié a esasliéis como ‘cantidades’ (5.18).
Adicionalmente, y posiblemente relacionado conntegor, ella no percibié la relacion
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entre las ecuaciones del sistema que ella mismaceny, al carecer de razones, ella solo
activo esquemas epistémicos basados en la farddidml dar cuenta de su sistema
acudiendo unicamente al parafraseo del enuncialdordelema. Por ejemplo, para explicar
el planteamiento de la ecuacién h+7=m (en luganda&=h) ella sélo utilizé parte del
enunciado del problema (“ya que el nUumero de regjson las que exceden a el nimero de
hombres”) y no hizo referencia al uso de las vadeislo a las relaciones funcionales entre
variables, como lo hiciera en su primera intervéndi‘hay dos incognitas” o “de una se
resuelve la otra”). Todo ello probablemente le idipiresolver el sistema y determinar el
valor de las incognitas, que si obtuvo cuando planina sola ecuacion.

Principales Hallazgos

En la investigacidén se pudo constatar la eficaelarstrumento para identificar los
posibles estados epistémicos que experimento elcsde este estudio al resolver un
problema matematico en el contexto de un foro &irtA partir de este andlisis fue posible
distinguir la forma en que ella sustent6 sus afaimaes y el nivel de comprension del
concepto de variable que present6 en cada plane@démiCuando ella experimentd certeza
mostré una comprension conceptual de la variabéengquse vio reflejada cuando los
investigadores detectaron un estado de presunci@la Esto permitié suponer que cuando
esta estudiante vivencio un estado de presunci@a@dlo activo esquemas basados en la
familiaridad que le alcanzaron sélo para plantéaistema y que la posible ausencia de
razones (derivada tal vez de la falta de comprensodceptual que desencadend una
representacion distinta de la variable) le impidddtinuar con la resolucion.

Lo anterior deja ver que estudiar la trayectoridadeestados de certeza (0 presuncion)
de los alumnos permite detectar posibles obsta@dnseptuales y determinar la forma en
que ellos sustentan sus afirmaciones matematicia.dénclusion puede ser util en la
practica del tutor (y de cualquier docente de materas) porque el analisis que él realice de
los estados epistémicos que experimentan sus astedipuede ayudarle a identificar los
posibles obstaculos que ellos tienen con algUunegmiocmatematico. En el reporte que aqui
se expone, fue posible identificar las dificultades la profesora que se tom6 como caso de
estudio tenia con el concepto de la variable cuaxgerimento un estado de presuncion, a
pesar de que sus resultados y procedimientos eragsctos (en primera instancia).

Lo antes dicho nos llevo a identificar otro fenOmepue se dio especificamente en el
caso de Jeymi, la profesora del estudio: que sezaesta relacionada con sus niveles de
comprension y con la activacion de esquemas epistdnbasados en razones, y que sus
estados de presunciéon parecen estar asociadosreesaperatorias y esquemas basados en
la familiaridad, pero sobre todo a la ausenciaad®mes conceptuales. Puede resultar
interesante para el lector saber que este escemaparece ser el mas frecuente, lo cual se
mostrara en otros reportes que los autores estaalaente preparando.
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7.-TRIANGULACION ENTRE PARES

La revision del arbitro fue la siguiente:

Benjamin Martinez Navarro:

Después de una detenida revision de su original, "C riterios de Certeza en
el contexto de un foro virtual" ha sido considerada positivamente en |
Congreso de Educacion Matematica de América Central y de El Caribe si se

realizan las siguientes revisiones.

Recuerde que debe incluir las observaciones de form a aqui indicadas y subir
la version definitiva de su trabajo (ver pagina 15 del manual de autor),
antes del 20 de setiembre.

Observaciones del revisor:

El trabajo aporta elementos tedricos y practicos pa ra el estudio de la
solucion de problemas.

Revisar la cita "Autor2" (2013)

Gracias por considerar su participacion en este eve nto.

Ing. Alexa Ramirez
alexarvll@gmail.com

Ing. Alexa Ramirez

Comité Cientifico Internacional

El enviar el articulo de investigacion para su @aeidn a un congreso de nivel internacional me
permitio:
-Compartir el trabajo con investigadores a nivérinacional.

-Realizar una triangulacién entre investigadoresme permitiera disminuir posibles sesgos que
pudiera tener al disefiar el instrumento e integpies datos.

-Contar con sugerencias que me permitieran enrajuetdrabajo.
8.-ALCANCES DE LA INVESTIGACION Y NUEVAS PREGUNTAS

En el articulo se muestra que se logré disefiangtruimento que permitié detectar los posibles
estados internos que una persona experimento fEmauirtual al resolver un problema
matematico. Este analisis permitié sugerir laskgesidificultades del asesor con conceptos
matematicos involucrados. En particular, parecelg@studiante mostré una comprension del
concepto de variable cuando uso la literal x papaasentarla que no mostré cuando usé una
literal distinta. Adicionalmente, se encontro quartdo Jeymi experimento certeza mostré una
comprension del concepto de variable que no sesfligjada cuando experimenté presuncion.

Ante cada uno de los resultados de esta primes parta investigacion surgieron otras
preguntas:

¢, Qué otras relaciones existen entre la certezaxperimento una persona que participé en un
foro virtual y su comprension en torno a hechokadenatematicas? ¢ Qué consecuencias se
desprenden de esas relaciones?

Jeymi experimentd certeza asociada a su comprensidda asociada a su incomprension.
¢, COmo sera su comportamiento en situaciones sasfilar
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CAPITULO 3

RECONSTRUCCION ETNOGRAFICA DEL ARTICULO
CERTEZAS MATEMATICAS EN LA HISTORIA Y EN LA
EDUCACION A DISTANCIA.

1.-EL REGISTRO

Para tratar de responder a las nuevas preguntas que surgieron del reporte de
investigacion “Criterios de certeza en el contexto de un foro virtual”, se selecciono
un episodio en el que, por un lado, se pudieran distinguir otras relaciones entre la
certeza y la comprension y en el que participara Jeymi para sugerir posibles
patrones de certeza, por el otro. Los mensajes fueron extraidos del foro virtual
“Diferentes métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones de primer grado”
correspondiente a la quinta semana de actividades del Modulo 4. En lo que sigue
se muestran esos mensajes tal y como quedaron registrados en la plataforma:
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Imagen 1 Intervencion del tutor

l_:%'-'
431 ACTIVIDAD 1

Bienvenidos compafieros! La semana pasada nos concentramos en plantear sistemas de ecuaciones. Esta semana lo
Tf_" importante serd identificar el método mas idoneo para resolver el sistema una vez gue lo hemos planteado.

Ak Para comenzar plantea el sistema que resuelve los siguientes problemas v contesta; ;Qué método escogerias para
g resolver el sistema de ecuaciones que planteaste?

1.-Las dos cifras de la edad de Maria suman 10. 5i duplicamos la primera cifra y sumamos a ésta el doble
de la sequnda obtenemos 20,

:Cual es la edad de Maria?
a) Plantea el sistema de ecuaciones que resuelve el problema

b) ¢ Qué método escogerias para resolver el sistema de ecuaciones que planteaste? ;Porque?

2.-0Obtendras un millon de dolares si encuentras un nimero de dos cifras que cumpla las siguientes
condiciones simultaneamente:

A.-5ia la primer cifra del ndmero que buscamos le sumas el doble de la segunda cifra, el resultado es 5

B.- 5i al doble de la primera cifra del nimero que buscamos le sumas el cuadruple de la segunda cifra, el
resultadoes 7

;Cudl es el nimero con el que podras ganarte el millon de dolares?
a) Plantea el sistema de ecuaciones que resuelve el problema

b) ;Qué método escogerias para resolver el sistema de ecuaciones que planteaste? ;Por qué?

3. Un hotel tie ne habitacione s dobles y sencillas. En total hay 45 habitaciones y 70 camas.
;Cuantas habitaciones tiene de cada tipo 7
a) Plantea el sistema de ecuaciones que resuelve el problema
b) :Qué método escogerias para resolver el sistema de ecuaciones que planteaste? ;Porque?

Cada companero puede escoger un problema distinto v responder las preguntas que lo acomparfian. Adelate! Recordemc
gue Io importante ez la interaccion entre ustedes, es importantizsimo gue comentemos las respuestas de nuestros demas

compafieros. L=

m
m
|
T
T
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Imagen 2 Primera intervencion de Mariana

ra

2012, 18:08

o0

= Jara resomn S ISTE IME
C ]-miércoles, 26 de septiembre de

@ hola benja

.‘:E Me refiero a la ecuacion que hace Bety

L]

" es definitivo gque no a todas las personas se les hace facildicha ecuacion va que todos
somos diferentes, a demas algunos entienden solo viendo el problema, otros se les tiene que
explicar el proceso, a ofros =e les tienen gue plantear nuevos ejemplos donde vallas paso por
A paso explicandole a detalle el problema hasta que lo entienda, a algunos =e les dificulta mucho
mas y tienes que explicarle con otro procedimiento (corto 0 largos) para que pueda realizar la
actividad.

% aguiles dejo el ejemplo me gue me =olicitas Benja espero gue =ea Otil

2.-Obtendras un millon de dolares si encuentras un namero de dos cifras que
cumpla las siguientes condiciones simultaneam ente;

A.-5ia la primer cifra del nimero que buscamos le sumas el doble de la segunda
cifra, el resultado es 5

B.-5i al doble de la primera cifra del nimero que buscamos le sumas el cuadruple
de la segunda cifra, el resultado es 7

;Cudl es el ndmero con el que podras ganarte el millon de dolares?
a) Plantea el sistema de ecuaciones que resuelve el problema

b) ;Qué meétodo escogerias para resolver el sistema de ecuaciones que planteaste?
sPorque’?

K+2y=h
Frrdy=T

En este caso come la ecuaciones no contienen una incognita igual se aplica el método de
sustitucion donde alguna de las dos ecuaciones se multipligue por algdn nimero gue nos sirva
para eliminar una incognita

2ix+2y=2(5)

Quedandonos

2x+4y=10

Después de este paso va puedes realizar la operacion
2w+ 4y=10

Zx-dy=T

dx+0=1T
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Separamos términos v despejamos “x°
dx=17

H=17

4

=4 25

Obtenido el wvalor =ustituimos en una de las 2 ecuaciones

2(4.25)+4y=T realizamos la operacion v posterior separamos términos v despejamos “y~°

5.5 +dy=T
dy=T_85

dy=1.5

W=1.5

4

=0.375
Comproba mos
Primera ecuacidn
H+Z2y=5
4.75+2(0 375)=5
4 25-0.75=5

c=g
Segunda ecuacion
Fr-dy=T

2(d 25)-4(0.3T5)=T
8.5-1.5=7

=7

hACElr ar meresa] e anterlor I Editar

| Parm

| Borrar | Responder
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Imagen 3 Intervencion de José

Re: ;Qué método elegir para resolver el sistema?
de Josf[ |- miércoles, 26 de septiembre de 2012, 19:15

Clue tal Mariana.
Realmente me sorprendiste. Serias la primer persona gue ganarna el millon de dolares

(A migal)

Pero tienes un pegueio detalle:
K+2y=5

2x+4y=T

En este cazo como la ecuaciones no contienen una incognita igual se aplica el método de
sustitucion donde alguna de las dosecuaciones se multipligue por algin nimero gue nos
=irva para eliminar una incognita

2(x+2y)=2(5)

Quedandonos

Zx+dy=10 Todo va bien hasta agui

Dezpués de este paso yva puedes realizar la operacion
Zu+dy=10

Zx-4v=7 En este paso, va le cambiaste el signo (debe ser +4v o muttiplicar por -1, pero
toda la ecuacion), va no &8 13 ecuacidn original

&x+0=17 Por lo tanto, éste no es el resutado
iQue opinas?

=dludos!

bdcestr ar mersa]e anterlor | Editar | Parir | Borrar | Respon

ioler
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Imagen 4 Segunda intervencion de Mariana
g Re: ;Qué meétodo elegir para resolver el sistema?
de Mariana - viemss, 28 d= septiembre de 2012, 15:01

@ Efectivamente tienes toda la razon =e afecta a toda la ecuacion pero el proposito de el

4% sistema de ecuaciones es que se logre el resultade mediante la eliminacion de alguna

W52 de las incognitaz siyo afecto a toda mi ecuacidn me guedaria en 3 y va no tendria una

incognita para despejar pero al sustituir afectaria va gue no llegaria al resultado v en la
zegunda =i=e despeja la incognita pero no da el resultado.

X+2y=h
s dy=T

En este caso como la ecuaciones no contienen una incognita igual se aplica el método
de sustitucion donde alguna de las dos ecuaciones se mulipligue por algin ndmero
gue nos sirva para eliminar una incagnita

2(x+2y}=2(3}
Quedandonos
Zx+dy=10 Todo va bien hasta agui

Dezpués de este pazo va puedes realizar la operacian

2+ dy=10
-2 -dy="T7
40+0=3

Obtenido el valor gustituimos en una de las 2 ecuaciones

2(3)+dy=7 realizamos |a operacion v posterior separamos términos v despejamos v
G+dy=T

dy=7-5

dy=1

=114

¥=0.25
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Comprobamos

Primera ecuacion

¥ no obtengo el S
Segunda ecuacion

2x-dy=7

Tampoco obtengo el 7 gque =& me pide

Por Io tanto solo afecte a 4y para no afectar toda la ecuacion v mucho menos mi
resultado talvez no lo vez correcto pero para misi por gue el objetivo es encontrar el
valor correcto.

Jejeje] me eguivogue en el =signo

Comprobamos

Primera ecuacion

cuando subi la informacion gue me corregiste.

2.-INTERPRETACION DEL TUTOR Y DE LOS INVESTIGADORES

En mi papel como tutor detecté que los procedimientos de Mariana eran
incorrectos e intui su estado de certeza asociado a su incomprension. Llamoé mi
atencion el hecho de que a pesar de que José habia hecho ver sus errores a Mariana
ella no cambid su posicion. Entonces decidi incluir una actividad en la que todos
los participantes del foro resolvieran “el problema del millén de dodlares”
utilizando el método de graficacion con el fin de que Mariana utilizara un método
distinto al de sustitucién. En ese momento crei que cuando ella obtuviera rectas
paralelas concluiria que el sistema de ecuaciones no tenia soluciéon. Pero
nuevamente, ella paso por alto reglas del dlgebra para defender su posicion.
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(A qué se debia el hecho de que Mariana experimentara certeza a tal punto de

defender procedimientos distintos a los de

de sus demds companeros

(procedimientos que por cierto eran incorrectos)?Como tutor no me fue posible
responder a la pregunta y mi altimo intento para hacerle ver su error a Mariana
fue cuestionarla: ;Cémo convencerias a los demds compafieros de que has
encontrado la solucion? La estudiante no respondid. Como estudiante de maestria
estas fueron mis interpretaciones.

Tabla 1 Compromisos ontoldgicos de Mariana

Numeral Respuesta de la estudiante Interpretacion de los

investigadores

(3.1) : . . . L
Efectivamente tienes toda la razon se Enuncia la siguiente
afecta a toda la ecuacion regla: para que una

igualdad se conserve
deben afectar todos los
términos de la
ecuacion.

(3.2) - . .
pero el proposito de el sistema de Enuncia su
ecuaciones es que se logre el resultado caracterizacion del
mediante la eliminacion de alguna de las sistema de ecuaciones:
incognitas un medio para lograr el

resultado.

(3.3) si yo afecto a toda mi ecuacibn me  Enuncia una
quedaria en 3 y ya no tendria una consecuencia de
incégnita para despejar abandonar su

caracterizacion del
sistema de ecuaciones:
No tendria una
incognita.

(3.4) o , ,
pero al sustituir afectaria ya que no “No llegaria al
llegaria al resultado y en la segunda si se  resultado” como
despeja la incognita pero no da el consecuencia de
resultado. abandonar su

(3.5) X+2y=5 caracterizacion del

sistema de ecuaciones.
2x+4dy=7

(3.6)

En este caso como la ecuaciones no

Regla para aplicar el

50



contienen una incognita igual

método de sustitucion:
las ecuaciones no
contienen una incognita
igual.

(3.7) se aplica el método de sustitucion donde Caracterizacion del
alguna de las dos ecuaciones se “método de
multiplique por algin nimero que nos sustitucion” como
sirva para eliminar una incognita medio para eliminar

una incégnita.

(3.8) 2(x+2y)=2(5) Aplica la regla

(3.9) , correspondiente al
Queddndonos métod}z) de sustitucion:

multiplicar alguna de
las  ecuaciones  por
algin nimero que sirva
para  eliminar  una
incognita.

(3.10) . , iy
2x+4y=10 Todo va bien hasta aqui La obtenciéon de la

ecuacion es congruente
con la regla: multiplicar
alguna de las
ecuaciones por algun
namero...

(3.11) . . .

Después de este paso ya puedes realizar la “Después ya puedes”
operacion quiza indica el

(3.12) 2x+4y=10 seguimiento de reglas.
-2x-4y=-7
40+0=3

(3.13) Obtenido el valor sustituimos en una de las
2 ecuaciones Pésa -I:,)Ot a1t9 la

afirmacion que hizo en
(3.3) al
interpretar4(0)+0=3
como x=3.

(.14 2Bray=7 No se percata de su

(3.15) realizamos la operacion vy posterior
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“ 7

separamos términos y despejamos “y

error al interpretar
4(0)+0=3 como x=3 y

(3.16) 6+4y=7 o
contintia con los
4y=7-6 siguientes pasos de su
4y=1 procedimiento.
Y=1/4
Y=0.25
3.17 C b
(3.17) omprobamos Utiliza un sistema de
Primera ecuacion ecuaciones distinto al
X+2y=5 original para
349(0.25)=5 comprobar que  se
(0.25)= obtienen desigualdades
3+0.50=3.50 al sustituir los valores
Y no obtengo el 5 obtenidos.
Segunda ecuacion
2x-4y=7
2(3)-4(0.25)=7
6-1=5
(3.18) Tampoco obtengo el 7 que se me pide
(3.19) Por lo tanto solo afecte a 4y para no afectar
iy . Pasa por alto las reglas
toda la ecuacion y mucho menos mi i
que enuncia en (3.1) y
resultado.
(3.7)con tal de
mantenerse fiel a (3.2)
(3.20) talvez no lo vez correcto pero para mi si -
. L. Insiste en mantenerse
por que el objetivo es encontrar el valor o
fiel a la caracterizacion
correcto .
del sistema de
(3.21) Jejejej me equivoque en el signo ecuaciones que
explicitd en (3.2).
(3.22) Comprobamos

Primera ecuacién

X+2y=5

4.25+2(0.375)=5

4.25-0.75=5 error de dedo jeje pero

es

Sustituye su resultado
primera
sistema

solo en la
ecuacion del
original. Pasa por alto
el hecho de que al
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asi 4.25+0.75=5 sustituir sus resultados
en la otra ecuaciéon del
sistema original debe
cumplirse la igualdad.

5=5 cuando subi la informaciéon que me
corregiste.

En primera instancia nos percatamos de que Mariana conocia las reglas del
algebra: se afecta a toda la ecuacion (3.1) o si se afecta a toda la ecuacién me
quedaria en 3 y ya no tendria una incdgnita para despejar (3.3). Reglas que pasd
por alto con tal de ser fiel sus compromisos ontologicos (e.g. el propodsito de el
sistema de ecuaciones es que se logre el resultado mediante la eliminacion de
alguna de las incognitas (3.2) o el objetivo es encontrar el valor correcto (3.20)).
Incluso explicitd las consecuencias que se derivarian si abandonara esos
compromisos (e.g. no llegar al resultado (3.4)). Adicionalmente, al aplicar el
instrumento para detectar posibles estados internos de una persona que participo
en un foro virtual fue posible sugerir de manera sustentada que Mariana
experimento certeza como se muestra en el apartado “Analisis de resultados” del
articulo “Certezas matematicas en la historia y en la educacion a distancia”. Todo
lo anterior permitio concluir que Mariana soportd su certeza en compromisos
ontoldgicos. Compromisos de los que quizd Mariana no podia dudar porque
soportaba en ellos su idea de las matematicas.

Una nueva pregunta de investigacion

Por otro lado, mientras yo leia a Kline (2009) y a Lobachevski (1974) en mis cursos
de maestria, me percaté de que los matematicos a lo largo de la historia soportaban
su certeza en una idea establecida de los objetos matematicos que a veces los
llevaba a resultados incorrectos. Esto me condujo a una nueva pregunta de
investigacion:;Qué casos se podrian encontrar en la historia de las matematicas
que derivaran en resultados matematicos erroneos como consecuencia de sostener
una idea de lo que son los objetos matematicos?

3.-UNA NUEVA REVISION BIBLIOGRAFICA. COMPROMISOS ONTOLOGICOS
EN LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS

Realicé una revision bibliografica que me permitio concluir que en la historia de las
matematicas se podian encontrar casos en los que los compromisos ontoldgicos
habian derivado en resultados erroneos. Tymoczko (1986) explicita esos
compromisos en los que los matematicos basaron su certeza en distintos periodos
de la historia (ver Tabla 2). Lobachevski (1974) por su parte también dio cuenta de
los compromisos ontolégicos a los que desde su punto de vista algunos
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matematicos habian sido fieles y que los llevo eventualmente a razonamientos
incorrectos. Por ejemplo, expuso, critic6 y demostré que algunas de las
demostraciones del postulado de Euclides hechas por Legendre estaban
equivocadas. Concluyd que, probablemente los prejuicios, a favor de la posicion
aceptada por todos en ese momento, indujeron a Legendre a precipitar sus
conclusiones o anadir lo que atn no era licito de admitir en las nuevas hipdtesis.
Kline (2009) comenta que durante 2000 afios el mundo intelectual en su totalidad
acepto la doctrina griega de que los axiomas de la geometria euclidiana y de las
matematicas en general eran verdades sobre el mundo fisico, verdades tan claras y
evidentes que nadie en su sano juicio se pondria a discutir. El cuerpo entero de la
geometria euclidiana constituia una coleccion de verdades incontrovertibles sobre
objetos idealizados y fendmenos del mundo fisico. Atado a este compromiso
ontolodgico Saccheri, contintia el autor, al extraer la conclusion de que la afirmacion
de Euclides sobre las paralelas era consecuencia necesaria de los otros nueve
axiomas, solo consiguié mostrar que cuando un hombre se pone a establecer algo
de lo que ya estd convencido, se satisfard aunque su demostracion no tenga que ver
nada con los hechos.
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Tabla 2 Compromisos ontoldgicos en la historia de las matematicas

Geometria Euclidiana

Logicismo

Formalismo

Compromisos
ontologicos

Las propiedades del
universo son exactas,
eternas, y se pueden
conocer con certeza
por la mente humana.

Lalégica de la teoria de
conjuntos podria servir
como base para todas las
matematicas.

-Se considera a las
pruebas
matematicas como
secuencias de
simbolos formales,
reordenados y
transformados de
acuerdo a ciertas
reglas que
corresponden a las
reglas del
razonamiento
matematico.

-Los axiomas de la
teoria de conjuntos
nunca llevaria a

una contradiccion.

- El significado de
los simbolos se
convierte en algo
extra-matematico.

Referencias a
la certeza en
los
compromisos
ontoldgicos.

-La geometria habia
servido, desde la época
de Platon, como el
ejemplo supremo de la
posibilidad de certeza
en el conocimiento
humano.

-La seguridad es mas
probable que se
encuentre en las
matematicas que en otras
partes.

-A las matematicas
se les daria una
base-en el sentido
de una garantia de
consistencia
seguro-.

-El objetivo es
establecer de una
vez por todas la
certeza de los
métodos
matematicos.
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Causas de la  -El surgimiento de las
pérdida de nuevas geometrias.
certeza en -La pérdida de la

compromisos certeza en la geometria
ontoldgicos. = era filosdficamente
intolerable, ya que
implicaba la pérdida
de toda certeza en el
conocimiento humano.

-Se descubrié que
muchas demostraciones
matematicas estaban
llenas de falacias.

-Si la seguridad fuera
realmente visible en
matematicas, seria en un
nuevo campo de las
matematicas, con bases
mas solidas.

-Los teoremas de
incompletitud de
Godel
demostraron que
cualquier sistema
formal seria
incapaz de probar
su propia
consistencia.

En el articulo que nos ocupa se profundizo en el caso de la geometria euclidiana

para mostrar la generalizacion del fenomeno: asi como en la investigacion empirica

se encontrd un caso (Mariana) que siendo fiel a sus compromisos ontologicos pasd

por alto reglas del dlgebra, en la historia de las matematicas se encontrd un caso

(Saccheri) que al ser fiel al punto de visto aceptado por todos admitié lo que aun

no era licito de admitir. La versidn en espariol del articulo se pone a continuacion a

disposicion del lector.

4.-VERSION PUBLICADA DEL ARTICULO

En lo que sigue se muestra la version en inglés del articulo “Certezas matematicas

en la historia y en la Educacién a Distancia”. Una version en espafol puede

encontrase en el Anexo 1.
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MATHEMATICAL CERTAINTIES IN HISTORY AND
DISTANCE EDUCATION

Benjamin Martinez Navarro Mirela Rigo Lemini
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzadosv&tav), Mexico

An historical case is presented in which extra-reathtical certainties lead to
invalid mathematics reasonings, and this is comgidmea similar case that
arose in the area of virtual education. A theoratimethodological
instrument is proposed for analysis of certainti€ébe article suggests the
need for teachers to be aware that certainties athematics facts are not
always based on mathematics understandings.

BACKGROUND AND OBJECTIVES OF THE PAPER

In Euclid’s Elements the author supported his theory of the paralilelthe
Fifth Postulate; there he established that twoslat are not equally inclined
in relation to a third line will always have to@nsect. Said proposal engages a
behavior in the infinite (Kline & Helier, 2012), hee throughout history
mathematicians resorted to different means to cmevithemselves of their
truth —states Lovachevski (1974, pg. 2). Saccheri,instance, decided to
establish that truth by resorting to a double rédacto the absurd: denying
the existence (no parallel tacrossed?), and denying unicity (more than one
line crossed). Denial of the existence produced a contradictierom the
second possibility, Saccheri deduced theorems #ilagjt contradiction-free,
seemed odd to him. This was sufficient for him tgect the second
possibility, from which he derived the veracity tbe Fifth Postulate as the
sole possible option. According to Kline & Helie20l2, pg. 508), “when
Saccheri concluded that the Fifth Postulate washduessary consequence of
the others, he was only able to show that whenrsopentends to establish
something of which s/he is already convinced, sifiebe satisfied even if
his/her demonstration has nothing to do with thoesta

Another attempt to demonstrate the parallels pastuhrises in Legendre. In
1800, he published, according to descriptions byalcbevski, that the sum of
the angles of a triangle cannot be greater thaf. 388 moreover argued that
said sum could not be less than 180°. From hisyaisal Lobachevski

deducted that Legendre’s reasons were incorrecttatdthe biases in favor
of the position accepted by all had probably indutem at each step to
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precipitate his conclusions or add what was sttl legitimate to admit in the
new hypothesis” (1974, pg. 3).

In a critical reading of history, Lovachevski quesed the absence of logical
rigor of the demonstrations of the Fifth Postuldtte;objected to the ontology
and idealistic epistemology that was the foundatdnthose attempts, by
suggesting that “the concepts themselves did nodrapass the truth that he
wanted to demonstrate” (1974, pg.1l) and by raisimgempirical route as the
alternative proof, by way of astronomical obseadi With an open spirit, he
built hyperbolic geometry, admitting with it “thexistence of Geometry in a
broader sense than what Euclid has presented” (1@j74).

This passage through history illustrates how biadgaken on by Saccheri or
Legendre- can disturb mathematics reasoning, an@ hkertainty and
convincement of mathematics facts can be strongtlytb extra-mathematical
sources, such as ontological or epistemologicalncments. The subsequent
text contains arguments based on empirical evidelerered from a case
study (Mariana), that that historical phenomenonsoested with
convincement and certainty also arises in mathesatistruction processes.
The regularity of that phenomenon in such dissimaleenas suggests, in one
way or another, its generality, and raises the niedteachers to have
knowledge of it and consider it in their didactragtices.

Research on certainty and convincement has beesctelr toward the
professional arena of mathematics, such as thédeofeaching of the subject.
For the mathematician, convincement and certairgydaivers that boost its
activity in the stages of heuristic development] anguide for certifying its
findings during proof processes (Tymoczko, 1986he Tmathematics
education community has carried out different stadhat implicitly use the
point of departure that, like what happens withhreatatics, certainty is also
important in building mathematics knowledge in thessroom. Some of those
works have been recreated in extra-class envirotsmand have focused
either on the students (e.g., in Balacheff, 2000pm the teachers (e.g., in
Harel & Sowder, 2007); others, developed in classrenvironments with
intervention, have basically focused on the stuldatg., in Krummheuer,
1995). Unlike any of the foregoing, in this worketpoint of departure is an
historical phenomenon associated with the buildihgertainties so as to take
it as an epistemological laboratory that enablgdagxing the presence of the
very phenomenon in current training environmentsgia virtual forum. This
raises the challenge of having theoretical elemantsanalytical instruments
that make it possible to distinguish states ofasety (with respect to the
statements of mathematics contents that arise )tretperienced by the
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students enrolled and that they express in writBgow, the authors of this
paper propose the instrument of analysis that leen lweveloped for that
purpose.

PROPOSAL OF AN INSTRUMENT TO DISTINGUISH EPISTEMIC
STATES OF CERTAINTY AND OF PRESUMPTION OR DOUBT

This research deems that, associated with theertemss of mathematics
content, subjects can experience internal stateseofainty (when they
associate the highest degree of probability to vihay believe in) or of
presumption hen they associate lower degrees of probabilitwhat they
believe in). Such states are known as “epistemic statesigo R013).

In the design of the theoretical-methodologicaltrunment proposed below,
there is a convergence of perspectives from diffedesciplines, namely: from
philosophy (Wittgenstein), psychology (Bloom, Hags & Madaus) and
sociology (Abelson). Of particular relevance tasthiudy was the contribution
of linguistics works, such as those of Hyland (19%9¢hich made it possible
to resort to analysis of the meta-discourse ofghsicipants in the virtual
forum so as to reveal the communicative intentigmany of which are
unconscious) that they project through their wgén

The authors of this research consider that a pdisba takes part in a virtual
forum) experiences a degree of certainty, or osymgtion or doubt, in a
mathematics statement when one or more of theiertteat appear in Table 1
are met. Said criteria are sufficient, albeit netessary.

Elements of The person resorts to language emphasizers thaeceaal a

speech greater degree of commitment to the truth of wieaishsaying; for
instance, when the person uses the indicative rabderbs (e.g.,
| have).

Action The subject carries out actions that are consistéhthis
discourse.

Familiarity The person resorts to forms of sustentation basddniliarity
(result of repetition, memorization and customs).

Cognitive The person resorts to forms of justification basednathematics
formulation reasons.

Determination The person spontaneously and determinedly exprésses
adherence to the veracity of a mathematics statgnneicating
some degree of determination. That degree maydtehivhen
the subject maintains a belief, in spite of hawimg collective
against him. He may even make efforts to convirthers of the
truth of his position.

Interest: The participations of a person who shows interesterning a
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specific mathematics fact in a virtual forum are:
-SystematicThat is to say, the subject answers all questions
addressed to him in the most detailed manner gessib
-Informative His assertions, procedures and/or results are
sufficiently informative.

-Clear and precise

Consistency The person’s varying interventions show consistency

Table 1. Theoretical-methodological instrumentdmstinguishing states of
certainty.

METHODOLOGICAL ASPECTS

The qualitative research reported here focusesnomtarpretative-type case
study (Denzin & Lincoln, 1994). The empirical stuakas carried out in the
Diploma Program on Fundamental Themes of Algelbra,purpose of which
was to strengthen the training of people who prewadvice on algebra topics
to adults in the process of obtaining their secondahool certificates. The
teaching activities are carried out remotely byngsthe Moodle platform,
through which the students receive support, aresassl and given feedback
by a tutor. The episode analyzed here pertainsadulé IV. It was selected
due to the fact that the advisors tended to useerstagion in their responses.
The episodes begin with the tutor asking the stisdencomplete a task and
they end with the agreement of the students osdhgion to the task. For this
report, the participations of three students wenesen given that those
students appear to have experienced very diffeq@stemic states when faced
with the task proposed, despite the fact that nufntne three answered the
task correctly.

EPISODE: “THE MILLION DOLLAR PROBLEM"

The episode dealt with resolution of the followimgpblem: You will get one
million dollars if you can find a two digit numbd#nat simultaneously meets
the following conditions: a) If you add to the fidigit of the number we seek,
a figure that is twice the second figure, the reisub; b) If you add four times
the second figure to double the first digit of thember we seek, the result is
7. The students were expected to conclude thatumasbar could meet the
problem’s conditions, and that they would see thistwas the case when they
charted the equations in a graph that would protivogoarallel lines.

1% Fragment. Mariana’s first intervention. Presence  certainties
Mariana started with the following participation:

1.1 x+2y=5; 2x+4y=7
1.2-1.6 ... Since the equations do not contain an equahank, the substitution
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method is applied ... to eliminate one unknown, wHedives us witl
2x+4y=10. After that step, you can do the operatio
1.7 2x+4y=10
2x-4y=7
4x+0=17
1.8-1.9. We separate the terms and solve for “xX”. [Sok=4.25
1.10- Obtaining the value, we substitute in one of thee@Quations:
1.11 2(4.25)+4y=7
1.12- We do the operation, separate the terms and soivig't
1.13 8.5+4y=7;, 4y=7-8.5; 4y=15; y=0.375
1.14- We prove. First equation: 4.25+2(0.375)=5; 5=5.
1.15 Second equation:  2x-4y=7; 2(4.25)-4(0.375)=  8.51.5=7;
=7
During her resolution, Mariana used different eguatsystems. The first
came from the translation from common to algeblanguage (1.1); then she
obtained an equivalent equation (at 1.5), and d#iftaet; at 1.7, she obtained a
modified equation, by changing a sign (of the tetyn from the second
equation). To obtain the value of x, she used iis¢ ¢quation at 1.7, and to
obtain the value of y, she began with the secondt&mn in 1.1 and ended
with the second equation in 1.7. To prove the dmerashe used the first
equation from 1.1 and the second from 1.7.

In her resolution, Mariana liberally applied thelesi of algebra, by
capriciously changing the signs of the terms of #wuations and by
indistinctly using the equations that appear insthgystems and combining
them in amad hocmanner, as they suited her purposes. It would $kathis
responded to a specific objective, namely: to obtailues for literalx andy,
an objective that may possibly have been derivechfan interpretation of the
literal only as an unknown, excluding the variaBlether uses.

During this process, it would seem that Marianaeemced high degrees of
presumption and even of certainty. Amongst othasaas, this is because of
her determinationto be the first to submit her answers and proagdto the
judgment of the group; her use emphasizers specifically due to the
indicative mode of the verbs (at 1.2 or 1.14); lbseaheractionswere the
result of the procedures that she was announcmygexample when she
announced that the substitution method was to Ipdieab(1.2), all of her
subsequent actions were aimed at trying to applgsrthat she believed
belonged to that method; because she sustaine@dsertions inschemes
based orfamiliarity (such as the addition and subtraction method), @tor
what she called the ‘substitution method’, at BBe also demonstrated her
certainty by showingnterestin resolving the problem, by explaining her
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solution in a detailed manner, answering all of qlnestions in the problem,
resolving the system raised without the tutor retjng it, and by presenting
her resolution clearly.

2" Fragment. José’s questioning
José expressed the following to refute Marianassaam:

2.1-2.2 Hello Mariana. You really surprised me. But you’peissed] a small

detail.

2.9-2.11 2x-4y=7. In that step, you changed the sign (itsthde+4y or multiply
by -1, but the entire equation), that's no longee briginal equation.
What do you think?

José realized that Mariana had not correctly agdptlee rules of algebra

(changing the sign in the system at 1.7), and that had consequences

(“that's no longer the original equation”, 2.9),dahe informed her of it,

waiting for her reaction.

3“ Fragment. Mariana’s reply. Explicitation of reasors and ontological
commitments, and strengthening certainty.

Below is Mariana’s reply

3.1-3.4 You are indeed completely right [José], the entigaiation is affected.
But the purpose of the system of equations is tweaiat the result by
eliminating one of the unknowns. If | affect my ieatequation, | would
be left with 3 and | would not have an unknowndtys.
3.5-3.10 x+2y=5; 2x+4y=7. In this case, since the equatidosnot have one
same unknown, the substitution method is appliedre/lone of the two
equations is multiplied by a number that serveseliminate one
unknown. 2(x+2y)=2(5), leaving us with 2x+4y=101 &l well so far.
3.11-3.12 After that step, you can do the operation
2x+4y=10
-2x-4y=-7
40+0=3
3.13-3.16 Once the value has been obtained, we substitutenén of the two
equations: 2(3)+4y=7. We do the operation, and esdler “y"...
y=0.25.
3.17-3.18 We prove it. First equation: x+2y=5; 3+2(0.25g1d | don't get 5.
Second equation: 2x-4y=7; 2(3)-4(0.25)=7; 6-1aér,do | get the 7.
3.19-3.20 So | only affect 4y, in order to not affect the wdhequation, and much
less my result. You may not see it as correct,itist [correct] for me
because the objective is to find the correct value.
3.22 Let's prove it. First equation: x+2y=5; 4.2502Z75)=5; 5=5.
At the beginning of the fragment (from 3.1 to 3 Mariana told José that he
was right. Yet she subordinated those reasons #i slie thought should be
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obtained from a system of equations: “to arrivetta result”. This was
probably because she believed that absurdities dvbal derived from her
classmate’s answer (such as “l would not have &mawn to solve” and “I

would be left with 3", possibly referring to 3.1t a second point (from 3.4
to 3.18), she followed José’s suggestion, perhapth whe idea of

‘mathematically showing him his error’ by lettingcantradiction arise from
his suggestion: “I don’t get 5” and “nor do | ghet7”, without realizing that
the mistake did not come from the resolution, lbotf the arbitrary nature of
her manipulation of algebraic language (e.g., suasng at 3.12-3.13 that
x=3 or using the system of equations that beseduier ends). At the third
point (3.19-3.20), she once again sustained theésaloiity of her method,

once again subjecting it to the obtainment of hiejectives: “to find the

correct value” (3.20), and at the fourth (3.22) gheved its validity without

realizing that she needed to substitute the valuese two equations at 1.1
and not just in the equation that best suited mterests.

In Mariana’s second intervention, she very likelsesgthened her epistemic
states of certainty by being able to make her obges and arguments
explicit, and ‘demonstrating’ her classmate’s eramd the validity of her
principles and her method, all of which she didwdéterminationandwith a
consistent attitude Her certainty can also be inferred from the ude o
emphasizers (not just due to the assertiveneserdihguage, but also due to
the use of the indicating mode in “l [don’t] ge#f 3.18, “it is” at 3.2 or
“much less” at 3.19). Hanterestcan moreover be seen in her reiteration of
her resolution, clarification of her points of vieawnd public refute of her
classmate despite her understanding that he wiais toga certain extent.

4™ Fragment. Jeimy’s participation. Doubt

4.2-4.4 1 think | have a problem too. I'm trying to do tlsecond exercise and
cannot find the value for x or for y. My equatiare: x+2y=>5; 2x+4y=7
4.5 Then | change the sign in the first equation.
4.6-4.8 -x-2y=-5

2x+4y=7
X+2y=2; x=2-2y. Substituting in the first equati(#2y)+2y=5 [so] 2=5

By rigorously applying the rules of algebra, Jeiamyived at an absurdity that
made her doubt her work. Without presupposing angtrshe simply detected
it and asked for help.

MAJOR FINDINGS

The case of Mariana is interesting. Although shewshher knowledge of
some of the rules of algebra (see 3.5 to 3.12),0ohéwlogical commitments
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concerning the characteristics that must be posdelsg mathematics tasks
and, particularly by systems of equations —of hgnan unknown to solve and
a precise and numerical solution that can be fothm&l appear to represent an
obstacle that prevent her from fully applying thoskes.

Mariana, like Saccheri or Legendre, was faithfuh&y ontological principles
(or biases) and, just like them, those commitmeants certainties lead her to
“admit demonstrations that had nothing to do with facts” and “they lead
her to precipitate her conclusions or add things tere not legitimate” (see
pg. 1 of this text).

Jeimy, like Mariana, faced a problem that jeopadiher beliefs (of the
existence of a numerical and sole solution to athematical tasks) and her
algebraic knowledge. But while Marianna obstinate#yd on, with not a trace
of doubt, to an ideal of the mathematics objedbjestting the rules of algebra
to those ontological commitments, Jeimy preferredmaintain her logical
rigor —like Lovachevski did, taking due distance- dcrupulously following
the rules of algebra. Unlike Mariana, Jeimy allowselself to doubt the
results obtained —like Lovachevski did-, recogrhee lack of knowledge and
ask for help —a metacognitive openness that plaeeth a position to learn.

An important didactic consideration stems from an@lysis presented. And it
has to do with the help that can be given to Maialosé’s participation
reveals that it was not enough to demonstrate lgebeaic errors because in
one way or another she was already aware of thelmat Wariana appears not
to have realized, and perhaps she would need selpeniith this, is that her
beliefs and ontological commitments (that she pbbpbatook as
unquestionable and unmovable truths) lead her s® lmgical rigor in
application of algebraic rules and, in the finatance, represented an obstacle
to moving forward in her learnings.

This texts show that certainty of mathematics faes have deep roots in
extra-mathematical considerations, such as ontwdégommitments, and that
certainty is not always or necessarily tied to reathtical comprehension.
Given the information presented here, it is imparttoat teachers and their
professors become aware of the phenomenon becausas i significant
consequences in the learnings of students.
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5.-EL CASO DE JEYMI

Con el proposito de sugerir posibles patrones de certeza en Jeymi en lo que sigue
se muestra la resolucion completa de la estudiante al problema del millén de
dolares y el analisis de los investigadores:

(4.2) creo que yo tambien me encuentro en un probleraa jej
(4.3) estoy intentando hacer el segundo ejercicio y riergo valor de "x" ni de "y"
(4.4) mis ecuaciones son

X+2y=5
2X+4y=7

(4.5) enseguida le cambio de signo a la primera ecuacion

(4.6) -x-2y=-5
2xX+4y=7

X+2y=2
X=2-2y

(4.7) ahora sustituye en la primera ecuacion el valot basta ahorita
(4.8) (2-2y)+2y=5

2=5
(4.9) yno tengo ningun valor ???7????7????????(q pada pil

Para comenzar a resolver el problema Jeymi plante6 el sistema de ecuaciones
correctamente en (4.4) (x+2y=5, 2x+4y=7).Para resolver el sistema, ella trato de
aplicar el “método de eliminacidon” al “cambiar el signo” a todos los términos de la
ecuacion x+2y=5 en (4.6) y al operar obtuvo el valor de la literal x en funcién de y
(x=2-2y). En (4.8) sustituy6 su valor (2-2y) en la ecuacién x+2y=5 quiza esperando
obtener el valor de la literal y. Sin embargo, tuvo dificultades para interpretar la
desigualdad que obtuvo (2=5).Jeymi explicito esta dificultad en (4.3) “no obtengo el
valor de x ni de y” y en (4.9) “no obtengo ningun valor...”.

Cuando los investigadores analizaron los estados internos de Jeymi se concluyo
y y

que experimento presuncion. Ella explicito ese estado en (4.2) “...me encuentro en

un problema” y en (4.9) “...que pasa auxilio”, adicionalmente utilizé los

esquemas epistémicos basados en la familiaridad al enunciar reglas para tratar de
resolver el sistema como en (4.5) “enseguida le cambio de signo a la primera
ecuacion” y en (4.7) “ahora sustituyo en la primera ecuacién el valor de x”. Su
ausencia de razones matematicas las dejo ver, en parte, al no explicitar la
interpretacion de esas reglas (por ejemplo, interpretar la regla “le cambio el signo
a la primera ecuaciéon” como la obtenciéon de una ecuacién equivalente) y en
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general, de los objetos que usa (por ejemplo, no abundé sobre el significado de las
literales).

El comportamiento de Jeymi que se identific en el episodio del problema del
saldn de clases parece que se mantuvo al tratar de resolver el problema del millon
de dolares: sus estados de presuncion parecen estar asociados a razones
operatorias y esquemas basados en la familiaridad, pero sobre todo a la ausencia
de razones conceptuales.

6.- REVISION POR PARES

En lo que sigue se muestra el resultado de las revisiones que los arbitros del PME
hicieron llegar a los autores.

Revision 1
Review 1
Evaluation of thecontribution

Tota

Rationale&researchqt Theoreticalframework&litetMethodolo Rf; S (I)in
stion rature gy y g

2 s 3 3 3 ts
(20% (10% (out
0 0 0
(20%) (20%) N of 4)
3.1

Reviewer'scommentsonthecontribution

Rationale & research question: 3 - Meets the standard

This is an interesting paper on the developmeattbeoretical/methodological instrument
to analyse certainties in mathematical reasoniflgs.use of the instrument has been well
illustrated with an empirical example of an onlownversation between student teachers.
My only criticism is that the authors need to jfysbetter why their study is different to
those in, for example, mathematical proof - thawvisat is the role of historical episodes in
building their instrument (see more below).

Theoretical framework & literature: 3 - Meets the standard

The authors might want to look at the work of IsghiVeber and/or Mejia-Ramos on
argumentation, conviction, etc. in mathematics edmplications of their results on
theories of epistemic cognition.

| acknowledge the author's argument that they déqmsn an historical phenomenon to
elaborate their instrument but | can't see whyighsfferent from other studies in the area -
perhaps this point should be made clearer in tasgmtation.

Methodology: 3 - Meets the standard

The use of the instrument is clear as well as xaen@le given, which illustrates the
epistemic stages in "Mariana's" reasoning and hemphe-convictions (arosen perhaps
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from a cultural-historical conception that in matiagics "you always have an answer") led
her to erroneous conclusions.

Results: 3 - Meets the standard

The results are clearly presented and make realgoclabms substantiated in the case
presented.

Clarity: 3 - Meets the standard

The paper is in general very clear - the main goané well conveyed.

Relevance: 4 - Excellent standard

The paper is interesting and important for teaeercation, so it will be of interest to the
PME audience.

Final Recommendation: Accept as Research Report

Reasons for recommendation:

The paper is interesting and well written, as \aslimportant for teacher education. My
only recommendation is that the connection betwkernnstrument and the historical view
of mathematics should be made clearer in the ptaisen - that is, the argument that this
paper is making a contribution that is differeminfrthose studies in the area of
mathematical proof.

Revision 2
Review 2
Evaluation of thecontribution

Tota

Methodol I .
poin

ts
(out

0,
(20 ) of 4)
3.8

Reviewer'scommentsonthecontribution

Rationale & research question: 4 - Excellent standard

a very inspiring use of history of mathematics!

Theoretical framework & literature: 4 - Excellent standard

Clearly articulated in the limited place of 8 pages

Methodology: 3 - Meets the standard

examples for Table 1 would increase the claritthefemployed methods
Results: 4 - Excellent standard

an open-eye way of analyzing the episode

Clarity: 4 - Excellent standard

good English, coherent structure of paper

Relevance: 4 - Excellent standard

by combining math history with distance education provided a unige contribution.
Final Recommendation: Accept as Research Report

Reasons for recommendation:

while showing table 1, provide examples
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En la revision 1 el arbitro mostrdé su inquietud por conocer la forma en que fue
utilizado el caso historico para construir el instrumento tedrico metodologico. El
apartado historico pretendia ilustrar un caso en el que compromisos ontologicos
derivaron en resultados erréneos como se mostro anteriormente. Se eligi6 el caso
de la geometria euclidiana porque permitia mostrar la generalidad del fenémeno.
El instrumento tedrico metodoldgico se derivo de la triangulacion entre las
categorias del intérprete, las categorias del estudiante y las categorias de los
autores como se indica en el capitulo anterior.

Por otro lado arbitro de la revisiéon 1 sugirio a los autores la revision de Tall&
Mejia-Ramos (2009). Estos autores centran su atencion en la prueba y distinguen
entre distintos mundos que corresponden a diferentes 6rdenes de verdad: en el
mundo encarnado, el individuo comienza con experimentos fisicos a encontrar
cdmo las cosas encajan entre si, por ejemplo, cuadrados encajan entre si para
formar una patrén que cubre una mesa plana, de forma que las cuatro esquinas
hacen una vuelta completa. En el mundo simbdlico, contintian los autores, los
argumentos comienzan con calculos de nimeros especificos y se convierten en la
prueba de identidades algebraicas por la manipulacion simbdlica .En el mundo
formal, la forma deseada de la prueba es por deduccion formal, tales como el
teorema de valor intermedio demostro usando el axioma de completitud. Estas
diferentes lineas de desarrollo podria formar parte de las razones matematicas que
distingue Rigo (2013P). A diferencia de Tall & Mejia-Ramos, Rigo (2013) distingue
entre sustentos matematicos y extra-matematicos y propone una taxonomia de
esos sustentos. Adicionalmente, Tall& Mejia-Ramos también reconocen que en la
construccidon de una prueba, los argumentos pueden usarse en diversos momentos
con diferentes niveles de confianza. A diferencia de estos autores, Rigo (2013°)
afirma que la persona experimenta distintos estados asociados a sustentos tanto
matematicos como extra-matematicos. Ademas de las diferencias mencionadas , en
este trabajo interesa contar con un con instrumento tedrico metodologico que
permita sugerir los estados internos que experimentd un persona que participd en
un foro virtual para analizar las distintas relaciones entre esos estados internos y
niveles de comprension y las posibles consecuencias didéacticas que de esas
relaciones. Queda pendiente una revisién bibliografica mas profunda de los
autores.
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CAPITULO 4

RECONSTRUCCION ETNOGRAFICA DEL ARTICULO
{CERTEZA IMPLICA COMPRENSION?

1.-EL REGISTRO

En el articulo “Criterios de certeza en el contexto de un foro virtual” se mostro el
caso de una estudiante-asesora que acompafaba su certeza en los hechos de las
matematicas con su comprension conceptual. En el articulo “Certezas matematicas
en la historia y en la educacion a distancia” se mostré un caso que sustentaba su
certeza en compromisos ontologicos. En el articulo que nos ocupa se aportan
evidencias de que la certeza, o estados altos de presuncidn, pueden también ir de
la mano de la comprension procedimental, o que incluso pueden ir asociados a la
casi total ausencia de comprension conceptual. Para este articulo se tomaron
participaciones de la segunda semana del Modulo 4. A continuacién se muestran
tal y como quedaron registradas en la plataforma.
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Imagen 1 Primera intervencion del tutor

M Re:Las matematicas son divertidas
4w de Benjamin Martinez Navarro - domingo, 2 de septiembre de 2012, 23:32

&
'*.-"—‘
k5 £ ACTIVIDAD 4

= Compaferos! En la actividad 3 hemos visto que podemos guiar a nuestros educandos con preguntas
‘]/‘F; Gtiles para plantear la ecuacion que resuelve el problema.

@’5 ;Como guiarian a sus educandos para plantear la ecuacion que resuelve los siguientes problemas?
"

1.-Un padre tiene 35 afos y su hijo 5. ;Al cabo de cuantos anos sera la edad del padre tres veces mayor
que la edad del hijo?

2.-En una reunion hay doble numero de mujeres que de hombres y triple numero de nifos que de
hombres y mujeres juntos. ;Cuantos hombres, mujeres y nifos hay si la reunion la componen 96
personas?

El primer companero en ingresar puede compartirnos una estrategia para guiar a nuestros educandos en
el planteamiento de la ecuacion que resuelva el primer problema. El siguiente puede compartirnos una
estrategia para plantear la ecuacion que resuelva el segundo problema.Los demas companeros podemos
dar una estrategia diferente y corregir o enriquecer las respuestas de nuestros demas companeros. Ojo!
solo necesitamos plantear la ecuacion. Adelante!
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Imagen 2 Primera participacion de Patricia y respuesta del tutor

g Re: Las matematicas son divertidas

W

oL LEARR

de Faticia[_ | lunes, 3 de septiembre de 2012, 00:09
Hola comparieros

les dejo la respuesta al primer problema v la explicacion a los educandos,

35 +X) =X +35

15 +3X =X+35

IX-K=35-15

2K =20

X=10

colocaremos X a los afos que transcurriran para gque el padre cumpla el triple de edad que el hijo. va sabemos
la edad gue tienen actualments amboz asi que pedemos realizar una igualdad con los datos que tenemos.

I(5+ X)=X+35

Tres veces la edad del nifo mas ¥ afos que deben trans currir deben serigual a la edad del padre | a suvez

sumar la edad del padre a esa misma cantidad X afios debe ser la edad del hijo.
espero no confundir.

ldioeskr ar meresa] e ank erior I Ediar I Fartir I Bomar | Responder

™ Re: Las matemdticas son divertidas

4=+ de Benjamin Martinez Mavarro - lunes, 3 de septiembre de 2012, 22:04

i . ro e ' ' ' '
:,._i Hola Paty, compartenos que significado tiene cada una de las siguientes expresiones en la

B

. ecuacion que propusiste para resolver el problema de acuerdo al contexto del problema:

Y A 3(5+x)

I@}:E] x+35
v () Bax

Luego compartenos ;Por que tuviste que multiplicar (5+x) por 37

Un saludo!
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Imagen3 Segunda intervencion del tutor

M Re: Las matematicas son divertidas
J=v de Benjamin Martinez Navarro - martes, 4 de septiembre de 2012, 14:27

b4 ; SEgument
L

Hola companeros

b

‘f@ﬂ Es de llamar |a atencion que pocos companeros hayan resuleto el siguiente problema de la actividad 4;

%’? 1.-Un padre tiene 35 afos y su hijo 5. ;Al cabo de cuantos afos sera la edad del padre tres veces
mayor que la edad del hijo?

50lo Paty propuso la siguiente ecuacion para resolver el problema:
I+5)=x+35

a) ;Estan de acuerdo que dicha ecuacion solucionaria el problema? ;Por qué?

b) ;Qué significa x+5 en la ecuacion que propuso?

¢);Qué significa x+35 en la ecuacion que propuso!

d) :Por qué multiplicar por 3 la expresion (x+5) v no |a expresion (x+35)?

g) :Como creen que un educando intentaria resolver el problema si se le dificulta el;ilgehra? :Como
lo orientarian hacia el planteamiento de una ecuacion?

2-Para plantear la ecuacion que resolviera el problema anterior se requena un esfuerzo

mayor que solo traducir del lenguaje comun al lenguaje algebraico enunciado por enunciado. Cada
compafero debera plantear un problema que considere complicado de traducir del

lenguaje comun al lenguaje algebraico para que nuestros demas companieros planteen

la ecuacion que lo resuelva.

Adelante!

73



Imagen 4 Segunda intervencion de Patricia y preguntas del tutor

i

g Re: Las matematicas son divertidas

de Fatical |-maries, 4d= septiembrede 2012.13.03

¥ i
nume Hol3 companeros

n lzz comparto &l procedimignto espero estar bien

JE+103=10+35
x+3515+30=45

15 + 3w =x+3545=45
dx-¥=133-15
=20

X202 x=10

 menERle Fenor | EciEr | Pemr | Bomer | Responcer

M Re: Las mateméticas son divertidas
Jf=n de Benimmin Mar e M=iam = migcoles, 5de saphembie de 2012 D2

[
# 3= Hola Paty
¥
Pl | .-Sientendibien | estas comprobande que con tu expresion 3= obtienen las edades que cumplen con las
wem condiciones del problema ;O primero obtuviste las edades que cumplian con las condiciones del problema
‘f{ﬂ y luego obtuviste 13 ecuacidn?

&Q‘ 2.-Ahora por favar, explicanos gué significa en tu ecuacion las expresiones:

Ay Sex
B} x=35

3.-Laura propuse nla siguiente ecuacion para resolver el problema:
3(x-5)=x-35. ;Estas de acuerdo con gue 13 ecuacion resusive &l problema? ;por que?

ln =aluda

Mol armemsaje 2 enor | cir | Bom=r | Respode
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Imagen 5 Tercera intervencion de Patricia y primera intervencion de Laura

g Re: Las mate maticas son divertidas
de Fatical | miérooles, 5 de septiembre de 2012, 13:28

¥2 7 Hola Benjamin

L L . . - . .
ofresco disculpas en mi caza hubo un fallecimiento v no me fue posible responder en el tiempo gue lo
pediste espero compresion.

Pazando al problema primero =e determina la ecuacion para poder obtener la incognita.

La incognita e= en cuantos afios tendra el padre el triple de la edad del hijo

la incognita e= la cantidad de afios que deben transcurrir para gue el padre tenga eltriple de la edad
del hijo.

Z2.-Ahora por faver, explicanos qué significa en tu ecuacion las expresiones:

A) 5+x esto significa que 5 afios son la edad que tiene el hijo v le debemos sumar la cantidad de afos
que deben transcurrir.

B) x+35 esto significa que a la cantidad de afios que deben transcurrir =& le sumara la edad actual del
padre.

% las perzonas solo pueden aumentar de edad es decir sumamos edad jamas restamos afos a nuestra
vida.

Por lo tante sile resto como menciona la ecuacion de Laura no me dara buen resuftado.

Siresto 3010-5)=10-35

comenzando por gque al restar un numero menor a un numero mayor miresuttado sera negativo es
decir-25

MCELTSr mersa)e anterion | Edltar | Parir | Bomar | Responder

Re: Las mateméticas son divertidas
de LAURA[ | miércoles, § de septiembre de 2012, 21:32

e3> HOLA PATI ©

¥ Tienes toda la razon del mundo, no podemos restar afos a la wida humana,
v después cuando Benjamin me pregunto como resolvi la ecuacidn que yo propuse, va no supe
como la habia hecho antes, total gue al final termine echa bolas, hasta que lei tu comentario, v con
tu aclaracion va encontré mi error, resulfta que yo solo calcule cual podria ser el valor de "x” en
ambos lados pero al final encontré que el numero de afios que tienen gque transcumir eran 30, S0n
muchos porgue el padre tendria 80 v el hijp 30, v aungue cumple con el requisito de ser el triple de
la edad del hijo el procedimiento no es correcto, v a continuacion les comparto lo gque yo hice:
3(x-5)=x-35, agui calcule cual podria ser el valor de "x”, nunca despeje ni lo busque en los datos
gue tenia, simplemente calcule v sustitul, ese fue mi gran error, ademas de u=ar resta en lugar de
suma.

MIL GRACIAS POR LA ACLARACION Y TU COMENTARIO. APRENDI MUCHO. @

SALUDOS ATODOS DESDE EL CONTAMINADD Y SIEEMPRE GRIS, DF,
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2.-INTERPRETACION DE LOS INVESTIGADORES

En un principio los investigadores aplicaron el Modelo 3UV para identificar los
aspectos de la variable que manejaban las estudiantes en cada una de sus

intervenciones.

Tabla 1 Los aspectos de la variable en la primera intervencion de Patricia

Numeral Respuesta de la estudiante Interpretacion de los
investigadores

(L1 Hola comparieros
les dejo la respuesta al primer problema y
la explicacion a los educandos.

(1.2) . .
3(5 +X) =X +35 Plante6 la ecuacién

(aspecto I5 de 1la
variable como
incognita).

(1.3) 15 +3X=X+35 Manipuld la variable
3X-X=35-15 (aspectos G2 y G4 de la
2X =20 variable como ntimero

general).

(1.4 X=10 Obtuvo el valor de la
literal (aspecto I5 de la
variable como
incognita)

(1.5) - . e .
colocaremos X a los afios que transcurriran  Identifico la variable
para que el padre cumpla el triple de edad (aspecto 11 de la
que el hijo. ya sabemos la edad que tienen variable como

actualmente ambos asi que podemos

realizar una igualdad con los datos que

incognita) y le asignd
la literal (aspecto I5 de

tenemos. la variable como
incognita).
(1.6) . .
3(5+X)=X+35 Plante6 la ecuacion
(aspecto I5 de la
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variable como

incognita).

(1.7)

Tres veces la edad del nifio mds X afios que
deben transcurrir deben ser igual a la edad
del padre, a su vez sumar la edad del
padre a esa misma cantidad X afios debe

edad del hijo.
espero no confundir.

ser la

Traduccion literal del
lenguaje
lenguaje algebraico.

comun al

Cuando los investigadores analizaron esta primera intervencion de Patricia se
concluyé que ella habia manejado todos los aspectos de la variable como
incognita a excepcion de comprobar su resultado (aspecto I3). Este aspecto

Patricia lo puso en juego en una intervencion posterior:

Tabla 2 Los aspectos de la variable en la segunda intervencion de Patricia

Numeral

Respuesta de la estudiante

Interpretacion de los

investigadores

(1.1)

Hola companeros

les comparto el procedimiento espero estar
bien

(1.2)

3(5+10)=10+35
x + 35 15 + 30 = 45
15+ 3x = x + 35 45 = 45

En principio el tutor

percibio
desorganizacion en el
procedimiento de
Patricia. Después de
analizarlo concluyo:

La expresion
3(5+10)=10+35 se

obtuvo de sustituir 10
por x en la expresion
3(5+x)=x+35.

La expresion 15+30 =45

es el resultado de
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realizar las operaciones
de la igualdad
3(5+10)=10+35.

La expresion
15+3x=x+35 45=45
quiere decir que al
sustituir el valor de la
literal en la ecuacion
original se obtiene una
igualdad.

Aspecto 13 de la
variable como
incognita.

(1.3)

3x-x=35-15
2x =20
x20/2x=10

La estudiante volvio a
manipular la variable y
a obtener el valor para
la literal.

En suma, se concluy6 que Patricia finalmente puso en juego todos los aspectos
de la variable como incégnita. Pero la falta de explicitacion en los mensajes de
Patricia no permitié concluir a los investigadores que ella tenia un manejo de la
variable como incognita. Esta idea se acrecentd al analizar los aspectos de la
variable en una intervencién posterior:

Tabla 3 Dificultades de Patricia en su tercera intervencion

Numeral

Respuesta de la estudiante

Interpretacion del tutor

(4.5)

Y las personas solo pueden aumentar de
edad es decir sumamos edad jamas
restamos afnos a nuestra vida.

(4.6)

Por lo tanto si le resto como menciona la
ecuacion de Laura no me dara buen
resultado.
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(4.7)  Si resto 3(10-5)=10-35 Patricia sustituyo su
resultado en la
ecuacion de Laura para
mostrar que se obtiene
un “mal” resultado.

(4.8) . C1
comenzando por que al restar un numero | Patricia consideréd -25

menor a un numero mayor mi resultado como resultado de la
sera negativo es decir -25 desigualdad 3(10-5)=10-
35.

El hecho de que Patricia sustituyera su resultado en la ecuacion de Laura y que
considerara -25 como resultado de una desigualdad me permitieron concluir
que Patricia no tenia un total manejo de la variable como incégnita. Me parecia
que en su tercera intervencion la estudiante tenia dificultades con la
interpretacion de la comprobacion (para comprobar el resultado obtenido debe
sustituirse en la ecuacién de la que se obtuvo) y con la interpretacion de la
igualdad como un equilibrio entre dos expresiones. La pregunta que surgid
entonces fue ;Estas dificultades también podian inferirse en su primera
intervencion?En su primera intervencion Patricia obtuvo el valor de la literal
usando la trasposicion de términos al colocar las literales al lado de izquierdo
de la igualdad y los términos independientes del lado derecho. Este
procedimiento aunado a lo que se concluy6 de su tercera intervenciéon me
permitio conjeturar que Patricia podria tener dificultades con la interpretacion
del signo igual. Adicionalmente, en su primera intervencion Patricia mostrd de
forma desordenada la comprobacion del resultado que obtuvo para el
problema quizd como consecuencia de una dificultad con este aspecto de la
variable.

Nueva revision de la bibliografia

En suma, a los investigadores nos parecia que el identificar los aspectos de la
variable en cada intervencion no bastaba para decidir su nivel de comprension.
Entonces realicé una nueva revision de la bibliografia que nos permitiera explicar
el fendmeno.

En un principio tomé como referencia el “Modelo Heuristico” de la persuasion
(Petty&Brifiol, 2010) para rescatar elementos tedricos que me permitieran explicar
el caso de estudio. El modelo heuristico coincide con el bajo nivel de
elaboraciéon del “Modelo de la probabilidad de elaboracion”. En ese modelo, la

79



persuasion no se produce como resultado de un andlisis del mensaje, sino como
consecuencia de alguna caracteristica superficial de éste (la longitud del mensaje, el
numero de argumentos, una afirmacion universal extra-matematica), del emisor
del mensaje (su atractivo o su experiencia) o de las reacciones de otras personas
que reciben el mismo mensaje. Este modelo es aplicable a situaciones concretas
(Petty & Brifiol, 2010): cuando la motivacion (entendida como la implicacion del
receptor en el asunto del mensaje o la relevancia e importancia del tema para el
receptor) o la capacidad para comprender el mensaje por parte del receptor es
baja o cuando los elementos externos del propio mensaje son muy llamativos
(e.g. cuando el emisor es muy atractivo). Se enlistan a continuacidén las
variables que Salcedo (2007) toma en cuenta para el fendmeno de la persuasion
y se caracterizan de acuerdo al “Modelo Heuristico” y al bajo nivel de
elaboracion del “Modelo de la probabilidad de elaboracion”.

Tabla 4 Variables de la persuasion

Variables de la Caracteristicas
persuasion

El emisor del mensaje muestra credibilidad. Es decir, el
emisor argumenta contra sus propios intereses o asume
errores cometidos.

Emisor del mensaje El emisor del mensaje parece o es atractivo. Es decir, el
emisor tiene actitudes y valores similares al receptor del
mensaje persuasivo, pertenece al mismo grupo social
que el receptor, tiene experiencias previas de
cooperacion con él y/o capacidad para recompensarlo.

El emisor del mensaje muestra poder: Es decir, el emisor
tiene la capacidad de sancion o autoridad investida por
el entorno.

El mensaje persuasivo | La parte racional del mensaje persuasivo tiene las
propiamente dicho siguientes caracteristicas:

-Contiene afirmaciones extra-matematicas comunes con
las que todos muestran acuerdo.

-Puede contener ejemplos particulares que son mas
accesibles a las personas(contrario a la enunciacion de

teoremas).
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El mensaje tiene una parte emocional, en particular, evoca
miedo procurando mostrar las consecuencias temidas
y la manera de evitar esas consecuencias.
Adicionalmente, la persona a quien va dirigido el
mensaje persuasivo es capaz de llevar a cabo las
acciones necesarias para evitar esas consecuencias.

El receptor del mensaje

Diferencias individuales
Bajo autocontrol.

Motivos

-El receptor del mensaje experimenta ansiedad. Es decir
manifiesta una necesidad afectiva (e.g. tener la
respuesta correcta, quedar bien con el profesor, sentido
de pertenencia al grupo, abandonar el estado de
presuncion).

Habilidades (Capacidad)

-El receptor tiene una baja probabilidad de elaboracion:

La persona realizara un examen menos laborioso de la
informacion relevante o uno muy laborioso de menos
informacion relevante (por ejemplo, examinando el
primer argumento pero no los siguientes).

La persona pensara menos sobre la calidad de los
argumentos y centrara su atencion en una caracteristica
superficial de éste (e.g. el numero de argumentos: si hay
5 argumentos a favor entonces debe ser cierto o la
extension del mensaje o fija su atencion en un
argumento extra-matematico muy llamativo).

-El receptor manifiesta un “Sesgo de exploracion”: La
persona pensara en todos los argumentos posibles, y
al mismo tiempo tendera a evitar pensamientos
criticos o negativos hacia ese punto de vista por
resultar irrelevantes para la tarea asignada.

-El receptor cumple con la “Regla de la desmemoria”: La
persona preferird mas informacion y menos reflexion.

Discurso expresivo
El receptor del mensaje prioriza un discurso expresivo
que denota sus emociones y sentimientos. El Discurso
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Expresivo presenta los siguientes rasgos caracteristicos:
- Subjetividad.

- Uso frecuente de la 12 persona del singular (YO).

- Uso de oraciones desiderativas, exclamativas y
dubitativas.

- Uso de vocablos que denoten sentimientos.

- Uso abundante de interjecciones.

El contexto del mensaje | -Relajado o serio.
-Agradable o desagradable.

Algunos de los elementos que aparecen en la tabla parecian tener presencia en los
mensajes de las estudiantes. Por ejemplo, en la tercera intervencion de Patricia la
proposicion de que las personas solo pueden aumentar de edad y que jamas
podremos restar afos a nuestra vida es una afirmacion extra-matemdtica
universalmente aceptada fuera del contexto del problema. Sin embargo, un valor
negativo de la literal podria interpretarse en el contexto del problema como un
hecho ocurrido en el pasado. Adicionalmente, Laura no supuso la cantidad de afios
como negativa, en todo caso lo que supuso negativo fueron las edades iniciales de
las personas. Otra caracteristica es que el mensaje evoca el miedo hacia la obtencion
de un resultado negativo: Primero Patricia menciond en (4.6) que si procedia como
Laura no se obtendria un “buen resultado”, en (4.7) sustituyd su resultado en la
ecuacion de Patricia para mostrar en (4.8) que obtendria el “temido” valor
nagativo. La referencia a creencias matematicas erréneas como el rechazo a la
obtencién de un resultado negativo (4.8) o que para resolver un problema primero
se debe plantear la ecuacion (4.1) aunado al uso de simbolos matematicos para
demostrar a Laura la obtenciéon de un resultado negativo (aunque de forma
erronea) son factores que pudieron aumentar el efecto persuasivo del mensaje.

3.-SURGIMIENTO DE UN NUEVO MARCO TEORICO

Nuevamente, la triangulacion entre la interpretacién de los investigadores, los
referentes bibliograficos y las producciones de la estudiante permitieron disenar el
marco teodrico que se detalla en el articulo. Por un lado se descubrieron nuevos
esquemas epistémicos:

Tabla 3 Nueva triangulacion entre las categorias tedricas, del intérprete y de la
estudiante

Categorias tedricas Categorias del @ Categorias del
investigador estudiante
El emisor del mensaje parece o es La persona activa Tienes toda
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atractivo.

esquemas
epistémicos basados
en la autoridad entre
pares.

la razon del
mundo...

La parte racional del mensaje contiene
afirmaciones extra-matematicas
comunes con las que todos muestran
acuerdo. Puede contener ejemplos
particulares que son mads accesibles a
las personas (contrario a la
enunciacion de teoremas).

La persona activa
esquemas
epistémicos basado
en afirmaciones
incontestables ajenas
al argumento.

Y las personas
solo pueden
aumentar de edad
es decir sumamos
edad jamas
restamos anos a
nuestra vida.

El mensaje tiene una parte emocional, La persona activa  Por lo tanto si le

en particular, evoca miedo procurando | esquemas resto como

mostrar las consecuencias temidas @ epistémicos para menciona la

y la manera de evitar esas evitar consecuencias @ ecuacion de Laura

consecuencias. inesperadas. no me dard buen
resultado.

El receptor del mensaje experimenta La persona activa  Total que al final

ansiedad. Es decir manifiesta una

. . esquemas para evitar termine echa
necesidad afectiva (e.g. tener la q P
) estados de bolas, hasta
respuesta correcta, quedar bien con el | ] ,
. . incertidumbre. que lei tu
profesor, sentido de pertenencia al _
comentario,
grupo, abandonar el estado de
presuncion).
Por otro lado, se encontraron algunos indicadores de la incomprension:
Tabla 4 Indicadores de incomprension
Categorias tedricas Categorias del Categorias del
investigador estudiante
El receptor del mensaje acude a sus La persona activa
motivos. esquemas
epistémicos basados
en motivos.
El receptor tiene una baja Bajos niveles de Tienes toda
probabilidad de elaboracion. elaboracion. la razon del
mundo, no
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podemos
restar afios a la
vida humana.

El receptor manifiesta un “Sesgo de
exploracion”.

Sesgo de
exploracion.

Entonces el padre
tendria 90 y el hijo
30 y cumple con el
supuesto del
problema.

“Regla de la desmemoria”

Dificultad para
elaborar
contraejemplos.

Por lo tanto si le
resto como
menciona la
ecuacion de Laura
no me dara buen
resultado.

“Regla de la desmemoria”

Dificultad para
explicar su propio
punto de vista.

Yo encontré que la
ecuacion puede
ser: 3(x-5)=x-35.

Todo lo anterior llevd al surgimiento del marco tedrico que se explicita en el
articulo “;La certeza implica comprension?”.

4.-LA REPUESTA DE JEYMI

En la versién publicada del articulo no se incluy6 la respuesta de Jeymi. En este
trabajo se incluye para tratar de contestar la pregunta: ;Se dan patrones entre las

relaciones de certeza y la comprension? Esta fue la respuesta de Jeymi.

(7.1) holahola ya me confundi

mejor lo explico como yo lo entendi va
Un padre tiene 35 afios y su hijo 5. ;Al cabo de cudntos anos sera la edad
del padre tres veces mayor que la edad del hijo?

(7.2) edad del padre 35 anos
edad del hijo 5 afios
tiempo que pasara=x

(7.3) edad que tendra el padre 3(x+5) o bien x+35

entonces 3(x+5)=x+35
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(7.4) despejamos x para saber el tiempo que pasara para que la edad del padre
sea 3 veses mayor que la edad del hijo
3(x+5)=x+35
3x+15=x+35
3x-x=35-15 pasamos la x del lado der. al izq. restando y el 15 del izq. al
der. restando
tenemos 3x-x=35-15
2x=20
x=20/2

(7.5) x=10 tiempo que pasara para que la edad del padre sea 3 veces mayor a
la del hijo

(7.6) comprobamos
3(x+5)=x+35
3(10+5)=10+35
30+15=45
45=45

(7.7) entonces
para la edad del hijo era
x+5=10+5=15 edad del hijo
edad del padre 3(x+5)
3(1045)=30+15=45 edad del padre

(7.8) por lo tanto al pasar 10 afios el padre tendra 45 afios que es el triple de
15 que en este caso es la edad del hijo.
espero estar en lo correcto y no confundirlos jeeje
saludos...

Comprension procedimental en Jeymi

Para comenzar, en (7.2) Jeymi identificé la incognita del problema (aspecto
I1 de la variable como incognita) y le asignd una literal (aspecto I5 de la
variable como incognita), en (7.3) planted correctamente la ecuacién que
resolvia el problema, en (7.4) manipuld la variable para obtener su valor que
interpreto correctamente en (7.5) (aspecto 14 de la variable como incdgnita) y en
(7.6) comprobo6 que su resultado era correcto (aspecto I3 de la variable como
incognita). Finalmente en (7.7) calculé la edad del padre y del hijo para
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comprobar que se cumplian las condiciones del problema.Lo anterior es
muestra de su comprension procedimental. La falta de explicitacion de razones
matematicas diferencian esta comprension procedimental de la comprension
conceptual.

Altos niveles de presuncion en Jeymi

En (7.1) Jeymi explicité su confusion al leer las respuestas de Patricia y Laura
pero a diferencia de Laura, Jeymi decidié exponer su propio procedimiento y
obtuvo el resultado correcto. En relacion a su intervencion los investigadores
concluyeron que Jeymi experiment¢ altos niveles de presuncion. Esto se derivo
de la identificacion en ella de distintos de los criterios que aparecen en el marco
interpretativo de este documento. Se puede decir, en principio, que ella
tuvodeterminacion para someter a juicio del grupo sus propios procedimientos y
respuestas para el problema. Su alto nivel de presuncién también se puede
inferir del uso de enfatizadores, especificamente, del hecho de haber recurrido al
modo indicativo de los verbos para presentar reglas generales (7.4 y 7.6). Otros
aspectos que hablan de el alto nivel de presuncion de Jeymi son que actud en
consecuencia con los procedimientos que anuncio, por ejemplo, cuando
advirtio “comprobamos” en (7.6) actud en consecuencia; que activo esquemas
epistémicos basados en la familiaridadal enunciar reglas como “despejamos” o
“comprobamos” que muy probablemente eran habituales para ella al resolver
problemas rutinarios en su labor como asesora y que parecian darle confianza
en sus respuestas.Su alto nivel de presuncién también la dejo ver al mostrar
interés por resolver el problema, al explicar detalladamente su solucidn, al
contestar correctamente todas las preguntas del problema, al resolver el
sistema que plante6 sin que el tutor se lo solicitara, al exponer su propia
solucién y al ser clara en su exposicion. Finalmente, el mitigador “espero estar
en lo correcto” en (7.8) diferencia su alto nivel de presuncion del estado de
certeza.En un primer reporte se mostrd que Jeymi acompafiaba su certeza con
comprension, en un segundo reporte se sugirid que ella duddé cuando no
comprendié y en esta intervencion se detectd que Jeymi asoci6 a su
comprension procedimental altos niveles de presuncidn.

5.-EL MODELO 3UV Y LA NECESIDAD DE DISTINGUIR ENTRE LA
COMPRENSION PROCEDIMENTAL Y CONCEPTUAL EN ALGEBRA

De acuerdo a Ursini (2005) la mayoria de los alumnos aprenden a resolver

ecuaciones, pero esto no implica que no tengan problemas con la interpretacion de
las variables y su manipulacion, sino que recurren a la memorizacion de los
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métodos. En algunas investigaciones recientes, continda la autora, se informa que
pueden formarse alumnos que en pruebas de algebra estandarizadas obtengan
muy buenos resultados, sin que necesariamente estos resultados signifiquen que
los estudiantes han comprendido lo que estan haciendo y por qué lo hacen. En la
mayoria de los casos han memorizado lo que se les ensenid, pero sin comprenderlo.
Segun Ursini se espera que los estudiantes, desde los primeros acercamientos al
algebra, empiecen a:

-Diferenciar entre los distintos usos de la variable.
-Verbalizar las caracteristicas de cada uso.

-Desarrollar la idea de variable como un concepto multifacético, pasando entre
sus distintos usos con flexibilidad.

-Usar el lenguaje algebraico para expresarse.

Por otro lado, la autora, resalta la importancia que tiene para la adquisicion de
conocimientos nuevos el tipo de interacciones que se establecen en el salon de
clases con el profesor y entre los alumnos. Todo lo anterior es congruente con el
marco que se introdujo en el articulo ;La certeza implica comprensién? y que se
incluye a continuacion.

6.-VERSION PUBLICADA DEL ARTICULO
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¢ LA CERTEZA IMPLICA COMPRENSION?

Does certitude imply understanding?

Martinez Navarro Benjamin, Rigo Lemini Mirela

Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados
Resumen

En el documento se examinan cualitativamente alg@aspectos de las relaciones entre la
certeza que experimentan agentes de clase en #inechos de las matemaéticas, y su
comprension; los sujetos que intervienen en eldéstparticipan en un diplomado de
ensefianza de las matematicas en linea. Para eisiak ha tenido que disefiar un marco
interpretativo en el que se proponen diversos umgntos de interpretacion, el cual aqui
se expone. En la comunicacion se argumenta queetteza no siempre implica la
comprension, lo que resulta imprescindible quecslethte tome en cuenta, ya que muchas
de sus decisiones de clase las basa en lo quéegbirta como muestras de certeza de sus
alumnos.

Palabras clave certeza y presuncién o duda, comprension, justif@a foro virtual
Abstract

This paper examines qualitatively some aspectbefelationship between certainty
and understanding of mathematics facts by agentkanclassroom. The subjects of the
study were participants in an online teaching dipéo course. A interpretive framework
was designed for the analysis, for which variousrpretive tools, described in the paper,
are proposed. The paper argues that certainty da#salways imply understanding; it is
essential that teachers take this into accountesimany of their decisions in the classroom
are based on displays of what they interpret asstbdents’ certainty.

Keywords:certitude and presumption or doubt, understandifgstification, online
teaching.

ANTECEDENTES

La investigacién cuyos resultados parciales aquéxg®nen se centra en el andlisis de
estados internos como el convencimiento, la canuic la certeza, la presuncion o la duda
en torno a hechos de las matematicas (los quepsesaemtan a través de afirmaciones de
contenido matematico) que vivencian agentes deeclaspecificamente, estudiantes-

asesores (i.e., asesores en formacion) que partigp un foro virtual. En particular, en la

investigacion se analizan las relaciones entreomapcension y esos estados internos, que
aqui se les denominan ‘estados epistémicos’. Buriorer reporte se mostré el caso de una
estudiante-asesora que acompafaba y retro-alineestalcerteza en los hechos de las
matematicas con su comprension conceptual. Segedperar que todos los alumnos
presentaran relaciones epistémicas semejantes.stendecumento se muestra que no
siempre sucede asi; se aportan evidencias de aqestéza, o estados altos de presuncion,
pueden también ir de la mano de la comprensionedioental, o0 que incluso pueden ir

asociados a la casi total ausencia de comprensi@eptual.
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Investigaciones sobre los estados epistémicos seohantado hacia el ambito del
profesional de las matematicas como al de su mmtm. Para el matematico, el
convencimiento y la certeza son motores que impula actividad en las etapas de
desarrollo heuristico, y una guia para certificas sesultados durante los procesos de
prueba (Tymoczko, 1986). La comunidad de educaciatematica ha realizado diversos
estudios que implicitamente parten del supuesigude a semejanza de lo que sucede con
los matematicos, la certeza también importa en dastcuccion del conocimiento
matematico en el aula. Algunos de esos trabajbaiseecreado en ambientes extra-clase y
se han focalizado ya sea en los estudiantes @d.gle Balacheff, 2000) o bien en los
profesores (e.g., el de Harel&Sowder, 2007); otdesarrollados en ambientes intervenidos
de clase, se han centralizado basicamente en atu(erg, el de Krummheuer, 1995). A
diferencia de esos estudios, en el presente sezamaéspecificamente los estados
epistémicos que experimentan los participantes rerfoto virtual y se examinan sus
relaciones con sus niveles de comprension.

MARCO INTERPRETATIVO
Los esquemas epistémicos

Los alumnos suelen sustentar sus afirmaciones aegirmientos de contenido matematico
de modos diversos. Rigo (2009 &2013) ha propuestbtaxonomia de estos recursos de
sustentacion a los que llama “esquemas epistémietls’ sugiere que algunos de esos
esquemas se organizan y orientan en torno a rapmaiesnaticas, como los que poseen una
estructura logica de tipo deductivo (e.g., ejemp@méricos o las instanciaciones, V.
Balacheff, 2000), o los que surgen a partir declaraulacion de evidencia empirica (e.g., a
partir del analisis de casos particulares). En sottasos -continda Rigo(2013)-, los
esquemas que una persona construye para sustentadhd de un enunciado matematico
responden a consideraciones extra-matematicas ndasié a un lado el contenido
disciplinar del enunciado, como por ejemplo, cuandoestudiante explica el uso de un
algoritmo recurriendo a su facilidad (“es mas faesolverlo asi”), o a la autoridad del
profesor (“porque me lo dijo la maestra”), en cegso se esta soportando la verdad de las
aseveraciones en esguemas epistémicos basadogzomesgracticas y en la autoridad,
respectivamente. Otro tipo de esquemas basadasneideraciones extra-matematicas son
los que se basan en la familiaridad, mismos que resaoltado de la repeticidn, la
memorizacion y las costumbres. Los esquemas quieasan en la repeticion pueden
provenir de reiterar sistematicamente algiin endooiehecho de las matematicas, mientras
gue otros esquemas pueden proceder de costumbtiéscionales en torno a lo que deben
ser las tareas matematicas que deben resolverifios Bn la clase, como cuando los
estudiantes sustentan la validez de un algoritmrospo habitual o por su facilidad.En lo
qgue sigue se describen algunos esquemas epistébdsados en consideraciones extra-
matematicas-distintos a los que ha reportado Rigoses trabajos- que han sido
identificados en el marco de esta investigaciortpsesesquemas permiten explicar
comportamientos de los agentes de clase relacisnado el argumento que aqui se
pretende defender, y posibilitan de paso ampliata&sonomia.

Definiciones de nuevos esquemas epistémicos

Esquema basado en la autoridad entre pafs activa este esquema cuando el sujeto
gue escucha una afirmacion matematica soportaragigiad en la autoridad que para él
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tiene la persona que la enuncia, persona que ctempalores similares, pertenece al
mismo grupo social o tiene experiencias previasageracion con el que oye. Se trata
de un esquema activado por la confianza que se sredr entre pares.

Esquema basado en afirmaciones incontestables sjg@hargumentoSe moviliza este
esquema cuando la verdad de un enunciado o jasiific matematica se basa en una
afirmacion cuya veracidad resulta incuestionabl® p@ es de caracter matematico o
aunque lo sea, su contenido no esta directamdatgaado con lo que se arguye.

Esquema para evitar consecuencias inespera@@te esquema se aplica cuando se
sostiene una afirmacién porque de otras opcioneslesprenden consecuencias o
resultados inesperados o incluso temidos (comdiorero negativo, el cero, un niumero

imaginario, procesos actualmente infinitos, etc.).

Esquemas para evitar estados de incertidumBste esquema se pone en juego cuando
los agentes de clase sostienen la verdad de unsefbn matematica con la idea de que
asi adquiriran certeza.

Instrumento para distinguir estados epistémicos deerteza, presuncion o duda.

En la investigacion se considera siguiendo a \lld2009) que, asociadas a sus
aseveraciones de contenido matematico, los supeteden experimentar estados internos
de certeza (cuando le asocian el maximo gradoatsapilidad a lo creido) o de presuncion
o duda (cuando le asocian grados menores de plidaba lo creido). A estos estados
Rigo (2013) les llama “estados epistémicos”, coneo d§o. Para fijar ideas, en la

investigacidon nos hemos constrefiido sélo a losdesta&pistémicos aludidos (certeza y
duda, dejando fuera el convencimiento, la convitcida persuasion, entre muchos otros).

En el disefio del instrumento tedrico-metodoldgiate e propone a continuacion (v.

Martinez &Rigo, 2013) convergieron perspectivasvprientes de distintas disciplinas: de
la filosofia (Wittgenstein), la psicologia (Bloontastings &Madaus), la sociologia

(Abelson) y la educaciéon matematica (Rigo, 2013rti€ularmente relevante para el

estudio resulté la aportacion de trabajos lingtidsticomo los de Hyland (1998), que
permitieron recurrir al analisis del meta-discutdgolos participantes en el foro virtual, con
el fin de desvelar las intenciones comunicativagcfmas de ellas inconscientes) que ellos
proyectan a través de su escritura.

En esta investigaciéon se considera que una per@pre participa en un foro virtual)
vivencia un grado de certeza, o bien de presunzidaoda, en un enunciado matematico,
cuando cumple con alguno(s) de los criterios qaeesmen en la Tabla 1. Estos criterios son
suficientes pero no necesarios.

Tabla 1. Instrumento para distinguir estados epistds de certeza y presuncién o duda

Elementos  del La persona recurre a enfatizadores del lenguajgpgeden revelar
habla un mayor grado de compromiso con la verdad de I djoe, por
ejemplo, cuando la persona usa el modo indicatiedos verbos (e.g.,

tengo).
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Accion El sujeto realiza acciones consecuentes con surdsc

Familiaridad La persona recurre a esquemas epistémicos basatdofa e
familiaridad (resultado de la repeticion, la memacion y las

costumbres).

Determinacién La persona manifiesta de manera espontanea y deselan su
adhesion a la veracidad de un enunciado matematiaando algun grado
de determinacion. Este grado puede ser mayor cuehdojeto sostiene
una creencia, a pesar de tener al colectivo eoostra. Incluso puede

llegar a esforzarse por convencer a otros de @adede su posicion.

Interés Las participaciones de una persona que interviemeirtterés en

torno a un hecho matematico especifico en un fotoal son:

-Sistematicas Es decir, el sujeto contesta todas las preguntas

dirigidas a él de la manera mas detallada posible.

-Informativas Sus afirmaciones, procedimientos y/o resultados s

suficientemente informativos.

-Claras y precisas

Consistencia La persona muestra consistencia en sus distirtexy@mciones.

Indicadores de comprension

En este documento y siguiendo a Schoenfeld, seblestéa una diferencia entre el
conocimiento procedimental “basado en como hacsr dasas”, y el conocimiento
conceptual “asentado en los racionaledignaleg intelectuales a través de los cuales se
explica como las cosas funcionan juntas, y porgiéucede” (2011, p. 26). De lo anterior
y de otras consideraciones (provenientes de Rigb3;2Petty&Brinol, 2010, y Salcedo,
2007) se desprenden algunos indicadores de lo queste escrito se entiende por
comprension conceptual, los que se describen Eadia 2.

Tabla 2. Indicadores de comprensién

Esquemas El nivel de comprension conceptual esta relacioramo el tipo de
epistémicos basado£Sauema epistémico que se pone en jyego:_ a conpressmas

profundas le corresponden esquemas epistémicoddsasa razones
en razones matematicas mas generales (e.g. esquemas de tipotide apoyado
en axiomaticas abstractas) y a comprensiones derrpenetracion le
atafien esquemas de menor generalidad (como lasérestiones o el

analisis de casos particulares). Estos esquemas dibconverger o

matematicas
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ser consistentes con los esquemas epistémicos eatematica
disciplinar o la matematica escolar.

Refutacién de La comprension conceptual esta relacionada conosbitidad de

refutar los argumentos o de encontrar contraejesnplo
argumentos

Conocimiento La persona tiene mas conocimiento que lo que pelsgemedio.

promedio

Facilidad A la persona le resulta facil explicar sus punegsidta.

Indicadores de comprensién disciplinar (en relacioma la variable)

Se utiliza el Modelo 3UV (Ursini, Escarefio, Moni&sTrigueros, 2005) en el que se
caracterizan los tres usos de la variable. En bdaTa se describen.

Tabla 3. Indicadores de comprensién disciplinamBitielo 3UV

La variable como incognita

11 Reconocer e identificar la presencia de algo dessda que puede ser determinado.

15 Simbolizar las cantidades desconocidas y utilisgukra plantear ecuaciones.

12 Interpretar la variable que aparece en una ecuaocido un valor especifico.

14 Determinar la cantidad desconocida que apareceuati®nes o problemas.

13 Sustituir la variable por el valor o valores quedra de la ecuacion un enunciado
verdadero.

La variable como numero general

G2 Interpretar la variable simbdlica como la represeidih de una entidad general,
indeterminada, que puede asumir cualquier valor.

G4 Manipular (simplificar, desarrollar) la variablerdidlica.

Indicadores de incomprension conceptualRigo, 2013; Petty & Brinol, 2010 y Salcedo,
2007)

Tabla 4. Indicadores de incomprension conceptual

Activacion de esquemas epistémicain indicador relevante de incomprension lo da la
. , ausencia de razones y la presencia contundente
basados en consideraciones extr%- S
e esquemas extra-matematicos.

matematicas

Bajos niveles de elaboraciériLa persona examina el primer argumento pero no
los siguientes de todos los que conforman un
punto de vista del interlocutor. Ese argumento
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suele ser uno extra-matematico muy llamativo.
Es una forma de adherirse a los argumentos de
otro.

Sesgo de exploraciénLa persona fija su atencidon en un punto de vista
personal -seguramente resultado de su historia-
dejando de considerar otras opciones y evitando
pensamientos criticos o negativos hacia dicho
punto de vista.

Dificultad para refutar otros puntos de  La persona muestra dificultad para refutar

vista otros puntos de vista y elaborar contraejemplos.

Conocimiento menor que el promedio Se muestra menor conocimiento que el

promedio.

Dificultades para explicar un punto de vista Se muestran dificultades para explicar una

postura.

ASPECTOS METODOLOGICOS

La investigaciéon cualitativa que aqui se presesitéa éentrada en un estudio de caso de tipo
interpretativo (Denzin& Lincoln, 1994). El estudempirico se llevo a cabo en el
Diplomado de Temas Fundamentales de Algebra intipapidr el Instituto Nacional para la
Educacion de los Adultos (México); el diplomadongeel propdsito de fortalecer la
formacion de personas que asesoran en temas deaalgeadultos que se encuentran en
proceso de obtener su certificado de secundariadjastes-asesores). El episodio que aqui
se analiza pertenece al Modulo IV y su elecciérdebe a que ahi los estudiantes-asesores
tendian a sustentar sus respuestas y asociadossasestentos parecian experimentar
distintos estados epistémicos. Los episodios caraiercon la solicitud del tutor para
responder a una tarea y finalizan con el acuerdogdestudiantes en torno a una solucion.
Para este reporte se eligieron participacionesodesdtudiantes-asesoras, Patricia y Laura,
porque parecian vivenciar distintos estados epist&ma lo largo del episodio. Martinez
fungié como tutor del grupo, quien deliberada ytesigaticamente inst0 a que sus
estudiantes explicitaran los sustentos en los gagadan sus afirmaciones.

ANALISIS DE RESULTADOS

En el episodio que se analiza el tutor solicit@s dstudiantes que plantearan la ecuacion
gue resolviera el siguiente problema: Un padreeti8h afios y su hijo 5. ¢Al cabo de
cuantos afios sera la edad del padre tres veces qmay/ta edad del hijo?

Primera participacion de Patricia: Certeza y comps&n procedimental
La participacion que abrid el episodio fue la d&iBia:

1.1 Hola. Les dejo la respuesta al primer problemaex|aicacion a los educandos.
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1.2-1.4 3(5+X)=X+35; 15+3X=X+35; 3X-X35-15; 2X=20; X=10

15-1.6 Colocaremos X a los afios que transcurriran pareefpadre cumpla el triple de edad
gue el hijo. Ya sabemos la edad que tienen actuén@nbos asi que podemos realizar

una igualdad con los datos que tenemos.  +Xp= X +35

1.7 Tres veces la edad del nifio mas X afios que dedesctrrrir deben ser igual a la edad
del padre, a su vez sumar la edad del padre aiss@mmantidad X afos debe ser la edad

del hijo. Espero no confundir.

Comprension procedimentdtn un primer momento, Patricia expuso lo que pHsaera la
respuesta del problema: planteé la ecuacion (eh (aspecto 15 de la variable como
incégnita, en adelante asi aparecen los aspectt@swdiable), manipuld la variable (1.3)
(G2 y G4) y obtuvo el valor para la incognita debigema (1.4) (14). En un segundo
momento ella compartié su explicacion para los addos. Ahi, ella identificé la incognita
adecuadamente (1.5) (I11), le asignd la literal )(115) y explico el planteamiento hecho
previamente (1.6), explicitando la interpretaciare @lio a la ‘x’ (1.2). La puesta en juego
de casi todos los aspectos de la variable comaogmiid (con excepcion de 13) es una
muestra del conocimiento procedimental que pose&iaen torno a ese tema.

Certeza Es probable que en esta primera intervencioricRagxperimentara certeza. Se
puede decir, en principio, que ella tudketerminaciorpara ser la Unica en someter a juicio
del grupo sus respuestas al problema. Su certezbidia se puede inferir del uso de
enfatizadores especificamente, del hecho de haber recurridmao indicativo de los
verbos a lo largo de su intervencion (dejo, sabetememos). Otros aspectos que hablan
de la certeza de Patricia son gaetué en consecuencieon los procedimientos que
anunciod, por ejemplo, en 1.6 planteo la ecuaci@resolvia el problema de acuerdo a lo
que enuncio en 1.5; que activdo esquemas epistérbaesdos en léamiliaridad en los
procesos algebraicos antes descritos, los que mlyalplemente eran procedimientos
habituales para ella al resolver problemas rutisaen su labor como asesora y que
parecian darle confianza en sus respuestas. Suza¢ambién la dejo ver al mosthaterés
por resolver el problema, al contestar correctaentatas las preguntas que le hizo el tutor,
al resolver el sistema que plante6 sin que el tséofo solicitara, al ser la Unica en dar
solucion al problema hasta ese momento y alcksa en su exposicion. Finalmente,
Patricia demostrd su certeza al dejar a@nstanciaen la aplicacion de las acciones recién
descritas a lo largo de su intervencion.

El tutor se percaté que Patricia habia sido laalastudiante en resolver el problema de las
edades por lo que puso a consideracion del gruppregedimientos y su resolucién. En lo
gue sigue se analiza la respuesta de Laura adésti@uamientos del tutor.

Primera intervencién de Laura. Duda e incomprension
2.2 T: a) ¢Estan de acuerdo que [la ecuacion que proigoi®] solucionaria el problema?

L: No, porgue cuando la intenté resolver no me sali6.
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2.3 T: Db) ¢Qué significa x+5 en la ecuacidn que propuso?
L: El namero de afios que no conocemos mas la edatlegaeactualmente el nifio.

2.6 T: e) ¢Como creen que un educando intentaria reselveroblema si se le dificulta el
Algebra?

L: Seguramente se confundira al momento de interpietagatos, ya que tenemos todos

los datos, lo Unico que no sabemos el nimero de@i®tienen que transcurrir.
2.7 T: ¢Como lo orientarian hacia el planteamiento desgoacion?

L: Yo lo invitaria a que represente cada dato conleima para que aprenda el lenguaje

abstracto.
2.8-2.9 L: Yo encontré que la ecuacién puede ser: 3(x-5)=>C88rijanme por favor.

T: tutor; L: Laura

Incomprension De entrada, se puede vislumbrar en la particjpadie Laura su
incomprension conceptual, y senocimiento menorque el promediue manifestd, por
una parte, en las dificultades que tuvo para ifleatila incdgnita del problema (11) (al
interpretarla como “el nUmero de afos” sin espeaifique era el “nimero de afos que
debian transcurrir para que la edad del padre felesiple que la edad del hijo”) y que se
manifesto también al plantear la ecuacion de fanmoarrecta (15) (cambiando sélo el signo
+ por el signo - en la ecuacidon que propuso Pafrien 2.8); todo ello muestra la
imposibilidad de Laura para comprender el planteatoi de la ecuacion en el mensaje de
su compafiera. Adicionalmente, su incomprensioresprédnde de ssesgo de exploracion
ya que al tratar de refutar el planteamiento deidfatpartié de la solucion numérica del
problema que ella previamente habia encontrado5(@16.1 y 6.2), centrando su atencién
s6lo en su punto de vista y su solucion. De estdesprende sdificultad para elaborar
contraejemplosy sudajos niveles de elaboraciogue dejo ver al focalizar su contra-
argumento solo en la ecuacion que propuso Patecidugar de considerar otros de los
elementos conceptuales que ella ofrecié en su i@ogcomo la traduccién del lenguaje
comun al algebraico o su interpretacion de la inddy) Se observo también que Laura
tuvo dificultades para explicarsu punto de vista porque no justific6 su propio
planteamiento (en 2.8), el que posiblemente fueltaeso de un intento pavitar estados
de incertidumbreal plantear una ecuacion distinta a la de su coserpafiero sin soporte
matematico y con sustento esquemas epistémicos basados en consideracionmas ext
matematicasEn suma, los argumentos de Patricia no lograrenL@ura comprendiera el
contenido de sus explicaciones.

Duda Si bien a lo largo de toda su participacion Lanstrd bajos niveles de presuncion
al noactuar en consecuencial no ser suficientemente informatigga que dejo sin resolver
la ecuacion y no explicitd su procedimiento mediaat cual la planted) y al utilizar
mitigadoresen sus intervenciones (como el del verbo podez.8)) su estado de duda se
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hizo todavia mas evidente cuando al cerrar suczation pidié decididamente ayuda:
“corrijanme por favor” (en 2.9).

Ante los hechos, y ante una pequefia participacdRalricia, el tutor la interpelé: a) Por
favor, explicanos Patricia qué significa en tu ecualas expresiones ‘5+x’ y ‘x+35'.b)
Laura propuso la siguiente ecuacién para resolvgroblema: 3(x-5) = x-35 ¢ Estas de
acuerdo con que la ecuacion resuelve el problefaf?qué?

Segunda respuesta de Patricia: Certeza e incomprert®nceptual
Patricia respondi6 asi a los cuestionamientosude:t

4.1 Pasando al problema, primero se determina la emuaeira poder obtener la incognita.

4.2 La incognita es en cuantos afios tendra el padréripge de la edad del hijo
la incognita es la cantidad de afios que debencueirspara que el padre tenga el triple
de la edad del hijo.

4.3 [En relacion a la pregunta b) del tutor Patricspandid]: 5+x significa que 5 afios son la
edad que tiene el hijo y le debemos sumar la caohtilgd afios que deben transcurrir. x+35
significa que la cantidad de afios que deben tramsse le sumaré a la edad actual del

padre.

4.5 Y las personas s6lo pueden aumentar de edad essdecamos edad jamas restamos

afnos a nuestra vida.

4.6 Por lo tanto si le resto como menciona la ecuagd@®haura no me dara buen resultado.
4.7- Si resto 3(10-5)=10-35. Comenzando porque al ragtanUmero menor a un ndmero
4.8 mayor mi resultado serd negativo, es decir -25.

Comprension procedimental e incomprension concéptbda su intervencion, Patricia
primeramente dejé ver su comprension procedimetdadla variable como incéognita, en
consecuencia con su actuacion previa. Pero muy gesjpués (a partir de 4.4) da muestras
de su incomprension conceptual. En principio ponqoguede ahéontra-argumentaral
razonamiento de Laura. Para hacerlo, es decir, mpasirar que la ecuacion de Laura es
incorrecta, utiliza implicitamente un argumento peduccion al absurdo: supuso que la
ecuacion de su compafiera es correcta; sustituggdancuacion el resultado (x=10) que se
derivé de la ecuacidn planteada por Patricia (Sicg ahi coligié lo que ella consider6 era
una contradiccion: la aparicion de niumeros negat{em lugar de considerar para ello la
desigualdad que de esa sustitucion se deriva 125% Pero esto no fue todo. La
incomprension conceptual de Patricia también sa @ej cuando ella activd diversos
esquemas epistémicos basadosoasideraciones extra-matematicasn principio, al
movilizar el esquema basado afirmaciones incontestablegenas al argumento, lo que
sucedié cuando afirm6 que “las personas sélo puedamentar de edad y que jamas
podremos restar afios a nuestra vida” (4.5), afidnague aunque es irreprochable en la
vida préactica, no es aplicable en el marco del lproh, ya que un valor negativo de la
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literal podria ahi interpretarse como un hechorigoiren el pasado; por lo demas, el error
en el planteamiento de Laura no parece tener queoveesa afirmacion porque lo que en
todo caso lo que Laura habria supuesto como negstiv las edades iniciales y no el valor
de la literal. Aunado a lo anterior, Patricia puso juego elesquema para evitar
consecuencias inesperadakevocar temor hacia la obtencién de un resoltahativo,
cuando previno en 4.6 que si se procediera contizto Laura no se obtendria un ‘buen
resultado’, refiriendose seguramente al temidorvadgativo (-25) con el que se topo al fin
de su intervencion.

Certeza A lo largo de su participacion es posible queai€lathaya experimentado certeza.
Esto se puede inferir de determinaciorpara refutar la respuesta de Laura; de que utilizo
enfatizadoresa lo largo de su intervencion (especificamentenetio indicativo de los

verbos, como en “significa”, “resto”, “dara” y ehfatizador “jamas” en 4.5); de que actud

en consecuenciaon lo que anuncio6 (e. g., en 4.7 y 4.8 tratd dstrar que al utilizar la
ecuacion de Laura no se obtendria un “buen rewtijtagl de que activd esquemas
epistémicos basados enféamiliaridad (al explicitar en 4.8 la creencia de la impositz

de un resultado negativo producto quiza de la rléscolar). Su certeza también la dejo
ver al mostramteréspor resolver el problema; al tratar de contestdas las preguntas que
le hizo el tutor y al dejar veonstanciaen la aplicacion de las acciones recién desaitas
largo de su intervencion.

Segunda intervencién de Laura: Altos niveles dsymmeion e incomprension
Laura reaccion¢ asi a la respuesta de Patricia:
5.1 Hola Pati! Tienes toda la razén del mundo, no paxferastar afios a la vida humana,

5.2  ydespués cuando el tutor me preguntdé como relsobduacion que yo propuse, ya no
supe como la habia hecho antes, total que al feratiné echa bolas, hasta que lei tu

comentario,

5.3 ycon tu aclaracion ya encontré mi error, resulte yp sélo calculé cual podria ser el valor
de "Xx" en ambos lados pero al final encontré quewehero de afios que tienen que
transcurrir eran 30, son muchos porque el padidrite 90 y el hijo 30, y aunque cumple

con el requisito de ser el triple de la edad del &li procedimiento no es correcto,

5.4 y acontinuacion les comparto lo que yo hice: 36835, aqui calculé cual podria ser el

valor de "x", nunca despejé ni lo busqué en lo®gaue tenia, simplemente calculé

y sustitui, ese fue mi gran error,
5.5 ademas de usar resta en lugar de suma.

5.6  Mil gracias por la aclaracion y por tu comentafiprendi mucho.
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Cuando posteriormente el tutor le preguntdé a Ldaraue habia aprendido, ella
respondio:

6.1 Simplemente asigné un valor a "x", y se me ocuqué si "x" valia 30, entonces el padre

tendria 90 y el hijo 30 y cumple con el supuest@deblema.

6.2 Aprendi que debo poner mucha atencion y sobre dadlGseguimiento a los pasos para
encontrar la ecuacion y no solo tratar de adivimauponer el valor, es posible que

obtenga el mismo resultado pero no estoy aplicehdonocimiento como se debe.

Incomprensién procedimental y conceptuBl procedimiento de Laura consistio -
como ella misma lo reconocié explicitamente eny6.8.2 e implicitamente en 5.3- en
adivinar, suponer o calcular aritméticamente lo elee considerd que era el valor de la X,
que a su vez para ella constituia la solucion dablpma, solucion por cierto, que con un
sesgo de exploracioy a pesar de los esfuerzos de su compafiera perldn@omprender,
nunca dejo de pensar que era la correcta (e. go.&ly en 6.1 cuando afirma que su
solucion cumple con el supuesto del problema). LEpasticipacion Laura también otorgd
dos significados a la incégnita: como la edad gelgero a la vez como el numero de afos
gue deben transcurrir. Pareciera que detras deosadimiento estaba la creencia de que la
incégnita es equivalente a ‘algo que hay que adryiry que esto se puede conseguir de
manera aritmética y sin la necesidad de tomar entauotras condiciones del problema.
Con todo lo anterior Laura muestra no sétmocimiento bajo del promedisino un
desconocimiento palmario en el manejo de la vagjadpecialmente en los criterios 1.2, 1.5
y G2, cosa que desde el inicio ella misma confémtcontrar la ecuacion de un problema
se me dificulta sobremanera”. La incomprension dera también se deja ver a través de
las causas a las que ella, consesgo de exploracigmparece atribuir su error, sustentadas
todas ellas eronsideraciones extra-matematicgsno en consideraciones disciplinares.
Una de las posibles causas fue el no haber ‘apliehdonocimiento como se debe’; otra
causa a la que ella probablemente imput6é sus erfaee el no haber considerado “que
sumamos edad, jamas restamos afios a nuestra fid@@@dn que hizo su compariera en
4.5 y que Laura acepté enfaticamente (en 5.1) eidiel a un esquema basado en
afirmaciones incontestable®or cierto, Laura se adhirié a la verdad de dsmacion
posiblemente con el afan de eviémtados de incertidumbrg conforme @ajos niveles de
elaboracion ya que de todo el razonamiento que su compaietse de 4.5 a 4.8, Laura
s6lo consideré la afirmacion expuesta en 4.5 (Yyosoerrores en los que posteriormente
incurrid su compafiera, que ya antes analizamosa €dusa que posiblemente Laura
colocé en el origen de sus errores consistié enaber “dado seguimiento a los pasos para
encontrar la solucion”, como lo hiciera su compaffeatricia, otorgandole asitoridada
ella por ser urparque a Laura le parecia confiable, y dejando vecrsancia de que el
planteamiento de ecuaciones supone la aplicaci@m ddégoritmo.

Altos niveles de presuncidnAsociada a su incomprension,Laura probablemente
experimento altos grados de presuncion. En priocglia tuvodeterminaciorpara cambiar

su posicion inicial y usénfatizadorezomo la expresiéon “Tienes toda la razén del mundo”
(5.1) y el modo indicativo de los verbos (encontténple, es). No obstante, Laura también

mostrd cierta duda cuando a pesar de que ella En@mc5.3 que debia seguirse un
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“procedimiento correcto” y que en 5.4 explicito teade ese procedimiento (“buscarlo en
los datos, despejar la incognita”), ella no actmbécensecuencia. Esta falta de accion
permitié diferenciar el estado de certeza que &atexperimentd en sus intervenciones del
nivel de presuncion que experimento Laura.

En sintesis, Laura deja ver una evolucién de wadestie duda hacia una relativamente alta
presuncion, que ciertamente no parece haber saldtado de una mayor comprension de
los contenidos disciplinares incluidos en el protdesino que mas bien podria estar
cimentada en un fortalecimiento de sus creenciag.,(sobre el origen de sus errores). Da
la impresion que Laura sélo comprendié que en caso los del diplomado no es
aplicable el ‘método por adivinacion’ que ella stguno porque arroje resultados
incorrectos sino por su propia naturaleza, ya duiéna se aplica el conocimiento como se
debe’ (6.2).

CONCLUSIONES

En el documento se muestran aspectos de las casplpciones entre la certeza y la
comprension. Se podria pensar que existe una nagteaminacion entre la certeza y la
comprension, es decir, que la comprension impksteeza y reciprocamente, que la certeza
supone la comprensiéon. Parece, sin embargo, gqoenessiempre es el caso. Cuando
Cantor le envio su famosa y sorprendente demoStra@ Dedekind sobre Ila
correspondencia biunivoca entre el segmento umitagl cuadrado unitario, signada con
una de sus frases mas célebres “jlo veo pero aetd” (Dauben, 1984, p. 242), él mostro
una profunda comprension del hecho, pero se tratigbaina comprension tefiida de
incredulidad.En este escrito, por otra parte, sedprtado evidencias empiricas de que, de
modos diversos, la certeza puede estar asociadalo@ bajos niveles de entendimiento,
sino incluso a la incomprension, es decir, que deega no lleva consigo ni incluye
necesariamente al conocimiento. En el caso decRase muestra que la certeza estuvo
asociada so6lo a un entendimiento procedimental @eno desconocimiento conceptual. En
el de Laura, se puede distinguir una transiciorunieestado de duda hacia un estado de
presuncion relativamente alto, transicion que smmbago no se vio acompafiada ni
sustentada en aumento de su comprension. De hecho easo que muestra estados de
incomprension y desconocimiento asociados a estdeladta presuncion. Las relaciones
entre certeza y comprension nos remiten a una digjmiba epistemolégica sobre las
relaciones que se dan entre creer y conocer, peroién a una problematica novedosa —en
el sentido de que sélo dltimamente se ha puesta eresa de la discusion- de conseguir,
entre otras muchas cosas, que los docentes tonmarecocia de que las muestras de
aparente certeza de sus alumnos —que mucho estiraulacentivan a sus profesores y
sobre las cuales toman muchas decisiones didacticason a su vez expresiones de su
comprension.
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7.-REVISION POR PARES

En lo que sigue se muestra el resultado de las revisiones que los arbitros de la
Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion Matematica hicieron llegar a los
autores.

Revision 1
Felicito a los autores por la investigacion que estan realizando. Los contenidos son
altamente pertinentes y, ademas, se comunican de un modo claro y preciso. Dicho

esto, solo tengo algunos comentarios mayoritariamente tipograficos que deberan
atenderse antes de la publicacion final del texto. Son los siguientes:

- Las referencias bibliograficas no estan ordenadas alfabéticamente, imagino que
por distraccion. Notese que falta Krummheuer (1995). Las siglas completas del
nombre de Schoenfeld son A. H. y el titulo de su libro debe ser escrito en cursiva.
No hay consistencia en la inclusion de paises o estados que acompanien el lugar de
edicion, Charlotte lleva Carolina del Norte pero en cambio Boston no lleva
Massachusetts. No hay tampoco consistencia en el modo de mencionar los editores
de volimenes, que a veces se citan como compiladores, e inclusive con el nombre
de pila sin abreviar. Igualmente, la abreviatura para Univ. no esta justificada ni los
numerosos simbolos referidos a la lengua inglesa.

- Los autores no deberian ellos mismos adjetivar su marco interpretativo como
“robusto”, aunque en efecto lo sea.

- La nocion de “estudiante-asesora” es algo dificil de interpretar en el contexto del
estudio que se reporta; recomiendo una breve explicacion al respecto.

- La identificacién o mencidn de “estados de estrés” me parece controvertida. En la
etiqueta del correspondiente esquema, no veo necesidad de recurrir a un escenario
emocional sobre el que no se puede concluir. De un modo similar, veo
controvertido el término “motivos” en el sentido usado en otra etiqueta.

- El modelo de Ursini y otros (2005) se denomina primero 3UV1 y luego 3UV.
Desconozco si esto es un gazapo o tiene intencionalidad cientifica.

- La Tabla 4 tiene casillas incompletas; por otra parte, entre las que hay
informacion, contrasta el estilo de escrita (“Y para elaborar contraejemplos”).

- Una vez superado el proceso de anonimato, solicito que se incluya el pais
(¢México?) en la descripcion del lugar donde se llevo a cabo el estudio empirico.

- El uso del vocablo “probabilidad” a lo largo del texto también me parece
controvertido (e.g., “asocian el maximo grado de probabilidad a lo creido”) puesto
que tiene implicaciones cuantitativas de calculo. Tal vez deberia reemplazarse.
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Quedo a la espera de escuchar la presentacion del texto en Salamanca.

Revision 2

La comunicacion es aceptable en los términos que esta presentada. Las sugerencias
estan dirigidas a proponer a los autores elementos que permiten profundizar mas
en la investigacion en esta direccion.

- Se dan términos que deben ser caracterizados con mads precision: “hechos de las
matematicas”, “Marco robusto”, “Comprension”..., aunque de la lectura total del
documento se puede obtener una cierta delimitacion.

- Se analiza una situacidon problematica en formato: “problema verbal aritmético
algebraico”, y se identifican hechos aislados como: traduccion (habilidad
Heuristica), procedimental (operaciones) y conceptual (ecuacion, letra como
incognita especifica...)

- Por ejemplo, la conversidon o cambio entre representaciones, Lenguaje
natural(fuente) al Lenguaje algebraico (Imagen), es un “proceso” matematico
relevante que en este caso se trata de una conversion entre representaciones no
congruentes, como suele suceder con las situaciones que suponen pasado o futuro
en las situaciones de edades.

- En resumen, la sugerencia es la necesidad de caracterizar con mas precision,
como punto de partida, al menos los “hechos de las matematicas” que se toman en
consideracion, desde las perspectivas epistemologicas, semioticas y
fenomenologicas. Facilitan la precision de términos como “la Certeza” y “la
Comprension” de los sujetos.

Modificaciones a la version original

Se tomaron en cuenta las sugerencias del revisor y se realizaron los siguientes
cambios a la versién original:

- Las referencias bibliograficas se ordenaron alfabéticamente. Se incluy¢ la cita de
Krummbheuer (1995). Se anotaron las siglas completas del nombre de Schoenfeld (
A. H.) y el titulo de su libro se escribio en cursiva. En el lugar de edicion, se
elimind Carolina del Norte de Charlotte. Se mencionaron a los editores de
volimenes como editores (y no como compiladores) y se abrevio I. Grattan-Guines
en la cita de Dauben (1980).No se utilizé la abreviatura Univ. , en cambio se utiliz6
University.

-Se suprimio el adjetivo de “robusto” para el marco interpretativo.

-En el apartado de los antecedentes se preciso el concepto de estudiantes-asesores
como asesores en formacion.

-Se modificéd el término “esquemas epistémicos basados en motivos” por el
término “esquemas epistémicos basados en consideraciones extra-matematicas” y
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el término “esquemas para disminuir estados de estrés” por el término “esquemas
para evitar estados de incertidumbre”. De esta forma, ya no se recurre a los
términos “motivos” y “estrés” a lo largo del documento.

-Se corrigio el término 3UV1 por el término 3UV (como se denomina al modelo de
Ursini y otros (2005)).

-Se corrigid el formato de la Tabla 4 completando las casillas vacias.
-Se incluy6 el nombre del pais en donde se llevo a cabo la investigacion (México).

-La definicion de certeza y presuncion, apoyandose en grados de probabilidad la
da Villoro (2009). Este lenguaje de probabilidades bien admite interpretaciones
cualitativas, que son el tipo de interpretaciones que se espera se hagan en el
contexto de las definiciones (hay poca probabilidad de lluvia; es muy probable que
ella no vaya a la fiesta). La cita se incluy6 en el documento. Siguiendo la
recomendacion del revisor, el término probabilidad ya no aparece en la Tabla 4, en
lugar de bajas probabilidades de elaboraciéon se habla ahora de bajos niveles de
elaboracion.

-Se da una caracterizacion del término comprension a través de los indicadores que
aparecen en la Tabla 2 (es una forma de definicion); otra definicién resultaria
quizas redundante y/o pobre.
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CONCLUSIONES GENERALES

En la investigacion se planteo el objetivo de estudiar las relaciones entre la
certeza que experimentd un participante en un foro virtual y su comprension
en torno a hechos de las matematicas. Para tal fin, se elabord un instrumento
que permitid identificar los posibles estados internos que experimentd una
persona que participd en un foro virtual al resolver problemas matematicas. A
lo largo del documento se pudo constatar la eficacia del instrumento y en lo
que sigue se enuncian las consideraciones que se desprendieron de su
aplicacion.

En un primer caso (Jeymi) fue posible sugerir que cuando la estudiante-asesora
experimento certeza mostro una comprension conceptual de la variable que no
se vio reflejada cuando los investigadores detectaron un estado de presuncion
en ella. Lo anterior deja ver que estudiar la trayectoria de los estados de certeza
(o presuncién) de los alumnos permite detectar posibles obstaculos
conceptuales. Esta conclusion puede ser util en la practica del tutor (y de
cualquier docente de matematicas) porque el andlisis que €l realice de los
estados epistémicos que experimentan sus estudiantes puede ayudarle a
identificar los posibles obstaculos que ellos tienen con algun concepto
matematico. En ese caso, fue posible identificar las dificultades que la
estudiante-asesora tenia con el concepto de la variable cuando experimentd un
estado de presuncion, a pesar de que sus resultados y procedimientos eran
correctos (en primera instancia). Lo antes dicho nos llevé a identificar otro
fendmeno que se dio especificamente en el caso de Jeymi: que su certeza esta
relacionada con sus niveles de comprension y con la activacion de esquemas
epistémicos basados en razones, y que sus estados de presuncién parecen estar
asociados a razones operatorias y esquemas basados en la familiaridad, pero
sobre todo a la ausencia de razones conceptuales.

En un segundo caso (Mariana) se mostré que la certeza en hechos matematicos no
necesariamente estd relacionada con la comprension matematica. Esa certeza
puede tener profundas raices en consideraciones extra-matematicas, como son los
compromisos ontoldgicos. Es importante, que el profesor y los que lo forman
tomen conciencia de este fendmeno, porque tiene significativas consecuencias en
los aprendizajes de sus alumnos. Mariana, por ejemplo, mostré que conocia
algunas reglas del algebra pero sus compromisos ontoldgicos sobre las
caracteristicas que deben poseer las tareas matematicas, y en particular, los
sistemas de ecuaciones -de tener una incognita que despejar y una solucion precisa
y numeérica que encontrar-, parece que representaron un obstadculo que le
impidieron aplicar dichas reglas a cabalidad. Adicionalmente, el analisis de casos
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en la historia de las matematicas —el de Saccheri y Legendre- sugirié la
generalidad del fendmeno: Saccheri y Legendre fueron fieles a sus pre-juicios
ontoldgicos, y al igual que Mariana, esos pre-juicios los llevaron a “admitir
demostraciones que no tenian que ver con los hechos” y los “indujeron a precipitar
sus conclusiones o afiadir lo que no era licito”.

En un tercer escrito se aportaron evidencias empiricas de que, de modos diversos,
la certeza puede estar asociada no solo a bajos niveles de entendimiento, sino
incluso a la incomprension, es decir, que la certeza no lleva consigo ni incluye
necesariamente al conocimiento. En el caso de Patricia se mostrd que la certeza
estuvo asociada solo a un entendimiento procedimental pero a un desconocimiento
conceptual. En el de Laura, se pudo distinguir una transicion de un estado de duda
hacia un estado de presuncién relativamente alto, transicién que sin embargo no se
vio acompanada ni sustentada en aumento de su comprension. De hecho es un
caso que muestra estados de incomprension y desconocimiento asociados a
estados de alta presuncion. Las relaciones entre certeza y comprension nos remiten
a una problematica novedosa —en el sentido de que sélo tltimamente se ha puesto
en la mesa de la discusion- de conseguir, entre otras muchas cosas, que los
docentes tomen conciencia de que las muestras de aparente certeza de sus alumnos
—que mucho estimulan e incentivan a sus profesores y sobre las cuales toman
muchas decisiones didacticas- no son a su vez expresiones de su comprension.

Finalmente, para identificar posibles patrones de certeza se analizaron las
participaciones de Jeymi en los episodios correspondientes a cada uno de los
articulos. En el primer articulo se mostré que su certeza estuvo relacionada con
sus niveles de comprension y con la activacion de esquemas epistémicos
basados en razones, y que sus estados de presuncidn parecian estar asociados a
razones operatorias y esquemas basados en la familiaridad, pero sobre todo a
la ausencia de razones conceptuales. En el segundo articulo se mostro que
Jeimy, como Mariana, se enfrenté6 a un problema que ponia en entredicho sus
creencias (de la existencia numérica y tnica de toda tarea matematica) y sus
conocimientos algebraicos. Pero mientras Mariana se aferro, sin asomo de duda, a
un ideal del objeto matematico, supeditando a esos compromisos ontologicos las
reglas del algebra, Jeimy prefirid ajustarse al rigor légico —como lo hiciera
Lobachevski, tomando las debidas distancias- al seguir escrupulosamente las
reglas del algebra; Jeimy, a diferencia de Mariana, se dio el lujo de dudar de los
resultados obtenidos, de reconocer su ignorancia y de pedir ayuda, apertura
metacognitiva que la puso en condiciones de aprender. En este trabajo se incluy la
participacion de Jeymi en el episodio que se analizé en el tercer articulo y se
concluyo6 que experimento altos niveles de presuncion asociados a su comprension
procedimental. De lo anterior es posible concluir que Jeymi presenta patrones de
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certeza: parece convencerse solo con razones matemadticas y duda cuando no
comprende.
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ANTEPROYECTO DE DOCTORADO

PRESENTACION

El documento esta dividido en dos partes. En la primera se muestran los alcances
de la tesis de maestria, los objetivos para continuar la investigacion en el doctorado
y un método para la consecucion de esos objetivos. En la segunda se presenta la
forma en la que se podria concretar ese método con el fin de continuar el trabajo
iniciado en la maestria, y en cierta forma, se aprovecha también para mostrar los
avances que en este sentido actualmente ya se tienen.

I. ANTECEDENTES, OBJETIVOS Y METODO PARA LA CONSECUCION DE
LOS OBJETIVOS.

Antecedentes

En la tesis de maestria se examinaron los estados internos que experimentaron
participantes en un foro virtual y las relaciones con su comprension en torno al
concepto de la variable como incognita. Para tal fin se propuso un primer marco
interpretativo en el que se disefiaron instrumentos, el cual se expuso a lo largo del
documento. Como resultado se lograron identificar cuatro casos. Se sugirid que el
primero de ellos (Jeymi) acompanaba su certeza con razones matematicas y su
duda con incomprension. El segundo (Mariana) sostuvo su certeza en
compromisos ontologicos. El tercero (Patricia) relaciond su certeza a una
comprension procedimental en una intervencidon y a su incomprension en otra.
Finalmente, el cuarto caso (Laura) acompand su certeza con la total incomprension
del uso de la variable como incdgnita.

Objetivos del doctorado
Para la investigacion en el doctorado los objetivos son:

-Afinar los instrumentos que se propusieron en el documento de maestria para
tener una mejor comprension de las relaciones entre la certeza y la comprension en
torno a los usos de la variable.

-Regresar a los registros de los cuatro casos que se identificaron en la tesis de
maestria para realizar un estudio longitudinal que permita analizar su
comportamiento a lo largo del diplomado.

-Realizar revisiones bibliograficas con el fin de encontrar casos histdricos que
permitan comprender los casos encontrados en el estudio empirico.
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Método

Para concretar los objetivos planteados se seguirad el método etnografico segun lo
interpreta Bertely (2000) (una sintesis de ese método aparece en el apartado “La
investigacion etnografica” dentro del capitulo “Consideraciones metodoldgicas
generales” de la tesis de maestria). Adecuando el método expuesto por esta autora
a los fines de este trabajo, se considera que en el segundo nivel de analisis, el
etndgrafo i) puede realizar observaciones focalizadas o longitudinales en una
segunda etapa de trabajo de campo; ii) re-visitar los primeros registros y analizar
los nuevos registros de observacion; iii) valorar la pertinencia de las primeras
categorias de analisis y patrones emergentes; y iv) detectar nuevas posibilidades de
triangulaciéon tedrica. Siguiendo estos pasos metodologicos, en lo que sigue se
detalla como se procedera en el trabajo de doctorado.

i) Observacion focalizada

Los casos que se presentaron a lo largo del trabajo de maestria resultaron
particularmente interesantes y variados: Jeymi parecia asociar su estado de certeza
a razones matematicas y su estado de presuncion o duda a la ausencia de razones
conceptuales, se sugiri6 que Mariana sostuvo su certeza en compromisos
ontologicos, se considerd que Patricia tenia dificultades conceptuales a pesar de
mostrar un dominio procedimental y Laura parecia experimentar certeza aun
cuando mostrd total incomprension. Estas conclusiones derivaron del andlisis de
fragmentos correspondientes a tres semanas del Mddulo IV del Diplomado de
Temas fundamentales de algebra en donde el énfasis se centro en el concepto de la
variable como incdgnita.

ii) Andlisis de nuevos registros de observacion

Se cuenta con registros de la participacion de los casos de estudio identificados en
el apartado anterior en todos los foros a lo largo del Diplomado. Esto permite,
analizar nuevos registros de observacion y valorar la pertinencia de las primeras
categorias de analisis y patrones emergentes. Lo anterior conduce a un objetivo
general: analizar el comportamiento de los casos a lo largo del diplomado. Por un
lado, sus estados epistémicos que experimentaron y su comprension, por otro. En
el andlisis se espera responder de forma amplia las siguientes preguntas:

({Cémo se puede distinguir entre la comprension conceptual y la comprension
procedimental en algebra?

(Qué esquemas epistémicos activaron los estudiantes?
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(Cémo se puede distinguir entre razones matemadticas y razones
escolares?

(Qué patrones de certeza pueden encontrarse en las estudiantes a lo largo del
diplomado?

(Qué compromisos ontologicos soportan la certeza de las
estudiantes?

iii) Valoracion de la pertinencia de las primeras categorias de andlisis y patrones
emergentes

En un primer nivel de analisis se estableciéo un primer acercamiento a una nocion
de comprension basado en la distincion entre comprension conceptual y
procedimental. En este segundo nivel de andlisis se pretende hacer una distincion
mas fina sobre lo que es la comprension recurriendo a la historia del algebra con lo
que se conseguird replantear y afinar los instrumentos de analisis sobre este
fenomeno. Se puede utilizar como guia las siguientes preguntas:

¢Como se puede caracterizar la comprension en el algebra?

(Qué relaciones se pueden encontrar entre la certeza que experimentaron las
estudiantes y su comprension en algebra?

iv) Nuevas posibilidades de triangulacion tedrica

Para los nuevos analisis se regresara a las fuentes bibliograficas con el fin de
encontrar nuevas categorias tedricas. Las siguientes preguntas pueden utilizarse
como guia:

(Cbémo se ha caracterizado la comprension en algebra?

({Cbémo se relaciona este trabajo con otros que han puesto énfasis en los estados
internos de las personas y sus relaciones con la comprension?

(Qué otros casos se pueden encontrar en la historia que den cuenta de las
relaciones entre su certeza y su comprension en torno a hechos de las matematicas?
¢Qué consecuencias derivaron de esas relaciones? ;Se pueden encontrar casos
similares en el contexto de un foro virtual?

En lo que sigue se desarrollan ejemplos empiricos para mostrar la viabilidad del
estudio.

II. EJEMPLOS DE COMO CONCRETAR LA METODOLOGIA
NIVELES DE COMPRENSION

i) Observacion focalizada
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En el articulo “Criterios de Certeza en el contexto de un foro virtual” se analizé la
comprension de Jeymi en torno al uso de la variable como incognita utilizando el
Modelo 3UV. Ahi se concluyé que Jeymi determino con certeza la cantidad
desconocida (aspecto 14 de la variable como incognita) que aparecio en un
problema correspondiente a la cuarta semana de actividades del Mddulo IV:

(3.11) x+(x+7)=61
(3.18) y nos queda asi 2x=54
(3.19) ahora vamos a dejar sola la x

(3.20) y para eso hay que dividir entre 2 ambos miembros
(3.21) 2x/2=54/2
(3.22) y nos queda x=27.

En el capitulo 3 se mostrd la resoluciéon de Jeymi al problema de las edades
correspondiente a la segunda semana de actividades del Modulo 4. En particular
también se consider6 que ella determind con certeza la cantidad desconocida que
apareci6 en el problema:

(7.3) edad que tendra el padre 3(x+5) o bien x+35
entonces 3(x+5)=x+35
(7.4) despejamos x para saber el tiempo que pasara para que la edad del padre
sea 3 veses mayor que la edad del hijo
3(x+5)=x+35
3x+15=x+35
3x-x=35-15 pasamos la x del lado der. al izq. restando y el 15 del izq. al
der. restando
tenemos 3x-x=35-15
2x=20
x=20/2
(7.5) x=10 tiempo que pasara para que la edad del padre sea 3 veses mayor a la
del hijo

De entrada se observan diferencias en la manera de obtener el valor de las literales
de la segunda a la cuarta semana de actividades del Modulo 4: mientras en (3.20)
utilizé una propiedad de la igualdad para obtener el valor de la literal x en (7.4)
utilizé la trasposicion de términos para obtenerlo.

i) Nuevos registros

En la tercera semana de actividades del Mddulo IV (que no se analiz6 en la tesis de
maestria) a los estudiantes se les pidid resolver una ecuacién utilizando las
propiedades de la igualdad. Esta fue la respuesta de Jeymi:
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(1.1) Lado izquierdo de la | Signo igual Lado derecho de la
balanza balanza
(Equilibrio)
(Primer miembro) (Segundo miembro)
2x-8 = 5x-2
(1.2)  Para “dejar sola a la x” realizo lo siguiente:
1.-Sumo a ambos miembros. La ecuacién nos queda:
Lado izquierdo de la [ Signo igual Lado derecho de Ila
balanza balanza
(Equilibrio)
(Primer miembro) (Segundo miembro)
2x = 5x
(1.3)  2.-Sumo a los dos miembros 2.La ecuacidon nos queda:
Lado izquierdo de la [ Signo igual Lado derecho de Ila
balanza balanza
(Equilibrio)
(Primer miembro) (Segundo miembro)
-6 = 3x
(1.4)  3.-Divido a los dos miembros entre 3.La ecuacién nos queda:
Lado izquierdo de la [ Signo igual Lado derecho de Ila
balanza balanza
(Equilibrio)

(Primer miembro)

(Segundo miembro)

-2

X

saludos...
Se puede observar que Jeymi determind el valor de la literal, pero para obtenerlo
no conservo las igualdades de un paso a otro. Por ejemplo, para pasar de la
igualdad 2x-8=5x-2 a la igualdad 2x=5x sum¢ 8 unidades al miembro izquierdo y 2
al miembro derecho.

En suma, se observa que en los fragmentos (1.4), (7.5) y (3.22) correspondientes a
la segunda, tercera y cuarta semana de actividades del moddulo cuatro
respectivamente Jeymi determind la cantidad de desconocida que apareciéd en
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problemas o ecuaciones realizando operaciones algebraicas y aritméticas. Los
procedimientos en cambio, son distintos: para llegar a (1.4) utilizo las propiedades
de la igualdad de forma incorrecta, para obtener el valor de la literal en (7.5) utilizo
la trasposicion de términos y para llegar al valor en (3.22) utiliz6 una propiedad de
la igualdad. En estos tres procedimientos ;Se puede decir que Jeymi cumpli6 con el
aspecto I4 de la variable como incognita (obtener el valor de la literal)?

i) Nuevas posibilidades de triangulacion tedrica

El lector puede dar diversas explicaciones al fendmeno, por ejemplo que la
solucion de Jeymi depende del contexto o de la dificultad de la ecuacion propuesta.
El estudio de la trayectoria de la estudiante-asesora a lo largo del Mdédulo IV puede
aclarar esta situacion. Independientemente de las causas por las que Jeymi
resolvid las ecuaciones que aparecen en distintos problemas de diversas formas
por lo pronto se sugiere el establecimiento de niveles en cada uno de los aspectos
de la variable del modelo 3UV. Para este fin se propone recurrir a la historia del
algebra. En lo que sigue se muestran los avances de esta revision historica
provenientes de Paradis & Malet (1989); Paradis, Malet, & de Imperial (1989) y
Harel (2007):

Desde su inicio en Babilonia hasta su culminacién en la tradicion calculista del
Renacimiento tanto el planteamiento del problema como su soluciéon eran
expresados completamente en un lenguaje natural. Los objetos matematicos eran

concebidos como idealizaciones de la realidad fisica.

Tabla 1 Aspectos de la variable como incognita en la tradicion calculista

La variable como incégnita Desde Babilonia hasta la tradicion calculista

I1  Reconocer e identificar la
presencia de algo desconocido
que puede ser determinado.

I5 | Simbolizar las cantidades Tanto el planteamiento del problema como los pasos
desconocidas y utilizarlas para para su solucion son expresados completamente en
plantear ecuaciones. lenguaje natural.

El planteamiento del problema y la ecuacion para
resolverlo son indistinguibles.

I2 Interpretar la literal que aparece  La literal da nombre a un valor que es determinado a

en una ecuacion como un valor priori.
especifico.

I4  Determinar la cantidad Se manipulan las incognitas como si fuesen ntimeros
desconocida que aparece en conocidos.
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I3

ecuaciones o problemas.

Los procedimientos se desarrollan alrededor de
caracteristicas numéricas especificas de cada
problema.

Ausencia de un lenguaje para aplicar procedimientos
de una forma generalizada a los problemas
pertenecientes a la misma clase o familia.

Sustituir la variable por el valor o
valores que hacen de la ecuacion
un enunciado verdadero.

La variable como niimero general

G2  Interpretar la variable simbdlica ~ La letra no es un simbolo en el sentido de que no es un
como la representacion de una objeto general.
entidad general, }ndetermlnada, La letra no simboliza un valor que puede variar.
que puede asumir cualquier
valor.
G4 Manipular (simplificar, La letra no se presta para ser un objeto que puede ser

desarrollar) la variable simbolica.

operado.

El algebra sincopada de Diofanto y la de Jordanus De Nemore tienen en comun la
evoluciéon en la representacion simbdlica con respecto al periodo anterior. Pero

mientras Diofanto debid recurrir a diversas estrategias para solucionar problemas

similares, Vieta pudo encontrar estrategias generales para resolver la misma

familia de problemas.

Tabla 2 Aspectos de la variable como incdgnita en el dlgebra sincopada.

La variable como incdgnita

Algebra sincopada (Diofanto) Algebra sincopada (Jordanus)

I1

Reconocer e
identificar la
presencia de algo
desconocido que
puede ser
determinado.

I5

Simbolizar las Uso de abreviaturas Uso de literales que denotan

cantidades taquigraficas para denotar la tanto cantidades conocidas
desconocidas y incdgnita y sus potencias, la como desconocidas de una
utilizarlas para sustraccion y la igualdad. ecuacion o sistema de

plantear ecuaciones.

Se distingue el planteamiento

ecuaciones.

del problema de la ecuacion que
lo resuelve.
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I2  Interpretar la literal Interpretacion de la incdgnita La literal denota tanto
que aparece en una como una multitud cantidades conocidas como
ecuacion como un indeterminada de unidades. desconocidas.
valor especifico. Pero es indeterminada s6lo para

los solucionadores. Un numero
completamente determinado
existe a priori como solucion de
una ecuacion o problema.

14 Determinar la Se manipulan las incégnitas Desarrollo de estrategias
cantidad desconocida = como si fuesen nimeros generales para la solucion de
que aparece en conocidos. problemas.
ectiaciones o Desarrollo de herramientas
problemas. matematicas ingeniosas

disefiadas especialmente para la
solucién de cada problema.
Ausencia de métodos generales
para la resolucion de un
problema.

I3 Sustituir la variable Si los calculos definitivos dan

La variable como niimero general

G2

por el valor o valores
que hacen de la
ecuacion un
enunciado verdadero.

lugar a un numero imposible
entonces el problema es
imposible.

Interpretar la variable
simbdlica como la
representacion de una
entidad general, que
puede asumir
cualquier valor.

Los coeficientes y los términos
constantes son numeros
generalizados.

G4

Manipular la variable
simbdlica.

A mediados del siglo 16 se dio la construccion del algebra simbolica en el que se
crea un lenguaje matematico auténomo con el que es posible expresar problemas,
teoremas y los pasos para su solucion y pruebas respectivamente. Sin embargo, el

algebra simbdlica de Vieta aun tiene raices en la geometria griega mientras que el
algebra simbdlica moderna se desconecta de cualquier referencia a ella.
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Tabla 3 Aspectos de la variable en el dlgebra simbolica

La variable como incognita

Algebra simbdlica (Vieta)

Algebra moderna

IT  Reconocer e
identificar la
presencia de algo
desconocido que
puede ser
determinado.

I5  Simbolizar las La sintaxis algebraica se
cantidades desconecta de los problemas
desconocidas y en donde se origina.
utilizarlas paré La eleccion de simbolos
plantear ecuaciones. literales que denotan tanto

incognitas como constantes es
arbitraria pero la forma en la
que estos simbolos son
acomodados no lo es.

I2 Interpretar la literal =~ Los simbolos literales
que aparece en una denotan tanto incdgnitas
ecuacion como un como constantes.
valor especifico.

I4  Determinar la Uso de reglas que Los procedimientos son las
cantidad representan el primer sistema reglas que constituyen la
desconocida que axiomatico moderno en el operacion de un sistema
aparece en sentido de que crean el axiomatico que definen los
ecuaciones o contexto sistematico que objetos a los que se aplican.
problemas. define el obj?to al cual las Una persona es capaz de

reglas se aplican. investigar las implicaciones de
Dicotomia entre dos tipos de  un conjunto axiomatico.
representaciones del Explicita el sistema axiomatico.
problema: el planteamiento y
la ecuacion que lo resuelven.
Sintaxis algebraica
intimamente relacionada con
la geometria griega.

I3 Sustituir la variable

por el valor o valores
que hacen de la
ecuacion un
enunciado
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verdadero.

Algunas consideraciones de estudios empiricos

Estudios empiricos (Gallardo, 1994) también han centrado la atencion en el tipo de
lenguaje que utilizan los estudiantes al resolver problemas algebraicos. Los
estudiantes que recurren a métodos aritméticos no logran asegurarse de la
unicidad de la solucién a una ecuacion lineal. El uso del lenguaje algebraico
advierte la unicidad de la solucién en el caso de los problemas modelados por
ecuaciones lineales. Adicionalmente, la soluciéon encontrada puede considerarse
como imposible, solucion que se considera posible por algebra una vez que la

solucion es validada al ser sustituida en la ecuacién o ecuaciones.

iv) Triangulacidn entre categorias tedricas, dakEmprete y de la estudiante

La vuelta a la historia arroja primeras categorias que permiten ubicar a los
procedimientos de Jeymi para obtener el valor de la literal en distintos niveles: en
todos los procedimientos de la estudiante se distingue el enunciado del problema
de la ecuacion que lo resuelve (como en el dlgebra simbolica de Vieta) pero en (7.4)
la estudiante no explicito las propiedades de la igualdad que conforman el sistema
axiomatico que subyace a sus acciones (como se haria en el dlgebra moderna) y de
(1.2) a (1.4) no utilizé adecuadamente esas propiedades.

Las primeras preguntas que se desprenden son ;Qué estados internos experimento
Jeymi al obtener el valor de la literal con tres procedimientos distintos? ;Qué
esquemas epistémicos activé en cada uno de ellos? Un andlisis de la trayectoria de
los estados internos de Jeymi y su comprension a lo largo del Mddulo 4 puede dar
una primera respuesta a estas primeras preguntas.

UN EJEMPLO QUE DERIVA EN NUEVAS PREGUNTAS PARA ESTUDIAR LA
CERTEZA

El registro de las trayectorias de certeza los estudiantes pueden derivar en
preguntas que en un inicio pudieron no ser contempladas. Por ejemplo, al dar
seguimiento al caso de Laura se encontro la siguiente intervencion en la tercera
semana de actividades del Mddulo IV ( que no se analizo en la tesis de maestria):

(1.1) -3x+3=4x-4
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(1.2) Propiedad de igualdad: sumar un mismo numero a ambos miembros de la
igualdad.

(1.3) -3x=x+8

(1.4) al sumar +6 -3x+6= x+8+6
(1.5) 3x =14x

(1.6) Al restar -3x 3x-3x= 14x-3x
(1.7) x=11x

(1.8) x/11=11x/11

(1.9) 0=x

(1.10) Entonces x=0 i

Para resolver la ecuacidon de (1.1) Laura tratd de utilizar las propiedades de la
igualdad (sumar +6, restar -3) para obtener el valor de la literal, pero al hacerlo
no se percatd de que obtuvo desigualdades (3x=14x o x=11x). Finalmente el
valor de la literal que obtuvo no hacia de la ecuacion de (1.1) un enunciado
verdadero.

Asociado a su incomprension Laura parecié experimentar certeza. Se puede
decir, en principio, que ella tuvo determinacion para someter a juicio del grupo
sus respuestas y procedimientos a una ecuacion distinta a la de sus demads
companeros. Su certeza también se puede inferir del uso del enfatizador x=0!!! al
final de su intervencion (1.10). Otros aspectos que hablan de la certeza de
Laura son que actud en consecuencia con los procedimientos que anuncio, por
ejemplo, cuando advirtié “al restar -3x” ella efectivamente crey6 haberlo hecho
en (1.7). Su certeza también la dejé ver al mostrar interés por resolver el
problema y al explicar detalladamente su solucién. Finalmente, Laura
demostro su certeza al dejar ver constancia en la aplicaciéon de las acciones
recién descritas a lo largo de su intervencion.

La respuesta del tutor fue la siguiente:

(2.1) Hola Laura. Muy bien!

El tutor no se percaté de los errores de la estudiante quizd movido por la
expresion de certeza de Laura. Esto conduce a la siguiente pregunta: ;Como
influyen los estados internos de los estudiantes en las decisiones del tutor? El
analisis de la trayectoria de los estados internos de los casos de estudio y su
comprension puede apoyar a contestar esta y otras preguntas que surjan a lo largo
del analisis.
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Anexo 1 Version en espafiol del articulo Certezas matematicas en la historia y en
la educacion a distancia
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CERTEZAS MATEMATICAS PRESENTES EN EL AMBITO
HISTORICO Y EN EL DE EDUCACION A DISTANCIA

Benjamin Martinez Navarro. Mirela Rigo Lemini.
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzadosiddé

Se presenta un caso histérico en el que certezag-matematicas llevan a
razonamientos matematicos invalidos y se comparawo caso semejante
gue se dio en el ambito de la educacion virtualraPal analisis de las
certezas se propone un instrumento teorico-metgit@o Se sugiere la
necesidad de que educadores tomen conciencia dasjeertezas en hechos
de las mateméticas no siempre estan basadas errepsignes matematicas.

ANTECEDENES Y OBJETIVOS DEL PAPER

Euclides, enLos Elementosapoyé su teoria de las paralelas en el V
Postulado; ahi establecido que dos lineas que o @giialmente inclinadas
con respecto a una tercera tendran siempre qusangese. A lo largo de la
historia los matematicos recurrieron a diferenteslios para convencerse de
la verdad de esta proposicion —comenta LovachdgiSki4, p. 2); y es que, a
diferencia de los otros cuatro, el V Postulado senpromete con un
comportamiento en el infinito (Kline, 2009). Saacheor ejemplo, decidio
establecer la verdad del Postulado acudiendo a datde reduccion al
absurdo: negando la existencia (ninguna paralelaaaa poP), y negando la
unicidad (porP pasa mas de una recta). La negacion de la exastpradujo
una contradiccion. De la segunda opcidon Saccheujdevarios teoremas que
desde su perspectiva le resultaron extrafios; adiayae de contradiccion, lo
insélito de los resultados obtenidos le basté pachazar esa segunda
posibilidad, de lo cual derivé la veracidad del &Rilado como Unica opcién
posible. Comenta Kline (2009, p. 508) que “cuandoc8eri concluyé que el
V Postulado era consecuencia necesaria de los, stitws consiguié mostrar
gue cuando un hombre pretende establecer algogleelga esta convencido,
se satisfara aunque su demostracién no tenga queada con los hechos”.
Otro intento por demostrar el postulado de laslplasse le debe a Legendre;
en 1800 él publicé que la suma de los angulos diidamgulo no puede ser
mayor que 180°, y argumentd que esta suma tampelse ser menor que
180°. De su analisis Lobachevski dedujo que lasrmez de Legendre eran
incorrectas, y que “probablemente los prejuicioga@or de la posicion
aceptada por todos lo indujeron a cada paso apegcsus conclusiones o
afadir lo que aun no era licito de admitir en laavas hipotesis” (p. 3).

124



En una lectura critica de la historia, Lovachewskestiono la carencia de
rigor l6gico de las demostraciones del V Postuladipeto la ontologia y la
epistemologia idealista que subyacia a esos iteatosugerir que “en los
mismos conceptos no estd encerrada esa verdadeqgaesia demostrar”
(1974, p. 1) vy al plantear como alternativa de maiacion un camino

empirico, mediante observaciones astrondémicas; 1y espiritu abierto,

construyd la geometria hiperbdlica, admitiendo ebla “la existencia de la

Geometria en un sentido mas amplio del que pregandiides” (1974, p.1).

Este pasaje de la historia ilustra como los prejsiecomo los de Saccheri o
Legendre- pueden perturbar los razonamientos méat@msay como el
convencimiento en hechos de la matematica puede festrtemente atado a
fuentes ajenas a ella, como son los compromisosoldgitos o
epistemoldgicos. En lo que sigue se argumenta @se ken evidencias
empiricas provenientes de un estudio de caso (dehdd, que este fendmeno
histérico asociado al convencimiento se da taml@énlos procesos de
instruccion de las matematicas. La regularidad s#efendmeno en ambitos
tan dispares, sugiere de alguna forma su genedaljdalantea la necesidad de
que los educadores lo conozcan y lo considerengpracticas didacticas.

Investigaciones sobre convencimiento y certeza ae drientado hacia el
ambito del profesional de las matematicas comaeaudinstruccion. Para el
matematico, el convencimiento y la certeza son mest@ue impulsan su
actividad en las etapas de desarrollo heuristiamayguia para certificar sus
resultados durante los procesos de prueba (Tympd&86). La comunidad
de educaciéon matematica ha realizado diversos iestggie implicitamente
parten del supuesto de que, a semejanza de laugedescon los matematicos,
la certeza también importa en la construccion debcimiento matematico en
el aula. Algunos de esos trabajos se han recreadmbientes extra-clase y se
han focalizado ya sea en los estudiantes (e.de Blalacheff, 2000) o bien en
los profesores (e.g., el de Harel&Sowder, 2007)ppt desarrollados en
ambientes intervenidos de clase, se han centralizdsicamente en alumnos
(e.g., el de Krummheuer, 1995). A diferencia dedoteriores, en este trabajo
se parte de un fenébmeno histérico asociado a Istmmtion de certezas para
tomarlo como un laboratorio epistemologico que frayudar a explicar la
presencia del mismo fendmeno en ambientes actdaleapacitacion a través
de un foro virtual. Esto plante6 el reto de cortan elementos tedricos e
instrumentos analiticos que permitieran distingos estados de certeza (en
torno a los enunciados de contenido matematicabjusurgen) que vivencian
los alumnos inscritos y que expresan de maneraaseor ello, en lo que
sigue se propone un instrumento que pretende ean§ fines.
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PROPUESTA DE UN INSTRUMENTO PARA DISTINGUIR ESTADOS
EPISTEMICOS DE CERTEZA Y DE PRESUNCION O DUDA

En la investigacién se considera que, asociadas asgeveraciones de
contenido matematico, los sujetos pueden experanestados internos de
certeza o duda (cuando le asocian el maximo gragwababilidad a lo
creido) o de presuncién (cuando le asocian grago®ras de probabilidad a
lo creido). A estos estados Rigo (2013) les llaesddos epistémicos”.

En el disefio del instrumento tedrico-metodoldgiae ge propone a
continuacion convergieron perspectivas proveniemedistintas disciplinas:
de la filosofia (Wittgenstein), la psicologia (BflopHastings &Madaus), y la
sociologia (Abelson). Particularmente relevantaghestudio resulté la
aportacion de trabajos linguisticos como los deahyl(1998), que
permitieron recurrir al analisis del meta-discuiledos participantes en el foro
virtual, con el fin de desvelar las intenciones goioativas (muchas de ellas
inconscientes) que ellos proyectan a través desuwea.

En esta investigacion se considera que una pe(garagarticipa en un foro
virtual) vivencia un grado de certeza, o bien dspncion o duda, en un
enunciado matematico, cuando cumple con algune(k)icriterios que
aparecen en la Tabla 1, criterios que son sufiesepero no necesarios.

Elementos del La persona recurre a enfatizadores del lenguaje@aeéen revelar un
habla mayor grado de compromiso con la verdad de lo quee dor ejemplo,
cuando la persona usa el modo indicativo de ldsoge(e.g. tengo).

Accion El sujeto realiza acciones consecuentes con surdisc

Familiaridad = La persona recurre a formas de sustentacién basadadamiliaridad
(resultado de la repeticion, la memorizacion yclastumbres).

Elaboracion La persona recurre a formas de justificacion basadaazones
cognitiva: matematicas.

Determinacién La persona manifiesta de manera espontanea y detelansu adhesion
a la veracidad de un enunciado matematico indicafgion grado de
determinacion. Este grado puede ser mayor cuarslgetb sostiene
una creencia, a pesar de tener al colectivo eorstwa. Incluso puede
llegar a esforzarse por convencer a otros de @adetde su posicion.

Interés Las participaciones de una persona que intervienénterés en torno a
un hecho matematico especifico en un foro virtaat s
-Sistematicasts decir, el sujeto contesta todas las pregulitiggdas a
él de la manera mas detallada posible.

-Informativas Sus afirmaciones, procedimientos y/o resultadas s
suficientemente informativos.

-Claras y precisas

Consistencia La persona muestra consistencia en sus distin&sémciones.

Tabla 1. Instrumento tedrico-metodolbgico paraimigtir estados de certeza
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ASPECTOS METODOLOGICOS

La investigacion cualitativa que aqui se presesii @ntrada en un estudio
de caso de tipo interpretativo (Denzin & Lincol®94). El estudio empirico
se llevo a cabo en el Diplomado de Temas Fundanesntda Algebra
impartido por el Instituto Nacional para la Edudacde los Adultos
(México); el diplomado tiene el proposito de foetzér la formacion de
personas que asesoran en temas de algebra a aglidtee encuentran en
proceso de obtener su certificado de secundargmattvidades de
ensefianza se desarrollan a distancia mediant® eleuk plataforma
Moodle a través de la cual los estudiantes recapayo, evaluacion y
retroalimentacion por parte de un tutor. El episaglie aqui se analiza
pertenece al Modulo IV y su eleccion obedece aaijlidos asesores
tendieron a sustentar sus respuestas. Los epssodimienzan con la
solicitud del tutor para responder a una tareaglizan con el acuerdo de
los estudiantes en torno a una solucién. Parareptete se seleccionaron
participaciones de tres estudiantes quienes paleser experimentado
muy distintos estados epistémicos ante la tarepuesta, a pesar de que
ninguna de ellas obtuvo el resultado correcto.

EPISODIO “EL PROBLEMA DEL MILLON DE DOLARES”

El episodio tratd sobre la resolucion del siguigmteblema: Obtendras un
millbn de ddlares si encuentras un namero de dfvascgque cumpla las
siguientes condiciones simultdneamente: a) Si pritaer cifra del nimero
gue buscamos le sumas el doble de la segundaadlifiesultado es 5; b) Si al
doble de la primera cifra del nUmero que buscamasiimas el cuadruplo de
la segunda cifra, el resultado es 7. Se esperablbgestudiantes concluyeran
gue no habia un niamero que cumpliera con las conds del problema y
observaran que al graficar las ecuaciones se elti@éos rectas paralelas.

Fragmento 1o. Primera intervencion de Mariana. Prirtipios que guian la
certeza

Mariana inicio su participacion del siguiente modo

1.1 x+2y=5; 2x+4y=7
1.2-1.6 ... Como las ecuaciones no contienen una incognutd se aplica el método de
sustitucion ... para eliminar una incognita, quelddios 2x+4y=10. Después de este
paso ya puedes realizar la operacion.
1.7 2x+4y=10
2x-4y=7
4x+0=17
1.8-1.9. Separamos términos y despejamos “x”. [Entonces{=4.25
1.10-1.11 Obtenido el valor sustituimos en una de las 2 eonas: 2(4.25)+4y=7
1.12-1.13 Realizamos la operacion, separamos términos y @esps “y”.
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8.5+4y=7; 4y=7-8.5; 4y=1.5; y=0.375
1.14-1.15 Comprobamos. Primera ecuacion: 4.25+2(0.%,5)= 5=5.

Segunda ecuacion: 2x-4y=7;  2(4.25)-4(0.375) 8.5-1.5=7; 7=7
Durante su resolucion, Mariana utilizo diferentetesnas de ecuaciones. El
primero resultd de la traduccién del lenguaje conmaliralgebraico (1.1);
después obtuvo uno equivalente (en 1.5), y desmrésl.7, obtuvo uno
modificado, al alterar un signo (del término 4ylaesegunda ecuacion). Para
obtener el valor de x empled la primera ecuaciéri.de y para obtener el
valor de y, comenzé con la segunda de 1.1 y tercomdla segunda ecuacion
de 1.7. Para comprobar utilizo la primera ecuad®i.l y la segunda de 1.7.

En su resolucion ella aplico libremente las reglak algebra, al modificar
caprichosamente los signos de los términos dedaacenes y al emplear
indistintamente las ecuaciones que aparecen ehodicsistemas vy
combinarlasde maned hocsegun se adecuaran a sus fines. Pareciera que
ello respondid a un objetivo especifico: obtendores para las literalesey,
objetivo que posiblemente pudo derivarse de urexpretacion de la literal
s6lo como incognita, excluyendo los otros usosadatiable.

Durante este proceso parece que Mariana experimaitdd grados de
presuncion e incluso de certeza. Entre otras razoperque ella tuvo
determinaciérpara ser la primera en someter a juicio del ggysorespuestas
y procedimientos; por el uso dmfatizadoresgespecificamente, por el del
modo indicativo de los verbos (en 1.2 o 1.14); pemctudéen consecuencia
con los procedimientos que anuncid, por ejemploanda anuncid la
aplicacion del método de sustitucion (1.2) todas atciones posteriores se
encaminaron a tratar de aplicar reglas que ellggrertenecian a ese método;
porque sustentd sus afirmaciones esguemasasados en ldamiliaridad
(como el método de suma y resta, en 1.7, o lo adland el ‘método de
sustitucion, en 1.2)Su certeza también la dejo ver al mosirderés por
resolver el problema, al explicar detalladamentsdducion, al contestar todas
las preguntas del problema, al resolver el sistgngaplanted sin que el tutor
se lo solicitaray al ser clara en su exposicion.

Fragmento 2°. El cuestionamiento de José
José publico la siguiente participacion para reletiespuesta de Mariana:

2.1-2.2 Que tal Mariana. Realmente me sorprendiste. Pemediun pequeiio detalle.
2.9-2.11 2x-4y=7. En este paso, ya le cambiaste el signbe(dert4dy 6 multiplicar por -1,
pero toda la ecuacion), ya no es la ecuacion @iliggQué opinas?

José se percatd que Mariana no habia aplicadoctamente las reglas del
algebra (cambiar el signo en el sistema 1.7), goetenia consecuencias (“ya
no es la ecuacion original”, 2.9), y se lo hizoesalesperando su reaccion.
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Fragmento 3° Réplica de Mariana. Explicitacion de razones vy
fortalecimiento de la certeza

La réplica de Mariana fue la siguiente:

3.1-3.4 Efectivamente tienes toda la razén [José], se afactoda la ecuacion. Pero el
propésito del sistema de ecuaciones es que se #&dgresultado mediante la
eliminacion de alguna de las incognitas. Si yo tafex toda mi ecuacién me
guedaria en 3 y ya no tendria una incégnita paspajir.
3.5-3.10 x+2y=5; 2x+4y=7. En este caso como las ecuacionesontienen una incognita
igual se aplica el método de sustitucidon donderelgde las dos ecuaciones se
multiplique por algin numero que nos sirva paramielar una incégnita.
2(x+2y)=2(5), quedandonos 2x+4y=10. Todo va biestdhaqui.
3.11-3.12 Después de este paso ya puedes realizar la ogeracié
2x+4y=10
-2x-4y=-7
40+0=3
3.13-3.16 Obtenido el valor sustituimos en una de las 2 @onas: 2(3)+4y=7. Realizamos
la operacion y separamos términos y despejamos “yy=0.25.
3.17-3.18 Comprobamos. Primera ecuacion: x+2y=5; 3+2(0.2%)no obtengo el 5.
Segunda ecuacion: 2x-4y=7; 2(3)-4(0.25)=7; 6:lafpoco obtengo el 7.
3.19-3.20 Por lo tanto solo afecte a 4y para no afectar tadscuacion y mucho menos mi
resultado. Tal vez no lo ves correcto pero paraimporque el objetivo es encontrar
el valor correcto.
3.22 Comprobamos. Primera ecuacion: x+2y=5; 4.2587Z&)=5; 5=5.

Al principio del fragmento (de 3.1 a 3.4) Mariaracbncedio la razon a Jose,
pero subordind esas razones a lo que considerébseabtener de un sistema
de ecuaciones: “lograr el resultado”, probablemegmeue creyd que de la
propuesta de su compafero se derivaban absurda®o (oo tener una
incognita que despejar” y “quedarse en 3", refoligse posiblemente a 3.12).
En un segundo momento (de 3.4 a 3.18) siguié larsngia de José, quizas
con la idea de ‘demostrarle matematicamente su’ edrdesprender de dicha
sugerencia una contradiccion: “no obtengo el 5’ny ‘bbtengo el 77, sin
percatarse de que dicho error no provenia de esducgdn sino de la
arbitrariedad con la que ella manipulo el lengwdgeebraico (e.g. al suponer
en 3.12-3.13 que x=3, o utilizar el sistema de eion@s que se ajustaba mas a
sus fines). En el tercer momento (3.19-3.20) stétede nuevo la
conveniencia de su método, supeditandolo otra viezcmnsecucion de sus
objetivos: “encontrar el valor correcto” (3.20)en el cuarto (3.22) comprobo
su validez, sin percatarse de que debia sustitsr vialores en las dos
ecuaciones de 1.1 y no solo en la que se ajustaraiatereses.

En su segunda intervencion Mariana, muy probablémeiortalecido sus

estados epistémicos de certeza, al poder explgitaobjetivos y argumentos,
y ‘demostrar’ el error de su compafiero y la validezsus principios y su
meétodo, todo lo cual lo hizo cateterminacién y con actitud consistense
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certeza también se puede inferir del usoedétizadores(no solo por la
asertividad de su lenguaje sino por el uso del modicativo en “obtengo”,
en 3.18, “es” en 3.2 o0 “mucho menos”, en 3.19);aasno delinterés por
reiterar su resolucion, aclarar sus puntos de,wstabatir publicamente a su
comparfiero, a pesar de que entendia que él llevatba @zon.

Fragmento 4°. Participacion de Jeymi. La duda

4.2- Creo que yo también me encuentro en un problem@y Estentando hacer el segundo
4.4 ejercicio y no obtengo valor de "X" ni de "y". Misuaciones son: x+2y=5; 2x+4y=7
4.5 Enseguida le cambio de signo a la primera ecuacion.

4.6- -x-2y=-5
48 2x+4y=7

X+2y=2; x=2-2y. Sustituyendo en la primecaacion (2-2y)+2y=5 [de donde] 2=5
4.9 Y notengo ningln valor ?7?7?7???????????? ué paga? ... jauxilio!
Aplicando rigurosamente las reglas del algebranydieg6 a un absurdo que
la hizo dudar. Sin presuponer, simplemente lordjsii y pidié ayuda.

HALLAZGOS PRINCIPALES

Interesante es el caso de Mariana porque aungueeéstra que conoce
algunas reglas del algebra (ver 3-5 a 3.12), sogprmmisos ontoldgicos
sobre las caracteristicas que deben poseer |las t@@ematicas, y en
particular, los sistemas de ecuaciones -de tereemadgnita que despejar y
una solucion precisa y numeérica que encontrareqgeagr representar un
obstaculo que le impiden aplicar dichas reglashalaad.

Mariana, al igual que Saccheri o Legendre, sigugse-juicios ontoldgicos,
y al igual que ellos, esos pre-juicios la llevaeotadmitir demostraciones que
no tenian que ver con los hechos” y la “indujergmegipitar sus conclusiones
o afiadir lo que no era licito” (ver p.1 de esteityc

Jeimy, como Mariana, se enfrentd a un problemggué en entredicho sus
creencias (de la existencia numérica y Unica de taa matematica) y sus
conocimientos algebraicos. Pero mientras Mariaredese0, sin asomo de
duda, a un ideal del objeto matematico, supeditanelens compromisos
ontologicos las reglas del algebra, Jeimy preéijustarse al rigor l16gico —
como lo hiciera Lovachevski, tomando las debidatadcias- al seguir
escrupulosamente las reglas del algebra; Jeimfereidcia de Mariana, se
dio el lujo de dudar de los resultados obtenidesedonocer su ignorancia y
de pedir ayuda, apertura metacognitiva que la pasmndiciones de
aprender.

Del analisis expuesto se desprende una importangderacion didactica,
gue tiene que ver con la ayuda que se le pued@apeebdariana. La
participacion de José deja ver que no basté cotraniessus errores
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algebraicos, porque de alguna manera ella teni@esona de ellos. De lo que
Mariana no parece haberse percatado, y quizdd@siapue habria que
auxiliarla, es que sus creencias y sus compromisitusdgicos (que
probablemente los tomaba como verdades incuestemabnamovibles) la
llevaron a perder el rigor lI6gico en la aplicacitinlas reglas algebraicas, y en
Gltima instancia, le obstaculizaron el avance deasguendizajes.

En el escrito se muestra que la certeza en hecatsmaticos no
necesariamente esta relacionada con la compremsitematica. Esa certeza
puede tener profundas raices en consideracionesragtematicas, como son
los compromisos ontolégicos. Es importante pomoi &xpuesto, que el
profesor y los que lo forman tomen conciencia de Endmeno, porgue tiene
significativas consecuencias en los aprendizajesisi@lumnos.
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