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Resumen

En la actualidad, las investigaciones en Matematica Educativa, enmarcadas en el
Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV), han tratado las dificultades presentadas por
estudiantes y maestros para dotar de significado a temas del Célculo relacionados con la
variacion. Una gran parte de estas investigaciones, se centran en la busqueda de los
problemas que se presentan debido al discurso Matematico Escolar (AME) por no fomentar
el desarrollo de ideas variacionales y trabajan en el desarrollando situaciones de aprendizaje
que aplican a poblaciones muy parecidas, ya sea, de un mismo colegio, estado o pais. No
obstante, en la busqueda e investigacion, encontramos que no se han realizado comparaciones
en el uso de estrategias variacionales como medidoras del desarrollo del pensamiento
variacional en estudiantes de poblaciones socioculturalmente diferentes, por lo que el
objetivo de nuestra investigacion se baso en el andlisis comparativo de las estrategias
variacionales desarrolladas por estudiantes de carreras de Ingenieria en México y Cuba,
cubriendo las variables que mencionamos con anterioridad y que no se han tomado en cuenta

en las investigaciones.

Nuestro objetivo también se relaciona para conocer si las diferencias o similitudes de las
estrategias variacionales utilizadas para dar respuesta a las actividades, son debidas al
curriculo matematico o a pensamientos variacionales propios de la poblacion. Para
desarrollar nuestro trabajo nos apoyamos de la Teoria Socioepistemoldgica ya que nos
interesd conocer el uso de estrategias variacionales como medidoras del desarrollo de
pensamiento variacional por parte de los estudiantes. Para llevar a cabo esta investigacion,
elaboramos una situacion didactica que aplicamos en instituciones de educacion superior de
México y Cuba, analizamos las estrategias utilizadas para la solucion de las actividades y las
comparamos entre los estudiantes de las distintas poblaciones. Los resultados alcanzados los

mostramos en la siguiente investigacion, asi como los aportes que nos brinda la misma.




Abstract

Currently, research in Educational Mathematics, framed in the Thought and Variational
Language (PYLV), have addressed the difficulties presented by students and teachers to give
meaning to topics of Calculus related to variation. A large part of these investigations focus
on the search for the problems that arise due to the School Mathematical Discourse (AME)
because they do not encourage the development of variational ideas and work in developing
learning situations that apply to very similar populations. either from the same school, state
or country. However, in the search and research, we found that no comparisons have been
made in the use of variational strategies as measurers of the development of variational
thinking in students from socioculturally different populations, so the objective of our
research was based on the comparative analysis of the variational strategies developed by
students of Engineering careers in Mexico and Cuba, covering the variables that we
mentioned previously and that have not been taken into account in the investigations.

Our objective is also related to know if the differences or similarities of the variational
strategies used to respond to the activities, are due to the mathematical curriculum or
variational thoughts of the population. To develop our work we rely on the Socio-
Epistemological Theory since we were interested in knowing the use of variational strategies
as measurers of the development of variational thinking on the part of the students. To carry
out this research, we elaborated a didactic situation that we applied in higher education
institutions in Mexico and Cuba, we analyzed the strategies used for the solution of the
activities and we compared them among the students of the different populations. The results

achieved are shown in the following research, as well as the contributions that it provides.



Introduccién

Los resultados de investigaciones dentro de la Matematica Educativa, bajo el enfoque del
Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV) y guiados por la Teoria Socioepistemologica
de la Matemética Educativa (TSME), han demostrado que, en la actualidad, en los distintos
niveles de ensefianza, fundamentalmente, en el nivel medio — superior, la variacion es
estudiada con estrategias que se convierten en tecnicismos sin significados ni analisis ante lo
que cambia, cOmo y por qué cambia, algo que es fundamental para interiorizar conceptos

dentro del Célculo.

Estas investigaciones no solo se han destinado a hallar las dificultades presentes en el
discurso Matematico Escolar (dME), sino que también se guiaron hacia la busqueda de ideas
e iniciativas que permitieran modificar para bien dicho discurso y dentro de esta blsqueda,
muchos trabajos se centraron en el estudio de la variacion como un tema fundamental que
permite la significacion de ideas y conceptos y como luchar para que el ya mencionado dME

no se mantuviera analizando a la variacion a través de estrategias mecanicas y sin sentido.

Muchas investigaciones, centradas en el estudio de la variacion, destinaron su trabajo a la
elaboracion de situaciones de aprendizajes de las cuales se pudieran rescatar estrategias
variacionales utilizadas por estudiantes o profesores, que demostraran el desarrollo de un
pensamiento variacional. En esta linea se dirige nuestro trabajo, en el cual iniciamos con un
recorrido por toda la experiencia e investigacion que nos inspird a desarrollarlo y el interés
marcado dentro de la TSME, el conocer si las condiciones socioculturales, influyen en el

surgimiento de estrategias variacionales por parte de los estudiantes.

Guiandonos por tesis como (Caballero, 2012), (Gonzélez, 1999), (Marcolini, 2003); el libro
de la TSME de (Cantoral, 2013) y el analisis de los volimenes del Acta Latinoamericana de
Matematica Educativa (ALME), encontramos que el mayor nimero de investigaciones donde
se aplicaban situaciones de aprendizaje, eran en poblaciones similares, lo que nos llevo a
querer investigar si en poblaciones completamente diferentes social y culturalmente, las

estrategias variacionales que surgirian tendria similitudes o diferencias y si estas eran




provocadas por el curriculo matematico o provendrian exclusivamente de formas de

pensamientos variacional.

Para realizar nuestro trabajo, nos guiamos por las pautas de la Teoria Socioepistemolégica
de la Matematica Educativa desde el enfoque de Pensamiento y Lenguaje Variacional,
analizando las investigaciones relacionadas con los estudios de estrategias variacionales y la
elaboracion de una situacion variacional, con una serie de actividades que buscaban el surgir
de estrategias variacionales por parte de los estudiantes. Esta situacién no buscé en ningun
momento, que los estudiantes aprendieran un concepto al realizar las actividades, sino que se
motivé a que, con las herramientas y conocimientos que ya poseen, cémo podrian dar
respuesta a las actividades que se elaboraron de una forma tan diferente a la que ellos estan

acostumbrados.

A partir del disefio de la situacién variacional, y los niveles en los que fue aumentando el
trabajo con la variacion, consideramos a la derivada en su concepto general, como la

organizacion de las derivadas sucesivas que deberian interpretar los estudiantes.

Con todo lo expresado hasta el momento, nos planteamos la siguiente pregunta: ¢En
poblaciones socioculturalmente diferentes, el surgimiento de las estrategias variacionales
sera ocasionado por el curriculo matematico o surgirdn exclusivamente de formas de

pensamiento variacional?

Para llevar a cabo esta investigacion nos trazamos un plan secuenciado que nos permitiria
analizar a profundidad las investigaciones anteriores relacionadas con el estudio de la
variacion y el surgimiento de estrategias variacionales, asi como los trabajos de donde
podriamos obtener las actividades que conformaron la situacion variacional que se presento,
con la idea de que no existia necesidad de la creacion de una situacion completamente nueva,
si podiamos utilizar las ya elaboradas y adecuarlas a nuestros intereses y contexto. Para lograr

esto, nos apoyamos en ideas presentadas en (Marcolini, 2003):

1. Se realiz6 una revision sobre los estudios vinculados a la TSME llevados a cabo
dentro del grupo de investigacion y bajo el enfoque del Pensamiento y Lenguaje

Variacional.



2. Determinamos las investigaciones que nos servirian de guia para la elaboracion de la
situacion variacional y asi poder seleccionar las actividades que las conformarian.

3. Aplicamos la situacién didactica a un grupo de expertos con el objetivo de
perfeccionar las actividades para lograr nuestro objetivo.

4. Se aplicaron las actividades a estudiantes de Ingenieria de paises como México y
Cuba.

5. Se analizaron las respuestas que se obtuvieron por parte de los estudiantes para
brindar las conclusiones con respecto a lo que investigamos.

6. Por ultimo, llegamos a conclusiones e ideas de como continuar este analisis en futuras

investigaciones.

Con todo lo presentado, pasamos a conocer la historia y los inicios de esta investigacion.

El camino recorrido durante la investigacion y plasmado en el presente documento, lo

estructuramos en cuatro capitulos:

En el capitulo 1, describimos la problemética en la cual registramos nuestro trabajo y los
antecedentes que nos llevaron a querer realizarlo. Comentamos los objetivos que queremos
alcanzar, las preguntas que nos realizamos ante toda la evidencia que surgia luego de la
investigacion y la estrategia y linea de investigacion que nos guiaria para lograr dichos
objetivos y poder llegar a las conclusiones de nuestra busqueda.

En el capitulo 2 mostramos la metodologia que utilizamos para obtener la informacion que
necesitamos, mostrando la seleccion de las actividades que conformaron nuestra situacion
didactica, la poblacion donde la aplicamos y comentamos sobre el método de investigacion

que nos llevaria a alcanzar los valores esperados.

En el capitulo 3 mostramos un analisis detallado de cada actividad, asi como de los apartados
de cada una para mostrar la situacion en la que se encuentran los estudiantes de las
poblaciones seleccionadas. Iniciamos con los estudiantes de la UPIHITA — IPN, México y

luego con los estudiantes de la Universidad de Camagiiey “Ignacio Agramonte Loynaz”,
Cuba.

En el capitulo 4, brindamos un analisis no tan detallado como en el capitulo anterior, pero si

un estudio de las actividades donde pudiéramos establecer semejanzas y deferencias




cometidas por los estudiantes en la solucion de sus tareas. Llegamos a conclusiones que

responden a las preguntas que nos trazamos desde el inicio de la investigacion.



Andlisis comparativos de las estrategias variacionales
de estudiantes de Ingenieria de México y Cuba.

Capitulo 1. Presentacion y planteamiento del problema y

pregunta de investigacion

1.1 Introduccion.

En este capitulo describiremos la problematica que nos llevé a la realizacion del presente
trabajo. Los antecedentes, intereses; analizando diferentes aspectos que llevaron a la
elaboracion de las preguntas de investigacion, asi como las hipdtesis que consideramos
presentar y para lograr todo un entendimiento, narraremos la importancia y la linea de trabajo

que nos permitio llegar a los resultados que mostraremos.

1.2 Antecedentes de investigacion y motivacion.

En la actualidad, en los salones de clases de bachillerato y de universidad, las clases de
Calculo se han convertido en la imparticion de conceptos y reglas que los estudiantes deben
aprenderse para poder aplicar en las diferentes actividades académicas que se les presenten.
Podemos verlo en el trabajo con derivadas, donde al conocer la expresion a analizar, aplican
las reglas para obtener las derivadas que se les indiquen, pero sin tener un significado real
para el proceso que estan realizando, solamente lo ven como un tema mas a aprobar en su
afio académico. Para los estudiantes universitarios, esto representa una frustracion, ya que no
consideran que sea un tema que los forme como profesionales, considerando que no podran

aplicar los conceptos para enfrentar y/o resolver problemas de la sociedad.

Investigadores de diferentes paises en el campo de la Matematica Educativa, han reportado
situaciones similares a la expresada con anterioridad y a la vez, demostrado la importancia
del Calculo en el desarrollo de la sociedad y en sus diversas aplicaciones en la ciencia y la
tecnologia. No obstante, a pesar de las demostraciones que implican su importancia,
investigaciones en la misma rama muestran que a pesar de cursar varias asignaturas de
Célculo, los estudiantes no logran una comprension satisfactoria de los conceptos e ideas mas

relevantes presentes en este. (Caballero, 2012)

Ejemplos de esta situacion las podemos ver en (Marcolini, 2003), (Sanchez-Matamoros,
Garcia, Mercedes, & Llinares, 2008), (Cantoral, Teoria Socioepistemoldgica de la
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Matematica Educativa. Estudios sobre construccion social del conocimiento, 2013),
(Caballero, 2012), etc., donde las estrategias y argumentos que utilizan los estudiantes y
profesores dan muestra de la carencia de significado que tiene para ellos la derivada, usando
algoritmos memoristicos y sin considerar las ideas variacionales que forman este concepto.
En estas mismas investigaciones, se mostrd especial interés ante el analisis que realizaran
con respecto a la tercera derivada y el estudio de todas las estrategias que podian presentar
para hablar de ella. Los reportes fueron, que la mayoria de los estudiantes o profesores a los
que se les aplicaron las actividades, no tenian referencias para argumentar sobre el
comportamiento de la tercera derivada, solamente los especialistas en el tema pudieron

realizar un analisis grafico. (Caballero, 2012)

Estos reportes nos llevan a interpretar que existe una falta de significacion para estos temas,
que traen implicito y necesario el uso de estrategias variacionales para dar respuestas al
andlisis del cambio y la variacién, causa que a su vez origind investigaciones donde se
elaboraron situaciones de aprendizaje que se puedan introducir dentro del discurso
Matematico Escolar (dOME), para asi, motivar el desarrollo de ideas variacionales por parte
de los estudiantes y asi se expresa en (Resendiz, 2004) citado en (Caballero & Cantoral,
2013)

Investigaciones como (Gonzalez, 1999), (Chimal, 2005), (Acufia, 2007), (Marcolini, 2003),
(Caballero, 2012), (Béaez, Martinez-Lopez, Pérez, & Pérez, 2017), etc., son ejemplos de
trabajos que se ocuparon del disefio de actividades que propiciaran el desarrollo de estrategias
variacionales con diferentes grados de dificultad por parte de estudiantes de diversos niveles
educativos, pero que a la vez, ademas de notificar el uso de dichas estrategias para dar
solucion a las actividades, reportaron las dificultades que presentaron los mismos en las
soluciones y el interés de conocer las causas que las provocan, presentando como causa
mayor al dME cuando se notifica que un porcentaje elevado de estudiantes utilizan

conceptos, teoremas factuales o estrategias que no demuestran un pensamiento variacional.

Con las investigaciones mencionadas y los ejemplos que utilizan observamos la dificultad
presente en los estudiantes y maestros para trabajar temas relacionados a la variacion y a su
vez desarrollar un pensamiento variacional. Vemos que los estudios que se han realizado,

tienen como objetivo, la construccion de conocimientos matematicos a través de la aplicacion



Andlisis comparativos de las estrategias variacionales
de estudiantes de Ingenieria de México y Cuba.

de situaciones variacionales o el andlisis de estas para determinar las estrategias de solucion
que usan sus poblaciones y demostrar si existe un desarrollo del pensamiento variacional,
pero en estos estudios no se reportaron aplicaciones de las actividades en diferentes
poblaciones de estudiantes o maestros donde se puedan comparar las estrategias
variacionales que utilicen y poder determinar si estas estan normadas solamente por el dME

o0 por el conocimiento sociocultural presente.

La direccion por la que planteamos nuestra investigacion va sobre la comparacion y analisis
de estrategias variacionales desarrolladas por estudiantes de dos paises y poder asi determinar
si estas son ocasionadas por el curriculo matematico o provienen exclusivamente de formas

del pensamiento variacional.

Continuamos en la busqueda de investigaciones donde pudiéramos ver la realizacion de esta
comparacion con las estrategias variacionales como centro de atencion y notamos que si se
realizaban comparaciones se trataban en poblaciones socioculturalmente parecidas como en
(Avila Godoy, Avila Godoy, & Bravo Tapia, 2016) donde trazaron como objetivo investigar
el papel del contexto de la ensefianza en la formacion y desarrollo de los significados de los
objetos matematicos que construyen los estudiantes, especificamente los de ingenieria de una
Universidad al Norte de la Republica Mexicana, haciendo hincapié en la elaboracion de las
actividades y brindando algunos resultados pero no todos. Este trabajo nos intereso por el
tema que tratan, asi como la poblacion, estudiantes de ingenieria, pero no lo usamos como
base, pues no tienen como objetivo comparar las estrategias de los estudiantes al realizar las
actividades y estos Gltimos, son de una misma poblacion sociocultural, lo que podria indicar
que las respuestas podrian ser similares, pero eso lo dejaremos para proximos resultados de

esta investigacion.

Luego del andlisis de varias investigaciones, vimos que las variables comparacion de
estrategias variacionales desarrolladas por estudiantes de diferentes paises, en su conjunto no
estaban reportados, por lo que consideramos es un tema de investigacion innovador y que
nos brinda datos muy interesantes. A partir de este punto, surgieron las interrogantes que
guiaron nuestra investigacion, con respecto a como obtendriamos los datos (situacién

variacional y medio), donde lo aplicariamos y como los analizariamos.
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1.3 Estrategias variacionales y los estudiantes.

En las investigaciones en Matematica Educativa, bajo la linea del Pensamiento y Lenguaje
Variacional, se han reportado las dificultades que presentan los estudiantes ante situaciones
variacionales presentadas, por lo que nos guiamos por estas para conocer hacia donde debian

dirigirse las actividades que aplicariamos en busqueda de estas dificultades ya reportadas.

(Chimal, 2005) citada en (Caballero, 2016), realiza su investigacion con base en la
perspectiva covariacional, disefiando actividades de llenado de recipientes donde encuentra
que, en su mayoria, los estudiantes no hacen uso del concepto de derivada o pendiente, pero

en muchos casos brindaron respuestas correctas.

Azcarate (1990, pg. 27) citado en (Marcolini, 2003), reporta que después de llevar a cabo
unos tests en las ultimas clases de Bachillerato acerca de los temas de derivadas y de
integrales planteados a partir de representaciones graficas, los resultados demostraron un
nivel de éxito muy bajo. La mayoria de los estudiantes utilizaron la grafica solamente para
hallar una expresion algebraica que les resultara familiar y que luego podian derivar o
integrar con las reglas ya conocidas por ellos, pero olvidaron por completo la gréfica inicial
luego de iniciar el trabajo con la expresion algebraica.

En (Cantoral, Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa. Estudios sobre
construccion social del conocimiento, 2013, pag. 197), se comenta sobre los problemas de
visualizacion al presentar una serie de graficas donde debian sefialar solamente los intervalos
donde la funcion y las derivadas, en un orden creciente, fueran positivas. Para el caso del
analisis de la funcién original, se reporta que los estudiantes recuerdan (demostrando un
aprendizaje memoristico, pero sin significado) que esta es positiva en los cuadrantes | y I1, o
sea, si estd encima del eje de las x. Para los intervalos donde la primera derivada sea positiva,
con frecuencia se presencia la confusion del signo de la primera derivada con el de la funcion
original y otros estudiantes recuerdan la relacion con el signo de la pendiente de la recta
tangente, coincidiendo los intervalos positivos, donde la pendiente sea positiva. A partir del
analisis de los intervalos para conocer donde es positiva la segunda derivada, se demuestra
la dificultad de los estudiantes, ya que alguno si recurren a su memoria y asocian lo que estan
analizando a la concavidad que presenta la grafica, pero sin dar una explicacién de por qué

podian utilizarlo. La actividad se complica mas para los estudiantes (no solamente para ellos,
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sino para los profesores también) al tener que realizar el mismo analisis para la tercera

derivada, donde no pudieron construir una respuesta convincente.

De forma general, investigaciones como Cantoral y Farfan, (1998), Arrieta y Diaz, (2015),
Font, Godino y Gallardo, (2013) citados en (Béez, Martinez-Lopez, Pérez, & Pérez, 2017),
reportan la existencia de limitaciones ante el andlisis del comportamiento y variacion de
gréficas; identificacion de las cantidades que intervienen en una situacion, cuales cambian y
cuéles permanecen fijas; determinacion de las relaciones de dependencia entre dos variables;
establecimiento de la relacion entre razon de cambio y cociente incremental, y conversion

del registro verbal al registro grafico.

En Reséndiz (2005) citada en (Maury Mancilla, Palmezano Sarmiento, & Carcamo
Barriosnuevo, 2012), las dificultades detectadas en los estudiantes fueron: “determinacion de
las cantidades (variables y constantes) que intervienen en la situacion, establecer relaciones
de dependencia entre las variables, generar datos que debian consignar en una tabla,
determinar los intervalos de variacién de las variables y explicar los procedimientos

utilizados para dar solucion a las preguntas planteadas”.

Tomamos las dificultades planteadas en las investigaciones aqui reportadas, como guia para
la realizacion de una situacion variacional que aplicariamos en diferentes poblaciones de
estudiantes, las cuales fueron seleccionadas por la caracteristica de la investigadora:
Profesora de Matematicas en la Universidad de Camagiiey “Ignacio Agramonte Loynaz” y
estudiante de la Maestria del Departamento de Matematica Educativa del Cinvestav — IPN,
por lo que representa dos poblaciones de facil acceso, aunque completamente diferentes en

muchos sentidos, fundamentalmente en el ambito educativo.

A todo lo analizado hasta el momento, se le adiciona la idea, innovadora en la linea de
Pensamiento y Lenguaje Variacional, de utilizar una herramienta de gestion de aprendizaje
que nos permita aplicar las actividades a las poblaciones ya mencionadas, sin necesidad de
la presencia de la investigadora y asi obtener una mayor cantidad de informacion. Por resultar
ser un tema nuevo en el grupo de PyLV, fue origen de grandes debates en los seminarios,
pues se consideraba que se podia obtener mas informacion si se les aplicaba la situacién a
los estudiantes a traves de papel y lapiz, y que el investigador estuviera presente. En este

trabajo, decidimos continuar con el uso de la herramienta como medio, ya que consideramos
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que por esta via podiamos llegar a una mayor cantidad de estudiantes sin la limitante de que

solo fueran los que el investigador tuviera cerca.

Para obtener los datos que deseamos comparar, determinamos que aplicariamos la situacion
variacional a estudiantes de carreras de ingenieria tomando en cuenta que estos reciben una
mayor complejidad de la materia y estos estudiantes deberian ya haber pasado los cursos de

Célculo.

1.4 Calculo Diferencial en las carreras de Ingenieria de México y Cuba

Tanto en México como en Cuba, los cursos de Calculo se desarrollan en los primeros afios
de la carrera seleccionada por el estudiante. En México, los alumnos inician algunos
conceptos de Célculo Diferencial en el Bachillerato, pero en Cuba, su primer encuentro con
este curso esta ubicado en el primer afio de la carrera. En ambos casos, el estudiante llega a
los salones de clases de la Universidad, sin una base clara de lo que es el trabajo con las

derivadas, ni estrategias desarrolladas para analizar el cambio y la variacion.

A pesar de las dificultades con las que llega el estudiante a la carrera universitaria y el papel
que juega del desarrollo del pensamiento variacional en la realidad y contexto de los futuros
profesionales, en los planes de estudios de ambos paises, se le dedica un solo semestre al

Célculo diferencial.
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Figura 1: Ubicacion de asignatura Calculo Diferencial en México
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PLAN D ING. MECANICA e
erde Curriculo Propio
CURSO REGULAR DIURNO Azul Curriculo Electivo

Rojo optativo

Indicaciones generales del MES:
Carga lectiva maxima semanal. 26hrs. Primero a tercero.
20hrs. cuarto y quinto.
Examenes finales maximo: 6 por afno de primero a tercero.
4 por ano cuarto y quinto.

PRIMER ANO.
Curso 1er.Sem | Eval | Vacaciones | 2er.Sem | Eval | TrabSocial | Vacaciones Total
Introductorio Curso
6 16 3 1 16 3 0 6 51
1er. Semestre (16 semanas) 2do. Semestre ( 16semanas)
Matematica | (Cal dif. e Int. 96 Matematica Il (*) 80
Univ y Multiv, Vec) (*)
Inglés Fines Generales | 32 Inglés Fines Generales Il 32
Algebra lineal y Geom. 64 Quimica General 80
Analitica. (%)
Informatica | 32 Filosofia y Sociedad. (*) 64
Geometria Descriptiva 48 Fisica I(*) 80
Introduccién a la Ingenieria 48 Dibujo | 48
Mecanica
Historia de Cuba 32
Electiva 32
TOTAL HORAS. 384 | TOTAL HORAS 384
HORAS / SEMANA: 24 HORAS / SEMANA: 24
(*) Con examen final
| Educacion Fisica | | 48 | Educacién Fisica Il 48 |

Figura 2: Ubicacidn de asignatura Célculo Diferencial en Cuba

Como se comento inicialmente y se puede comprobar en las iméagenes presentadas, en ambos
paises, se trabaja en el primer semestre la asignatura Calculo diferencial e integral, y tomando
como ejemplo documentos docentes de Cuba podemos ver que, dentro de las habilidades
planificadas de la Disciplina, no se encuentra el desarrollo del pensamiento variacional por
parte de los estudiantes para su futura utilizacion en su vida profesional. (Anexo 1)

Con esta informacion, podemos seguir viendo a México y Cuba como dos paises con
caracteristicas diferentes, pero por lo menos, en el &mbito educativo de la planificacion de
las asignaturas, la ubicacion determinada para el Calculo diferencial es la misma en ambos y

con un solo semestre.

Con todo lo visto, nos trazamos la siguiente pregunta de investigacion: ¢existiran similitudes
o diferencias en las estrategias variacionales desarrolladas por estudiantes de carreras de

ingenieria de México y Cuba?
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Con todo lo analizado hasta el momento, nos trazamos la tarea de realizar una situacion
variacional que se aplicaria a estudiantes de carreras de Ingenieria de México y Cuba, con el
objetivo de comparar las estrategias variacionales que utilizaran en el proceso de respuesta
de las actividades, pero para hacer esta comparacion, debemos hacerlo desde un punto de

vista tedrico.

1.5 Socioepistemologia

Se tomo como referente tedrico a la Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa
(TSME), la cual se interesa por entender las razones, los procedimientos, las explicaciones,
las escrituras o las formulaciones verbales que el alumno construye para responder a una
tarea matematica, del mismo modo que se ocupa por descifrar los mecanismos mediante los
cuales, la cultura y el medio contribuyen en la formacién de pensamiento matematico y
también porque le interesa entender, aun en el caso de que la respuesta a una pregunta no
corresponda con el conocimiento que se busca, lo que considera una respuesta
matematicamente correcta, las razones por las que su pensamiento matematico opera como
lo hace (Cantoral, Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa. Estudios sobre

construccion social del conocimiento, 2013).

La TSME se ocupa entonces, especificamente, del problema que plantea la construccion
social del conocimiento matematico y el de su difusion institucional (Cantoral, Teoria
Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa. Estudios sobre construccion social del
conocimiento, 2013), ya que el problema que motiva a nuestra investigacion es identificar
las estrategias variacionales que surgen en los estudiantes al presentarseles una situacion
variacional y ver si las mismas tienen una influencia institucional (guiandonos por el
curriculo matematico) o son pensamientos variacionales presentes en todo ser humano

influenciado por la sociedad y las practicas de su actividad diaria.

Prestamos especial atencién al énfasis que la Socioepistemologia ha puesto en las practicas
sociales, lo que permite vislumbrar la importancia de salir de un dominio propiamente
matematico, que es el mas usado en un salon de clases y en el que deberian incorporar
practicas de referencia que motiven al estudiante a dar sentido y significacion a los conceptos
que estudian y relacionarlo con respecto a su futuro y cémo lo usaran, por ejemplo, en

Ingenieria, Medicina, etc. Es pues, la praxis desarrollada dentro de estos contextos, la que
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favorece (y permite) el surgimiento y significacion de un determinado concepto, nocion,
proceso o procedimiento. Particularmente en el Célculo, esta praxis hace referencia a las
précticas propias de la variacion, que surgen de la necesidad de predecir estados futuros,

aspectos que son atendidos por la linea de investigacion del PyLV (Caballero, 2016).

Es claro, por todo lo que hemos analizado hasta el momento, que la Socioepistemologia
centra su atencion en la nocion de practica, como se muestra en (Caballero, 2016), por estar
ligada a las bases de la actividad humana y el desarrollo de estas es normado por practicas
sociales, las cuales entenderemos no como la accion (por ejemplo, medir), sino como la

orientacion estratégica de la practica (por qué medimos y por qué lo hacemos de esa manera).

Todo el desarrollo de préacticas y su comportamiento, podemos verlo agrupado en el esquema
de anidacion progresiva de précticas, donde se muestra la jerarquia de las practicas que miden
la construccion social del conocimiento matemético mediante la problematizacion del saber
matematico transversal a ellas, como se reporta en Cantoral y Cantoral, Montiel y Reyes-

Gasperini (como cit6 Caballero, 2016).

ucd D ;
eracl U(/,,/

. (,a d e re f(_<;/» .
’b(’{\ S o ¥
Q« ) (/A

= K'\\/-ld(}(/ 3
> €

Acciones

Figura 3: Esquema de la anidacion progresiva de préacticas (Cantoral, 2013; Caballero,
2016)
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Basandonos en este esquema, es que analizamos la importancia que le ha puesto la
Socioepistemologia a las précticas sociales, vislumbrando la necesidad de salir de un
contexto puramente matematico y adaptarlo a practicas de referencia como la Ingenieria, la
Toxicologia, la Fisica, etc. Guidndonos por este criterio es que interpretamos las respuestas
de los estudiantes ante las preguntas de la situacion, donde veremos, primeramente, las
acciones que desarrollen para dar respuesta a las actividades y perfilar una practica que
podamos considerar como orientadora de la practica de referencia de los estudiantes de

ingenieria.
1.6 Mirando desde el Pensamiento y Lenguaje Variacional

De acuerdo con lo planteado en Caballero (2012), el Pensamiento y Lenguaje Variacional
(PyLV) surge como linea de investigacion en la Matematica Educativa, para comprender los
fendmenos de ensefianza — aprendizaje del conocimiento matematico propio del Célculo y el
Anaélisis, enfatizando en el caracter variacional de las ideas matemaéticas y no Gnicamente en
su manejo simbolico y analitico. De esta manera, son las practicas propias de la variacion las
gue dotan de significado a los conceptos matematicos y los procedimientos que se asocian a
ellos. La idea base de esta linea es el estudio del cambio y la variacion, nociones que dieron
vida y permitieron el desarrollo de las ideas del Célculo.

Apoyandonos en los planteado por Marcolini (2003), el Pensamiento y Lenguaje Variacional
(PyLV) estudia los fenémenos de ensefianza y comunicacion de saberes matematicos propios
de la variacién y el cambio en el sistema educativo y en el medio social que le da cabida.
Pone particular atencion en el estudio de los diferentes procesos cognitivos y culturales con
los que las personas asignan y comparten sentidos y significados utilizando diferentes
estructuras y lenguajes variacionales. Es una linea de investigacion que posee una triple
orientacion. Por un lado, se ocupa de estructuras variacionales especificas desde un punto de
vista matematico y epistemoldgico, en segundo término, estudia las funciones cognitivas que
los seres humanos desarrollan mediante el uso de conceptos y propiedades matematicas del
cambio; en tercer lugar, tiene en cuenta los problemas y situaciones que se abordan y
resuelven en el terreno de lo social mediante las estructuras variacionales consideradas en la

escuela, el laboratorio y la vida cotidiana.
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Cantoral, Sanchez y Molina, (citados en Caballero, 2012), argumentan que por cambio se
entiende a la modificacion de estado, apariencia, comportamiento o condicion de un cuerpo,
sistema y objeto, en tanto que la variacion en una situacién especifica implica conocer qué

es lo que cambia, cuanto cambia y como cambia.

Con las bases del pensamiento y lenguaje variacional, la idea de cambio puede analizarse de
diferentes formas: mediante tablas con valores numéricos que representen una funcion y que
el estudiante tenga que analizar los cambios de signos, donde es creciente y donde decreciente
para poder argumentar sobre la primera derivada, o puede analizarse mediante una gréafica
donde no conozca la expresion matematica que la caracteriza y asi analizar las diferencias de
las alturas en distintos momentos (Caballero, 2012), o generalizando “pueden plantearse
problemas en forma verbal, de tal modo que el pensamiento de los estudiantes imagine

comportamientos”, comenta Gonzales(como se citd en Caballero, 2012) .

Dentro de la TSME, la linea de investigacion del Pensamiento y Lenguaje Variacional
(PyLV), se ocupa de estudiar los fendmenos de ensefianza y de aprendizaje del conocimiento
matematico propios de la matematica del cambio, como plantea Cantoral (citado en
Caballero, 2016). Ampliando el sentido, estudia las formas de pensar, argumentar, organizar,
tratar y comunicar matematicamente fendmenos de cambio que no es lo mismo que cuando
nos referimos a la variacion. La primera la podemos analizar como la modificacion de un
estado, posicién, forma, etc. pero la variacion la analizamos como una cuantificacion del

propio cambio, la medida que usamos para decir cuanto cambio algo.

Por otra parte, la variacion puede ser de naturaleza diversa, a lo que se denomina 6rdenes de
variacion, dependiendo qué cambio se cuantifique. Por ejemplo, si consideramos un objeto
en movimiento y analizamos su posicion respecto al tiempo, el cambio de posicién
corresponde al primer orden de variacion, luego, el cambio de dicho cambio de posicién se
refiere al segundo orden de variacion y asi sucesivamente, dandonos entrada a ver el concepto
de derivada como una sucesion de estas, segun lo que estemos analizando, por ejemplo en la
asignatura Fisica estos drdenes de variacion corresponden con la velocidad y la aceleracion
(Caballero, 2016) y si continuamos analizando, el cambio del segundo cambio, se refiere al
tirdn, no muy mencionado en las clases, demostrando la dificultad no solo del estudiante para

argumentar sobre el significado de la tercera derivada, sino también la dificultad presente por

11
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parte de los maestros para argumentar y explicar sobre ella. Al ver todos los analisis de los
cambios, nos percatamos que existe un interés en seguir conociendo lo que pasara, o sea, en
una necesidad de predecir lo que puede ocurrir en un estado futuro, siendo consciente de que

no podemos adelantar el tiempo, pero si queremos conocer qué puede pasar.

Es centrado en el estudio y andlisis del cambio y la variacion en la que trabajamos en esta
investigacion, a través de actividades donde los estudiantes tendran que hacer uso de
estrategias variacionales que demostraran o no el desarrollo y uso de pensamiento variacional
y para poder determinar cuéles corresponden o0 no a este pensamiento, se requieren criterios

que permitan realizar esta diferenciacion (Caballero, 2012).

Para ello, nos guiamos por la caracterizacion de los elementos del Pensamiento y Lenguaje
Variacional desarrollado en Caballero (2012), resultado de su analisis de trabajos sobre el
PyLV, que permitieron observar que los elementos que caracterizan al PyLV no viven de
manera aislada dentro de los disefios de las situaciones de variacion, ni tampoco en lo que se
refiere al pensamiento variacional. Estos elementos interactan, y esta interaccion es la que

permite generar el desarrollo del pensamiento variacional.
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Estrategias - Estructuras
Variacionales Variacionales

Recurren al uso de

Argumentos ‘ Codigos
Variacionales Variacionales

Son articulados por

Situaciones - Tareas
Variacionales Variacionales
Se componen de

Figura 4: Modelo de interaccion de los elementos PyLV. (Caballero, 2012)

Como podemos ver en el esquema, son las estrategias variacionales las generadoras del
pensamiento variacional, pero que a Su vez se apoyan en uno 0 varios elementos
variacionales. Estas estrategias variacionales recurren al uso de estructuras variacionales para
analizar el cambio y la variacion presente en un fendémeno variacional y que necesita del uso
de argumentos variacionales para su explicacién, los que podemos ver con los codigos
variacionales que se presenten. De esta forma, una situacion variacional es resuelta por medio
del uso de argumentos variacionales, y se caracteriza por el empleo de estrategias
variacionales. Por otra parte, estas situaciones pueden ser dividas en una 0 mas tareas
variacionales, lo que permite organizar el estudio de la variacion de las situaciones
variacionales en acciones y objetivos mas especificos dentro de contextos particulares
(Caballero, 2012).
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Como se demuestra en lo expresado anteriormente, se muestra la importancia de las

estrategias variacionales como un paso a identificar para conocer si se esta desarrollando un

pensamiento variacional al solucionar una actividad, uno de nuestros objetivos en el trabajo

para poder compararlas en las poblaciones, por lo que consideramos necesario, retomar lo

planteado en Caballero (2016): “Un elemento central del modelo es el uso de las estrategias

variacionales, estas consisten en una forma particular de razonar y actuar ante una situacion

de variacion para tratar con el cambio y la variacion” (p. 31).

Las estrategias variacionales reportadas en Caballero (2012) y (2016) son:

v

Comparacién: Asociada a la accion de establecer diferencias entre estados, uno
anterior y uno posterior, o bien, dos estados de dos fendmenos diferentes, lo que
permite identificar y analizar el cambio. Por ejemplo, dados dos segmentos Ay B la
comparacion consiste en evaluar cual de los dos es més largo, incluso determinar
cuanto es mas largo uno respecto al otro.

Seriacion: Consiste en analizar estados consecutivos y no Unicamente dos, con el
objetivo de encontrar una relacion o propiedad entre ellos que describa el
comportamiento variacional en esos estados. Por ejemplo, dada la secuencia numérica
(1, 2, 4, 8, 16) la seriacidn consiste en determinar el patron de crecimiento de los
nameros a partir de analizar los incrementos de un elemento a otro. De modo tal que
se determina que los valores de la secuencia corresponden a un comportamiento
exponencial, en concreto 2™. Notese que dicho patron se determina al comparar los
incrementos en todos los elementos, no bastaria considerar inicamente dos.
Prediccidn: Asociada a la accion de anticipar un estado o valor con base en el analisis
de la variacion en estados previos, de manera que se sintetiza y abstrae esta
informacién en modelos predictivos. Por ejemplo, dada una sucesion de nimeros se
pregunta por el valor de una posicion posterior o la posicion que tendra un
determinado valor.

Estimacién: Asociada a la accion de anticipar comportamientos o tendencias en la
variacion del fendmeno de manera global. Por ejemplo, en el analisis de temperaturas,
la estimacion se usa pasa saber si habra un crecimiento o disminucion en un periodo

determinado, en tanto que la prediccion para determinar los valores maximos o
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minimos de la temperatura o bien el valor de la temperatura en un tiempo

determinado.

Para el uso de estas estrategias variacionales iniciaremos como se ve en Caballero (2016),
con la comparacion de estados para cuantificar e identificar el cambio y con la seriacion,
vista como una coleccién de comparaciones, segun reporta Lopez (citado en Caballero,
2016), donde tenemos que analizar varios estados, no dos solamente. Luego pasamos a la
estimacion y prediccion como medio para organizar la informacion que se obtenga con el
objetivo de predecir comportamientos, causa fundamental en cualquier proceso humano, la
necesidad de la prediccién para anticiparse y tomar decisiones. Podemos concluir, que el
desarrollo del pensamiento variacional, lo ubicaremos en el trabajo con una situacién
variacional, que necesitara del desarrollo de estrategias variacionales, las cuales seran
medidas con el uso de argumentos y codigos variacionales que demuestren el anélisis del

cambio y la variacion para dar respuesta a la situacion variacional.

Estas estrategias permiten atender los tipos de estudio del cambio
presentados, donde la identificacion del cambio comienza con la estrategia
de comparacion, ya que permite identificar modificaciones en los valores de
las variables (la forma, la posicion y, en general, las cualidades que se
estudian). La caracterizacion cualitativa de la naturaleza de cambio precisa
de la estrategia de seriacién, pues a través del estudio de varios estados
sucesivos se determina, por ejemplo, si el crecimiento es constante, es cada
vez mayor, es cada vez menor, etc. La caracterizacion cuantitativa de la
naturaleza de cambio recurre tanto a la comparacion como a la seriacion,
pues con la primera se determina la cantidad de cambio de un estado a otro,
en tanto que la segunda el patron de crecimiento o decrecimiento del
cambio. Finalmente, la informacion obtenida del estudio del cambio
mediante las estrategias variacionales anteriores permite la anticipacion de
estados futuros con base en la prediccion para el caso de estados puntuales

y la estimacion en comportamientos globales. (Caballero, 2016, p. 32)

Relacionando lo expresado y el esquema de anidacion de préacticas, obtenemos los planteado
en (Caballero, 2016):
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Préctica Social Praedicere
Préctica de referencia Ingenieria
o Prediccion

Practica L
Estimacion

Comparacion

Actividad o
Seriacion
Ordenar, Agrupar,
Accidn Medir, Girar,

Mover, etc.

Tabla: Anidacion de practicas del PyLV

Guiandonos con los elementos ya mencionados en este capitulo, decidimos pasar al
desarrollo de una situacién didactica, en la que incluimos actividades donde se necesitara la
articulacion de los elementos para poder determinar la presencia 0 no de un pensamiento
variacional por parte de los estudiantes.
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Capitulo 2. Metodologia de investigacion

En el presente capitulo, mostramos la metodologia utilizada para la elaboracion de la
situacion didactica, las actividades desarrolladas en si y detallamos més de las poblaciones
donde se aplicaron las actividades.

2.1 Disefio de la situacion variacional.

Como se comentd en el capitulo anterior, el interés de esta investigacion esta presente en
conocer y poder comparar las estrategias variacionales que utilizaran estudiantes de distintos
paises y analizar si estas presentan similitudes y/o diferencias y a su vez si estdn normadas
por el curriculo matemaético propio de cada sistema educativo o por el pensamiento

variacional propio en cada ser humano.

Para lograr este analisis, se decidié disefiar una situacion didactica valorando que, en esta,
estuvieran presentes todos los elementos de la caracterizacion del Pensamiento y Lenguaje
Variacional resumidos en (Caballero, 2012). Considerando la trayectoria maravillosa de
investigaciones reportadas dentro de la linea de PyLV vy la serie de trabajos donde se
desarrollaron actividades que ayudaran al redisefio del dME, decidimos seleccionar
actividades de trabajos de investigacion que cumplieran con la necesidad en sus respuestas
de acudir a los elementos del PyLV vy asi poder analziar las estrategias variacionales que

utilizarian los estudiantes.

Para nuestro andlisis, decidimos utilizar como base, la tesis de maestria no publicada “Un
estudio de las dificultades en el desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional en
profesores de bachillerato” (Caballero, 2012), donde ya analizamos que se hace un estudio
bien detallado de los trabajos mencionados con anterioridad y utiliza las actividades con un

nuevo contexto, por lo tanto, méas cercano al nuestro.

A la par de este trabajo analizamos también la tesis doctoral “Ingenieria Didactica en Fisica
Matematica”, (Marcolini, 2003), donde se presenta una situacion didactica que utiliza como

practica de referencia la ingenieria, lo que capto enseguida nuestra atencion por la relacion

17



18

Capitulo 2. Metodologia de investigacion

gue podrian ver los estudiantes, al poder realizar analisis variacionales con respecto a temas

gue ven en su propia carrera y que podran utilizar en su cotidiano como profesionales.

Otro trabajo fue el documento de Memoria Pre-Doctoral “Los Sistemas de Referencia: El
papel de la causalidad y la temporalizacién en el tratamiento del cambio y la variacion. Un
estudio socioepistemologico de su construccion”, (Caballero, 2016), ya que se le da

seguimiento al trabajo (Caballero, 2012).

Consideramos que, para el cierre de la situacion didactica, debiamos incluir la actividad
propuesta en (Cantoral, Teoria Socioepistemologica de la Matematica Educativa. Estudios
sobre construccion social del conocimiento, 2013), causa de varios analisis por las
confusiones y dificultades que se presentan tanto en estudiantes como maestros a la hora de

argumentar sobre el cambio y la variacion en un orden tres.

La combinacion de estos trabajos dio la oportunidad de la elaboracion de la situacion

didactica que se presenta en esta investigacion.

Situacién
Didactica,
propuesta

Caballero | Caballero | Marcolini | Cantoral |
(2012) (2016) | (2003) ! (2013) |

Figura 5: Bases investigativas de Situacion variacional.

De los trabajos de investigacion ya mencionados, se seleccionaron un total de 10 actividades,
a las cuales se les realizaron en algunos casos, modificaciones para contextualizarlas mas en
los tiempos actuales y en la bisqueda de nuestros intereses. Para comprobar que las
actividades cumplian con los objetivos propuestos por nosotros, la situacion se le aplicé a un
grupo de expertos que nos brindaron resultados muy interesantes y que ayudo a redisefiarla
en visperas de alcanzar nuestros objetivos con los estudiantes, asi como nos apoyé en el
analisis de las diferentes estrategias variacionales que podrian surgir por parte de estos

altimos.



Andlisis comparativos de las estrategias variacionales
de estudiantes de Ingenieria de México y Cuba.

De las 10 actividades, seleccionamos 8 basdndonos en el tiempo de solucion y en el orden
que debian tener las actividades. Con respecto al tiempo de solucién, nos guiamos por el
tiempo que demoraron los expertos en realizar la situacion. EI menor tiempo de solucion fue
de una hora y media, lo que provoco preocupacion en parte porque no se queria perder el
interés del estudiante y con este mismo objetivo, se organizaron las actividades en bloques

con la siguiente descripcion:
Bloque 1: Llenado de recipientes

En este bloque se seleccionaron dos actividades desarrolladas en Caballero (2016, pag. 86)
para lograr caracterizar un comportamiento lineal, a partir de considerar incrementos
constantes o comparar la razén de cambio, tomando en cuenta como tarea variacional la

construccion de graficas con la variacion como punto de referencia.
Bloque 2: Hablando con las graficas

En este bloque se seleccionaron dos actividades desarrolladas en Caballero (2012, pg. 52 -
57) considerando la tarea variacional Andlisis grafico con la variacion como punto de
referencia, con el objetivo de extraer informacion de las graficas relativa a la variacion de
primer y segundo orden. ElI nombre del bloque fue inspirado al escuchar a la Dra. Gabriela
Buendia en una exposicion en un grupo de trabajo desarrollado en la EIME XIX, donde
comento sobre un articulo presentado por ella con ese nombre debido al poder de interpretar
a las gréaficas como si estuvieramos hablando con ellas y como las actividades de este bloque
quieren alcanzar ese objetivo, obtener informacion de las gréficas, nos parecié muy llamativo

dicho nombre.
Bloque 3: Orden superior

En este bloque se seleccionaron cuatro actividades, tres desarrolladas en Marcolini (2003,
pg. 88, 91, 94) y como cierre la actividad propuesta en Cantoral (2013, pg. 197). En estas
actividades, se hace un bosquejo de lo trabajado en las actividades anteriores con respecto a
los primeros oOrdenes de variacion, pero se introduce el trabajo con el tercer orden de

variacion.
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2.2 Las actividades.

En esta seccion presentamos las actividades propuestas, haciendo hincapié en los objetivos
particulares de cada uno y lo que queremos lograr para poder contrarrestar a los resultados

derivados de las respuestas de los estudiantes.

Para cada actividad, elaboramos una tabla con las posibilidades estrategias variacionales
(EV) que podrian surgir en las respuestas de los estudiantes y las posibles respuestas que
también podrian aparecer que no consideraremos como EV, esto como ya se comentd
anteriormente, nos guiamos por las respuestas ofrecidas por los especialistas a los que se les

aplico inicialmente la situacion.
Actividad 1

Un recipiente vacio de forma cilindrica es llenado mediante una llave que deja salir agua a
flujo constante. En la imagen siguiente se muestra la altura que alcanza el cuerpo del agua al

transcurrir un segundo de tiempo.

1. ¢Cuantos segundos considera tardara en llenarse el recipiente? Justifica tu respuesta.

2. A continuacion, presentamos una serie de graficas que corresponden a la forma de
Ilenado de recipientes. Determina cual de ellas cumple con la forma de llenado del
recipiente en cuestion. Argumenta tu eleccion y explica por qué las otras graficas no

corresponden a la forma de llenado del recipiente analizado.
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Altura { Altura
Tiempo
" Tiempo
a) b)
Altura Altura
Tiempo
®smpo T
c) d)
J Altura 4 Altura
Tiempo ] Tiempo
e) f)

Esta actividad fue seleccionada de Caballero (2016). Modificada con respecto a la cantidad
de apartados presentados en la actividad original. Se seleccionaron estos dos apartados nada
mas, pues se quiere que el estudiante inicie con el andlisis del comportamiento lineal en el
apartado 1y lo relacione en la busqueda de este mismo comportamiento lineal desde el punto
de vista grafico en el apartado 2, y se pregunte a si mismo sobre los comportamientos no
lineales que se muestran también graficamente, por qué no corresponden con lo que expresa
en el apartado 1.. En esta actividad se considerd la Tarea variacional Tabulacién como

variacién numérica, pues se le asigna un valor a la variable altura para observar su posicién
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al transcurrir el tiempo y que asi los estudiantes puedan utilizar estrategias como seriacion,

estimacion o comparacion.

En el apartado 1, se proporciona un recipiente de forma cilindrica, donde se le especifica al
estudiante que la parte sefialada en azul es la altura que alcanza el agua al transcurrir un
segundo con la llave abierta. Tiene como objetivo que analice y determine como variables a
la altura y el tiempo para poder determinar qué tiempo demorara en llenarse el envase
utilizando como unidad de medida el espacio pintado de azul. Al nivel de accion pueden
utilizar varios codigos variacionales para ir midiendo el cambio que ocurre en el nivel del

agua cada segundo.

En el apartado 2 el estudiante se enfrenta a un analisis gréfico con la variacion como punto
de referencia pues se le presentan un conjunto de graficas para que los determinen patrones
y analiza cuél de ellas cumple con la forma de llenado del recipiente anterior. El objetivo de
este apartado es que se pueden identificar que esa misma unidad de medida seleccionada en
el apartado anterior, corresponde al cambio constante que veran en la grafica que corresponde
al llenado del envase presentado y analizar que no es constante en la forma deseada, el cambio
que ocurre en las restantes graficas. Podemos ver como estrategia variacional el analisis que
realicen con respecto al cambio de la altura, cuanto y como cambia, con frases que lo apoyen

99 ¢ 9% ¢

como: “altura cambia mas rapido”, “altura no cambia”, “altura decrece”, etc.

A continuacidn, se presentan las tablas con las estrategias variacionales que se esperan por
parte de los estudiantes para determinar si tienen un pensamiento variacional diferente al

visto ya en el analisis de los planes de estudio.

Apartado 1:
Selecciona como variables a analizar altura/tiempo y utiliza
Estrategias estrategias variacionales como estimacion, seriacion o comparacion.
variacionales Selecciona como variables a analizar volumen/tiempo y utiliza
estrategias variacionales como estimacion, seriacion o comparacion.
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No Estrategias

Variacionales

Argumentos que no demuestran un pensamiento variacional:
operatividad con respecto a las férmulas y procedimientos mecanicos

en matematica.

No respuesta.

Apartado 2:

Estrategias

variacionales

Seleccion de gréafica e, con argumentacion del porqué de su
seleccidn, donde consideramos las palabras que utiliza para ver si

demuestran estrategias variacionales.

Seleccidn de grafica ¢, con argumentacion del porqué de su

seleccidn, considerando el razonamiento que se pueda aplicar.

No Estrategias
Variacionales

Seleccion de las graficas a, b, d y f sin justificacion.

Seleccidn de gréafica b argumentando que es constante.

No respuesta.

Actividad 2

Considera los siguientes recipientes A y B (con forma cilindrica), C y D (con forma

“conica”). Los cuatro recipientes son llenados con agua con el mismo flujo constante.

e

Recipiente A

e 3

Recipiente B Recipiente C Recipiente D

1. ¢Qué diferencia hay en el crecimiento de la altura del agua de los recipientes?
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2. Bosqueja, en el mismo plano cartesiano, las graficas h(t) (altura en funcion del
tiempo) asociada con el llenado de los recipientes A, B, C y D (los recipientes A y B,
tienen diferentes dimensiones, pero misma capacidad). Compara las gréaficas y escribe
todo lo que puedas concluir sobre ellas. (Recomendamos utilizar diferentes colores

para las gréaficas).

3. Bosqueja, en otro plano cartesiano, la tasa de variacion o velocidad de cambio de
h(t), para cada uno de los casos anteriores. Comparalas y describe su

comportamiento en relacidn con las graficas de h(t) obtenidas en el apartado 2.

Esta actividad fue creada y modificada de dos actividades de (Caballero, 2016) y se le incluyé
un apartado seleccionado de (Marcolini, 2003), considerando que él estudiante podria ir
adentrandose en lo que se les estd pidiendo en las actividades. En esta actividad se
consideraron las tareas variacionales Comparacion de areas y Tabulacion como variacion
numérica, pues se presentan cuatro envases con formas diferentes donde se espera que los
analicen ya sea por separado o por pareja entre los mas parecidos y asi poder determinar las
diferencias que existen entre ellos y que asi los estudiantes puedan utilizar la estrategia de

comparacion.

En el apartado 1, se les pide a los estudiantes que, analizando los envases que se les presentan,
comenten la diferencia que hay en la manera en que crece la altura del agua. Para esta
actividad, pueden retroalimentarse con el pensamiento que tuvieron en la actividad anterior
al analizar las graficas para determinar cual correspondia al Ilenado del recipiente que se les
mostraba y por qué las otras graficas no. Nuevamente tendran que iniciar especificando que
las variables que deben analizar son la altura y el tiempo, considerando que en todos los
recipientes el flujo de la entrada de agua es constante. A nivel de accion en la anidacién de
practicas, esperamos que establezcan la altura de los envases y los comparen, pueden hacerlo
analizando los cuatro envases por separado, o analizando los que tienen forma cilindrica y
los que tienes forma conica por separado. Al seleccionar analizar por parejas, pueden ver en
el caso de los envases de forma conica que, para hacer la comparacion, deben considerar no
solamente la altura, sino que uno de los recipientes es méas angosto que el otro, por lo que
habra variacion en el llenado. Frases como la mencionada, son las que se esperan por parte

de los estudiantes dentro del analisis de las estrategias variacionales. Lo mismo pasa con los
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envases de forma conica, donde deben ver el inicio de cada uno y qué deben considerar para

poder compararlos.

En el apartado 2, los estudiantes deben bosquejar en un mismo plano cartesiano, las graficas
relacionadas al cambio de la altura con respecto al tiempo al llenarse los recipientes de agua
y comparar dichas gréficas para poder llegar a conclusiones sobre ellas, que les permitirian
incluso considerar su pensamiento con respecto a la actividad 1. Como en este caso, ya tienen
los recipientes y deben graficar el comportamiento del llenado, pueden ver la relacién
existente entre ambas actividades y asignar un significado que les permita argumentar mas
sobre lo que deben hacer. En este apartado se considerd la tarea variacional Construccion de
gréficas con la variacion como punto de referencia, apoyandose en los comentarios que hayan
realizado en el apartado anterior al comparar los envases y esperando como estrategias

variacionales: comparacion y seriacion

En el apartado 3, se les solicita a los estudiantes que bosquejen la tasa de variacion o
velocidad de cambio de h(t) para cada uno de los casos que analizaron anteriormente, que las
comparen y describan su comportamiento en relacion con las gréficas que obtuvieron en el
apartado 2. La importancia de este apartado es que pueden reflexionar sobre lo que varia,
respecto a qué y como varia, esto significa que distingan contextualmente lo que han visto
en sus clases, como h(t) y h’(t). Podran analizar lo que sucede en las graficas y seguir
argumentando sobre lo que analizan que estd cambiando. Se considerd nuevamente la tarea
variacional Construccion de gréaficas con la variacion como punto de referencia y con
acciones como la graficacién o explicacion de lo que consideren qué es lo que cambia y
coémo, que diferencien claramente los valores de la funcién de los valores de la variacién
poniendo a prueba la iniciativa para utilizar la idea intuitiva sobre la variacion y el cambio y

la capacidad que pueden tener para traducirlo en una gréfica. (Marcolini, 2003)

A continuacidn, se presentan las tablas con las estrategias variacionales que se esperan por
parte de los estudiantes para determinar si tienen un pensamiento variacional diferente al

visto ya en el analisis de los planes de estudio.

Apartado 1:
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Estrategias

variacionales

Comparar altura con respecto a la forma del recipiente, utilizando
frases que demuestren un analisis variacional donde esté presente el

cambio.

No Estrategias
Variacionales

No respuesta.

Apartado 2:

Estrategias

variacionales

Elaborar grafica donde se vea el comportamiento del llenado de los
recipientes cilindricos y conicos y la relacion entre los recipientes de

la misma forma.

No Estrategias
Variacionales

La misma curva para los recipientes cilindricos.

Curvas con igual comportamiento (ambas concavas hacia arriba o
ambas céncavas hacia abajo) pero con transformacion de

estiramiento de la curva.

No respuesta.

Apartado 3:

Estrategias

variacionales

Curvas que demuestren la velocidad del cambio que sufrio la altura en

cada recipiente con argumentos que lo demuestren

No Estrategias

Variacionales

Curvas que demuestran que los estudiantes conocen que la curva
original es una de la forma f(x) = ax, entonces la curva de la derivada
sera una constante y = a, demostrando que no le dio sentido al
cambio de la altura y lo mismo en el caso de los recipientes conicos,
determinando que parecen parabolas por lo que la gréafica de la

derivada es una funcion lineal.

No respuesta.

Actividad 3
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A partir de las siguientes graficas, determina si el valor numérico de la primera derivada en
a es mayor, menor o igual al valor numérico de la primera derivada en c. En cada caso

justifica el procedimiento realizado.

(a,b) ]
(e, d)

(cd)

(a.b)

(a,b)

/

Esta actividad fue seleccionada de (Caballero, 2012), modificada con respecto a la cantidad
de gréficas que se piden que se analicen, pues en estas se pueden alcanzar las estrategias
variacionales que se quieren analizar. Se considerd la tarea variacional Andlisis grafico con
la variacién como punto de referencia, recayendo la actividad, en que, los estudiantes deben
obtener informacion relativa a la variacion de cada una de las gréaficas y como estrategia
variacional, la comparacion de la posicién de los puntos y caracteristicas de las gréaficas en

estos para poder dar las respuestas.

Tomando en cuenta lo planteado en (Caballero, 2012), la eleccion de estas gréaficas se baso
en la idea de analizar cdmo los estudiantes procederian ante los distintos comportamientos
que se muestran en las mismas, ya que, en algunos casos, hay graficas con valores

decrecientes pero céncavas hacia arriba o hacia abajo y aunque en esos casos, la primera
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derivada es negativa, cambian de manera diferente, por lo que tienen que recurrir a la
comparacion de los valores numéricos de dichas primeras derivadas para establecer cual es
mayor, esto seria, comparando los &ngulos de inclinacion de las rectas tangentes a los puntos
que se estan analizando y asi ver cual posee una inclinacion positiva 0 negativa mayor o

menor.

Para todos los apartados se tomo en cuenta que en (Caballero, 2012), luego de basarse en las
investigaciones (Gonzalez, 1999) y (Salinas, 2003), se decidio hacer uso particular de la
posicion relativa de los ejes coordenados, pues en estas investigaciones se demuestra que la
posicion con respecto a los ejes influye en las respuestas que se pueden brindar. Por ejemplo,
si los puntos que se analizan se encuentran debajo del eje X, se considera que la primera y la
segunda derivada son negativas, sin tener en cuenta la pendiente de la recta tangente en los
puntos analizados y lo mismo puede pasar si el punto esta por encima del eje X, pero tiene
una pendiente negativa, aun asi, por encontrarse por encima del eje X, ya pueden considerar

que la primera y la segunda derivada son positivas.

El objetivo de ello es ver la forma de razonar ante la situacion, ya que, si se basa en la posicion
de los ejes y no de la variacién, entonces podemos decir que no se estd haciendo uso de un

pensamiento variacional. (Caballero, 2012)

Para analizar las estrategias, también consideraremos frases que hayan utilizado para

justificar el porqué del procedimiento que realizaron.

A continuacién, se presenta la tabla con las estrategias variacionales que se esperan por parte
de los estudiantes para determinar si tienen un pensamiento variacional diferente al visto ya

en el andlisis de los planes de estudio. Sera la misma tabla para los cuatro apartados.

Comparando los angulos resultantes al trazar las rectas tangentes a los
puntos que se estan analizando. Estos angulos son los que se muestran

Estrategias con respecto al eje de las X.

variacionales | Observar los cambios en una vecindad cercana a los puntos que se
analizan y comparar dichos cambios para ver donde es mayor o menor

el incremento.
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Considerar que la primera y la segunda derivada son negativas

porque se encuentran por debajo del eje X.

No Estrategias : X : i
J Considerar que la primera y la segunda derivada son positivas

Variacionales ) )
porque se encuentran por encima del eje X.

No respuesta.

Actividad 4

A continuacion, se presentan segmentos de las gréaficas de dos funciones fy g, las cuales se
cortan en un mismo punto. ¢(Es f"(a) mayor, menor o igual a g”(a)? Detalla el

razonamiento empleado en cada inciso.

f(x)

a(x)

g(x)

(a,b)
f(x)

Esta actividad se tom¢ de (Caballero, 2012) modificada con respecto a la cantidad de gréaficas
presentadas. Aca se proporcionan dos curvas juntas que presentan comportamientos
parecidos, en la primera, ambas son crecientes y concavas hacia arriba, y en la segunda,
ambas son decrecientes y concavas hacia abajo, por lo que se quiere lograr que busquen otra
estrategia para argumentar sobre la segunda derivada. Es en esta actividad, donde
consideramos que ya lo analizado en las actividades anteriores, les permitirian dar el paso a
un analisis con derivadas de orden superior, especificamente este caso, de orden dos, que
siempre resulta un poco mas complicado para los estudiantes si no tienes la expresion

algebraica, aunque pueden usar de las herramientas ya recibidas en cursos pasados, el trabajo
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con la concavidad y el analisis de esta para el trabajo con la segunda derivada. Se utilizo la
tarea variacional Analisis grafico con la variacion como punto de referencia, cayendo el
objetivo en la extraccion de informacion de la grafica para analizar y determinar en cual de
las dos curvas es mayor, menor o igual, la segunda derivada y asi poder detallar el

razonamiento que emplearon.

Para responder esta pregunta se requiere prestar atencién a la forma en que van cambiando
los valores de la grafica, para lo cual es necesario hacer uso de la estrategia de Seriacion para
analizar la variacion de cada grafica, y la de Comparacion para determinar cual presenta
mayor variacion. (Caballero, 2012)

A continuacidn, se presenta la tabla con las estrategias variacionales que se esperan por parte
de los estudiantes para determinar si tienen un pensamiento variacional diferente al visto ya

en el andlisis de los planes de estudio. Sera la misma tabla para las dos gréaficas.

Analizar como van cambiando los valores de la grafica.
Estrategias

variacionales Comparar los incrementos de la altura en la vecindad de los puntos

que se analizan para determinar donde es mayor o menor.

Respuesta al azar sin justificacion, ni razonamiento variacional. u

No Estrategias ofrecer ejemplos de funciones analiticas dando sus expresiones

Variacionales

No respuesta.

Actividad 5

Un movil se desplaza con movimiento rectilineo no uniforme. En la siguiente tabla se

muestran las posiciones (en metros, desde el origen de coordenadas) en ciertos instantes.

t (segundos) 0 1 2 3 4 5

s (metros) 3 2 5 -2 0 3
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1. A partir de estos datos, determina (razonando tu respuesta) para cuantos valores de t,

como minimo, el mévil tiene velocidad instantanea cero.

2. ¢Para cuantos valores de t, como minimo, la aceleracién es cero? ;Por qué?

rrr

3. ¢Se puede asegurar que la variacion instantanea de la aceleracion s””’(t), conocida como
tiron, toma el valor cero en algun instante dentro del intervalo considerado? Explica con

detalle los motivos y razones de tu respuesta.

Esta actividad se tomo de (Marcolini, 2003), manteniendo el objetivo de su eleccion, que los
estudiantes predigan ciertas caracteristicas de un fendbmeno de la cinematica, adaptado a
estudiantes de Ingenieria como es el caso, donde el comportamiento de las variables viene
dado a través de una tabla, por lo que nos apoyamos en la tarea variacional Analisis de datos
de tablas numéricas, analizando en dicha tabla los cambios en el crecimiento o decrecimiento
de la primera derivada, analizandola como la velocidad instantanea y que esta a su vez
provoca cambios en la aceleracion, reflejada en los signos de dichos cambios que deberia
ayudarles a determinar la cantidad de ceros presentes en ese intervalo, pretendiendo que
evolucione su concepcién de que la derivada es un concepto dindmico que nos sirve para
cuantificar el cambio. Como acciones podemos esperar que los estudiantes analicen el
crecimiento/decrecimiento que muestran los valores en la tabla, los signos que se obtiene,
pero también consideramos que con la informacion brindada pueden utilizar como estrategia

la construccidn de una gréafica que les ayude a analizar la monotonia y la concavidad.

En el apartado 1, se le pide a los estudiantes que al analizar la tabla, determinen para cuantos
valores de t, como minimo, el movil tiene velocidad instantanea cero, por lo que deben en
este caso, analizar los cambios de crecimiento y decrecimiento, y analizar que no son sol
valores que estan en la tabla los que van a ver, sino el cambio entre esos valores en la distancia
(en metros) tomando como estrategia, la resta de los valores, por ejemplo, 2 -3 = -1y es este
signo el que analizardn como lo que cambia y como cambia. Con la variacion de los signos,
pueden recordar, que estan en presencia de maximos (signo de positivo a negativo/ creciente
a decreciente) y minimos (signo de negativo a positivo / decreciente a creciente), donde la

velocidad instantanea, como primera derivada tiene valor cero. Si realizan una grafica, veran
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los cambios de monotonia y podran identificar los maximos y minimos, aunque el objetivo

aca es que lo analicen directamente de la tabla.

En el apartado 2, se les solicita determinar para cuantos valores de t, la aceleracion es cero
en ese intervalo y que lo justifiquen. Como estrategia, esperamos que, al seguir analizando
los valores numeéricos, le den continuacion con los valores del primer cambio que obtuvieron
en el apartado 1, recordando que la aceleracion es la primera derivada de la velocidad
instantanea, por lo que pueden hacer el mismo procedimiento, pero con los nuevos valores
del cambio. También esperamos como estrategia, analizando que, segin la cantidad de
cambios en la monotonia, si existen al menos un maximo y un minimo, o viceversa, podran
encontrar un punto de inflexion, lo que quiere decir que alli, la aceleracion es cero. Con
respecto a la estrategia de la construccion de la grafica, igual pueden llegar a esa conclusion

al ver los méximos/minimos que aparecen.

Es a partir del apartado 3 donde, volvemos a considerar que ya luego de analizadas las
estrategias para el trabajo con la primera y segunda derivada, podemos pasar al analisis de
Ordenes de variacion superior, especificamente, orden tres, el cual, reportado en (Cantoral,
Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa. Estudios sobre construccion social
del conocimiento, 2013), es uno de los temas que todavia cuesta mayor trabajo con respecto
a la asignacion de un significado. Si los estudiantes (aunque no solamente a estos) no tienen
la expresion algebraica a la que le puedan aplicar las reglas de derivacidn, se les dificulta mas
tener estrategias que les brinde el apoyo necesario para poder determinar en el intervalo que
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les dan, ;donde la variacion instantanea de la aceleracion s’’’ (t), conocida como tirdn, toma
valor cero en algun instante? Los estudiantes que hayan determinado continuar analizando
con los valores de los cambios que obtienen de la tabla, podrian utilizar la misma estrategia
que en el apartado anterior, pero tendriamos que ver las estrategias que pueden surgir con

respecto a los que decidieron construir una grafica.

A continuacion, se presentan las tablas con las estrategias variacionales que se esperan por
parte de los estudiantes para determinar si tienen un pensamiento variacional diferente al

visto ya en el andlisis de los planes de estudio.

Apartado 1
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Estrategias

variacionales

Analizar el cambio que ocurre con los valores de la tabla para ver los
cambios de signos y determinar los valores de t donde la velocidad

instantanea es cero.

Pasar los valores de la tabla a una gréfica para determinar maximos y

minimos donde v = 0.

No Estrategias
Variacionales

Determinar que no hay ningun valor de t donde la velocidad

instantanea sea cero.

Dar como respuesta que v = 0 en t = 4 porque considere que el mavil

esta en reposo.

Analizar los cambios de signos directamente de los valores que estan

en la tabla sin considerar los cambios que ocurren.

Determinar v = 0 en intervalos donde se mantenga una trayectoria

constante.

No respuesta.

Apartado 2:

Estrategias

variacionales

Continuar analizando los valores de cambio hallados en la actividad

5.1 para ver nuevamente donde ocurren los cambios de signos.

Analizar en la gréfica que, para pasar de méaximos a minimos, deben

estar presentes puntos de inflexion donde la aceleracion es cero.

No Estrategias

Variacionales

Determinar que no hay ningun valor de t donde la aceleracion sea

cero.

Dar como respuesta que a = 0 en t = 4 porque alli v = 0 considerando

que el mavil esté en reposo.

No respuesta.

Apartado 3:
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Analizar la 3ra variacion con los mismos valores que han visto desde

Estrategias la tabla para determinar donde existe un cambio de signo.

variacionales En la gréfica, luego de determinar los valores donde a =0,

determinar que entre estos s’’’ = 0 en algln valor.

No Estrategias
o No respuesta.
Variacionales

Actividad 6

En la siguiente gréfica se representan la funcién de movimiento, s(t), la velocidad, s'(t), y
la aceleracion, s (t), de un movil.

Posicidn

(7%

1 ¢Puedes identificar cada una? ;Cémo?

2 A 2 Determina aproximadamente los

rrr

B intervalos dénde s”*"(t) es positiva.

1 3 Describe cuéles son las caracteristicas

de la funcidn que, a tu juicio, son mas
Tiempo
2 25 3 35

relevantes a la hora de trazar las
gréaficas de su primera, segunda y

tercera derivada.

Esta actividad se seleccion6 de (Marcolini, 2003), modificada, pues se aumenté la cantidad
de curvas que present6 en su trabajo de investigacion, para dar entrada a una mayor cantidad
de estrategias variacionales y argumentos variacionales que pueden utilizar los estudiantes.
Con esta actividad se quiere que el alumno reconstruya el concepto de derivada; que logre
visualizar el comportamiento de las derivadas sucesivas y hallar sus regularidades a traves
de los signos de s’(t) y s”’(t). (Marcolini, 2003)

Se utilizé como tarea variacional Analisis gréafico con la variaciéon como punto de referencia,
pues se le presenta a los estudiantes una grafica con varias curvas, brindandoles la

informacién de que una de dichas curvas, representa el comportamiento de la funcién de
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movimiento de un movil y que, dentro de las otras, se pueden hallar, la curva que representa
el comportamiento de la velocidad s’(t) y la que representa el comportamiento de la
aceleracion, s’’(t). Deben obtener toda la informacion directamente de la gréafica sin
necesidad de conocer otras caracteristicas que podrian evidenciar facilmente qué curvas
representan lo que se solicita para asi visualizar las situaciones de cambio a través de las

derivadas sucesivas.

En el apartado 1, se les solicita identificar cual de las curvas es la que representa la funcion
de movimiento s(t), cudl la que representa la velocidad s’(t) y cudl representa la aceleracion
$”’(t) y la justificacion para cada una. Para hallar cudl es la funcion de movimiento pueden
seleccionar una de las curvas al azar y confirmar que es la correcta al hallar las que cumplen
con ser la primera y segunda derivadas de esta. Para hallar la primera derivada, esperamos
que la estrategia variacional de los estudiantes sea determinar en s(t) su maximo y localizar
la curva que en ese punto esté en cero, volviendo a recordar de actividades pasadas lo que

ocurre en los puntos criticos y utilizar esa misma estrategia para hallar s’’(t) pero analizando
s’(1).

En el apartado 2, se le solicita al estudiante que determine aproximadamente el o los
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intervalos donde s’”’(t) es positiva, por lo que depende de la respuesta que haya en el apartado
anterior. Como estrategia variacional consideramos que analice la curva que representa s’’(t)
e identifique donde la pendiente de la recta tangente a la curva es positiva y es ese el intervalo

que debe seleccionar.

En el apartado 3 esperamos que los estudiantes comenten y expliquen todas las estrategias
que utilizarian para graficar a partir de una funcion, sus derivadas, esperando que surjan

palabras como monotonia, concavidad, signos, etc., salgan a relucir.

A continuacion, se presentan las tablas con las estrategias variacionales que se esperan por
parte de los estudiantes para determinar si tienen un pensamiento variacional diferente al

visto ya en el andlisis de los planes de estudio.

Apartado 1:
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Estrategias

variacionales

Al determinar una curva como s(t), hallar s"(t) y s (t) analizando los

ceros de las funciones. Maximo de s(t) es cero para s (t).

Analizar las pendientes para ver el cambio que ocurre en ellas.

No Estrategias

Variacionales

Seleccion al azar de curvas sin justificacion.

Seleccidn de curva s(t) porque inicia en cero.

Seleccion de curvas que cumplen con caracteristicas de ser s(t) y
s’(t) pero no estad presente curva que cumpla con ser s’’(t) si se guian

por las anteriores.

No respuesta.

Apartado 2:

Estrategias

variacionales

Al determinar qué curva representa s’’(t), analizar crecimiento de la

curva.

No Estrategias

Variacionales

Al determinar qué curva representa s’’(t), afirmar que s”"'(t) es
positiva en el intervalo de la curva s”"(t) que esta por encima del eje
X.

Al determinar qué curva representa s’’(t), afirmar que s”"'(t) es

positiva en intervalo de la curva s™"(t) que esta por debajo del eje X.

No respuesta.

Apartado 3:

Estrategias

variacionales

Mencionar caracteristicas como:

Méaximos y minimos, creciente/decreciente, signos, punto de

inflexion, concavidad hacia arriba o hacia abajo

Mencionar caracteristicas como:
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Inicio de cada grafica, puntos de interseccion de las graficas,

No Estrategias intervalos donde no hay aceleracion.

Variacionales
No respuesta.

Actividad 7

La funcion posicion s(t) del movimiento de una locomotora que se desplaza sobre una via

recta viene descrita por la gréfica que se muestra.

4 s 1 Indicaen qué intervalo o intervalos de tiempo

va marcha atrés.

2000

2 En forma aproximada, da los intervalos de

1500

tiempo donde la velocidad es positiva y

1000

donde es negativa.

3 Indica los intervalos de tiempo donde la

aceleracion es positiva y donde negativa.

4 ;La tercera derivada toma el valor cero en

-1000

algun instante? ¢En cuantos? ;Por qué?

-1500

Esta actividad se seleccioné de (Marcolini, 2003), no se realiz6 ningin cambio pues se queria
lograr el mismo objetivo, percibir y trabajar la nocion de cambio a través de las variaciones
presentadas por la grafica que representa s(t) y asi hallar elementos de esta que permitan
determinar los signos de la primera, segunda y tercera derivada. Se utiliz6 la tarea variacional
Anélisis grafico con la variacion como punto de referencia, donde las relaciones de las
variables se conocen solo a través del gréfico que los estudiantes tienen que interpretar para
obtener la informacion que se le solicita. A través de esta actividad, queremos que los
estudiantes vean el concepto de funcion derivada como una herramienta que les sirve para
estudiar los cambios. Es otra actividad donde los estudiantes analizaran las derivadas

sucesivas desde un marco grafico.

Las estrategias que esperamos salgan a relucir en estas actividades son: el analisis de la

monotonia para ver los intervalos donde es creciente o decreciente, el signo de la pendiente
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de la recta tangente y en muchos casos, graficar las curvas de las derivadas para asi poder

analizar las caracteristicas antes mencionadas, pero por separado.

En el apartado 1 se solicitan el o los intervalos en los que la locomotora va marcha atras. En
este caso, los estudiantes pueden utilizar de forma muy mecénica, sin tener un significado
real, los conceptos que han recibido en cursos anteriores y determinar que el intervalo donde
la locomotora va marcha atras, es aquel que esta por debajo del eje X, recordando que es
donde la funcion tiene valor negativo, pero si analiza verdaderamente las variables a
considerar, que en este caso son, posicion y tiempo, puede interpretar que va marcha atras en

otro intervalo, lo cual podré corroborar en el préximo apartado.

En el apartado 2, se les pide a los estudiantes los intervalos de tiempo donde la velocidad es
positiva y donde negativa. Esperamos que los estudiantes, continten utilizando las estrategias
de actividades pasadas para analizar la velocidad de cambio de la variable posicion con
respecto al tiempo, ya sea con los signos de la pendiente de la recta tangente o construyendo
la gréfica de la primera derivada guiandose por la original. es en esta actividad, donde veran
la relacion con el apartado 1, pues en muchos casos, se preguntaran el porqué de una
velocidad negativa y podran verlo con un significado diferente, referente al sentido en el que

se mueve la locomotora.

En el apartado 3, se va aumentando el orden de variacion y se solicitan los intervalos de
tiempo donde la aceleracion es positiva y donde negativa. Para este apartado, las estrategias
pueden ser varias: analizan directamente la grafica para determinar los cambios de

concavidad o analizan la gréafica resultante de la derivacion de la primera derivada.

En el apartado 4, se pregunta si la tercera derivada toma valor cero en algun instante. Al estar
tratando con este orden de variacion, aparte del analisis de la grafica resultante de la derivada

de la aceleracion s’’(t), esperamos ver que surjan otras estrategias para el analisis de esta.

A continuacidn, se presentan las tablas con las estrategias variacionales que se esperan por
parte de los estudiantes para determinar si tienen un pensamiento variacional diferente al

visto ya en el analisis de los planes de estudio.

Apartado 1:
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Estrategias

variacionales

Estimar que el intervalo de tiempo en el que va marcha atras es

donde decrece la funcion, o sea, disminuye la posicion.

No Estrategias
Variacionales

Determinar que el intervalo de tiempo en el que va marcha atras es el

que esta por debajo del eje X.

No respuesta.

Apartado 2:

Estrategias

variacionales

Aproximacion de los intervalos de tiempo donde la velocidad es
positiva: crecimiento de la funcion, pendiente de la recta tangente

positiva.

Aproximacion de los intervalos de tiempo donde la velocidad es
negativa: decrecimiento de la funcién, pendiente de la recta tangente

negativa

Graficar la curva de la primera derivada y analizar monotonia o

signo de la pendiente de la recta tangente.

Si considerd que el intervalo de tiempo en que va marcha atras es el
que esta por debajo el eje X, entonces puede mostrar pensamiento
variacional considerando que la velocidad es positiva a partir de
donde esta deja de ser negativa.

No Estrategias

Variacionales

No respuesta.

Apartado 3:

Estrategias

variacionales

Aproximacion de los intervalos de tiempo donde la aceleracion es

positiva: concava hacia arriba.

Aproximacion de los intervalos de tiempo donde la aceleracion es

negativa: concava hacia abajo.
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Graficar la curva de la segunda derivada y analizar monotonia o

signo de la pendiente de la recta tangente.

No Estrategias
o No respuesta.
Variacionales

Apartado 4:

Analizar que, si tienen un unico cambio de signo con respecto a la

segunda derivada, o un solo punto de inflexion, la tercera derivada es

Estrategias
constante por lo que no toma valor cero.

variacionales

Analizando la grafica de la segunda derivada, determinar que la

tercera es una constante.

No Estrategias Seleccionar un valor al azar.

Variacionales No respuesta.

Actividad 8

En la siguiente gréfica de la funcion f(x), que aparece enseguida, determina los intervalos

donde se cumplen las siguientes condiciones:

fx)>0
fx)>0
f)>0
f(x) >0

A W N R

Esta actividad fue tomada de (Cantoral, Teoria Socioepistemologica de la Matematica

Educativa. Estudios sobre construccion social del conocimiento, 2013), donde se presenta
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como una propuesta més ligada al Célculo Diferencial y que se reconoce como uno de los
problemas, que se plantea en el libro, sobre visualizacion y el desarrollo del pensamiento y
lenguaje variacional, pues se va analizando desde la funcién original hasta la derivada
sucesiva de orden tres. Utilizamos esta actividad como cierre de la situacion didactica, pues
en un mismo contexto (seleccion de intervalos positivos) se van tratando las derivadas de
orden sucesivas, una a continuacion de otra y esta reportado en bibliografia el problema que
representa el llegar al apartado 4 y las estrategias que en la mayoria de los casos utilizan los

estudiantes.

En este caso se les muestra a los estudiantes, una Unica gréfica, de la que deben extraer la
informacidn para determinar los intervalos donde la funcién y sus derivadas son positivas y
el porqueé de su seleccion. Se les brindd una sola gréfica para que pudieran ir relacionando

los intervalos que hallan con el siguiente que deben hallar.

En el apartado 1, analizaremos las estrategias variacionales que pueden surgir por parte de
los estudiantes, aparte de la generalizada y ya documentada como la que mas utilizan
referente a que en el caso del analisis de la funcion original, esta es positiva en los intervalos

que estan por encima del eje X.

En el apartado 2, esperamos que los estudiantes analicen e identifiquen lo que cambia y como
cambia, analizando los intervalos donde crece la funcion y donde la pendiente de la primera

derivada sea positiva.

En el apartado 3, los estudiantes podréan analizar la concavidad de la gréfica y determinar los
intervalos donde esta es concava hacia arriba. Ya desde este apartado, a los estudiantes se les
puede ir complicando la informacion que se les esta pidiendo y mas porque deben obtener la

informacidn desde una grafica que no tienen un significado para ella.

En el apartado 4, veremos las estrategias variacionales que pueden surgir fuera del analisis

grafico que pueden ir realizando de cada una de las gréaficas de las derivadas.

A continuacion, se presentan las tablas con las estrategias variacionales que se esperan por
parte de los estudiantes para determinar si tienen un pensamiento variacional diferente al

visto ya en el andlisis de los planes de estudio.

Apartado 1:
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Estrategias

variacionales

Intervalos donde la curva esté por encima del eje X.

No Estrategias

Variacionales

No respuesta.

Actividad 8.2

Estrategias

variacionales

Intervalos de monotonia, creciente/decreciente.

No Estrategias

Variacionales

No respuesta.

Actividad 8.3:

Estrategias

variacionales

Intervalos de concavidad, hacia arriba/hacia abajo

No Estrategias
Variacionales

No respuesta.

Actividad 8.4:

Estrategias

variacionales

Analizar los intervalos que se obtuvieron de la segunda derivada para
argumentar que hay un solo intervalo donde la tercera derivada sera

positiva.

Graficar todas las derivadas para lograr una respuesta guiandose por

la visualizacion.

No Estrategias

Variacionales

No respuesta.
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2.3 Poblacion de estudio

Como estrategia y causa fundamental de esta investigacion, las poblaciones que se
seleccionaron fueron las correspondientes a estudiantes de carreras de Ingenieria de México
y Cuba, especificamente, en el primero, estudiantes de Ingenieria Bionica de la UPIITA —
IPN y en el segundo pais, estudiantes de Ingenieria Mecénica de la Universidad de Camagliey
“Ignacio Agramonte Loynaz”, ambas instituciones por contar con apoyo tanto académico

como administrativo para aplicar la actividad con los estudiantes.
Aplicacion de la situacion didactica en Cuba:

En la carrera de Ingenieria Mecénica de la Universidad de Camagiiey “Ignacio Agramonte
Loynaz”, la situacion didactica se aplicéd en el mes de abril del 2017. Lo primero que se hizo,
luego de seleccionado el grupo de estudiantes de 2do afio de la carrera que ya se encontraban
cursando las materias del 2do semestre (4to semestre en general), fue presentarles el trabajo
de investigacion, nuestros objetivos, lo que se queria analizar y sobre el tema que lo
estdbamos analizando, de esta manera logramos el compromiso por parte de los estudiantes
para la participacion y a su vez el interés para saber de qué otra manera se podian realizar
preguntas sobre Derivadas que no implicara el uso directo de las reglas de derivacion ni de

los conceptos de forma mecéanica en contenidos matematicos.

El dia planificado para aplicar la actividad, gracias a los directivos de la Alta Casa de Estudios
de Camaguey, se pudieron utilizar los laboratorios informéaticos que cuentan siempre con
conexion a Internet para que asi ellos pudieran acceder a la plataforma luego de entregados
los usuarios y contrasefias. Antes de iniciar, se les pididé permiso para que se les pudieran

tomar fotografias mientras trabajaban con fines investigativos.

El inicio fue muy prometedor, los estudiantes trabajando con la plataforma y leyendo las
actividades e indicadores, sorprendidos que las preguntaras estuvieran relacionadas con
contenido de Célculo Diferencial e Integral, o por lo menos por la redaccion de estas. En las
primeras actividades, se les veia con diferentes estrategias para obtener resultados, algunos
estudiantes, en la Actividad 1, Apartado 1, utilizaban reglas para posicionarlas en las
pantallas y asi poder medir aproximadamente la altura alcanzada por el liquido al transcurrir

un segundo. Otro estudiante para esta misma actividad, ante la falta de regla, se auxilié con
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la punta de su l&piz para establecer una unidad de medida que lo ayudara a trabajar. Estas
fueron algunas de las estrategias que observamos en el transcurso de la aplicacion de la

situacion didactica.

Mientras trabajaban, comenzaron a presentarse dificultades con la conexién a internet, por lo
que se tomo la decision de que se les entregaria a los estudiantes la situacion didactica que
ya se llevaba impresa para evitar imprevistos como estos, por eso en algunos casos del
analisis de las actividades, se ven graficas bosquejadas por los estudiantes, ya que se tomaron
de los documentos en los que ellos trabajaron. No podemos negar que consideramos que esta
situacion en general (el estar preocupados por si se guardaban o no las respuestas que ellos
introducian en la plataforma), provoco desinterés por parte de algunos estudiantes, lo que

consideramos afectaron los resultados de sus actividades.

Con las dos variantes para darle solucion a la actividad, los estudiantes se tomaron 2 horas y

35 minutos aproximadamente.
Aplicacion de la situacion didactica en México:

En la Ciudad de México, gracias a la colaboracion del Dr. José Moreno y del M. en C. Alvaro
Anzueto Rios, la situacion didactica se pudo aplicar a estudiantes del 4to semestre de la
carrera de Ingenieria Bionica de la UPIITA — IPN. Por la experiencia adquirida en Cuba a la
hora de resolver la situacion didactica, se solicitd el apoyo del Maestro con dos sesiones para
dar tiempo a que los estudiantes pudieran responder todas las actividades. Las sesiones se

realizaron en mayo del 2017.

En el primer encuentro, se les explic a los estudiantes el tema de investigacion gque se estaba
desarrollando, lo que queriamos lograr con las respuestas que ellos dieran a las actividades y
todo lo que pudiera familiarizarlos con la investigacién, que no tuvieran temor a evaluacion
y que, con la mayor seguridad, escribieran lo que sabian y podian responder. En este caso,

las dos sesiones fueron en el laboratorio destinado para las clases del Maestro Anzueto.

Como si estuviéramos en Cuba nuevamente, las primeras actividades para los estudiantes de
la carrera de Ingenieria Bionica resultaron muy sencillas, se veian estrategias parecidas a las
desarrolladas por los estudiantes cubanos y era maravilloso ver cdmo se repetian por personas

gue nunca se han visto ni intercambiado.
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En las dos sesiones se logré el objetivo y fue que los estudiantes respondieran todas las
actividades, por lo que podemos hacer un aproximado de que nos tomo también 2 horas y 30
minutos (quitando el tiempo que dedicamos a la presentacion del tema para los estudiantes)

el desarrollo de la situacion.

2.4 Sobre el método de investigacion

El método con el que se llevo a cabo esta investigacion consistio en la implementacion de las
actividades en la plataforma Moodle del Departamento de Matemética Educativa, la cual
presenta una interfaz amigable y ya era conocida por los autores del presente trabajo, por lo
que seria de facil uso para la obtencion de la informacion. A pesar de contar con esta
herramienta tecnoldgica, se implementd también, en el caso de Cuba, por las dificultades de
conexion, la entrega de las mismas actividades, pero en un cuadernillo, donde también se le

explica el objetivo de la investigacion y lo que se queria lograr.

Una vez recopilados todos los datos, separados por las posibles estrategias variacionales que
desarrollaran un pensamiento variacional y aquellas que no lo hicieran, se procedi6 a la

comparacion de las poblaciones.
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Capitulo 3. Analisis de resultados

3.1 Analisis de las respuestas a las actividades

Los resultados obtenidos se analizaron primeramente por pais, iniciando con México y dentro
de este andlisis, las actividades. Ya analizados los resultados de los dos paises, mostramos la
comparacion resultante de ambos paises con respecto a las estrategias variacionales que
demostraran el desarrollo de pensamiento variacional o no y asi poder llegar a determinar si

existen diferencia o similitudes en dichas estrategias.

3.2 Andlisis de las respuestas a las actividades de los estudiantes mexicanos

Iniciamos con México, donde la poblacién inicial de estudiantes era de 22 y se presentaron
21. De ellos 17 hombres y 4 mujeres.

En los analisis de las estrategias propuestas por los estudiantes, surgieron nuevas opciones
que incorporamos a las tablas del uso de estrategias variacionales o no, considerando que
todas las respuestas que obtuvimos deben ser analizadas e interpretadas para examinar si

tienen de trasfondo un pensamiento variacional o no.
Actividad 1:

Esta actividad con sus dos apartados, al tratarse de analisis de comportamientos lineales, no
implica grandes dificultades para los estudiantes, aunque en muchos casos lo que hacen es
analizar el llenado del recipiente y la seleccion de la grafica como algo meramente mecanico,
sin ver lo que realmente significa ese cambio de la altura con respecto al tiempo, sin analizar
coémo, cudndo y por qué cambia. En las tablas que se muestran a continuacion, se enumeran
los ejemplos de lo que consideramos que tienen implicito 0 no un pensamiento variacional.
Luego se muestran ejemplos de lo escrito por los estudiantes para argumentar los resultados

que obtuvimos.

Apartado 1
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Selecciona como variables a analizar
altura/tiempo y utiliza estrategias variacionales 13 (61.9%)

como estimacion, seriacion o comparacion.

Selecciona como variables a analizar

Estrategias volumen/tiempo y utiliza estrategias
. i N . 3 (14.3%)
variacionales variacionales como estimacion, seriacion o
comparacion.
Seleccion de variables altura/tiempo, pero con
estrategia variacional representada 5 (23.8%)

analiticamente.

Argumentos que no demuestran un pensamiento

No Estrategias variacional.

Variacionales

No respuesta.

En la tabla, se resumen las estrategias seleccionadas por los estudiantes, donde podemos ver
que, todos presentaron estrategias que podemos considerar, no se dejo ningun apartado en
blanco. A continuacion, mostramos algunas imagenes como muestra de los datos, las cuales
se tomaron de la propia plataforma utilizada en México para la implementacién de la prueba.
En esta actividad, tomamos en cuenta que cada estudiante puede haber determinado un valor
diferente para la unidad de medida que utilizaron, segun la accion que realizaran, pero aun

asi analizamos su argumentacion para demostrar el desarrollo del pensamiento variacional.

Este estudiante muestra la seleccién de las variables altura/tiempo sin dar un valor
aproximado de cuanto tardaria en llenarse el recipiente, pero dentro de su analisis, tiene un
pensamiento variacional que le permitid interpretar el cambio en la altura del liquido con

respecto al tiempo como la razon de cambio, cosa que demuestra con la formula que plantea..

flujo(F) longitud del recipiente{l) tiempo que tardara en llenarse (1) altura que alcanza el agua en un
segundoth), por lo tanto

L/h-t seria la cantidad de segundos que toma el recipiente en llenarse, lo cual depende del flujo por lo que
L/h-af/at
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En este caso, el estudiante selecciona las variables volumen/tiempo como las que varian y
como accion para determinar el tiempo que demoraréa en llenarse el recipiente argumenta que:

“...hace una inspeccion meramente visual...”

Como el flujo de agua es constante, la misma cantidad que entrd al recipiente durante el primer segundo,
serd el mismo volumen que aumentara por segundo transcurrido. Haciendo una inspeccién meramente
visual, calculo que el recipiente tomara 7 segundos en ser llenado.

Este es un ejemplo de andlisis de un estudiante, que para determinar el tiempo que demora
en llenarse el recipiente realizd como accion, seleccionar el cursor de la computadora como
unidad de medida y asi trabajé con la estrategia variacional de estimacion hasta encontrar el

tiempo que demoraria en llenarse el envase.

8 segundos total, tome una medida aproximada de la altura que alcanzo en un segundo comparandolo con
el cursor {flecha) en el monitor que controla el meuse y encontré que cabia ocho veces a lo alto del
recipiente aproximadamente.

Este estudiante, describe el llenado del recipiente demostrando un pensamiento variacional,
pero a través de una expresion analitica que le permitié explicarlo, aunque comentando que

deberia integrar para obtener el resultado.

si consideramos que el recipiente tiene una aliura total T v el espacio faltante es h, el espacio que se ha
llenado es una distancia x que se a alcanzo en 1seg.

Si quisieramos conocer el tiempo transcurrido poedriames platear la ecuacion h=T-x; con respecto al tiempo,
podriamos integrar la ecuacién para obtener la distancia que requerira en cierto tiempo;

Apartado 2
Seleccion de gréfica e, con argumentacion del

porqué de su seleccidn, donde consideramos las

N ) 17 (81%)
Estrategias palabras que utiliza para ver si demuestran
variacionales estrategias variacionales.

Seleccion de gréfica e, con andlisis de variables
_ ) o 3 (14.3%)

volumen/tiempo y con estrategias variacionales.
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Seleccion de gréafica c, con argumentacion del
porqué de su seleccidn, considerando el 1 (4.8%)

razonamiento que se pueda aplicar.

Seleccidn de las graficas a, b, d y f sin

justificacion.

No Estrategias — .
9 Seleccion de gréfica b argumentando que es

Variacionales
constante.

No respuesta.

Este apartado, al igual que el anterior, no presentd problemas para los estudiantes en su
andlisis. El 81% de la poblacion determin6 correctamente la grafica que mostraba el
comportamiento del llenado del recipiente, aunque algunos mantuvieron la seleccion de la

variable volumen como la que cambia con respecto al tiempo.

Este estudiante, a pesar de que las graficas se sefialaron con las variables a analizar
altura/tiempo, se mantuvo considerando la variable volumen, como la que estd cambiando

con respecto al tiempo.

El flujo de entrada es constante, por lo que el aumento de volumen es directamente proporcional a fluje de
entrada. La grafica que describe este comportamiento esta representada por la figura e. También el
recipiente descrito en la figura anterior, es un cilindro sin variaciones en el diametro, per lo que el aumento
en la altura del fluide no se ve modificado por este factor.

En este ejemplo, el estudiante justifica la seleccion de la gréafica refiriéndose a que es
“...CONSTANTE...” (el aumento), y justifica por qué no pueden ser las otras apoyandose en

el flujo del agua o la forma del recipiente.

Por que el aumento de la altura del nivel del agua es directamente proporcional con el tiempo que
transcurre debido a que es CONSTANTE las demés no puede ser por que ¢ se estaria vareando el flujo del
agua que sale de la llave o la geometria del envase no seria totalmente cilindrica.

En este caso, el estudiante hace la seleccion correcta de la grafica, pero analizando por qué

las otras graficas no cumplen con el comportamiento que se busca, argumentando que es
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debido a un cambio en el flujo (a pesar de que en el enunciado se mencion6 que el flujo era

constante).

ST IAaULr SETa LUTTSLATILS, o
Las graficas A, D'y F no presentan una taza de llenado constante ya que como se observa en las graficas
conforme el tiempo pasa se puede ver un cambio en el crecimiento de estas y esto significa un cambio en
el flujo, La grafica B muestra que la altura no varia esto significa que no existe flujo de agua del todo. La
grafica C muestra un decremento en la altura es decir el recipiente se vacia en lugar de llenarse. =

Este estudiante, fue el unico en las dos poblaciones de los paises, que tuvo un pensamiento
variacional a pesar de realizar una estrategia variacional distinta a las pensadas por sus
colegas y se trata de su argumento: para €l lo que cambia es la altura que estd entre la
superficie del agua y la salida de la llave, y al ir aumentando la altura de la superficie del
agua, esta va disminuyendo, por eso selecciond la grafica c, pero con esta explicacion
demuestra que tiene un pensamiento variacional que le permitio analizar lo que cambiaba,

cdémo y por qué cambiaba.

se eligio la (¢) porque se considera que la altura que se esta graficando es la que existe entre la superficie -
del agua y la salida de la llave y esta s en la que se puede apreciar mejor que el flujc es constante, cosa
que no se aprecia en la (e). (a) y (f) no se escogieron ya que siguen un comportamiento legaritmico y
exponencial . En {d) se aprecia que en algun momento dejo de haber flujo y en (b) que nunca hubo flujo ya
alle la alfura no camhia

-

Este apartado evidencié nuevamente, que ante el analisis de comportamientos lineales los
estudiantes presentan estrategias variacionales para su analisis que le permiten obtener
informacidn de lo que se le presenta. Esto lo evidencio lo que consideramos una estrategia
completamente distinta a las presentadas por las poblaciones de ambos paises y documentada
acé.

Actividad 2:

En esta actividad, la mayoria de los estudiantes realiz6 una comparacion de los recipientes
por la similitud de sus formas, o sea, analizaron primeramente los cilindricos, como un envase

del que ya conocen su comportamiento y asi pasaron a analizar los recipientes con forma

conica como lo nuevo que se estaba tratando en la actividad.

Presentaremos primero las tablas con el analisis de las respuestas de los estudiantes en busca

de estrategias variacionales que demostraran un pensamiento variacional y luego mostramos
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3 ejemplos con sus secuencias completas para poder analizar el pensamiento de trasfondo de

la mayoria de los estudiantes.

Apartado 1

) Comparar altura con respecto a la forma del
Estrategias o .
o recipiente, utilizando frases que demuestren un 18 (85.7%)
variacionales . o ) )
analisis variacional donde esté presente el cambio.

Transformacién de las formas de los recipientes a
conveniencia de explicacion sin estrategias 1 (4.8%)

variacionales.

; Comparacion del cambio de la altura/tiempo sin
No Estrategias p P 1(4.8%)

Variacionales argumentos variacionales.

Seleccion de variables que cambian
) 1 (4.8%)
volumen/tiempo.

No respuesta.

Este apartado en su primera parte (trabajo con recipientes cilindricos) resulté sencillo para
los estudiantes, pues ya desde la primera actividad estan analizandolos con su
comportamiento lineal del cambio, por lo que pueden dar argumentos variacionales que
demuestran un pensamiento variacional ante el andlisis del cambio. Se mantuvo, que los
estudiantes que desde la actividad 1 seleccionaron al volumen como una de las variables a
analizar, mantuvieron su pensamiento en esta. Reportamos también estudiantes que no
presentaron estrategia variacional coherente con lo que se esperaba.

Estos son dos ejemplos de argumentos variacionales, donde demuestra el analisis a
profundidad que realizaron algunos estudiantes, demostrando un pensamiento variacional.

Comparandoel recientz Ay B, ol aumento de b altura sera mas rapid en el sequndo, 2 que el iametro s mendr Sn emaargo, ambos presentarzn un
Cracilento constante, pafo o fectas e dferente nclinacion, Losreciientes Cy D tienen una forma sl pero a5 enrads se encueniran mverfidas |
recinte (. prasentara un crecmiento &n 2l ranido &l mio de lenaco, y este ceerecera conforme se alcanza un damedromayor En elrecipierte ) [l
aumentz1a entzmant y sie aumento se1a cada vez mas F2pid dedidoa | reduccion cel diametio

o1
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lacifarencia, g5 que en los recipientes A y B, 2l tener un radio canstantz en au forma clindca 13 altura del agua en el recipient sera proporcional l fempo que
transeurra debidoal fluj constznte, en el reciientz C y 0. 2 tener una varacion de radio, 3 alfura el agua respacto cel fempo sera nversamentz proparcional ala
variacion del racio del recipiente esto quiere decr que entre mayor e el radio sera mas lento el ncremento de altura y entre menor sea el radio mas rapido sera el
lznacio del recipients o de esta parte proporcianal del recipiente.

Apartado 2:

Elaborar grafica donde se vea el comportamiento
del llenado de los recipientes cilindricos y conicos

» o _ 13 (61.9%)
y la relacion entre los recipientes de la misma

Estrategias forma.

variacionales Elaborar una sola gréfica para representar el

comportamiento del cambio de la altura/tiempo
o 3 (14.3%)
con respecto a la forma de los recipientes

cilindricos sin analizar la diferencia entre ellos

La misma curva para los recipientes cilindricos. 3 (14.3%)

No Estrategias | Argumentos que demuestran la falta de estrategias 2 (9.5%)
.9270
Variacionales variacionales.

No respuesta.

En este apartado, se uso especificamente la tarea variacional Construccion de gréaficas con la
variacion como punto de referencia. Los estudiantes construyeron las gréficas que
representaran el comportamiento de la altura del liquido al pasar el tiempo con la informacion
visual de los recipientes y los propios argumentos variacionales que utilizaron en el Apartado
1. Veremos que algunos estudiantes al bosquejar las graficas no identificaban las variables
con las que estaban trabajando y sélo se concentraban en la forma que tenian los recipientes

para llegar al comportamiento del llenado de los recipientes.
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Tienen ese forma 35 graficas dedidoa a forma cel raciiente, entre mas ancho el diameto mas tardaran en lenary entre menor clémetro L lenado serams
rapido a0 ena &n el e delos reciientes clncicos, en el caso e Los canicas, el iempo vara con respecto aa foma cel envase, 5 empieza con una base
ancha se Lenara entamente,pero conforme va aumentan de el el louido en el envese, e dameto de este cisminuia por o que & tempo de lenado tambieny
Vcevers2 can el offo envazo cond

Apartado 3:

) Curvas que demuestren la velocidad del cambio
Estrategias » o
o que sufrio la altura en cada recipiente con 9 (42.8%)
variacionales
argumentos que lo demuestren

Curvas que demuestren la velocidad del cambio
que sufrio la altura en cada recipiente, aunque la 2 (9.5%)

seleccion de las variables sea altura/velocidad.

Gréficas y argumentos que muestran analisis de

No Estrategias . . i .
cambio, pero sin estrategias variacionales, no se

Variacionales | . . . , )
identifica lo que realmente cambia y como cambia, 6 (28.5%)
demuestran desconocimiento del tratamiento de

este tipo de actividad.

No respuesta. 4 (19%)

En esta apartado, los estudiantes construyen las gréficas de la tasa de variacion de la altura
con respecto al tiempo con la informacién que obtuvieron en el apartado 2. Este apartado,
aunque es el primero en el que los estudiantes pasan del analisis de un comportamiento lineal
a uno no lineal con los recipientes de forma conica, el 42.8% de ellos realizaron diferentes
gréficas pero que demostraban un pensamiento variacional con respecto al cambio que
analizaban y asi lo argumentaron. También se evidencia el paso a este tipo de actividades
con el inicio de respuestas en blanco por parte de los estudiantes en el apartado 3 que es el

que solicita la graficacion de la tasa de variacion.

A continuacién, mostramos las respuestas de algunos estudiantes en su secuencia completa

para poder analizar y ver ejemplos de cdmo usan o no estrategias variacionales.
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Estudiante 1. Respuesta Apartado 1

Con respecto entre Ay B el tiempo de lenaco sera diferente debido al diametro de estos, & menor diametro este lenara mas rapido, pero B al aparertementey
de acuerd 2 as magenes presentadas llenaria mas rapida por su clametra menar (aparentel pero al ser mas alfn se podria a Lagar a compensear el lempo de
llznado ya que hay mas porcian del envase a lenar que A Con respecto entre C y D, &l primera empezana a llenarse mas r3pida y con forme el nivel del aqua
alments este se lenaria cada vez mas lento, dedido al cambio de lametro delreciente; mientras tanto con D se daria el caso contiang, comenzariaa lenarse |

lamt o s anbspin (s slasidsd da llamads saef ol limsieln 1m 11 |n ol Avines e ta rlahicln ol asmabin dal didmaabes

Este estudiante muestra que realiz6 estrategias variacionales como comparar, estimar, seriar
para argumentar sobre el llenado de los recipientes que se muestran. Frases como: “...a
menor diametro este se llenara mas rapido”, “...se llenaria cada vez mas lento...”, nos
muestran el pensamiento variacional del estudiante que le permite analizar las actividades a

profundidad.

Respuesta Apartado 2

Justifique su respuesta

Tienen ese forma las graficas debido a la forma del recipiente, entre mas anche el diametro mas tardaran en llenar, y entre menor diametro el llenado sera mas
rapido eso seria en el caso de los recipientes cilindricos; en el case de los eanicos, el tiempo varia con respecto a la forma del envase, sl empiezacon una base
ancha se llenara lentamente, pero conforme va aumentan de nivel el liquido en el envase, el didmetro de este disminuira por lo que el tiempo de llenado tambiény
viceversa con el otro envaso conico.

Guiandose por los argumentos variacionales y por la visualizacion de las formas de los
recipientes, el estudiante pudo bosquejar las graficas que representan el llenado de los

recipientes y la argumentacion de sus ideas.

Respuesta Apartado 3
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Veborkdad

Justifique su respuesta

las graficas variaron debide a que ahora se grafica la altura contra a velocidad, con los envases cilindricos sola varia a velocidad con la que se llenan debido a que
hay un flujo constante de lquide que Lo lena, y con los cénicos ecte varia debido al radio de los envases con conforme los diametras de estos aumentan o
disminuyen, al momento de que el liquido va subienda de nivel.

Es en este apartado, donde el mismo estudiante que habia presentado argumentos y
estrategias variacionales que demostraron un pensamiento variacional, y en el apartado 2
habia etiquetado a los ejes como altura/tiempo, en este caso, esta graficando con etiquetas
altura/velocidad. Aun asi, el andlisis que realiza puede mostrar que identifica qué es lo que
cambia y como cambia, pues del eje etiquetado como velocidad, se puede ver el
comportamiento del cambio de los recipientes cilindricos (constante) y de los cubicos

(lineales).

Estudiante 2. Respuesta Apartado 1

en Ay B el nivel del agua crece constantemente mientras que en C el agua sube répidamente de nivel para después disminuir de
velocidad y sequir subiendo lentamente. Asi mismo en D el agua sube lentamente hasta cierto nivel y después aumenta de
velocidad conforme se va encogiendo el didametro del cono.

En este apartado el estudiante analiza los recipientes segin su forma, aunque en el andlisis
de los recipientes cilindricos, no ve diferencia entre ellos, solamente argumenta que tienen
crecimiento constante. Comenta con argumentos variacionales el llenado de los recipientes

conicos por separado.

Respuesta Apartado 2
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Justifique su respuesta

la graficade ay b es una pendiente a 45" ya que el nivel de agua sube constantemente conforme aumenta el tiempo. La grafica de ¢
muestra una exponencial ya que el agua en el envase comienza a subir rapidamente para despues disminuir de velocidad, End
ocurre Lo contrario que en ¢ ya que el nivel del agua sube lentamente y después aumenta de velocidad

1 4

Es en este apartado donde el estudiante, a pesar del analisis y los argumentos presentados en
el anterior demuestra como analiza graficamente la relacion entre la altura y el tiempo, o por
lo menos asi lo consideramos, pues no etiquetd los ejes, pero con los argumentos
determinamos que es asi. Con la Unica gréfica para los recipientes cilindricos, demuestra que
no ve cambio entre ellos por la diferencia del area de la base, pero si demuestra el andlisis de

los recipientes conicos.

Respuesta Apartado 3

chl

Justifique su respuesta

la grafica del envase a y b son constantes ya que al no variar de forma el envase entonces la velocidad de llenado no cambia. En el
envase ¢ debido a la forma que tiene la velocidad de llenado es rapida al principio y después disminuye. La grafica d muestra el caso
contrario a ¢ se llena lentamente despues aumenta
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Para este apartado, el estudiante grafica la tasa de variacion de la altura que, aunque no haya
etiquetado los ejes, tanto este como los otros casos que demuestren este andlisis, decidimos
considerar que estaban analizando velocidad de cambio/tiempo. En el caso de las gréficas
que analizan la velocidad de cambio de los recipientes cilindricos, muestra argumentos
variacionales, pero con estrategias variacionales distintas a las planificadas en la actividad
pero que de todas formas plasman la idea del estudiante. Muchos estudiantes, realizaron el
analisis de esta manera, con argumentos que demostraban y analizaban como y por qué la
velocidad de llenado cambiaba, estas respuestas estan incluidas en el 42.8% de la poblacion

analizada.

Estudiante 3. Respuesta Apartado 1

En los recipientes Ay B el cracimienta seria por un lado mas rapido en B ya qua su drea del circulo &3 menor que (3 del A, &5 to & 51 el flujo es constante para
ambaos. Por otro lado € y D tenienda Lz misma altura su crecimianta seria el mismo 5 asumimos que tienen las mismas dimensionzs.

Este estudiante es otro ejemplo de que la mayoria compard los recipientes por su formay no

por separado y a eso lo sumamos, que también muchos no analizaron la diferencia existente

entre los recipientes Ay B.

Respuesta Apartado 2

N/,M
e

Justifique su respuesta

Las formas elejidas es con respecto a las formulas del volumen para el caso de un cilindro y para el cone. asi mismo para el cilindro
se decidio graficar una parabola, ya que su volumen tiene una variable de orden 2 y para el caso de la C. D se decidio graficar un
circulo ya que ambos radios varian y son diferente al variar su altura.
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En este apartado, el estudiante no demuestra uso de argumentos variacionales, pues es otro
ejemplo de que no selecciona las variables consideradas para este caso y argumenta que las
formas elegidas son con respecto a las férmulas, o sea, de los argumentos mencionados por
él mismo en el apartado anterior, no interpretd ninguno para graficarlo y acomodo las

condiciones a su comodidad de graficacion.

Respuesta Apartado 3

U

Justifique su respuesta

Las graficas padrian ser el comportamiento de una exponencial, ya que la variacion de la altura con respecto al tiempo viene afectado
por el diametro de su circulo. Por ofro lado para las restantes de C. D, no se conoce como serfa el comportamiento de sus graficas de
la altura con respecto al tiempo.

Los mismo ocurre en este apartado con respecto a lo que estd analizando. En resumen, este
estudiante es uno de los casos que demuestra no tener estrategias variacionales que le
permitan interpretan lo que cambia, como cambia y por qué cambia, aunque en algunas

ocasiones muestre argumentos variacionales que lo ayudaran a dar respuesta.

Estudiante 4. Apartado 1

Entre los recipientes Ay B, se llenard mas rapidamente &l que tiene un area de base menor (en este caso el B, y para los recipientes C
y D, se llenara mas rapidamente al principio €l C, pero la velocidad de llenado ira decreciendo, mientras para el D se llenara mas
lentamente al incio e ird creciendio la velocidad de llenado.

q{ 4
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Seleccionamos para mostrar las actividades de este estudiante, pues consideramos es un
ejemplo del uso correcto y conocimiento de estrategias variacionales las cuales se demuestran

en los argumentos que utiliza para dar respuesta a este apartado.

4 = Reciphenie D

/ Ticiplente
— Hecipiente A

— Recipiente B

Justifique su respuesta

La recta B tiene mayor pendiente, dado que la altura subira mas rapido en el tiempo que la A, Las otras dos
rectas solo denotan como en el tiempo inicial v final, aceleran o disminuyen la velocidad de llenado.

Justifique su respuesta

Los dos primeros mantendran una velocidad constante, pero el de menor area de base se llenara mas
rapido, el Cy el D iran decremnetande o incrementando su velocidad de llenado segun la forma.

Se comentan los dos apartados, pues en el analisis se logra apreciar que el estudiante si es
conocedor de estrategias variacionales que le permitieron analizar correctamente la variacion

y el comportamiento de los recipientes.
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Actividad 3:

En esta actividad, mostramos una tabla para todos los apartados propuestos, pues las ideas y
estrategias que se espera que presenten para su solucion, son similares en cada una. Se podra
ver que la estrategia variacional mas utilizada fue el analisis de la pendiente a simple vista,
considerando la inclinacion de esta. Puede que algunos estudiantes hayan visto implicito el
analisis del angulo formado por la pendiente, pero no lo pusieron como argumento por lo que
no lo analizamos de esa manera y también veremos que muchos estudiantes presentaron
variantes para resolver las actividades, pero no las consideramos como estrategias

variacionales pues no tenian una ldgica que las explicara.

1 (4.8%)
Comparando los angulos resultantes al trazar las rectas
tangentes a los puntos que se estan analizando. Estos 1(4.8%)
angulos son los que se muestran con respecto al eje de 1 (4.8%)
las X.
1 (4.8%)
8 (38.1%)
Estrategias Anélisis del comportamiento de la pendiente de la 7 (33.3%)
variacionales recta tangente en los puntos. 9 (42.8%)
7 (33.3%)
Observar los cambios en una vecindad cercana a los
puntos que se analizan y comparar dichos cambios
para ver donde es mayor o menor el incremento.
1 (4.8%)
1 (4.8%)
No Estrategias Considerar que la primera derivada es negativa o
. » . : 1(4.8%)
Variacionales positiva por la posicion con respecto al eje X.
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7 (33.3%)

Argumentar respuestas sin evidencia de estrategias 8 (38.1%)

variacionales. 7 (33.3%)

9 (42.8%)

4 (19%)

4 (19%)
No respuesta.

4 (19%)

3 (14.2%)

En esta tabla podemos ver que inician las dificultades para los estudiantes, pues no muchos
pudieron comparar los puntos en la grafica con las estrategias esperadas, demostrando la
dificultad presente en ellos para obtener informacion de la grafica y poder argumentar sus
respuestas. Algunos ejemplos los veremos a continuacion, donde primero mostraremos la
secuencia de las respuestas de los apartados de un estudiante que con sus argumentos
variacionales demuestra el desarrollo de su pensamiento variacional y a continuacion

ejemplos de los resultados que vemos en la tabla.

Estudiante (todos los apartados): la estrategia que el estudiante utiliz6 en todos los apartados
fue la comparacion del valor de los angulos formados al trazar las rectas tangentes a los

puntos que se estan analizando.

Si se traza una linea tangente a la curva respecto a los puntos a y ¢, s claro que la pendiente del punto a es
menor que la pendiente de la recta tangente del punto ¢, por lo que a'<c,
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En este caso, siguiendo el mismo procedimiento que en el pase anterior, pareciera que las pendientes
tienen el mismo valer, ya que se encuentran a la misma distancia del punto del punte de inflexion, ademas
ambas con negativas, por lo que a'iguala ¢’

La inclinacion de la tangente en ¢ es mayor que la inclincacidn de la tangente en a, la pendiente ena es
negativa v la pendiente en ¢ positiva, por lo que a'<c’

Ambas pendiente en los puntos ay ¢ son negativas, como la pendiente en ¢ s mas pronunciada, su valor
negativo es mayor que en a, entonces a>c’

Como podemos ver, en esta secuencia, aparte de la estrategia variacional que utilizo, el
estudiante respetd los signos de las derivadas, analizando la pendiente de la recta tangente,
ya que veremos ejemplos donde los estudiantes realizan lo ya reportado en Cantoral (2013),
confunden el signo de la primera derivada con el signo de la funcion, considerando que la

primera derivada es positiva si esta por encima del eje X o es negativa si esta por debajo.

Reportamos también con este estudiante que en los apartados 2 y 4, algunos consideraron
que las derivadas eran iguales pues veian muy parecidas las rectas tangentes a los puntos
analizados, pero algunos estudiantes también vieron la diferencia. Esta podria ser una
dificultad del uso de la plataforma, pues el estudiante, segun la accion que haga para
determinar un aproximado de la recta tangente, sera el argumento que use, y en muchos casos

no aplican lo que harian si fuera a papel, medir con la regla.
Otros ejemplos de respuestas de los estudiantes:

Apartado 1:

en a la primer derivada es mayor, ya que conforme se acerca al maximo la derivada se acerca al 0, debido al
valor tangencial. y a que en ambos casos sus valores son negatives, por Lo tanto A estaria mas préximaal 0
queC
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Este seria el primer ejemplo donde los estudiantes confunden el signo de la primera derivada
con el signo de la funcion y determinan que en la grafica que muestran en el apartado, ambas

son negativas, pues se encuentran debajo del eje X.

Apartado 2:

en este grafico la priemr derivada de A seria mayor a la primer derivada de C debido a que esta se acerca al
maximo por la izquierda, siendo un valor positivo Lo que obtendremos, y C por la derecha siendo un valor
negative lo que obtendremos.

Para el andlisis de este apartado, el estudiante también utiliza la estrategia del trabajo con la
pendiente, el cual se ve reflejado en su expresion “en este grafico la primera derivada de A
seria mayor a la primera derivada de C debido a que esta se acerca al maximo por la
izquierda, siendo un valor positivo lo que obtendremos...”. En este caso podemos considerar
que estd comparando las pendientes con respecto a los puntos y analizando su inclinacion y
lo demuestra al comentar que se acerca al méaximo, analizando que si esto ocurre la
inclinacion de la recta es mayor, casi cero, pero a la vez que lo analizamos, consideramos
errores que afectan también sus estrategias y es considerar la existencia de maximos en
graficas de este tipo, asi como asumir que obtendra derivadas positivas, lo que demuestra que
confunde el signo de la derivada con el de la funcion, pues aunque esté por encima del eje de

las X, las primeras derivadas en este caso son negativas.

a>c debido a que la pendiente en a es menor pero al ser pendiente negativa es mayor que ¢

Este es un ejemplo de uso del pensamiento variacional que le permitio realizar la

comparacion entre las derivadas en los diferentes puntos.

Apartado 3:
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Para el primer punto, si hacemos la derivada para esa forma, y hacemos rapidamente un aproximado del
valor en a grafica el valer de la derivada en a es mener. Para el segundo siguiendo la misma forma de
trabajo el a es mayor. Para el tercero el valor de ¢ deberia ser mayer. Para el cuarto es mayor es ¢.

en (1) y (3) la derivada en ¢ es mayor que en a.
en(2)y (4) la derivada en a es mayor queenc,

Estos son ejemplos de estudiantes que todas las respuestas las ubicaron en un solo apartado
y sin argumentos variacionales que nos permitieran analizar verdaderamente el pensamiento

que desarrollé para dar estas respuestas.

Apartado 4:

en este caso f'(a) y fic) parecen ser iguales porque parece ser que la pendiente no varia en estos puntos

a>c debido a que la pendiente en a es menor pero al ser pendiente negativa es mayor que ¢

Estos ejemplos muestran lo ya comentado con anterioridad, algunos estudiantes consideran,
segun la accién que hayan realizado, que en los puntos que se analizan, las pendientes tienen
valores similares, por lo que consideran que son iguales y otro caso, son los estudiantes que
si ven diferencia y comparan los valores de la pendiente, respetando signos de las derivadas

y demostrando uso de estrategias variacionales.
Actividad 4:

En esta actividad, también mostramos una tabla para los dos apartados propuestos, y
analizando a la vez los argumentos de los dos, ya que las ideas y estrategias son similares en
cada una. Podemos analizar de los resultados que se muestran en la tabla, que el 76.1% de

los estudiantes no mostrd estrategias variacionales que ampararan un pensamiento
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variacional, lo que nos indica las dificultades que se mantienen por parte de los estudiantes

con el andlisis de las gréaficas sin conocer las expresiones analiticas de las curvas, y mas

comparando con respecto a la segunda derivada.

Comparar graficas con frases: “mas angosto”,

“mayor rapidez”, etc o comparar luego de conocer 4 (19%)
la primera derivada.
Estrategias
o Comparar los incrementos de la altura en la
variacionales
vecindad de los puntos que se analizan para
) ) 1 (4.8%)
determinar donde es mayor o menor la segunda
derivada.
Hacer analisis de la pendiente sin argumentar para
) 2 (9.5%)
la segunda derivada.
Llegar a resultados de comparacion haciendo
No Estrategias | analisis analitico al igualar a funciones conocidas 2 (9.5%)
Variacionales y no obtener informacion de la grafica.
Respuesta al azar sin justificacion, ni
. - 8 (38.1%)
razonamiento variacional.
No respuesta. 4 (19%)

Apartado 1y 2:

a mayor valor en la pendiente(positivo), mayor valor en la derivada por lo que en el caso 1 f'(a) es mayor que g"(@) en el caso de que las
pendientes sean negativas es mayor la derivada la que decrece con menor rapidez por lo que g'{a) sera mayor

menor,

Al derivar se disminuye el orden de la funcion, al ser funciones cuadraticas (parabolas) al detivar se convierten en funciones de orden

como f crece mas rapido su derivada serd mayor que en g.
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Al derivar se disminuye el orden de la funcién, al ser funciones cuadraticas (parabolas) al derivar se convierten en funciones de primer
orden.
como f decrece mas rapido su derivada sera menor que en g.

Estos estudiantes utilizan la misma estrategia para comparar los valores de las segundas
derivadas de las curvas en el punto sefialado. Primeramente, hacen una comparacion de los
valores de las pendientes para asi determinar en su segunda variacion cual seria mayor, lo
que demuestra de fondo, que antes de hacerlo, consideraron que las curvas representaban
funciones conocidas por ellos para su derivacion. Para lo que seria el segundo apartado,
analizando las pendientes negativas las compara con el siguiente argumento “...decrece con

99 ¢¢

menor rapidez...”, “...decrece mds rdapido su derivada...” analizando el cambio del cambio.

1-aesmenor fy g debido a que estas tienden a alejarse de cero
2-aes mayor que g y f ya que se aproximan a cero

Este estudiante es un ejemplo de no interpretar lo que se solicita en el enunciado y no

presentar estrategia variacional que lo apoye en el analisis de las gréficas.
Actividad 5:

En esta actividad, mostramos las tablas del uso o no de estrategias variacionales de los tres
apartados, en los cuales podemos observar como van disminuyendo el uso de estrategias
variacionales para dar solucion a los apartados segin el tema que trate. A pesar de que se
considera como una posible via de solucidn para los apartados, la elaboracién de una grafica
donde los estudiantes plasmen los datos que se muestran en la tabla, reconocemos que en el
uso de la plataforma, no se dio la oportunidad de subir una imagen que representara dicha
gréfica y asi poder comprobar la estrategia que utilizaron, por lo que nos guiamos por las
frases de los estudiantes para interpretar que realizaron la grafica para guiarse y dar las
respuestas. También notamos que muchos estudiantes analizan los valores extremos de la
tabla considerando que ocurrian cambios alli también, sin considerar que no tenian

argumentos para conocer el comportamiento de la curva en esos puntos.

Apartado 1
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Analizar el cambio que ocurre con los valores de la
tabla para ver los cambios de signos y determinar los 3 (14.3%)

valores de t dénde la velocidad instantanea es cero.
Estrategias

o Pasar los valores de la tabla a una gréfica para
variacionales

determinar maximos y minimos donde v = 0 (que
. 3 (14.3%)
demuestre estrategias, aunque las respuestas nos sean

correctas).

Determinar que no hay ningdn valor de t donde la
velocidad instantanea sea cero; brindar argumentos
. _ 8 (38.1%)
no variacionales que demuestren no uso de estrategia

variacionales o analisis mecanico segin conceptos.

i Dar como respuesta que v =0 en t = 4 porque
No Estrategias . RS 2 (9.5%)
Variacionales considere que el mavil esta en reposo.

Analizar los cambios de signos directamente de los
valores que estan en la tabla sin considerar los

cambios que ocurren.

No respuesta. 5 (23.8%)

Apartado 2:

Continuar analizando los valores de cambio
hallados en la actividad 5.1 para ver nuevamente 1 (4.8%)

Estrategias donde ocurren los cambios de signos.

variacionales | Analizar en la gréfica que, para pasar de maximos
a minimos, deben estar presentes puntos de

inflexion donde la aceleracién es cero.

No Estrategias | Determinar que no hay ningun valor de t donde la
- » 2 (9.5%)
Variacionales aceleracion sea cero.
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Dar como respuesta que a =0 en t = 4 porque alli

v = 0 considerando que el movil esta en reposo.

1 (4.8%)

Brindar argumentos que demuestren el no uso de
estrategias variacionales para dar respuestas o

andlisis mecanico segun conceptos.

13 (61.9%)

No respuesta. 4 (19%)
Apartado 3:
Analizar la 3ra variacion con los mismos valores
gue han visto desde la tabla.
Estrategias
. En la gréfica, luego de determinar los valores
variacionales
donde a = 0, determinar que entre estos s’’” =0 en
algun valor.
Argumentos no variacionales que demuestren 17 (81%)
H 0
No Estrategias desconocimiento del manejo de s (t).
Variacionales
No respuesta. 4 (19%)

En esta actividad nuevamente mostramos todos los apartados de respuesta de un estudiante

alavez, ya que existe relacion y dependencia en las respuestas entre los apartados y la I6gica

que siguen en muchos casos, es de los apartados ya realizados.

Estudiante 1:

hay cuatro puntos.

Como minimo hay tres puntos donde la velocidad instantanea es 0, ya que hay tres puntos de inflexion en las gréficas, en los que
necesariamente la velocidad instantanea tiene que llegar a 0 para cambiar de direccion. Si la velocidad inicial también era cero, entonces
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Igual que en caso anterior, hay tres puntos de inflexion que indican un cambio en el sentido de la aceleracién, por lo tanto hay como
minimo 3 puntos donde la aceleracién es cero.

Cuando la aceleracion es cero, el tirdn debe de serlo también, asi que si se puede asegurar que la tercer derivada sea 0.

En el caso de este estudiante, inicia analizando los cambios que ocurren en los valores de la
tabla, argumentando que como minimo hay tres puntos de inflexion, (nos imaginamos los
relacione con los puntos criticos donde ocurren los maximos y minimos locales), entonces
deben existir tres puntos donde la velocidad instantanea es cero, pero en este caso, podriamos
preguntarnos si esos puntos a los que se refieren son los puntos criticos o los interceptos con

el eje X, o sea los ceros.

En el apartado dos, ya muestra las dificultades para analizar los valores con respecto a la
primera derivada, por lo que considera que hay la misma cantidad de valores donde se hace
la aceleracion cero, pues en su estrategia la que prevalece es la analitica, donde considera la
regla de derivacion de la constante, pues si ya encontré valores donde la velocidad se hace
cero, alli mismo se haran cero la aceleracion y el tiron (tercera derivada), como lo demuestra
en la respuesta del apartado 3. Podemaos llegar a la conclusién que el estudiante pudiera tener
estrategias variacionales cuando se analiza la primera derivada, pero al pasar a derivadas de
orden superior demuestra el poco tratamiento variacional que ha recibido para presentar las

estrategias consideradas como variacionales para esta investigacion.

Estudiante 2:

Todos las posiciones que cumplan el criterio de "4n + n', si se toman valores de n partiendo de 'n-=1' hasta 'n-infinito' aumentando de uno
en uno, ejemplo "4(1)+1-5". EL primer ‘0" esta en la posicion 5.
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Todos las posiciones que cumplan el criterio de "4n + n', si se toman valores de n partiendo de 'n=1'hasta 'n=infinito’ aumentando de uno
en uno, ejemplo "4(1)+1-5" EL primer ‘0" de la aceleracion esta en la posicion 5. Esto se puede comprobar ya que la aceleracion es la
derivada de la velocidad y, por lo tanto, en un movimiento rectilineo no uniforme no hay velocidad no hay aceleracion, esto se cumple
para los casos de 4n+n

Dado que el tirdn es la tercera derivada de la posicion, esto implica que es la derivada de la aceleracion, por lo que en los casos en que
la aceleracion sea constante el tiron sera cero.

Este estudiante es uno de los casos donde demuestra el no uso de estrategias variacionales ni
siquiera para el apartado 1, donde argumenta que deben cumplir con el criterio “4n + n”
desden = 1, el cual analizandolo por punto no cuenta con una base que puede demostrar lo
que se quiere en la actividad. Este mismo criterio es el que usa para analizar los valores donde
la aceleracion se hace cero, hasta llegar al tercer apartado donde ya determina que como el
tiro es tercera derivada de la funcién posicion y hall6 con su criterio que estas son cero, pues
la conclusion fue que también la tercera derivada es cero. Con todos estos analisis demuestra

la falta de estrategias variacionales para el andlisis de la primera derivada las sucesivas.

Estudiante 3:

Los cruces por cero de la velocidad se darian cuando el mévil necesite cambiar en la direccion en la que esta avanzando. Por lo que el
numero de cruces por cero, setia el niumero de puntos de inflexién que presente la grafica de posicion.

En este serian 3, en el tiempo 1 seg, alcanza un minimo local, en el segundo 2 presenta un maximo local y en el segundo 3 se presenta
un minimo local y la gréfica se convierte en creciente.

seria el mismo principio para los cruces de la velocidad por cero, Un cruce de la aceleracidn por cero indica cambio de direccion.
Aunque la grafica de aceleracion y velocidad no sean la misma  crucen por cero en los mismos instante, se mantiene el mismo principio.

No se puede asegurar, ya que no se cuenta con la grafica que describa el movimiento, pero podria suceder en los momentos en que la
gréfica de velocidad permanezca constante.

Con las frases planteadas por este estudiante en el apartado 1, podemos llegar a la conclusion
que fue uno de los casos donde prefirieron pasar todos los datos de la tabla a una gréafica para

poder analizar los cambios que ocurren. En el apartado dos, también nos demuestra la
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dificultad para tener estrategias variacionales que le permitan analizar tanto de la tabla como
de la gréfica lo que ocurre con la primera derivada, no interpreta ni tiene arraigado el
concepto de concavidad para el analisis de la segunda derivada ni del cambio como tal

analizando signos o la propia grafica que encontro.

Esta actividad, al ser la primera donde se trabaja con un orden de variacién partiendo de la
funcién hacia la primera, segunda y tercera derivada, continta demostrando las dificultades
presentes para analizar ya sea una tabla o un a grafica donde se pueda analizar el cambio que

ocurre en las funciones y el significado que tienen para ellos.
Actividad 6:

En esta actividad preguntamos de otra manera lo visto en las actividades pasadas, donde
inicialmente brindamos los datos y algunos pudieron bosquejar la gréfica, en este caso, se les
brinda la gréafica, para que pueden determinar quién cumple con las condiciones de ser la
funcién de posicion, cual la de velocidad y cuél la de aceleracion, utilizando conceptos que

ya dominan o estrategias variacionales que pueden surgir de analizar dichos conceptos.

Apartado 1:

_ Al determinar una curva como s(t), hallar s"(t) y
Estrategias

o s”"(t) analizando los ceros y las pendientes de las 4 (19%)
variacionales ]
funciones.
Seleccion al azar de curvas sin justificacion. 7 (33.3%)

Seleccion de curvas que cumplen con

No Estrategias caracteristicas de ser s(t) y s’(t) y seleccion sin

. N . . 4 (19%)
Variacionales estrategia variacional de s”"(t) guidndose por las
anteriores.
No respuesta. 6 (28.6%)

Apartado 2:

71



72

Capitulo 3. Analisis de resultados

Estrategias

o Analizar monotonia de s’’(t). 5 (23.8%)
variacionales
Al determinar qué curva representa s’’(t), afirmar
que s”"(t) es positiva/negativa en el intervalo de
No Estrategias . . : . . 10 (47.6%)
la curva s’ (t) que esté por encima/debajo del eje
Variacionales X
No respuesta. 6 (28.6%)
Apartado 3:
Mencionar caracteristicas como:
Estrategias Maximos y minimos, creciente/decreciente,
. . . . . ) 7 (33.3%)
variacionales signos, punto de inflexion, concavidad hacia
arriba o hacia abajo
Mencionar caracteristicas como:
Inicio de cada grafica, puntos de interseccion de .
No Estrategias e B 7 (33.3%)
las gréficas, intervalos donde no hay aceleracion,
Variacionales
etc.
No respuesta. 7 (33.3%)

Analizando los datos que se muestran en las tablas, vemos que la mayor problematica se
encuentra en el apartado 1, donde los estudiantes deben identificar a quién representan las
curvas. En el apartado dos se mantiene que muchos estudiantes consideran que una curva es
positiva si estd ubicada por encima del eje X, pero no analizan la monotonia de dicha curva.
El apartado tres si resulto sencillo para ellos, ya que enumeran los conceptos que reciben en

clases que deberian brindarles las estrategias para tener estrategias que les permitan

argumentar mas al respecto sobre lo que hicieron para asignar quiénes son las curvas.

Recordando que la gréfica que se mostro tenia estas curvas:




Andlisis comparativos de las estrategias variacionales
de estudiantes de Ingenieria de México y Cuba.

N
3 { Posicién

Tiempo _

Estudiante 1:

Yoy a tomar como referencia los puntos mas altos de cada funcion va que es en cada una de estos donde la denvada es cero. por o tanto en su grafica *
comespandiente (de la primera denvada). en ese mismo punto la grafica debe cruzar el eje de las abscisas len el punto donde existe un maximo para la
funcion oniginall y la el cazo de la grafica dz la segunda derivada es igual pero ahora tomaremos como referencia la grafica de la primera dervada
obtenida enfocandanos nuevamente en sUs puntos maximes y minimos. Entonces a funcion de movimiento es a gréfica A, la velocidad esla grafica By
laacelararinn s lal v

[0.2 2.4]

Identificar los maximos y minimos de cada una de las graficas ya que es en estos puntos dende su derivada
es igual a cero, siendo de gran ayuda para trazar su grafica completa.

Para esta actividad, el estudiante demuestra el andlisis variacional realizado a la gréafica
demostrando el conocimiento con respecto al trabajo con las derivadas y sus gréaficas y
condiciones que deben cumplir. Inici6 analizando los puntos mas altos considerando que es
alli donde la derivada es cero y que su grafica en ese punto debe tener intercepto con el gje
de las X. Con toda esa informacion, selecciono las graficas que consideré cumplian con los

aspectos necesarios.
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A pesar de tener muy buenas estrategias variacionales y demostrarlo, el apartado dos
representd un problema para la mayoria de los estudiantes que consideraron que el intervalo
donde la tercera derivada era positiva coincide con el intervalo donde la segunda derivada

estd por encima del eje X.

En el apartado tres, menciona todas las estrategias como conceptos matematicas que utilizd

para identificar la gréfica y sus derivadas.

Estudiante 2:

s(t)-D, s'(t)-A. s"(t)-B. Busqué los puntos donde las derivadas de cada funcién
correspondieran a cero, y que ademas los puntos maximos de la derivada coincidieran
con lo donde se viera la maxima taza de cambio de la funcién derivada.

0.2 2.4]

Los puntos de inflexion, los maximos y minimos y los cruces por cero,

La estrategia que presenta este estudiante es al revés del anterior, pero con la misma idea,
busca los interceptos de las curvas con el eje X y que a la vez coincida con alguno de los
maximos que presentan las otras curvas, pues son en esos puntos donde se cumple que esa
primera derivada es cero. Como ya habiamos reportado, se mantiene la dificultad de
interpretar donde la tercera derivada es positiva, aungque conozcan que es la primera derivada
de la segunda que ya fue identificada y se mantienen analizando el intervalo donde la segunda

derivada es positiva como funcion, no donde la pendiente es positiva.

Estudiante 3:
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Si. Tomandolo como funciones seno y coseno y obteniendo su derivada en los puntos
clave.

En este apartado especificamente, el estudiante para poder analizar las graficas, les asignd
funciones con caracteristicas conocidas para poder argumentar, todo esto sin estrategias
variacionales que permitieran determinar un pensamiento variacional para dar respuesta al

apartado.

025-23

No conocemos qué curva determind seria la segunda derivada, pero analizando el intervalo,
lo vemos lo suficientemente grande para considerar que aungue no haya determinado quiénes
eras las derivadas, determind que la tercera derivada es positiva en el intervalo donde la

segunda derivada como funcion es positiva.

Cruces por cero, minimos y maximos ya que asi se puede bosquejar de manera total una
funcion

Estudiante 4:

Considerando el cambio de grado que se produce al realizar derivadas consecutivas sobre la posicion,
podriamos considerar [a curva a como la descripeion del movimiente, la curva ¢ como la velocidad v la
curva e como la aceleracion.

[016]
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Cruces por cero y la interseccién entre curvas

Estudiante 5:

Pensando que la forma con las curvas mas marcadas sea la del movimiento seria la A, lo cual manteniendo
un razohamiento en el que la derivada nos dejara menos maracadas esas curvas la velocidad seria By la
aceleracion C.

Entre 0y 2.35

Donde se intersactan con 0, ademas de la curvatura.

Los estudiantes 4 y 5 presentan la misma estrategia en el apartado uno, donde analizan de
una forma analitica con qué funciones conocidas podrian comparar las curvas y de esta
manera realizar el analisis, pero sin presencia de estrategias variacionales, solo aplicando los
conceptos para el analisis de las funciones. En ambos casos consideran que, para poder
conocer la derivada, deberian conocer el grado de la funcion original para asi ir disminuyendo
en uno dicho grado o como menciona el estudiante 5, dejara menos marcada a la funcion
derivada en el proceso y asi van analizando las curvas para determinar, aunque con

diferencias, las curvas que corresponder a la funcion movimiento, velocidad y aceleracion.

Ambos mencionan intervalos que corresponden al mismo analisis no variacional, y es que
consideran que la tercera derivada es positiva en los intervalos donde la segunda derivada

seleccionados por ellos es positiva, 0 sea, que esta por encima del eje X.
Actividad 7:

En esta actividad, notamos que los estudiantes igualan mucho como objetos a los puntos

criticos con los puntos de inflexion, por lo que, al considerar la existencia de un punto de
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inflexion, por los conceptos que tienen, intuyen que alli ya es cero la segunda derivada por

lo que la tercera también va a ser cero.

Como vimos en ejercicios pasados, cuando estamos tratando con los objetos funcion y
primera derivada, los estudiantes utilizan sus conocimientos y estrategias para dar las
respuestas correctas, pero ya en los apartado donde pasamos al anélisis de derivadas de orden
superior, vemos que el porcentaje cambia completamente a una mayoria en las celdas donde
se agrupan las respuestas que no demuestran uso de estrategias variacionales, lo que no
implica que no analizaramos las respuestas de los estudiantes, ya que en muchos casos, no
justifican el porqué de su seleccién de intervalos, pero al ver las respuestas podemos

considerar que si tienen pensamientos, pero no los expresaron.

Apartado 1:

) Determinar que el intervalo de tiempo en el que
Estrategias ) .
o va marcha atras es donde decrece la funcion, o 10 (47.6%)
variacionales o o
sea, disminuye la posicion.

Determinar que el intervalo de tiempo en el que

No Estrategias | V@ marcha atras es el que esta por debajo del eje 6 (28.6%)
Variacionales X.
No respuesta. 5 (23.8%)

Apartado 2:

Aproximacion de los intervalos de tiempo donde

la velocidad es positiva/negativa:
o o _ 10 (47.6%)
crecimiento/decrecimiento de la funcion,

Estrategias . . .
pendiente de la recta tangente positiva/negativa.

variacionales

Graficar la curva de la primera derivada y analizar
monotonia o signo de la pendiente de la recta

tangente.
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Si considerd que el intervalo de tiempo en que va
marcha atras es el que esta por debajo el eje X,
entonces puede mostrar pensamiento variacional
considerando que la velocidad es positiva a partir

de donde esta deja de ser negativa.

Intervalos sin justificacion que muestren

- 5 (23.8%)
No Estrategias estrategias variacionales.
Variacionales
No respuesta. 6 (28.6%)
Apartado 3:
Aproximacion de los intervalos de tiempo donde
la aceleracion es positiva/negativa: concava hacia 2 (9.5%)
Estrategias arriba/concava hacia abajo.
variacionales | Graficar la curva de la segunda derivada y analizar
monotonia o signo de la pendiente de la recta
tangente.
Intervalos sin justificacion que muestren 13 (62%)
i 0
No Estrategias estrategias variacionales.
Variacionales
No respuesta. 6 (28.6%)
Apartado 4:
Analizar que, si tienen un Unico cambio de signo
con respecto a la segunda derivada, o un solo punto
1 (4.8%)

Estrategias

variacionales

de inflexidn, la tercera derivada es constante por lo

gue no toma valor cero.

Analizando la grafica de la segunda derivada,

determinar que la tercera es una constante.
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Seleccionar un valor al azar sin justificacion

i 14 (67%
No Estrategias variacional. (67%)

Variacionales

No respuesta. 6 (28.6%)

Como mencionamos al inicio de la actividad, al ver la distribucion de los porcentajes de los
primeros apartados comparados con la distribucién de los altimos apartados, podemaos llegar
a la conclusion de que se mantienen problemas con el trabajo y analisis de las derivas de
orden superior, pues si no cuentan con la expresion analitica, no tienen los argumentos para
responder preguntas como las realizadas en esta actividad que aprovechan para que los
propios estudiantes le asignen un significado a los conceptos que han aprendido pero de

manera muy mecanica.

Estudiante 1:

Aproximadamente en entre 15y 7 segundos la locomotora va marcha atrés, entre los dos puntos de inflexion
de la grafica.

t=0-15 y de t=7-.. la velocidad es positiva,

t=15-7 la velecidad es negativa.

igual que en el caso de la velocidad:
t-0-15 y de t=7-.. l[a aceleracion es positiva,

t-15-7 la aceleracion es negativa.

Si, en dos puntos, que son los puntos de inflexion 1kt y 7L, ya que la aceleracion de esto puntos es cero, y
por lo tanto la derivada también.

Este estudiante hace un analisis de la informacién que brinda la grafica, fundamentalmente

para el apartado 1, donde seleccion6 que el intervalo donde la grafica va marcha atras es
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aquel donde la posicion del movimiento de la locomotora va disminuyendo, hace hincapié

que es entre los dos puntos de inflexién de la gréfica.

Al determinar los intervalos donde es positiva y negativa la velocidad, aunque no justifique
podriamos pensar que si hizo uso de alguna estrategia variacional, pero no argumenta y
cuando analizamos las respuestas de los apartados 3 y 4, notamos la dificultad que significa

para él, el obtener informacion de las segunda y tercera derivadas desde la gréfica.

Estudiante 2:

De3sags

De0a17yde7a105es positivay de 1.8 a 10.4 es negativa

DeOal17yde7ai105espositivay de 1.8 a 10.4 es negativa

En los maximos y minimos de la funcion ya que en estos puntos hay un cambio de positivo a negativo en la
aceleracién, lo que implica que en un instante de tiempo, aunque breve, ésta vale 0, por lo que su derivada
también lo es.

En este ejemplo, el estudiante seleccion6 como respuesta para el apartado uno, el intervalo
donde la funcién esta por debajo del eje de las X, esto demuestra que ese concepto es el
significado que él tiene para lo que se esta tratando. Lo mismo pasa con los apartados dos y
tres, pues pone los mismos intervalos para los dos y dentro de estos intervalos quisiera
analizar que al poner varios intervalos, pone una diferencia entre ellos. Asi como en el
apartado 4, con las bases con las que considera que la tercera derivada toma el valor cero en
algln instante, expresa ideas que nos permiten asegurar que no tiene conocimiento ni

estrategias variacionales para tratarla, solamente con la condicion de que sera cero cuando
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las anteriores sean cero también, por lo que estd analizando analiticamente la derivada de

cada una hasta llegar a la tercera.

Estudiante 3:

De 2 a 7 va que la funcion se vuelve decreciente,

la velocidad seria positiva de 0 a 2 y de 7 en adelante ya que la grafica es creciente.
Y negalivadeza 7z

No se puede determinar, ya que no se puede deducir su compertamientc a partir de una gréfica, pero se
puede indicar que hay cambios de signo entre los puntos de inflexidn

Solo en uno, porgue la curva parece ser de tercer orden, por lo que su segunda derivada seria una recta.

Como se muestra en las respuestas de este estudiante, reiteramos que el analisis de los signos
para la funcién y la primera derivada, no presentan mucho problema, analizando la
monotonia para conocer el comportamiento de la segunda derivada, pero cuando se pasa a
analizar la segunda y la tercera derivada, argumenta que desde la grafica no puede obtener la
informacion que se esta pidiendo aunque ve un cambio de signo entre los puntos de inflexion
y al dar una estrategia para la tercera derivada, su argumento es comparar la forma de la
grafica con una conocida de la cual puede obtener analiticamente la tercera derivada y por

eso considera que si toma valor cero en algin momento.
Actividad 8:

En esta actividad, tomada de Cantoral (2013), no mostramos ejemplos de estudiantes porque
se repiten los comportamientos y analisis vistos en las actividades anteriores, donde los

estudiantes pudieron dar respuestas con estrategias en las primeras actividades.
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En el primer apartado, el 67% de los estudiantes selecciono los intervalos que estan por
encima del eje X y para el anélisis de la segunda derivada, la estrategia que mas utilizaron
fue la del andlisis de la pendiente. Al igual que se reporta en Cantoral (2013), es en los
apartados 3 y 4, donde los estudiantes deben argumentar sobre la segunda y la tercera
derivada, las estrategias no salen a relucir, el trabajo con la concavidad o el analisis de la

transformacion en la propia grafica, no fueron utilizadas por los estudiantes.

Apartado 1:

Estrategias ) ) )
o Intervalos donde la curva esté por encima del eje X. 14 (67%)
variacionales

Intervalos sin justificaciones que demuestren

No Estrategias estrategias variacionales.

Variacionales

No respuesta. 7 (33.3%)

Apartado 2:

Estrategias ) _ )
Intervalos de monotonia, creciente/decreciente. 10 (47.6%)

variacionales

Intervalos sin justificaciones que demuestren

- 4 (19%
No Estrategias estrategias variacionales. (19%)
Variacionales
No respuesta. 7 (33.3%)
Apartado 3:
Estrategias ) ) ) ) )
Intervalos de concavidad, hacia arriba/hacia abajo 1 (4.8%)

variacionales

Intervalos sin justificaciones que demuestren 11 (52.4%)
) 470
No Estrategias estrategias variacionales.

Variacionales

No respuesta. 9 (42.8%)
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Apartado 4:

Analizar los intervalos que se obtuvieron de la

segunda derivada para argumentar que hay un solo

Estrategias . . o
intervalo donde la tercera derivada seré positiva.

variacionales

Graficar todas las derivadas para lograr una

respuesta guiandose por la visualizacion.

Intervalos sin justificaciones que demuestren

_ 11 (52.4%
No Estrategias estrategias variacionales. ( :

Variacionales

No respuesta. 10 (47.6%)

3.3 Andlisis de las respuestas a las actividades de los estudiantes cubanos.

Continuamos con el analisis de las actividades aplicadas a los estudiantes de la carrera de
Ingenieria Eléctrica de la Universidad de Camagiiey “Ignacio Agramonte Loynaz”, se habia
planificado la participacion de 60 estudiantes y se presentaron 25, de ellos 1 mujer y 24

hombres.

El poder aplicar la actividad en Cuba, es una de las causas por la que decidimos utilizar la
plataforma Moodle como medio para llegar a todos los estudiantes alli presentes, y no sélo a
estudiantes cubanos, como ya se comento, la idea del uso de la plataforma es para abarcar
mas informacion que nos permita analizar los temas de interés dentro de la TSME. En el caso
de Cuba, debemos reconocer que el uso de la plataforma inicialmente funciond, pero luego
por complicaciones de conectividad dentro de la propia Universidad, los estudiantes tuvieron
que continuar realizando la actividad en los documentos que se llevaban impresos, ante esta
situacion, debemos reconocer que puede hablar influido en las respuestas desmotivacion por

parte de los estudiantes y que esta sea causa también de las actividades sin contestar.

A continuacion, haremos el mismo anélisis realizado con las estrategias de los estudiantes de
México, donde nos apoyaremos mostrando como evidencia las respuestas que consideremos

interesantes. No repetiremos el analisis de las actividades y lo que buscamos porque ya se
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vio en el apartado anterior al analizar las estrategias de los estudiantes mexicanos,
mostraremos las respuestas de los estudiantes para luego hacer el estudio entre los estudiantes

y llegar a conclusiones.

Actividad 1:
Apartado 1
Selecciona como variables a analizar
altura/tiempo y utiliza estrategias variacionales 12 (48%)
como estimacion, seriacion o comparacion.
Selecciona como variables a analizar
Estrategias volumen/tiempo y utiliza estrategias 2 (8%)
0
variacionales variacionales como estimacién, seriacion o
comparacion.
Seleccion de variables altura/tiempo, pero con
estrategia variacional representada
analiticamente.
Argumentos que no demuestran un pensamiento 4 (16%)
H 0
No Estrategias variacional.
Variacionales
No respuesta. 2 (8%)
Apartado 2
Seleccidn de grafica e, con argumentacion del
porqué de su seleccion, donde consideramos las
o ) 16 (64%)
Estrategias palabras que utiliza para ver si demuestran
variacionales estrategias variacionales.
Seleccion de gréfica e, con analisis de variables 1 (4%)
0
volumen/tiempo y con estrategias variacionales.
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Seleccion de gréafica c, con argumentacion del
porqué de su seleccidn, considerando el

razonamiento que se pueda aplicar.

Seleccidn de las graficas a, b, d y f sin

S 7 (28%)
justificacion.
Seleccidn de gréafica b argumentando que es
No Estrategias constante.
Variacionales — .
Seleccidn correcta de respuesta, pero sin
6 (24%)

demostracion de estrategia variacional.

No respuesta.

En esta actividad tenemos en comun que el tema tratado también le resulté muy sencillo a
los estudiantes cubanos, brindando diferentes estrategias para dar respuesta. Sorprende que
algunos estudiantes dejaron en blanco el apartado 1, pero si respondieron al apartado 2,
demostrando dificultad con el analisis visual de la informacion. Presentaremos ejemplos de

los dos apartados por estudiantes.

Estudiante 1:

7 segundos aproximadamente, teniendo en cuenta la altura del cilindro y la altura que el agua alcanza en
un segundo

Es la e) pues representa una linea recta (pendiente constante v positiva), no varia la cantidad de agua por
uniclad de tiempo que entra. La a) va disminuyendo la cantidad de agua que entra cen el tiempo, alab) no
entra agua, la ¢} sale el agua, la d) varia la cantidad de agua que entra al recipiente con el tiempo y la f} va
aumentando la cant de agua que entra con el tiempo

Este estudiante es un ejemplo del uso de estrategias variacionales en los dos apartados.
Seleccion6 correctamente las variables a analizar y analiz6 las graficas seleccionando la que
demostraba el comportamiento del fendémeno. A pesar de esto, cuando describié el

comportamiento de las graficas que considera que no cumplen con las caracteristicas del
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fendmeno analizado, los argumentos que utiliza para justificar demuestran dificultad en el
andlisis del cambio para las graficas que representan el llenado de recipientes con forma

distinta a la cilindrica.

Estudiante 2:

realize una medicion del espacio llenado al pasar un segundo y una medicion del recipiente, con una simple
regla de 3 obtengo el tiempo total de llenado. 28 5/3 - i/x donde x es el tiempo total despejande x-
28,5/3"1 el tiempo total sera de 9.5 segundos

12 e)seleccioné esta porque la salida de agua de la llave es constante en el tiempo. y no otra porque para
un aumento de tiempo no puede haber una disminucion de agua en el recipiente, y no utilice una
exponencial porque como explique anteriormente la salida de agua de la llave es constante.

Este estudiante utiliz0 como estrategia variacional, la seriacion, pues determiné
primeramente la altura total del recipiente y la altura que alcanzé al pasar un segundo para
obtener el tiempo de llenado aplicando pensamiento proporcional o como lo menciona él, la

regla de tres.

Estudiante 3:

733 segundos

b) porque el recipiente se llena a flujo constante

En este caso, el estudiante demuestra el no uso de estrategias variacionales, pues selecciona
la grafica que a su criterio corresponde al llenado del recipiente. A nuestro criterio, su
eleccion se debio al enunciado donde se especificaba que el llenado del recipiente era a flujo
constante y sin analizar la altura del recipiente al pasar el tiempo y la forma del mismo,
selecciond la que demuestra el comportamiento constante, o sea, que se mantiene con la

misma altura.
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Estudiante 4:

tardara aproximadamente 10 segundos

a) es el grafico que corresponde con el flujo constante porque el recipiente empieza a tomar altura mientras
el flujo aumenta

Este estudiante en el apartado 1, notamos que es uno de los que determina que se demora 10
segundos, y aungque no comentd estrategia variacional para su seleccion, consideramos que
esta respuesta puede estar bajo la influencia de la unidad de medida que haya seleccionado.
En el apartado 2, la justificacion de la eleccion de la grafica no describe completamente el
comportamiento que tiene dicha grafica que si le hubiera indicado que no es esa la que

corresponde al llenado del recipiente.
Actividad 2:

En esta actividad, analizando los porcentajes de tipos de respuestas, nos demuestra que en
las actividades de los apartados 1y 2, los estudiantes tienen estrategias variacionales que les
permiten dar solucién, aunque algunos no lo trabajen, pero con respecto al apartado 3, que
corresponde a la gréafica de la tasa de variacion de la altura, los estudiantes demuestran las
dificultades que tienen para interpretar qué cambia, como y por qué y poder graficarlo.

Apartado 1

) Comparar altura con respecto a la forma del
Estrategias o -
o recipiente, utilizando frases que demuestren un 15 (60%)
variacionales - o ) ]
analisis variacional donde esté presente el cambio.

. Transformacion de las formas de los recipientes a
No Estrategias o . _
L. conveniencia de explicacion sin estrategias 2 (8%)
Variacionales

variacionales. (también puedo cambiarlo porque lo
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analicen como funciones, no como gréaficas que

representan cambios)

Comparacion del cambio de la altura/tiempo sin

- 4 (16%)
argumentos variacionales.
Seleccion de variables que cambian
: 1 (4%)
volumen/tiempo.
No respuesta. 3 (12%)
Apartado 2:
Elaborar grafica donde se vea el comportamiento
del llenado de los recipientes cilindricos y cdnicos
. - : 11 (44%)
y la relacion entre los recipientes de la misma
Estrategias forma.
variacionales Elaborar una sola gréfica para representar el
comportamiento del cambio de la altura/tiempo
- 2 (8%)
con respecto a la forma de los recipientes
cilindricos sin analizar la diferencia entre ellos
No Estrategias | Argumentos que demuestran la falta de estrategias
o o 9 (36%)
Variacionales variacionales.
No respuesta. 3 (12%)
Apartado 3:
Curvas que demuestren la velocidad del cambio
que sufrio la altura en cada recipiente con 3 (12%)
Estrategias
argumentos que lo demuestren
variacionales
Argumentos que demuestren que, aunque no hizo
1 (4%)

la gréfica, desarrolla un pensamiento variacional,




Anélisis comparativos de las estrategias variacionales
de estudiantes de Ingenieria de México y Cuba.

interpretando lo que sucede con la velocidad del
cambio de la altura.

No Estrategias
Variacionales

Curvas que demuestren la velocidad del cambio
que sufrid la altura en cada recipiente, aunque la
seleccidn de las variables sea altura/velocidad.

Graficas y argumentos que muestran analisis de

cambio, pero sin estrategias variacionales, no se

identifica lo que realmente cambia y como cambia, 12 (48%)
demuestran desconocimiento del tratamiento de
este tipo de actividad.
No respuesta. 9 (36%)

Estudiante 1:

cuadrética.

A lineal mas lento que B que es lineal tambien. C descendente casi logaritmica. D ascendente casi semi

8
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Justifique su respuesta

1) Si todos los recipientes tienen la misma capacidad (volumen) demoraran el mismo
tiempo en llenarse.

2) si analizamos puntos intermedios veremos que C alcanza mas rapido el llenado {lo
dibujé en los papeles) =

1 3

Este estudiante plantea algunos argumentos variacionales que le permiten tener una idea del
comportamiento de las graficas que demuestran el llenado de los recipientes, pero en el
apartado 2, las compard con otras graficas conocidas para argumentar sobre su llenado, pero
no con estrategias que nos permitieran entender lo que cambiaba y como, asi como no brindar

argumentos que apoyaran sus explicaciones.

Estudiante 2:

Los recipientes A y B creceran de manera constante,el C crece mas rapido primero y se
demora mas despues y el D se demora en crecer y despues crece mas rapido.

las graficas Ay B la altlra cel agua que se va acumulando va creclendo te manera constante pero la Amas lento quela B a .
mecida que pasa el tiempo, la C al principio crece mas aceleradamente y luego sube mas lento en el mismo espacio de tiempo o

5ea desacelera st crecimiento y (a D primero crece mas lentoy cuando pasa el tiempo va creciendo mas aceleradamente con
respecto al tiampo, acarar cue todo esto sucede asl porque el charro de agua se comporta de manera constante, laslineasAYB
son ingas rectas pero las C y D son de manera exponenial

Las aceleraciones se comportan de la manera siguiente:la A crece de manera constante per eso su
aceleracion de llenado es cero aligual que la B.la C primero tiene una aceleracion mayor y luego va
decreciendo y la D primero es menor y a medida que pasa el tiempo va subiendo.
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Este estudiante no realiz6 ninguna grafica, pero los argumentos que muestra en cada apartado
nos permiten tener la idea de la presencia de estrategias variacionales que le permiten analizar

el llenado de los recipientes, asi como la primera derivada y la segunda a través de la gréfica.

Estudiante 3:

A crece de forma constante y lente, B: crece de forma constante pero mas rapidamente que el A (mayor
pendiente). C: Comienza a crecer rapidamente pero con el tiempo la pendiente va disminuyendo y con ella
la velocidad a que crece la altura del agua, D: Comienza con una velocidad v pendientes pequefiasy a
medida que pasa el tiempo la velocidad y la pendiente aumentan

Justifique su respuesta

-

La grafica del recipiente A es una linea recta pues ne varia la velocidad de crecimiento del agua por
unidad de tiempo. la del b es recta tambien debido a las caracteristicas del recipiente pero es mas
inclinada pues su pendiente es mayor al ser mas estrecho, el ¢ es estrecho en la base por lo que al
principio la velocidad de crecimiento es rapida. pero va aumentando el ancho del recipiente por lo cual su

nandionta wva diemininrmmndn al A ac ln cantrarin Aol ~

-

Recipiente ay b con pendiente constante, b crece mas rapido que a, recipiente ¢ comienza rapido y termina
mas lento aungue el cambio es constante debido a la foerma de cono por eso las graficas son lineas rectas, d
similar a ¢ pero inverso.

En sus respuestas, este estudiante demuestra pensamiento variacional que utiliza para dar
respuestas a los apartados, donde a pesar de no bosquejar la grafica del apartado 3, con sus

argumentos demuestra conocimiento de lo que cambia y como cambia.

Actividad 3:
. , 0,
Estrategias Comparando los angulos resultantes al trazar las rectas 1(4%)
variacionales | tangentes a los puntos que se estan analizando. Estos 1 (4%)
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angulos son los que se muestran con respecto al eje de 1 (4%)
las X.
1 (4%)
4 (16%)
Analisis del comportamiento de la pendiente de la 3 (12%)
recta tangente en los puntos. 4 (16%)
3 (12%)
Observar los cambios en una vecindad cercana a los
puntos que se analizan y comparar dichos cambios para
ver donde es mayor 0 menor el incremento.
Considerar que la primera derivada es negativa o
positiva por la posicién con respecto al eje X.
15 (60%)
No Estrategias Argumentar respuestas sin evidencia de estrategias 15 (60%)
Variacionales variacionales. 13 (60%)
14 (56%)
5 (20%)
6 (24%)
No respuesta.
7 (25%)
7 (25%)
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En esta actividad, donde todavia estamos trabajando con derivadas de primer orden, el mayor
porcentaje de respuestas de los estudiantes estuvo enmarcado en respuestas que no mostraban
estrategias variacionales o a criterio nuestro, que solamente pusieron una respuesta, pero sin

analizarla.

Estudiante 1:

en a es menor g en ¢, porque se define la primera derivada como el valor de la pendiente
de la recta tangente al punto dado vy graficamente vemos ¢ si trazamos una tangente al
punto ¢ pues esla tendra mayor pendiente q si trazamos en a

4 3

en este caso a tiene a mayor valor de derivada , por la misma justificacion del caso
anterior, lo q en este, el valor de la pendiente de la tangente a ¢ es menor

en ¢ es mayor, igual justificable graficamente

en a es mayor , justificable por la misma via anterior

Este estudiante utilizo la estrategia de comparar las pendientes de las rectas tangentes a los
puntos que se analizan y de la comparacion determind por conceptos que ya maneja, que una

es mayor que la otra por la inclinacién, sin considerar analizar los &ngulos.

Estudiante 2:

a es menor que ¢ pues la tangente en ese punto esta menos inclinada que lade ¢
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aqui son negativas ambas pendientes, a es mayor que ¢

a es negativa, ¢ es positiva, a menor que ¢

a es mayor que ¢

Este estudiante utilizé la misma estrategia que el anterior, pero con distintos argumentos

variacionales.

Actividad 4:

Comparar graficas con frases: “mas angosto”, 1 (4%)

“mayor rapidez”, etc o comparar luego de conocer

la primera derivada. 1 (4%)

Estrategias

- Comparar los incrementos de la altura en la
variacionales

vecindad de los puntos que se analizan para
determinar donde es mayor o menor la segunda

derivada.

Hacer analisis de la pendiente sin argumentar para 2 (8%)

la segunda derivada. 1 (4%)

) Llegar a resultados de comparacion haciendo
No Estrategias

analisis analitico al igualar a funciones conocidas

Variacionales ] y o
y no obtener informacién de la grafica.

Respuesta al azar sin justificacion, ni 11 (44%)

razonamiento variacional. 11 (44%)
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11 (44%)

No respuesta.
12 (48%)

Esta actividad presenta un comportamiento similar a la anterior, donde el mayor porcentaje
de soluciones a los apartados se encuentra en las respuestas donde no se utilizan estrategias
variacionales, responden sin argumentacion o no responden. Podriamos analizar aca también,
que se debe por pasar al analisis de procesos de segunda derivacion, donde el estudiante no
conoce la expresion analitica, solamente la gréfica, evidenciando que ya se presentan

problemas en este tipo de pregunta.

Estudiante 1:

tiene mayor segunda derivada la funcion f ,porque se utiliza la segunda derivada como
criterio para identificar maximos y minimos, entonces es el punto tomado en la funcion g
la g mas cercana esta de ser un minime, o sea q el valor de su segunda derivada esla mas
cercano a cero g el mismo punto en la funcion f, ya g ambos valores son positivos

4 L3

en este caso es mayor el valor de la segunda derivada el de g, por las mismas razones, g
esta mas cercana, en este punto a ser maximo ¢ f, por lo g el valor de la segunda derivada
estara mas cercano acerc en g genf. lo g en este caso ambos valore scn negativos,por
tanto el q mas cercano este de cero sera el mayor,

4 .3

Este estudiante utiliza como estrategia analizar la cercania de las funciones al posible minimo
a obtenerse en el apartado 1 o al maximo en el apartado 2. Considero que su estrategia fue
utilizando conceptos donde conoce que en los puntos criticos (maximos — minimos) la
primera derivada es cero, por lo que, si la recta tangente se va acercando, significa que la
pendiente tendrd menor valor. Este andlisis, al continuar analizando la respuesta, vemos que
fue el que tomd para comparar los valores de las segundas derivadas de las funciones, o sea,
para él, la segunda derivada es cero en los puntos criticos, por lo que podriamos concluir, que
el analisis de la segunda variacion se le dificulta mas si no cuenta con la expresion analitica

de la funcién y no analiza concavidad de las mismas.

Estudiante 2:
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" es menor que g" pues la funcion f presenta un cambio mas fuerte en su pendiente que
la hace casi constante

" es mayor que g

Este estudiante utiliza un argumento variacional que le permite analizar el comportamiento
de la segunda derivada, analizando “...presenta un cambio mas fuerte en su pendiente...”,

por lo que podemos analizar que estan analizando la variacion de la variacion.

Estudiante 3:

d " fx)/dx>d " gk /dx
El analisis de la d " y/dx nos da la tasa de cambio de la d'y/dx, como ambas curvas abren
hacia arriba su f ” son positivas (+), perc al ser gix) mas suave sug " 0d <7 (%)

4 L3

d " gx)/dx > d " f{x)/dx por igual deduccion, como abren hacia abajo son negativas (-}

Este estudiante, mostro el uso de estrategias variacionales para dar respuesta a la actividad,
analizando la concavidad de la curva, como determind que ambas son positivas, analiz6

también la variacion de la variacion con el argumento: “...pero al ser g(x) mds suave...”.
Actividad 5:

En esta actividad también se demuestra la dificultad de los estudiantes para interpretar los
valores numéricos en una tabla y de alli obtener informacion relacionada a las derivadas de
orden superior sin tener la expresion analitica de la funcién. En los tres apartados, analizamos
que el mayor porcentaje de las respuestas se encuentran distribuidas en las soluciones que no

presentan estrategias variacionales o porque no dieron respuesta.

Apartado 1
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Analizar el cambio que ocurre con los valores de la
tabla para ver los cambios de signos y determinar los 1 (4%)

valores de t donde la velocidad instantanea es cero.
Estrategias

o Pasar los valores de la tabla a una grafica para
variacionales

determinar méximos y minimos donde v = 0 (que
_ 3 (12%)
demuestre estrategias, aunque las respuestas nos sean

correctas).

Determinar que no hay ningun valor de t donde la
velocidad instantanea sea cero; brindar argumentos
no variacionales que demuestren no uso de estrategia

variacionales o analisis mecénico segun conceptos.

Dar como respuesta que v =0 en t = 4 porque
_ L 10 (40%)
considere que el maovil esta en reposo.

No Estrategias X . - :
g Analizar los cambios de signos directamente de los

Variacionales . . .
valores que estan en la tabla sin considerar los

cambios que ocurren.

Brindar argumentos que demuestren el no uso de
estrategias variacionales para dar respuestas o 8 (32%)

andlisis mecanico segun conceptos.

No respuesta. 3 (12%)

Apartado 2:

Continuar analizando los valores de cambio
hallados en la actividad 5.1 para ver nuevamente

Estrategias donde ocurren los cambios de signos.

variacionales | Analizar en la gréafica que, para pasar de maximos
a minimos, deben estar presentes puntos de 1 (4%)

inflexion donde la aceleracion es cero.
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Determinar que no hay ningun valor de t donde la

g 1 (4%)
aceleracion sea cero.
Dar como respuesta que a = 0 en t = 4 porque alli
: o 8 (32%)
No Estrategias v = 0 considerando que el movil esta en reposo.
Variacionales | Brindar argumentos que demuestren el no uso de
estrategias variacionales para dar respuestas o 12 (48%)
andlisis mecanico segun conceptos.
No respuesta. 3 (12%)
Apartado 3:
Analizar la 3ra variacion con los mismos valores
que han visto desde la tabla.
Estrategias
o En la gréfica, luego de determinar los valores
variacionales
donde a = 0, determinar que entre estos s’’” =0 en
algun valor.
Argumentos no variacionales que demuestren 9 (36%)
i 0
No Estrategias desconocimiento del manejo de ™" (t).
Variacionales
No respuesta. 16 (64%)

Estudiante 1:

4

en 5 instantes , contando el momento de inicio y fin , si hacemos una analisis grafico,

vemos los picos q representan los cambios de direccion q necesariamente tuvo v-0 en
ese punto de inflexion con excepcion en el cambio de3 a 5 segundos donde mantuvo una
sola direccion aungue con velocidades distintas
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5 puntos igual , contando el inicio y fin pq la aceleracion depende de la variacion de
velocidad vy si en estos puntos V-0 entonces la aceleracion tambien

Como se habia mencionado, en el caso de los estudiantes en Cuba, que por problemas de
conexién no pudieron continuar utilizando la plataforma, se les entregaron las actividades en
papel, por lo que pudieron apoyarse en graficas que bosquejaron para hallar los valores que
se solicitaban.

En la gréfica y con sus argumentos, se demuestra que analiz6 que en esos valores criticos las
derivadas son cero, o sea, la velocidad, considerando esos cambios de direccion como los
cambios en la monotonia de la curva. En el apartado 2 ya demuestra un argumento mecanico
donde se guia por las reglas de derivacién y no por el analisis de la concavidad de las
funciones y la existencia de los puntos de inflexion donde la segunda derivada es igual a cero.

Ya el apartado 3 no lo respondio.

Estudiante 2:

-2-1012345 3maz2m (retrocede), 2 a 5lavanza,) ;5 a -2 retrocede; -2 a 0 avanza; 0 a 3
avanza (tres cambios) para 3 valores de t como minimo el movil tiene velocidad inst 0

T T —
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[3m a 2m (retrocede) y de 2 a 5 (avanza,) aceleracion positival; 5 a -2 retrocede, 1er cambio
de aceleracion; -2 a 0 avanza; 0 a 3 avanza 2do cambio, la aceleracion es 0 por lo minimo
dos veces

11 ]

[3m a 2m (retrocede) y de 2 a 5 (avanza,) aceleracion positival; 5 a -2 retrocede, 1er cambio
de aceleracion; -2 a 0 avanza; 0 a 3 avanza 2do cambio de aceleracion, al menos una vez
debe cambiar

1B i

Este estudiante demostrd en esta actividad un pensamiento variacional que le permitié
analizar todos los cambios. La estrategia que utilizé fue pasar los valores numéricos dados
en la tabla a una grafica donde pudo analizar todos los cambios que ocurren y con el uso de

conceptos y estrategias, logro dar las respuestas correctas en esta actividad.

Estudiante 3:

Como minimo el movil experimentd velocidad instantanea € en 3 ocasiones pues para
describir este comportamiento en la posicion tiene que alterar su sentide un minimo de 3
veces alcanzando velocidad instantanea 0 en ese instante.

40 4
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Asumiendo que dicho moévil experimenta un cambio de aceleracion entre los instantes de
partida de un punto (s;t} y el de llegada el valor de la segunda derivada o la aceleracidén de
dicho cuerpo se hace 0 en 4 instantes

4 L3

No lo puedo asegurar pues no conozco la descripcion exacta (matematica) de dicho
movimiento

En el caso de este estudiante, para el apartado 1, realiz6 un anélisis de la monotonia de la
funcién por lo que con su argumento “...alterar su sentido un minimo de 3 veces...”, pudo
determinar donde la primera derivada tomaria valor cero, pero ya en el analisis de la segunda
y tercera derivadas, demuestra la dificultad que representa para los estudiantes el paso del

analisis de la primera derivada y las sucesivas.
Actividad 6:

Apartado 1:

_ Al determinar una curva como s(t), hallar s"(t) y
Estrategias . . .
o s”’(t) analizando los ceros y las pendientes de las 3 (12%)
variacionales )
funciones.

Seleccidn al azar de curvas sin justificacién de uso
] o 11 (44%)
de estrategia variacional.

Seleccion de curvas que cumplen con

No Estrategias o , .
caracteristicas de ser s(t) y s’(t) y seleccion sin

Variacionales o . i 1 (4%)
estrategia variacional de s”"(t) guidndose por las

anteriores.

No respuesta. 10 (40%)

Apartado 2:
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Estrategias .
o Analizar monotonia de s’’(t). 4 (16%)
variacionales
Al determinar qué curva representa s’’(t), afirmar
que s”""(t) es positiva/negativa en el intervalo de
. . : : : 5 (20%)
la curva s”’(t) que esté por encima/debajo del eje
No Estrategias X
Variacionales : ; : :
Seleccionar s’”’°(t) al azar sin uso de estrategia
variacional para su interpretacion.
No respuesta. 16 (64%)
Apartado 3:
Mencionar caracteristicas como:
Estrategias Maximos y minimos, creciente/decreciente,
7 (28%)

variacionales | signos, punto de inflexién, concavidad hacia arriba

0 hacia abajo

Mencionar caracteristicas como:

Inicio de cada gréafica, puntos de interseccion de

: 1 (4%)
No Estrategias las gréficas, intervalos donde no hay aceleracion,

Variacionales
etc.

No respuesta. 17 (68%)

Estudiante 1:

porque justo cuando la raya morada E (s™(t) topa al eje 0 y comienza a ser negativa las
rayas roja C y azul B comienzan a disminuir dramaticamente y en mismo instante en que
se vuelven negalivas la posicion de los cuerpos raya verde A y carmelita D disminuye

4
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El valor de s™(t) serd posityivo en el intervalo 0 < x < 0.5

creciente hasta que llega a un pico y cambia el sentido

La estrategia que utilizo este estudiante para poder determinar las curvas que representan a
la funcidén y sus derivadas, fue analizando de atras para adelante, o sea, selecciond a una de
las curvas como la segunda derivada y a partir del analisis de los ceros de esa curvay lo que
pasa con otras a partir de ese punto, pudo seleccionar las graficas que a su criterio cumplen
con representar a la funcién y sus derivadas. También demuestra su estrategia al determinar
los intervalos donde la tercera derivada es positiva, considerando el intervalo donde la

segunda derivada tiene pendiente positiva.

Estudiante 2:

si, donde el movimiento toma valor maximo o minimo y cambia de direccion la velocidad
corta al gje x (es 0), donde tenga un punto de inflexion la aceleracion es cero y la
velocidad es maxima; y donde la velocidad tiene un maximo o minimoe la aceleracion corta
al eje x A es desplazamiento, B es velocidad y E es aceleracion.

4 »

de0aos

Maximos y minimos, puntos de inflexion

Este estudiante utilizd la estrategia a la inversa que el estudiante 1, inicia analizando la
funcién de movimiento y a partir de sus analisis de los puntos criticos y que en estos la

derivada sucesiva tiene intercepto en eje X. También analiza el signo de la pendiente de la
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curva que designod era la segunda derivada para determinar donde es positiva la tercera

derivada.

Estudiante 3:

s(tyes B, s'(t) es Cy s"(t) es E, porque a medida que vas derivando la expresion da un
resultado mas pequenc y la grafica tambien tiene que ser menor,

Desde 0.6 por el gje Posicion a 1.6 por el gje Tiempo

Para mi son la grafica A, por ser una funcion bastante compleja a la hora de ver su
estructura, es decir sus maximos, minimos y puntos de inflexion.

Este estudiante es un ejemplo de las ideas, por asi decirlo, mecanicas que llegan a tomar en
cuenta para aprenderse un contenido y lo demuestra en el apartado 1, donde la estrategia que
utilizé fue guiadndose por reglas de derivacion de donde conoce que algunas funciones al
derivarlas disminuyen su grado y determin6 que lo mismo pasa con las graficas y se baso en
eso para su eleccion, demostrando la falta de estrategias variacionales. En el apartado 3
menciona caracteristicas que si son las utilizadas para determinar las graficas y sus derivadas
sucesivas, pero consideramos que menciona si asignarle un verdadero significado que lo

hubiera ayudado a determinar las curvas correctas con las estrategias variacionales.

Estudiante 4:

para obtenerlo, realicé un analisis de signo, asi determiné 'y f y en analisis de concavidad
para f"

Blazul) -> f, Clroja) -> velocidad, E(morada) -> aceleracion

4 »

aproximadamente en 1
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puntos de inflexion, concavidad

Este estudiante, aunque comenta que realiz6 un analisis de signo para poder determinar e
identificar las curvas, en el apartado 2 selecciona un unico punto donde considera que la
tercera derivada es positiva, lo que coincide con el punto maximo de la curva que identifico

como segunda derivada, lo que entra en contradiccion con lo expresado en el apartado 1.
Actividad 7:

Esta actividad podria servirnos como guia para ver el cambio dréstico que sufren las
respuestas de los estudiantes al ir aumentando el orden de derivacion. Vemos que en el
apartado 1y 2, las respuestas corresponden con uso de estrategias variacionales, pero en el
apartado donde se pasa a hacer preguntas con respecto a la segunda y tercera derivadas,

disminuyen drésticamente estas respuestas.

Apartado 1:

) Determinar que el intervalo de tiempo en el que
Estrategias . »
va marcha atrés es donde decrece la funcion, o 11 (44%)

variacionales o .
sea, disminuye la posicion.

Determinar que el intervalo de tiempo en el que

No Estrategias | V@ marcha atras es el que esta por debajo del eje 9 (36%)
Variacionales X.
No respuesta. 5 (20%)

Apartado 2:
Aproximacion de los intervalos de tiempo donde
Estrategias la velocidad es positiva/negativa:
i . . > 11 (44%)
variacionales crecimiento/decrecimiento de la funcion,
pendiente de la recta tangente positiva/negativa.
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Graficar la curva de la primera derivada y analizar
monotonia o signo de la pendiente de la recta

tangente.

Si consider6 que el intervalo de tiempo en que va
marcha atras es el que esta por debajo el eje X,
entonces puede mostrar pensamiento variacional
considerando que la velocidad es positiva a partir

de donde esta deja de ser negativa.

Intervalos sin justificacion que muestren

- 8 (32%)
No Estrategias estrategias variacionales.
Variacionales
No respuesta. 6 (24%)
Apartado 3:
Aproximacion de los intervalos de tiempo donde
la aceleracion es positiva/negativa: concava hacia 2 (8%)
Estrategias arriba/céncava hacia abajo.
variacionales | Graficar la curva de la segunda derivada y analizar
monotonia o signo de la pendiente de la recta
tangente.
Intervalos sin justificacién que muestren 13 (52%)
H 0
No Estrategias estrategias variacionales.
Variacionales
No respuesta. 10 (40%)
Apartado 4:
Analizar que, si tienen un Unico cambio de signo
1 (4%)

con respecto a la segunda derivada, o un solo punto
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de inflexidn, la tercera derivada es constante por lo

Estrategias que no toma valor cero.

variacionales Analizando la grafica de la segunda derivada,

determinar que la tercera es una constante.

Seleccionar un valor al azar sin justificacion

i 7 (28%
No Estrategias variacional. (28%)

Variacionales

No respuesta. 17 (68%)

Estudiante 1:

va marcha atras en el intervalo donde la grafica esta por debajo del eje de las
coordenadas (t)

positiva de 0 a18ty de g5t afinal

negativa de 1.8 a 7t

tomando como referencia el gje de coordenadas del grafico y no realmente el movimiento
de la lecomotora

4 »

idem al anterior

En esta actividad, donde se proporciona una grafica para que obtengan informacion de la
funcién y sus derivadas, el estudiante considera que el intervalo donde se ve reflejado que va
marcha atras la locomotora es la que esta por debajo del eje t (tiempo), lo que influye también
en la respuesta que brinda en el apartado 2, ya que inicialmente consideramos que si analiza
el signo de la pendiente de la recta tangente donde es positiva, pero si siguiera ese mismo
pensamiento, hubiera determinado otro intervalo donde sea positiva la primera derivada, pero
dandole continuidad a la respuesta que brindé en el apartado 1, en el segundo intervalo donde
considera que la primera derivada es positiva, si tomé en cuenta el signo de la pendiente,

pero solo el tramo de curva que esta por encima del eje de las X. Esta es una de las ideas de
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estas actividades, si el estudiante hubiera analizado bien la estrategia que selecciond para la
respuesta del apartado 2, hubiera valorado nuevamente la brindada en el apartado 1. Ya con
los apartados 2 y 3, demuestra la dificultad para el trabajo con las derivadas de orden superior.

Estudiante 2:

va marcha atras de 3 a7

espositivade 0az2,yde7ai12 ynegativadeza7z

espositivade 0az2yde7ai12, esnegativadeza7

toma el valor cero en dos instantesen 3y 9

Este estudiante utiliza la misma estrategia al determinar que el intervalo que indica que la
locomotora va marcha atras es el que se encuentra debajo del eje t (tiempo), el cual entra en
contradiccion con el intervalo que plantea en el apartado 2, donde el intervalo de 2 <t < 3,
lo considera negativo también. No tiene un significado para lo que representa el intervalo. Se
repite la situacién con las derivadas de orden superior al no tener estrategias para argumentar

el porqué de la seleccion de los intervalos que sefiala.

Estudiante 3:

de1ssays
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positiva de 0 a1.5y de 7 en adelante
negativade 15a7

aceleracién negativa de 0 a 4
aceleracion positiva de 4 a 12

en ningun momento pues la aceleracién no cambia su pendiente

Este estudiante, realiza un analisis profundo con los apartados, demostrando el uso de

pensamiento variacional que le permitid dar un significado y utilizar argumentos en cada uno

al brindar los intervalos donde se cumplen las condiciones establecidas, lo cual demuestra en

el apartado 4, donde fue el Unico estudiante que utilizd6 un argumento variacional

“...aceleracion no cambia su pendiente...” y asi poder concluir la actividad.

Actividad 8:

Apartado 1:

Estrategias

variacionales

Intervalos donde la curva esté por encima del eje X.

8 (32%)

No Estrategias
Variacionales

No respuesta.

17 (68%)

Apartado 2:

Estrategias

variacionales

Intervalos de monotonia, creciente/decreciente.

4 (16%)

Respuesta de intervalo sin explicacion variacional.

5 (20%)
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No Estrategias

o No respuesta. 16 (64%)
Variacionales
Apartado 3:
Estrategias ) ) ) ) )
o Intervalos de concavidad, hacia arriba/hacia abajo 3 (12%)
variacionales
No Estrategias Respuesta de intervalo sin explicacion variacional. 6 (24%)
Variacionales No respuesta. 16 (64%)
Apartado 4:
Analizar los intervalos que se obtuvieron de la
segunda derivada para argumentar que hay un solo
Estrategias . . o
intervalo donde la tercera derivada seré positiva.
variacionales
Graficar todas las derivadas para lograr una
g o 1 (4%)
respuesta guiandose por la visualizacion.
No Estrategias
No respuesta. 24 (96%)

Variacionales

Estudiante 1:
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81fix)>0

de-15a-1U0a1U1sainfinito

82fx>0

de-19a-12U-05a05U134a2

83F >0

de -1a0U1enadelante

841x)>0

Este estudiante, aunque no se apoya en ningln argumento variacional, selecciona intervalos
que cumplen con las condiciones de que la funcién y sus derivadas sean positivas y asi lo
demuestra también en las sefializaciones que hizo en la hoja de la actividad y que
presentamos, lo que nos hace pensar qué si tuvo presente estrategias variacionales para
determinar dichos intervalos, pero es también un ejemplo que demuestra la dificultad
presente en los estudiantes para interpretar la tercera derivada, aunque se conozcan
caracteristicas de la segunda derivada, situacion que se repite en todas las actividades
analizadas en esta investigacion, donde los estudiantes brindan intervalos que demuestran
uso de estrategias variacionales para dar las respuestas, pero al llegar al apartado 4, lo dejan
en blanco o colocan algun intervalo que da muestra de una respuesta que ocupa un lugar para

no dejarlo en blanco.

En el analisis de las actividades y sus respuestas por parte de los estudiantes de ambos paises,
pudimos ver en algunos casos similitudes de estrategias con conceptos matematicos
relacionados que les permiti6 analizarlas y brindar respuestas que nos guiaron para identificar
las estrategias que pueden utilizar o no estudiantes mexicanos y cubanos y determinar si
existen similitudes o no entre ellos, lo cual podremos ver en el proximo capitulo de esta

investigacion.
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3.4 Andlisis general de las respuestas de los estudiantes.

En esta parte del estudio, las conclusiones, la hemos destinado para realizar el estudio con
mayor profundidad de las respuestas de los estudiantes ante las actividades presentadas en la
situacion didactica y asi poder determinar si existen similitudes y/o diferencias en las
estrategias variacionales que utilizan y analizar la necesidad o no de algunas estrategias
variacionales que se plantearon inicialmente pero que en el analisis podemos ver que no se

utilizaron realmente por parte de los estudiantes.

Los resultados que obtuvimos se analizaron inicialmente por los estudiantes de México y
luego los de Cuba, revisando cada respuesta proporcionada para determinar si incluia algunas
de las estrategias que se comentaron podrian surgir de las actividades y si no, pues se

incorporaba, pues se analiz6 cada uno y cada respuesta era igual de importante.

Para el analisis a profundidad de las posibles estrategias desarrolladas por los estudiantes,
usamos como guia en las actividades el sistema de referencia para la segunda derivada
planteada en (Caballero, 2016), pues es a partir de este orden de variacién, donde analizamos
inician las dificultades por parte de los estudiantes y podriamos estudiarlas y reportarlas ante

la comunidad. La tabla del sistema de referencia en (Caballero, 2016):

) ) Cuestionamiento sobre la
Elementos del sistema de referencia o )
variacion que atiende

Cualidades del fenémeno

Variables La cantidad de cambio ¢Qué cambia?

Comportamientos especificos

Valor fijo
Unidad de referencia ¢ Respecto de qué cambia?
Comportamiento prototipo

Medida cualitativa
Unidad de medida ¢Cuanto cambia?
Medida cuantitativa

Estado inicial — final

Temporizacion Discretizacion del cambio ¢Como cambia?

Secuenciacion de comportamientos
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Tabla: Elementos caracteristicos del sistema de referencia (Caballero, 2016)

De la tabla del sistema de referencia para la segunda derivada, analizamos las variables, la
unidad de referencia y la unidad de medida. Con respecto a la variable, estamos de acuerdo
con lo expresado en (Caballero, 2016), que estudiar la variacioén depende de la variable que
se elija para ellos, pues vimos los ejemplos de estudiantes que analizaban las variables
altura/tiempo, pero también los que analizaron volumen/tiempo, para su eleccion, deben

preguntarse, ¢que cambia? ¢las alturas, las pendientes, la forma de la grafica?

Para explicar y analizar como los estudiantes midieron la variacion, nos guiamos por Reyes-
Gasperirni (citada en Caballero, 2016) para hacer las siguientes preguntas: con la unidad de

referencia, ¢respecto de qué cambia? Y con la unidad de medida, ;cudnto cambia?

Los datos se presentaron en el capitulo 3 por separado, por lo que de manera general lo
analizaremos a continuacion para dar respuesta a nuestra pregunta de investigacion en caso

de ser posible.

Realizaremos un analisis al pasar cada tabla de resumen de respuestas de los apartados y una

conclusién al final.

Actividad 1
Apartado 1:
México Cuba
Selecciona como variables a analizar altura/tiempo y
utiliza estrategias variacionales como estimacion, 13 (61.9%) 12 (48%)
seriacion o comparacion.
Estrategias Selecciona como variables a analizar volumen/tiempo
variacionales y utiliza estrategias variacionales como estimacion, 3 (14.3%) 2 (8%)
seriacion o comparacion.
Seleccion de variables altura/tiempo, pero con
o i 5 (23.8%)
estrategia variacional representada analiticamente.
No Estrategias Argumentos que no demuestran un pensamiento
o o 4 (16%)
Variacionales variacional.
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No respuesta. 2 (8%)

En este apartado, podemos ver que el mayor porcentaje de respuesta en ambas poblaciones
demuestra un uso de estrategias similares, como se comento al presentarlas por separado. En
este apartado, la similitud en la seleccion de codigos variacionales fue increible, en ambos
paises, los estudiantes determinaron una unidad de medida, como se reporte en (Caballero,
2016), que les permitiera responderse a la pregunta ¢cudnto cambia? y asi determinar el
tiempo que demoraria en llenarse el recipiente, ya fuera con el uso de reglas, lapices o el
propio sefialador del mouse de la computadora.

Como mismo se presentd similitud en el uso de una estrategia que demuestra desarrollo del
pensamiento variacional, se presenta similitud en la cantidad de estudiantes que determinaron
las variables volumen/tiempo como las que tenian que analizar, pero sin considerar
verdaderamente lo que cambiaba, pero demostrando un pensamiento variacional al ver el

cambio en el volumen.

Apartado 2:
México Cuba
Seleccidn de gréfica e, con argumentacion del porqué de su
seleccion, donde consideramos las palabras que utiliza para | 17 (81%) | 16 (64%)
ver si demuestran estrategias variacionales.
Estrategias Seleccién de grafica e, con andlisis de variables
o . . o 3 (14.3%) 1 (4%)
variacionales volumen/tiempo y con estrategias variacionales.
Seleccidn de gréfica c, con argumentacion del porqué de su
seleccion, considerando el razonamiento que se pueda 1 (4.8%)
aplicar.
Seleccidn de las graficas a, b, d y f sin justificacion. 1 (4%)
No Estrategias Seleccion de gréfica b argumentando que es constante. 1 (4%)
Variacionales
Seleccidn correcta de respuesta, pero sin demostracion de
. o 6 (24%)
estrategia variacional.
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No respuesta.

En este apartado, al igual que en el anterior, se ve una similitud en la seleccion de las

estrategias, demostrando que para ambas poblaciones, este tipo de actividades y lo que se

pregunta en él es muy sencillo, pero a la vez, demuestra y que es nuestro criterio que en este

caso, para ambos, el poder responder este tipo de actividad no tiene influencia del curriculo

matematico, pues con la experiencia de la investigadora como maestra de matematicas,

ejemplos como el tratado en esta actividad y con el significado para el cambio de la primera

derivada no se tratan en el salon de clases, por lo que para ambas poblaciones se muestra el

uso de formas de pensamiento variacional.

Actividad 2
Apartado 1:
México Cuba
) Comparar altura con respecto a la forma del recipiente,
Estrategias . . o
o utilizando frases que demuestren un andlisis variacional | 18 (85.7%) 15 (60%)
variacionales ) i
donde esté presente el cambio.
Transformacidn de las formas de los recipientes a
conveniencia de explicacién sin estrategias 1 (4.8%) 2 (8%)
variacionales.
No Estrategias Comparacidon del cambio de la altura/tiempo sin
o 1 (4.8%) 4 (16%)
Variacionales argumentos variacionales.
Seleccidn de variables que cambian volumen/tiempo. 1 (4.8%) 1 (4.8%)
No respuesta. 3 (12%)

En este apartado, fue similar la situacion del analisis de la actividad para brindar las

respuestas. La mayoria de los estudiantes de ambas poblaciones, realizaron la comparacion

estableciendo como sistema de referencia la forma de los recipientes, especificamente,
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iniciando con los cilindricos por ser los ya conocidos de la actividad anterior y asi poder

analizar su diferencia con respecto a los dos recipientes conicos.

En este caso, también el mayor porcentaje de respuesta coincidio para ambas poblaciones,
utilizando frases que demostraban un pensamiento variacional y coincidian en ambas, pero
ya destacando la dificultad dentro de los estudiantes de Cuba para argumentar sobre lo que

cambia y como cambia.

Aqui destacamos la estrategia de uno de los estudiantes de México, donde considero la
situacion de cambio diferente a lo esperado, pero demostrando de todas formas un

pensamiento variacional.

Apartado 2:

México Cuba

Elaborar grafica donde se vea el comportamiento del
llenado de los recipientes cilindricos y conicos y la 13 (61.9%) 11 (44%)

relacion entre los recipientes de la misma forma.
Estrategias

. Elaborar una sola grafica para representar el
variacionales

comportamiento del cambio de la altura/tiempo con
- L 6 (28.6%) 2 (8%)
respecto a la forma de los recipientes cilindricos sin

analizar la diferencia entre ellos

Argumentos que demuestran la falta de estrategias
No Estrategias variacionales.
Variacionales

2 (9.5%) 9 (36%)

No respuesta. 3 (12%)

Ya en este apartado inician las diferencias entre ambas poblaciones. Aunque la mayoria de
los estudiantes, bosquejaron gréficas (ya fuera con el uso de diferentes sistemas de
coordenadas o uno solo para todas las gréaficas), que demostraban su posibilidad de pasar de
un registro a otro, en el caso de los estudiantes cubanos, demostraron dificultad para lograr
esto, existiendo algunos que dejaron las respuestas en blanco. Dentro de las similitudes
encontradas, vemos que, en ambas poblaciones, en muchos casos no ven la diferencia entre

los dos recipientes cilindricos, o sea, no ven la diferencia en el cambio.
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México

Cuba

Estrategias

variacionales

Curvas que demuestren la velocidad del cambio que
sufrid la altura en cada recipiente con argumentos que

lo demuestren

9 (42.8%)

3 (12%)

Argumentos que demuestren que, aunque no hizo la
grafica, desarrolla un pensamiento variacional,
interpretando lo que sucede con la velocidad del

cambio de la altura.

1 (4%)

No Estrategias

Variacionales

Curvas que demuestren la velocidad del cambio que
sufrié la altura en cada recipiente, aunque la seleccion

de las variables sea altura/velocidad.

2 (9.5%)

Gréficas y argumentos que muestran analisis de
cambio, pero sin estrategias variacionales, no se
identifica lo que realmente cambia y como cambia,
demuestran desconocimiento del tratamiento de este
tipo de actividad.

6 (28.5%)

12 (48%)

No respuesta.

4 (19%)

9 (36%)

En este apartado, la similitud de los estudiantes radicé en que en ambas poblaciones se
evidencia la dificultad para bosquejar la grafica donde se evidencie la razén de cambio de las
variables que analizaron en los apartados anteriores, destacando mayor complejidad por parte
de los estudiantes cubanos, donde la mayoria bosquej6é graficas pero sin argumentos

variacionales que permitieran ver el pensamiento que desarrollaron para el andlisis del

cambio, demostrando un desconocimiento en el tratamiento de este tipo de ejercicio.

En esta actividad, podemos ver el inicio de algunas diferencias por parte de las dos
poblaciones, iniciaron de forma muy satisfactoria, comentando con argumentos variacionales
las formas de cambio de los recipientes, pero las diferencias iniciaron con el paso de obtener

la informacion visual y pasarla a una gréafica, demostrando mayor problema en la poblacion

de estudiantes de Cuba.

Actividad 3
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México Cuba
1 (4.8%) 1 (4%)
Comparando los angulos resultantes al trazar las
0 1 (4%)
, 1 (4.8%)
rectas tangentes a los puntos que se estan
analizando. Estos angulos son los que se muestran 1(4.8%) 1 (4%)
con respecto al eje de las X.
1 (4.8%) 1 (4%)
8 (38.1%) 4 (16%)
0 3 (12%)
Estrategias Anadlisis del comportamiento de la pendiente de la 7(33.3%)
variacionales recta tangente en los puntos. 9 (42.8%) 4 (16%)
7 (33.3%) 3 (12%)
Observar los cambios en una vecindad cercana a
los puntos que se analizan y comparar dichos
cambios para ver donde es mayor o menor el
incremento.
1 (4.8%)
1 (4.8%)
0,
Considerar que la primera derivada es negativa o 1(4.8%)
positiva por la posicién con respecto al eje X.
No Estrategias
T 7 (33.3%) 15 (60%)
Variacionales
9 14 (56%)
Argumentar respuestas sin evidencia de estrategias 8 (38.1%)
variacionales. 7 (33.3%) 13 (52%)
9 (42.8%) 14 (56%)
No respuesta. 4 (19%) 5 (20%)
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4 (19%) 6 (24%)
4 (19%) 7 (25%)
3 (14.2%) 7 (25%)

En esta, se demuestra lo comentado en la pasada actividad. La distribucién de los datos en la
poblacién de estudiantes mexicanos esta dividida en un promedio aproximado del 36% en el
uso de estrategias variacionales para dar respuesta a los apartados, haciendo hincapié en el

trabajo con la pendiente y una estimacion de su valor segun la posicion. El 54% restante de

la poblacion se ubicé en el no uso de estrategias variacionales.

En el caso de los estudiantes cubanos, el mayor porcentaje se ubico en el no uso de estrategias
variacionales, demostrando la dificultad que presentan para el anéalisis e interpretacion de las
gréaficas. En estos apartados, consideramos que la dificultad fue mayor al tratarse del analisis
e interpretacion del comportamiento de la grafica de la primera derivada de una funcion,

demostrando a su vez que, al aumentar el orden de variacion a analizar, las dificultades y no

conocimiento de estrategias variacionales para tratar el tema, aumentan.

Actividad 4
México Cuba
Comparar graficas con frases: “mas angosto”, “mayor 1 (4%)
rapidez”, etc o comparar luego de conocer la primera 4 (19%)
. 0,
Estrategias derivada. 1(4%)
variacionales Comparar los incrementos de la altura en la vecindad
de los puntos que se analizan para determinar dénde 1 (4.8%)
es mayor o menor la segunda derivada.
0,
Hacer analisis de la pendiente sin argumentar para la 2 (8%)
da derivad 2 (9.5%)
segunda derivada. 0
No Estrategias 1 (4%)
Variacionales Llegar a resultados de comparacion haciendo analisis
analitico al igualar a funciones conocidas y no 2 (9.5%)

obtener informacion de la gréfica.
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Respuesta al azar sin justificacion, ni razonamiento 11 (44%)
o 8 (38.1%)
variacional. 11 (44%)
11 (44%)
No respuesta. 4 (19%)
12 (48%)

Los estudiantes demuestran en ambas poblaciones, la dificultad que se les presenta al tener
que analizar graficamente el comportamiento de la segunda derivada sin tener una expresion
analiticaa la que aplicarle las reglas de derivacion y asi obtener también la expresion analitica
que representa a la variacion de orden dos, aunque podemos reportar el uso de frases de
comparacion por parte de estudiantes mexicanos que evidencian un analisis preliminar de la
primera variacion para dar paso al analisis de la segunda variacion, como lo comenta
(Caballero, 2016): “mas angosta”, “cambia con mas rapidez”, “la pendiente parece ser menos
positiva”, considerando que en esta respuesta analizo la pendiente como su analisis de la
primera derivada y luego, en base a ella, siguié analizando su comportamiento para la
segunda derivada. El resto de la poblacién de estudiantes mexicanos no muestran un uso de
estrategias variacionales. Un 19% buscd una formula algebraica que le ayudara a dar la

respuesta y un 57%, respondi6 al azar, sin justificacion variacional o no dio respuesta.

Los estudiantes de la Universidad de Camaguey fueron en aumento con respecto a la
dificultad de interpretacion de la gréfica, lo cual se demuestra en la tabla anterior, donde se
ubica el mayor porcentaje en el trabajo sin estrategias variacionales o dejando la actividad en

blanco, sin respuesta.

Actividad 5
Apartado 1:
Meéxico Cuba
) Analizar el cambio que ocurre con los valores de la
Estrategias ) ) )
o tabla para ver los cambios de signos y determinar los 3 (14.3%) 1 (4%)
variacionales , — .
valores de t donde la velocidad instantanea es cero.
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Pasar los valores de la tabla a una gréafica para
determinar maximos y minimos donde v = 0 (que
] 3 (14.3%) 3 (12%)
demuestre estrategias, aunque las respuestas nos sean

correctas).

Determinar que no hay ningun valor de t donde la
velocidad instantanea sea cero; brindar argumentos no
o ] 8 (38.1%)
variacionales que demuestren no uso de estrategia

variacionales o analisis mecanico seguin conceptos.

i Dar como respuesta que v = 0 en t = 4 porque
No Estrategias ' v , 2 (9.5%) 10 (40%)
Variacionales considere que el movil esta en reposo.

Brindar argumentos que demuestren el no uso de
estrategias variacionales para dar respuestas o analisis 8 (32%)

mecanico seglin conceptos.

No respuesta. 5 (23.8%) 3 (12%)

En este apartado, la similitud se presento en que un porcentaje semejante de estudiantes de
ambas poblaciones, decidieron pasar los datos presentados en la tabla a una grafica,
demostrando la dificultad que presentan para obtener informacion de una tabla con valores
numeéricos y debido a que en la gréfica, la estrategia que usan es mecanica, pues alli pueden
ver los puntos donde v = 0, pero no tienen un significado para eso, solamente recuerdan que
en los puntos donde ocurren maximos o minimos, la velocidad es cero, pero no se preguntan

por que.

Otra similitud entre ambas poblaciones, que a la vez se convierte en diferencia es con respecto
a que el mayor porcentaje de las respuestas se ubicd en el trabajo con estrategias no
variacionales. De los estudiantes mexicanos, un 38% considerd que no existia valor donde t
fuera cero y de los estudiantes cubanos un 40% demostré el uso de teoremas factuales como:

s=0-v=0.

Aun asi, los estudiantes cubanos demostraron mayor dificultad en este apartado, pues el 84%
no mostrd argumentos variacionales que demostraran el desarrollo de un pensamiento

variacional.

Apartado 2:
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México

Cuba

Estrategias

variacionales

Continuar analizando los valores de cambio
hallados en la actividad 5.1 para ver
nuevamente dénde ocurren los cambios de

signos.

1 (4.8%)

Analizar en la gréfica que, para pasar de
maximos a minimos, deben estar presentes
puntos de inflexion donde la aceleracion es

cero.

1 (4%)

No Estrategias

Variacionales

Determinar que no hay ningun valor de t donde

la aceleracion sea cero.

2 (9.5%)

1 (4%)

Dar como respuesta que a = 0 en t = 4porque
alli v = 0 considerando que el mévil esta en

reposo.

1 (4.8%)

8 (32%)

Brindar argumentos que demuestren el no uso
de estrategias variacionales para dar respuestas

o0 andlisis mecanico segln conceptos.

13 (61.9%)

12 (48%)

No respuesta.

4 (19%)

3 (12%)

Como esté reportado en (Cantoral, Teoria Socioepistemolégica de la Matematica Educativa.
Estudios sobre construccion social del conocimiento, 2013), a medida que aumenta el orden
de variacion a analizar, los estudiantes van utilizando estrategias memoristicas que le
permitan responder a lo que se le esta preguntando, aunque no tengan una idea real de lo que
comentan. En este apartado se demuestra lo expresado anteriormente, pues la mayoria de los
estudiantes de ambas poblaciones (95% de los estudiantes mexicanos y el 96% de los

estudiantes cubanos) argumentan con estrategias no variacionales realizando analisis

mecanicos segun los conceptos que conocen de la materia.

Apartado 3:

México

Cuba
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Analizar la 3ra variaciéon con los mismos

valores que han visto desde la tabla.
Estrategias

variacionales En la gréfica, luego de determinar los valores
rr

donde a = 0, determinar que entre estos s'"’ =

0 en algun valor.

Argumentos no variacionales que demuestren
o , 17 (81%) 9 (36%)
desconocimiento del manejo de s'(t).

No Estrategias

Variacionales

No respuesta. 4 (19%) 16 (64%)

Este apartado es el que da inicio al trabajo con la derivada de orden superior, grado 3 y a su
vez, el apartado que demuestra los planteado en (Cantoral, Teoria Socioepistemoldgica de la
Matematica Educativa. Estudios sobre construccion social del conocimiento, 2013), pues
aunque entienden lo que se les esta pidiendo ya que la pregunta los familiariza con s’”’(t),
pero no pueden argumentar de manera variacional lo que ocurre con la tercera derivada,
demostrando la carencia de elementos cognitivos y didacticos que les permitan construir una

respuesta adecuada.

El total de las poblaciones de ambos paises, respondieron con argumentos no variacionales

0 dejando la pregunta en blanco.
Actividad 6

Apartado 1:

México Cuba

Al determinar una curva como s(t), hallar
s'(t) y s”(t) analizando los ceros y las 4 (19%) 3 (12%)

pendientes de las funciones.

Estrategias

variacionales

Seleccion al azar de curvas sin justificacion. 7 (33.3%) 11 (44%)
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Seleccion de curvas que cumplen con

caracteristicas de ser s(t) y s'(t) y seleccion

- . . . 4 (19%) 1 (4%)
No Estrategias sin estrategia variacional de s'(t) guiandose
Variacionales por las anteriores.
No respuesta. 6 (28.6%) 10 (40%)

A pesar de ser un apartado de la actividad, donde se inicia con un reconocimiento de las
curvas presentes, solamente el 19% de los estudiantes mexicanos y el 12% de los estudiantes
cubanos, utilizaron argumentos variacionales para identificar qué graficas cumplian con las
condiciones para ser la funcion original y sus derivadas, con argumentos como determinar el
punto méximo de una funcién y asi determinar sus derivadas si en ese punto tienen valor cero
la gréfica, pero dentro del andlisis que realizan para determinar cuél de todas es la funcion
original, se guian al azar, o sea, algunos seleccionan una gréafica sin justificacion del por qué

consideran que es la funcion original y a partir de ella es que analizan sus derivadas.

Nuevamente, la mayoria de los estudiantes dieron respuestas al azar en la seleccion de las
gréficas, donde inicialmente identificaban correctamente una curva y su derivada, pero en el
momento de seleccionar cual seria la curva de la segunda derivada, la seleccionaba al azar,
demostrando la dificultad que se presentaba para interpretar el cambio a partir de 6rdenes de

variacion superior a uno.

La similitud en este apartado para ambas poblaciones fue elevada, incluso en la cantidad de

estudiantes que dejaron la pregunta en blanco.

Apartado 2:
Meéxico Cuba
Estrategias . i

o Analizar monotonia de s"' (¢t). 5 (23.8%) 4 (16%)

variacionales
Al determinar qué curva representa s’ (t),

No Estrategias afirmar que s""’(t) es positiva/negativa en el

o ) 10 (47.6%) 5 (20%)
Variacionales intervalo de la curva s (t)que esta por

encima/debajo del eje X.
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No respuesta. 6 (28.6%) 16 (64%)

En este apartado, aunque se esté solicitando el trabajo con la interpretacion de la segunda
derivada para determinar donde es positiva la tercera derivada, o sea, trabajar con la segunda
derivada como si fuera la funcion y utilizar la estrategia del analisis del signo de la pendiente
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para determinar donde es positiva su derivada (s’’’(t)), un porcentaje muy bajo en ambas
poblaciones fueron los que analizaron la monotonia de la curva para determinar el signo de

su derivada.

Lo también reportado en (Cantoral, Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa.
Estudios sobre construccion social del conocimiento, 2013), dentro de la poblacion de los
estudiantes mexicanos, el 47.6% determiné que la tercera derivada era positiva en el intervalo
donde la segunda derivada era positiva, o sea, en el intervalo donde la segunda derivada esta

por encima del eje de las x.

El 64% de la poblacién de estudiantes cubanos, dejé esta pregunta en blanco

Apartado 3:
México Cuba
Mencionar caracteristicas como:
Estrategias Maximos y minimos, creciente/decreciente,
o 7 (33.3%) 7 (28%)
variacionales signos, punto de inflexién, concavidad hacia
arriba o hacia abajo
Mencionar caracteristicas como:
Inicio de cada grafica, puntos de interseccién de
No Estrateqi o 3 7 (33.3%) 1 (4%)
O EStrateglas | a5 graficas, intervalos donde no hay aceleracion,
Variacionales etc.
No respuesta. 7 (33.3%) 17 (68%)

A pesar de que se podria considerar que este es un apartado que podria resultar sencillo para

los estudiantes, considerando que podrian brindar sus argumentos variacionales para
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describir las caracteristicas de las funciones y cudles de ellas son fundamentales para trazar
las gréficas. La similitud presente en este caso se tratd de que un porcentaje semejante brindd
caracteristicas que demuestran argumentos variacionales, pero con respecto a los estudiantes
mexicanos, un 33% se orientd por el teorema factual, reportado en (Marcolini, 2003), de que
si v = 0 entonces a = 0, los llevd a elegir frases como que ambas inician en cero, pasan por
(0, 0), concluyendo que tienen una posicion privilegiada. La diferencia radica en que un 68%
de los estudiantes cubanos dejo la respuesta en blanco, demostrando seleccion al azar en

actividades anteriores.

Actividad 7
Apartado 1:
México Cuba
) Determinar que el intervalo de tiempo en el
Estrategias )
o gue va marcha atras es donde decrece la 10 (47.6%) 11 (44%)
variacionales . o L
funcidn, o sea, disminuye la posicion.
Determinar que el intervalo de tiempo en el
A A 1 0, 0,
No Estrategias que va marcha atras es el que esta por debajo 6 (28.6%) 9 (36%)
Variacionales del eje X.
No respuesta. 5 (23.8%) 5 (20%)

Este apartado presentd una semejanza en todos los aspectos, tanto en el uso de estrategias
variacionales, como no usarlas o dejar la pregunta en blanco. Ambas poblaciones de
estudiantes presentaron porcentajes semejantes en la determinaciéon del intervalo donde
decrece la funcion, o sea, donde disminuye la posicion. Lo mismo pasa con la cantidad de
estudiantes que determinaron que el intervalo donde se cumple es aquel donde la gréfica esta
por debajo de cero, pero esto demostré un uso de conceptos matematicos que no involucran
las herramientas matematicas ni estrategias variacionales que se quieren destacar.

Coincidieron la cantidad de estudiantes de ambos paises que dejaron la pregunta en blanco.

Apartado 2:



Andlisis comparativos de las estrategias variacionales
de estudiantes de Ingenieria de México y Cuba.

México Cuba
Aproximacion de los intervalos de tiempo donde
Estrategias la velocidad es positiva/negativa:
o o o . 10 (47.6%) 11 (44%)
variacionales crecimiento/decrecimiento de la funcién,
pendiente de la recta tangente positiva/negativa.
Intervalos sin justificacion que muestren
. _ o 5 (23.8%) 8 (32%)
No Estrategias estrategias variacionales.
Variacionales
No respuesta. 6 (28.6%) 6 (24%)

Este fue uno de los apartados donde se eliminaron estrategias variacionales que se

consideraron podrian tomar los estudiantes, pero no fue el caso, tales como: “Graficar la

curva de la primera derivada y analizar monotonia o signo de la pendiente de la recta

tangente”, etc.

Al igual que el apartado anterior, la distribucion de las respuestas fue similar, el mayor

porcentaje se encontré en que los estudiantes utilizaron como estrategia variacional, la

comparacion de los signos de las pendientes de las rectas tangentes para asi poder demostrar

ddnde es positiva y donde negativa.

Aun asi, el mayor porcentaje (el 52% de los estudiantes mexicanos y el 56% de los

estudiantes cubanos) se encuentra en los estudiantes que dieron respuestas sin argumentos

variacionales o dejaron la pregunta en blanco.

Apartado 3:
México Cuba
. Aproximacion de los intervalos de tiempo
Estrategias » . ]
o donde la aceleracion es positiva/negativa: 2 (9.5%) 2 (8%)
variacionales ] ) ] ] ) ]
cbncava hacia arriba/concava hacia abajo.
Intervalos sin justificacion que muestren
. ) o 13 (62%) 13 (52%)
No Estrategias estrategias variacionales.
Variacionales
No respuesta. 6 (28.6%) 10 (40%)
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En este apartado también se considerd que los estudiantes, utilizando la gréafica original,
bosquejaran la gréafica de la segunda derivada, pero esa estrategia no se presento en ninguno

de los casos, por lo que determiné eliminarse de esta tabla.

En este apartado, la similitud radico la cantidad de estudiantes de ambas poblaciones que
respondieron con estrategias variacionales o no, pero parecidas. De ambos grupos, solo 2
estudiantes de cada uno utilizaron el contenido relacionado a la concavidad de la curva para
determinar dénde era positiva la aceleracion, mientras que el mayor porcentaje estuvo
presente en ambas poblaciones en las respuestas sin demostracion de uso de estrategias

variacionales o preguntas sin respuestas.

Apartado 4:
México Cuba
Analizar que, si tienen un Gnico cambio de
signo con respecto a la segunda derivada, o un
. . 1(4.8%) 1 (4%)
Estrategias solo punto de inflexion, la tercera derivada es
variacionales constante por lo que no toma valor cero.
Analizando la gréfica de la segunda derivada,
determinar que la tercera es una constante.
Seleccionar un valor al azar sin justificacién
. 14 (67%) 7 (28%)
Variacionales
No respuesta. 6 (28.6%) 17 (68%)

Nuevamente, al ser una actividad donde lo que se solicita es el andlisis de la tercera derivada
para dar una respuesta, el mayor porcentaje de las poblaciones que se analizan, dieron como
respuestas instantes seleccionados al azar, sin poner justificacion o como se muestra en la
tabla, para la poblacion de estudiantes de Cuba, el mayor porcentaje se encuentra en las

respuestas en blanco.
Actividad 8

Apartado 1:
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México Cuba
Estrategias Intervalos donde la curva esté por encima del eje
o 14 (67%) 8 (32%)
variacionales X.
Intervalos sin justificaciones que demuestren
No Estrategias estrategias variacionales.
Variacionales
No respuesta. 7 (33.3%) 17 (68%)
Apartado 2:
México Cuba
Estrategias . . .
o Intervalos de monotonia, creciente/decreciente. 10 (47.6%) 4 (16%)
variacionales
Intervalos sin justificaciones que demuestren
. ] o 4 (19%) 5 (20%)
No Estrategias estrategias variacionales.
Variacionales
No respuesta. 7 (33.3%) 16 (64%)
Apartado 3:
México Cuba
Estrategias Intervalos de concavidad, hacia arriba/hacia
o ) 1 (4.8%) 3 (12%)
variacionales abajo
Intervalos sin justificaciones que demuestren
. ) o 11 (52.4%) 6 (24%)
No Estrategias estrategias variacionales.
Variacionales
No respuesta. 9 (42.8%) 16 (64%)
Apartado 4:
México Cuba

Analizar los intervalos que se obtuvieron de la

segunda derivada para argumentar que hay un

129



130

Capitulo 3. Analisis de resultados

solo intervalo donde la tercera derivada seré&
Estrategias positiva.
variacionales Graficar todas las derivadas para lograr una 1 (4%)
0
respuesta guiandose por la visualizacion.
Intervalos sin justificaciones que demuestren
. _ o 11 (52.4%)
No Estrategias estrategias variacionales.
Variacionales
No respuesta. 10 (47.6%) 24 (96%)

Esta actividad se utilizé como cierre pues ya se han reportado muchos resultados con respecto
a esta, pero de forma general, lo que asombra en este caso, es que la mayoria de los
estudiantes cubanos, demostrado en los porcentajes que se muestran en las tablas, no dieron
respuestas en su mayoria, entrando a debate si sera a causa de una desmotivacion o por ser la

ultima actividad no le hayan prestado la importancia necesaria.

Donde si coinciden ambas poblaciones, es en el apartado 4, donde se analiza la tercera
derivada y en la tabla podemos ver que s6lo un estudiante utilizé la estrategia de graficar
todas las derivadas para argumentar su respuesta con respecto a la tercera derivada, pero el
resto de los estudiantes o dejaron la pregunta en blanco o dieron respuestas que no mostraban
un uso de argumentos variacionales que demostrara un desarrollo del pensamiento

variacional.

Con una descripcion por apartado de las similitudes vistas a través de la distribucion de los
estudiantes con respecto a sus respuestas, podemos llegar a conclusiones mas generales al

respecto.

3.5 Resumen de los analisis.

Las investigaciones enmarcadas bajo el PyLV han mostrado que el cambio y la variacion son
nociones ligadas a diversas areas, contextos y practicas, por lo que desarrollar estrategias
variacionales en busqueda de la solucion, puede ayudar a los estudiantes a tener mayores
herramientas para enfrentar estudios superiores, asi como problemas de sus ambitos laboral

y cotidiano. Sin embargo, en la ensefianza actual se enfatiza en el desarrollo de destrezas
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mecanicas, uso de la memoria, y el aprendizaje de algoritmos, reglas y propiedades
matematicas, que no dejan ver el caracter variacional del calculo (Caballero, 2012).

Los resultados de investigaciones han demostrado las dificultades que presentan tanto
estudiantes como profesores para abordar situaciones variacionales, donde tendrian un gran
desarrollo con el uso y mezcla de los elementos que caracterizan el PyLV. En este trabajo,
nos centramos en analizar si existen similitudes o diferencias en las respuestas y estrategias
que utilicen estudiantes de diferentes sistemas socioculturales y poder iniciar un analisis que
nos permita continuar con este tipo de investigacion en poblaciones diferentes para conocer

las estrategias que utilizan y si estas tienen algo en comun.

Para iniciar este trabajo, no trazamos la pregunta. ¢existiran diferencias o similitudes en las
estrategias variacionales que surjan por parte de estudiantes de diferentes poblaciones en
presencia de una situacién que lo amerite? Estas diferencias o similitudes, ¢son ocasionadas

por el curriculo matematico o simplemente seran formas de pensamiento variacional?

Para darnos respuesta a estas interrogantes, diseflamos una situacion que nos permitio ver las
estrategias que surgen por parte de los estudiantes de carreras de ingenieria de México y Cuba

y asi poder comparar sus respuestas.

Los resultados derivados del analisis detallado de cada una de las actividades y sus apartados,
nos permitié llegar a las siguientes conclusiones, que analizaremos nuevamente por

actividades, pero de una forma méas general.

Al analizar por separado cada una de las actividades y sus respectivos apartados, nos
interesamos por entender las razones, los procedimientos, las explicaciones, las escrituras o
las formulaciones verbales que el alumno construye para responder a estas actividades
matematicas. Nos enfocamos en entender, aun en el caso de que su respuesta a una pregunta
no corresponda con el conocimiento que se esta analizando, lo que considerariamos una
respuesta matematicamente correcta, las razones por las que su pensamiento matematico les
indico que esa era la respuesta (Cantoral, Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica

Educativa. Estudios sobre construccion social del conocimiento, 2013).

Para la actividad 1, consideramos que existe una forma generalizada de pensamiento

variacional, demostrada por los propios estudiantes con el uso de cddigos y argumentos
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variacionales similares que les permitid dar respuesta a los apartados, demostrando que, para
este tipo de actividad, en ambas poblaciones resultd sencillo, pues se estaba en presencia de
un andlisis de comportamiento lineal y pudieron usar expresiones que son de utilidad en su
cotidianeidad. Es impresionante ver la misma situacion en paises diferentes, en salones de
clases distintos, los estudiantes utilizaban las mismas estrategias, medir con la regla en la
pantalla para establecerse una unidad de medida, o con otras estrategias que podriamos ver

en ambos paises.

Surge la duda con respecto a un porcentaje de estudiantes cubanos que no brindaron
argumentos variacionales para complementar su seleccion en el apartado 2. Consideramos

que, en esta actividad, se muestran mas similitudes que diferencias en ambas poblaciones.

Para la actividad 2, donde los estudiantes iniciaban el paso del analisis del comportamiento
lineal al no lineal, se vio la similitud en el trabajo de ambas poblaciones, utilizando en ambos
casos argumentos variacionales que demuestran un desarrollo del pensamiento variacional y
muy parecidos entre si, pero ya el paso al apartado 2, marcd una diferencia entre las
poblaciones de estudiantes, donde destacaron con sus estrategias y graficos los mexicanos,
pues, aungue los cubanos contaron con un porcentaje alto de uso de estrategias y argumentos
para dar respuesta al apartado 2, también se encontraron estudiantes que graficaron sin
sentido alguno o sin argumento variacional o dejaron la pregunta en blanco. La situacion
empeor0 para el apartado 3, donde solamente el 20% de los estudiantes cubanos brindaron
una respuesta que mostrara un pensamiento variacional, el resto se vio reflejado en el grupo
de los que respondieron sin estrategias o0 argumentos variacionales o dejaron la pregunta en

blanco.

En esta actividad, ya iniciamos el reporte de las diferencias que existen entre ambas
poblaciones, fundamentalmente en el paso de la informacion que se brinda a construir una
gréfica, habilidad que en el Plan de estudios de la carrera de la Universidad de Camagtiey no

se tiene en cuenta.

En las actividades 3 y 4, se inicia la diferencia en el trabajo de los estudiantes de ambas
poblaciones, demostrando las dificultades que presentan los estudiantes cubanos, no solo en
la construccion de las graficas con el apoyo visual, sino también, la dificultad para interpretar

y obtener informacion de dichas gréaficas. Ya se evidencié en epigrafes pasados, las
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estrategias que utilizaron algunos estudiantes, muy pocos demostrando uso de pensamiento
variacional, ya que intentaban relacionar las graficas con expresiones analiticas conocidas
por ellos para aplicarles las reglas de derivacion y obtener un resultado. En ambos paises,
solamente 4 (México) y 2 (Cuba), utilizaron estrategias variaciones como la comparacion del
angulo y la pendiente de la recta tangente en la actividad 3 y como apoyo también en la
actividad 4 para luego utilizar frases que nos indicaran que si tenia presente argumentos
variacionales con frases como “pendiente parece menos positiva”, “crece con mayor

29 <¢

rapidez”, “mas angosto”, etc.

De estas dos actividades, podemos ir sacando conclusiones con respecto a las diferencias y

similitudes de ambas poblaciones.

Los estudiantes de la carrera de Bionica de la UPIITA — IPN, al igual que los estudiantes de
la Universidad de Camaguey, presentan problemas con el analisis de graficas si se esta
trabajando con graficas de derivadas de orden superior, pero ya como diferencia, la poblacion
de estudiantes cubanos demostré un mayor problema con la interpretacion de la informaciéon

proveniente de las gréficas, ya sea de la funcion o de cualquiera de sus derivadas.

Continuaremos viendo las otras actividades, donde también podremos ver diferencias y

similitudes de estas poblaciones para poder llegar a lo que lo causa segun nuestro criterio.

De la actividad 5, podemos ver gue los estudiantes de ambas poblaciones, en su mayoria,
decidieron no analizar los datos directamente de la tabla, sino pasarlos a una grafica, de la
cual ya podemos ir analizando que dentro de sus estrategias se encontraron conceptos

aprendidos memoristicamente pero que no les representa un significado.

Luego de visto este andlisis, notamos que en ambas poblaciones tienen la necesidad de
apoyarse con la construccién de una grafica o si lo hacen directamente de la tabla, se apoyan
en formulas de la cinematica lo que los acerca mas al teorema factual ya comentado, donde
ellos consideran que si s =0 - v =0 — a = 0. Para este caso, destacan los estudiantes

cubanos, demostrando que utilizan las reglas de derivacion sin significado alguno.

Como se reporta en Cantoral (2013), y se demuestra también en esta actividad, a partir del
apartado 2, donde se da inicio al andlisis de las derivadas de orden superior, ambas

poblaciones de estudiantes, en su mayoria, no utilizan estrategias variacionales que nos
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permitan ver el desarrollo de un pensamiento variacional y asi lo demuestra la tabla con los
porcentajes del apartado 3, donde se inicia también el trabajo con la tercera derivada y se

demuestra la falta, de ambas poblaciones, de herramientas y estrategias para tratar este tema.

De la actividad 6, un gran porcentaje de la poblacion de estudiantes de ambos paises realizan
lo reportado en Marcolini (2003, pag. 185), seleccionar la curva original y su primera
derivada basandose en que su punto de partida fuera el origen, o sea (0, 0), y esto debido al
teorema factual que al partir de cero las = 0 - v = 0, determinan esta como su estrategia

para determinar las curvas correspondientes.

En el apartado 3 de esta actividad, se muestra que la mayoria de los estudiantes cubanos no
respondieron ante la solicitud de brindar las caracteristicas que utilizaron para la
determinacion de las curvas, lo que me lleva a pensar, y como lo vivi como maestra, y es que
estos alumnos estan acostumbrados a partir de una expresion algebraica analizar las curvas

que surgen y las caracteristicas que surgen, pero no directamente desde una misma grafica.

Al pensar la derivada, solo como un proceso algebraico que necesita de propiedades y reglas
para su uso, los estudiantes no encuentran una correspondencia entre lo que hallan al derivar
una funcion, dada en forma analitica, y el trabajo que supone reconocer estas graficas
(Marcolini, 2003), ya que estan acostumbrados a un proceso mecanico en sentido opuesto,

como lo ya comentado, tener la expresion algebraica e ir derivando.

En la actividad 7, vimos similitudes en las respuestas por estrategias, en el apartado 1,
porcentajes semejantes de estudiantes de ambas poblaciones que seleccionaron el intervalo
donde va marcha atras la locomotora, o sea, donde cambia el sentido. Lo mismo pasa para
los estudiantes que seleccionaron que el intervalo de tiempo en el que va marcha atras es que
esta por debajo del eje de las x. En ambos casos y en ambas poblaciones, la seleccion de los
intervalos no vino acompafiada de una explicacion que pudiera mostrar el uso de una
estrategia variacional que apoyara la seleccion y la misma situacion pas6 en los otros
apartaos, donde la seleccién de los intervalos, en un porcentaje elevado fue al azar, sin
justificacion que mostrara el uso de argumentos variacionales que demostraran el uso de

estrategias variacionales.
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Dentro de las estrategias que utilizaron los estudiantes, destaca el trabajo con el concepto de
las magnitudes fisicas que se estan analizando s(t), v(t), a(t)y a causa de esto, parte de las

estrategias que utilizan los estudiantes, pero sin significado y sin demostracion variacional,

N

es el uso de las formulas méas conocidas por ellas que relacionan estas magnitudes: v = e

v
a=-.
t

Como consecuencia a todo lo planteado, vemos que, en los primeros apartados, el porcentaje
es similar en todas las variantes para ambos paises, 1o mismo pasa con el apartado dos,
demostrando que, para el trabajo con la funcién original y su primera derivada desde un
analisis gréafico, las similitudes son mayores. La situacion se invierte cuando pasamos al
analisis de la segunda y tercera derivada, donde los porcentajes aumentan hacia las estrategias
que demuestran el no manejo de estrategias variacionales que permitieran analizar a

profundidad la grafica.

Destaca la tabla del apartado cuatro, donde se esté& analizando la tercera derivada y en ambas
poblaciones de estudiantes, s6lo dos (0 sea, un cubano y un mexicano) realizé un analisis
variacional en dependencia de los resultados que obtuvo de los apartados anteriores,

considerando los cambios en la segunda derivada y qué ocurriria en la tercera.

Como habiamos comentado con anterioridad, la actividad 8 se coloc6 en esa posicién para
que fuera el cierre de la situacion con el objetivo de comprobar todo lo que se hubiera visto
en la situacion y compararlo también con lo reportado en el libro de la TSME, (Cantoral,
Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa. Estudios sobre construccion social
del conocimiento, 2013), pero los resultados fueron los mismos. Los estudiantes inician con
intervalos correctos al trabajar con los signos de la funcién y la primera derivada. A partir
del analisis del signo de la segunda derivada se demuestra la dificultad, pues colocan
intervalos sin justificacion alguna que demuestre el uso de una estrategia variacional y ya en
el analisis de la tercera derivada, el porcentaje total esta en las respuestas en blanco en ambos

paises.

Este analisis lo realizamos apoyandonos en los porcentajes de la poblacion estudiantil
mexicana, pues ya se habia comentado con anterioridad, que considerabamos que, en esta

actividad, por ser la ultima y por todos los incidentes ocurrido, si se vio opacado el trabajo
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por la desmotivacion, por lo que la mayoria dejé en blanco las respuestas, pero con lo que
hemos visto hasta el momento del resto de las actividades, podemos concluir que la situacion

de ambas poblaciones seria similar.

Luego de analizadas todas las actividades con sus apartados, viendo el desarrollo de los
estudiantes de ambos paises, y las diferencias y similitudes marcadas que mostramos en la

siguiente tabla, una sintesis de todo lo tratado:

México Cuba

En ambos el trabajo demuestra similitudes con respecto a
las estrategias que utilizan para dar respuesta a las
. actividades, haciendo hincapié en la seleccion correcta de
Actividad 1 ) ] _ N
las variables que se analizan que cambian y utilizando
estrategias variacionales como estimacion, comparacion o

seriacion.

Al igual que en la actividad anterior, se muestran
similitudes en las respuestas. En ambas poblaciones
utilizaron frases que demuestran un analisis variacional
donde esta presente el cambio. No presentaron mayores
problemas para bosquejar en una gréafica el

Actividad 2 comportamiento del llenado de los recipientes.

En esta actividad es donde se mostraron por primera vez
las diferencias que podrian existir y se presento en el
apartado 3 al bosquejar la grafica donde se muestra el

comportamiento de la razon de cambio de las variables

que se analizan.
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Para la poblacion de
estudiantes mexicanos, fue
muy sencilla esta actividad

y el mayor porcentaje se
encuentra en el uso de
estrategias variacionales

como comparacion y

estimacion.

Para los estudiantes
cubanos, este fue el inicio
de las diferencias
presentadas, pues el 84% de
la poblacion bosquejo
graficos que no tenian
sentido para ellos ni brindo
argumentos variacionales
que demostraran el
desarrollo del pensamiento

variacional

Actividad 3

Esta actividad, inician las similitudes, pero en cuanto a la

dificultad que mostraron ambas poblaciones para el

analisis e interpretacion de las graficas que se les brindd,

aunque reconocemos que los estudiantes cubanos fueron

los que presentaron mayores dificultades, con el 79.5%

aproximadamente de respuestas que no evidenciaban uso

de estrategias variacionales o dejaron la pregunta en

blanco.

Actividad 4

Con el mismo comportamiento de la actividad pasada, en

esta ocasion, ambas poblaciones demostraron dificultades

en el andlisis de la grafica brindada para que obtuvieran

informacidn con respecto a la segunda derivada. Para los

estudiantes mexicanos el 77% y para los estudiantes

cubanos el 90% dieron respuestas al azar o usaron

estrategias que no se podrian considerar variacionales.

Dentro de este mismo porcentaje, también dejaron la

pregunta en blanco algunos.
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Capitulo 3. Analisis de resultados

Actividad 5

En esta actividad, ambas poblaciones presentaron
dificultades en sus apartados, demostrando la dificultad de
analizar el cambio que ocurre entre las variables desde una
tabla con valores numéricos. Igual nimero de estudiantes

de ambos paises bosquejaron una gréfica para apoyarse,
pero a la vez para demostrar el uso de conceptos
aprendidos de memoria que pueden obtener de las
gréficas. En el apartado 3, ambas poblaciones de
estudiantes, o brindaron argumentos no variacionales o
dejaron la pregunta en blanco, demostrando que, para
todos, el trabajo con la derivada de tercer orden se

dificulta o no tienen argumentos para tratarla.

Actividad 6

Como ya hemos visto, en las actividades donde la tarea es
obtener la informacion de un gréafico, ambas poblaciones
de estudiantes demuestran dificultades, como mismo en

esta actividad, donde en los tres apartados, el mayor
porcentaje de respuestas no demuestran el uso de
estrategias 0 argumentos variacionales, ya sea al
seleccionar la grafica de s(t) y sus derivadas, asi como
determinar los intervalos donde la tercera derivada es
positiva, demostrando nuevamente que no tienen un
significado real para la estrategia del andlisis del signo de
la pendiente. En el apartado tres, sorprendid, que el 68%

de los estudiantes cubanos dejaron la pregunta en blanco.

Actividad 7

En esta actividad, en los primeros dos apartados, se
pueden ver las semejanzas en el uso de estrategias
variacionales de los estudiantes, demostrando la facilidad
del analisis para la funcién y su primera derivada a través

del signo de la pendiente. Ya en los apartados tres y
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cuatro, al tener que tratar con la segunda y tercera derivada
se demuestra que los estudiantes no tienen un significado
para tratar este orden de variacion y especificamente en el
apartado cuatro, el 68% de los estudiantes de Cuba, lo

dejaron en blanco.

La actividad cierre, tenia como objetivo, buscar la
posibilidad que, frente a un contexto diferente, tanto
poblacional como en actualidad, se presentaran estrategias

Actividad 8 variacionales que demostraran el trabajo con la tercera
variacion, pero los resultados coincidieron con lo ya
reportado en el 2013: los estudiantes no tienen estrategias

ni significado real para la tercera variacion.
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Capitulo 4. Conclusiones

En el trayecto de toda la investigacion, partimos de plantearnos una problematica vigente en
el grupo de Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV) relacionado a la busqueda de
similitudes y/o diferencias en el desarrollo del pensamiento variacional a través del uso de
estrategias variacionales por parte de estudiantes de diferentes poblaciones. Realizamos un
analisis de las investigaciones desarrolladas hasta el momento, que nos permitio elaborar una

situacion didactica que aplicamos a estudiantes de Ingenieria de México y Cuba.

De la aplicacion de la situacion didactica, pudimos obtener datos de los cuales analizamos la
presencia 0 no de estrategias variacionales que nos permitieran concluir sobre la presencia o
no de un pensamiento variacional, apoyandonos en el sistema de referencia planteado en
(Caballero, 2016).

Todo lo planteado anteriormente, se realizd con el objetivo de determinar si existian
similitudes o diferencias en cuanto a las estrategias variacionales desarrolladas por lo
estudiantes de los diferentes paises y si se consideraria que estas eran causadas por el

curriculo matematico o por un pensamiento variacional generalizado socialmente.

Luego de analizadas todas las respuestas de los estudiantes de ambas poblaciones a las
actividades propuestas, ver las similitudes y diferencias, pudimos llegar a algunas

conclusiones parciales:

v Ambas poblaciones demostraron el usar estrategias variacionales al tener informacion
visual como en el llenado de recipientes, donde establecieron su unidad de medida
para predecir el tiempo que demoraria en llenarse el recipiente. Consideramos que,
en esta situacion, a ambas poblaciones se les facilito el analisis por ser una situacion
que relacionan con su diario y estan familiarizados, lo que no pasa cuando se realiza
un cambio de registro, hacia las graficas.

v’ Existen mas semejanzas en las dificultades que presentaron los estudiantes de ambas
poblaciones que diferencias.

v Los estudiantes cubanos demostraron mayor dificultad en la interpretacion de los

gréaficos para obtener informacion.
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v Ambas poblaciones presentaron dificultades para analizar el cambio directamente de
una tabla con valores numéricos, por lo que pasaron la informacion a un método
conocido por ellos para asi poder aplicar los conceptos aprendidos memoristicamente
sin significados.

v Se mantienen los problemas en ambas poblaciones (aunque ya se coment6 que los
estudiantes cubanos con mayor fuerza) para analizar gréficas de donde sacarén la

informacion necesaria.

También consideramos que esta presente en todos los estudiantes un pensamiento variacional
socioculturalmente independiente de cada poblacion, pues las mismas practicas que se
desarrollan como humanos, contintan necesitando de la prediccion para poder anticiparse a
las diferentes situaciones que se le presenten. En el caso del llenado del recipiente, lo ven, en
sus culturas completamente diferentes cuando llenan un vaso y deben predecir mas o0 menos
cuando deben retirarlo para que no se les bote. Situaciones asi, sin una explicacién

matematica, fueron las presentadas en esta serie de actividades.

Con todo el anélisis presentado, consideramos que la causa mayor por la que existen todos
estos problemas mencionados es debido al curriculo matematico, que como se comenté al
inicio en ambos paises, en la Universidad, se le dedica un solo semestre. Continuamos
considerandolo asi fundamentalmente para Cuba, pues es en el inicio de sus estudios de la
carrera donde ve por primera vez todos los temas referidos a Calculo Diferencial e Integral,
asegurando que tenga la préactica de utilizar las reglas de derivacion, pero no asegurando que
puedan obtener informacién referente a lo que cambia, como y por qué cambia, en cualquier

ambiente o contexto.

Para llegar a esta conclusion disefiamos una situacion didactica que permitiera la generacion
de un pensamiento variacional por parte de los estudiantes y que este desarrollo quedara
evidenciado con respecto al uso de estrategias reflejadas en la siguiente tabla:

Actividades Estrategias (Pistas variacionales)

Seleccion de variables a analizar
Actividad 1 altura/tiempo, establecer unidad de medida

para comparar estados y predecir tiempo de
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llenado y con esto poder determinar la
grafica que cumple con lo que analiz6 con

anterioridad.

Actividad 2

Seleccion de variables a analizar
altura/tiempo, establecer unidades de
referencia entre los recipientes para poder
compararlos utilizando frases que
demuestren el analisis del cambio en estos,
como las ya reportadas en los capitulos
pasados. Realizar gréficas que
primeramente demuestren el
comportamiento del llenado de ambos
recipientes y luego, grafica donde se vea el

comportamiento del cambio.

Actividad 3

Comparar angulos resultantes de la recta
tangente con el eje X. Comparar pendientes
de las rectas tangentes. Analizar puntos en
la vecindad del punto analizado para

comparar sus valores.

Actividad 4

Segun (Caballero, 2016), analizar las
alturas de las gréficas, las pendientes de las
rectas tangentes a la curva, la forma de la

grafica.

Actividad 5

Analizar cambio de signo de los valores
numéricos de la tabla para analizar
primeramente la monotonia. De los

resultados del cambio, analizar nuevamente
los signos para determinar concavidad. Del

segundo cambio, analizar comportamiento
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y signos para analizar el cambio del

cambio con los valores.

Anélisis de las caracteristicas de las
funciones, puntos maximos de funciones
Actividad 6 que coincidan con valor cero de su

derivada. Pendientes de las rectas

tangentes.
o Considerar signos de la funcion,
Actividad 7 ] ) _
monotonia, concavidad, cambios.
o Considerar signos de la funcion,
Actividad 8

monotonia, concavidad, cambios.

Con lo mostrado en la tabla, podemos concluir que la situacion didactica disefiada, es
generadora de pensamiento variacional, por el orden de las actividades, partiendo del analisis
de un comportamiento lineal para luego pasar al analisis de comportamientos no lineales y
que para esto fue necesario utilizar todos los argumentos y estrategias variacionales

reportadas, coincidiendo con el sistema de referencias planteado en (Caballero, 2016).

Como otro aporte de nuestra investigacion, considerando y concluyendo nuevamente que, a
nuestro criterio, es el curriculo matematico el causante de las dificultades presentadas en las
respuestas de los estudiantes de ambas naciones, podemos influir dentro de este apoyando a
los maestros que podrian desarrollar de igual manera situaciones que generen pensamiento

variacional siempre y cuando puedan demostrar el uso de las estrategias reportadas.

Como cierre, al igual que en la actividad 8 de (Cantoral, 2013), cierre de la situacion
didactica, podemos reportar que en la actualidad se mantiene la dificultad del trabajo con el
orden de variacion tres, o sea, el cambio del cambio. Los estudiantes no le asignan un
significado a lo que trabajan, ya que, en materias como Matematicas, Fisica, Quimica, etc.
se llega hasta el analisis de la segunda variacion, por lo que, si no lo vemos en el colegio, ya

sea en México o Cuba, podemos considerar que fisiologica y culturalmente no somos capaces
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de analizar un orden de variacion mayor a dos, de asignarle un significado que nos permita
profundizar en el desarrollo del pensamiento variacional.

Como todo trabajo de investigacion, tiene sus posibles mejoras y cambios que se pueden

tomar en cuenta en proximas investigaciones:

v Continuar innovando con el uso de TICs en la TSME desde el enfoque del PyLV.

Aplicar las actividades (adaptandolas a contextos especificos) a otras poblaciones para lograr

una comparacion mas detallada generadora de pensamiento variacional.
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Anexos

Anexo 1

Sistema de habilidades de la Disciplina Matematica, Plan D Carrera Ingenieria Eléctrica

o Caracterizar las funciones elementales bésicas y realizar transformaciones sencillas en
sus respectivos graficos. Auxiliarse del DERIVE para los casos necesarios.

o Interpretar el concepto de funcidn, sus variantes concretas, asi como reconocer la
existencia de una funcion.

o Interpretar el concepto de limite de una funcion en un punto, asi como el limite infinito
de funciones reales de variable real.

o Caracterizar el concepto de continuidad y clasificar las discontinuidades de funciones
reales de variable real.

o Calcular limites de funciones utilizando las propiedades de los limites, la continuidad
y la regla de L’Hopital.

o Caracterizar e interpretar los conceptos de derivada en un punto y funcion derivada.

o Obtener derivadas ordinarias de cualquier orden, empleando las reglas de derivacion,
la regla de la cadena y la definicion correspondiente. Auxiliarse del DERIVE para los
Ccasos necesarios.

o Interpretar la antiderivada como operacion inversa de la derivacion.

o Identificar la ecuacion diferencial de primer orden y primer grado de variables
separables y resolver casos sencillos, a partir de la articulacion con Fisica.

o Modelar y resolver problemas fisicos, geométricos o vinculados con la carrera,
utilizando derivadas, Auxiliarse del DERIVE para los casos necesarios.

o Resolver problemas en gque sea conveniente la linealizacién de una funcion, aplicando
el concepto de diferencial de funciones de una variable real

o Modelar y resolver problemas de optimizacion.

o Obtener raices de ecuaciones aplicando resultados del calculo diferencial de funciones
de una variable real.

o Analizar el comportamiento de funciones reales de una variable aplicando los métodos
del calculo diferencial. Auxiliarse del DERIVE para los casos necesarios.

o Identificar las funciones implicitas definidas por una ecuacion y calcular sus derivadas.

o Analizar, explicar y deducir propiedades de funciones utilizando los conceptos y
teoremas fundamentales del calculo diferencial de funciones de una variable real.

o Interpretar la integral indefinida como operacion inversa de la derivacion.
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ANexos

Calcular integrales indefinidas utilizando: métodos de integracion, tabla de integrales
y DERIVE.

Caracterizar, interpretar e identificar el concepto de integral definida, asi como sus
propiedades.

Calcular integrales definidas utilizando los teoremas fundamentales del Calculo
Integral y métodos aproximados con interpretacion geométrica sencilla.

Calcular integrales definidas mediante el empleo del asistente matematico.
Identificar el concepto de integral impropia.

Calcular integrales impropias.

Caracterizar el concepto de curva e identificar las diferentes formas de representarla.

Representar curvas dadas en forma paramétrica o vectorial empleando las
potencialidades que brinda DERIVE.

Interpretar el concepto de vector tangente a una curva, asi como obtenerlo
Obtener derivadas y calcular integrales de funciones vectoriales de una variable real.

Interpretar fisicamente el concepto de derivada de una funcion vectorial de variable
real y aplicarlo en la determinacién de la velocidad y la aceleracidn de un cuerpo.

Modelar y resolver problemas geométricos, fisicos y/o vinculados con la carrera
utilizando los conceptos, teoremas y propiedades del Célculo integral, seleccionando
el modelo de integral adecuado y aplicando los procedimientos de calculo relacionados
con el mismo, a partir de determinar si el problema se corresponde con algin modelo
que responda a la integral y si es asi plantear y calcular las integrales correspondientes
mediante el empleo o no de algln asistente matematico.

Interpretar el concepto de funcion de varias variables y su representacion gréfica en los
casos posibles.

Interpretar los conceptos de limite y continuidad en funciones de varias variables

Calcular limites y limites por caminos, utilizando la regla de L’Hopital, las propiedades
de los limites y la continuidad.

Caracterizar e interpretar los conceptos de derivada parcial, derivada direccional y
gradiente.

Obtener derivadas parciales de cualquier orden, empleando las reglas de derivacion, la
regla de la cadena y la definicion correspondiente. Auxiliarse del DERIVE para los
casos necesarios.

Obtener el gradiente y la derivada direccional de una funcion. Auxiliarse del DERIVE
para los casos necesarios.

Modelar y resolver problemas fisicos, geométricos o vinculados con la carrera,
utilizando derivadas parciales, derivadas direccionales o gradientes. Auxiliarse del
DERIVE para los casos necesarios.
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Resolver problemas en que sea conveniente la linealizacion de una funcién, aplicando
el concepto de diferencial de funciones de varias variables.

Determinar extremos de funciones de dos variables.

Modelar y resolver problemas de optimizaciébn con funciones objetivo de varias
variables.

Identificar las funciones implicitas definidas por una o varias ecuaciones y calcular sus
derivadas.

Analizar, explicar y deducir propiedades de funciones utilizando los conceptos y
teoremas fundamentales del célculo diferencial de funciones de varias variables.

Construir solidos expresados en diversas formas y dibujar sus proyecciones.

Caracterizar los conceptos y las propiedades de las integrales dobles, triples, de linea 'y
de superficie.

Interpretar geométrica y/o fisicamente los teoremas de Green, divergencia y Stokes, asi
COmo Sus consecuencias.

Calcular integrales dobles, triples, de linea y de superficies sencillas utilizando una
transformacion de coordenadas (polares, cilindricas o esféricas) y/o teorema de Green,
divergencia y Stokes en los casos que resulte conveniente.

Resolver problemas sencillos de indole geométrica, fisica y/o técnica seleccionando el
modelo integral adecuado y aplicando los conceptos, teoremas, propiedades y métodos
del calculo integral multivariado.
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