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Resumen

El objetivo de esta investigacion fue observar el desarrollo del uso de las gréaficas de
la elipse, en la puesta en escena del disefio El Taller de Arquimedes, realizada en
Cinvesnifios 2010 y en la Tercera Semana de las ciencias en el plantel Ignacio
Manuel Altamirano del Instituto de Educaciéon Media Superior del Distrito Federal.
Dicho taller consisti6 en actividades basadas en una epistemologia de la elipse
centrada en la practica social de la modelacién, dentro del marco de la aproximacion
socioepistemoldgica. Las gréficas del movimiento de un artefacto, conocido como
tramoya de Arquimedes, trammel of Archimedes (Apostol y Mnatsakanian, 2009), se
convirtieron en modelos para construir conocimiento sobre la elipse, teniendo como
marco de referencia el uso de las graficas en el bachillerato (Cen, 2006). La mayoria
de los participantes descubrieron las relaciones entre las caracteristicas del artefacto
y los elementos de la curva, y lograron ajustar las dimensiones del artefacto para que
trazara una grafica con caracteristicas deseables. También modificaron el
movimiento frente a un sensor para obtener un cierto comportamiento de las gréficas
generadas por un dispositivo transductor. El descubrimiento, los ajustes y las
modificaciones fueron formuladas, por los participantes, en un contexto de

justificacion funcional segun los usos de las graficas en la situacidon especifica.



Abstract

The objective of this investigation was to observe the development of the use of
graphs of the ellipse in the staging design Archimedes Workshop, held in Cinvesniiios
2010 and in Third Week of Sciences on the campus Ignacio Manuel Altamirano of the
Institute Upper Secondary Education in Mexico City. The workshop consisted of
activities based on an ellipse epistemology centered on the social practice of
modeling within the framework of the Socioepistemology. In it, the graphs of the
movement of a device known as the Trammel of Archimedes (Apostol &
Mnatsakanian, 2009), became models to build understanding of the ellipse, with the
framework based in the use of graphs in high school (Cen, 2006). Most participants
found the relationship between device characteristics and the elements of the curve,
and managed to adjust the dimensions of the device to draw a graph with desirable
characteristics. They also modified the movement in front of a sensor to obtain a
certain behavior of the graphs generated by a transducer device. The discovery,
adjustments and modifications were made, by participants, in a context of functional
justification according to the use of the graphics in the specific situation.



Introduccion

Esta investigacion trata del desarrollo del uso de las graficas de la elipse. Las cuales
surgen al accionarse la tramoya de Arquimedes, utilizada como elipsografo, en el
disefio El Taller de Arquimedes. La modelacion de la elipse, como produccion de
conocimiento, es instalada como eje didactico en un disefio donde se retoma el uso
comportamiento geométrico reportado por Cen (2006). La forma es la variacion de

parametros, el funcionamiento es el comportamiento tendencial.

El primer capitulo de este trabajo inicia con el planteamiento de la problematica
fundamental de la Mateméatica Educativa: la confrontacion entre la obra matematica y
la matematica escolar. En seguida se discute la problematica del discurso escolar de
las graficas y, en particular, la de la elipse, en el nivel medio superior. ContinGia con
un estado del arte de algunas investigaciones al respecto, en el marco de diversas
aproximaciones tedricas dentro de la Matematica Educativa, donde se estudia el
papel que juegan las gréficas generadas con tecnologia en la construccion del
conocimiento. Finaliza con precisiones sobre la naturaleza de lo realizado en esta
investigacion. En el Capitulo 2 se justifica la eleccion de la aproximacion
socioepistemologica como marco tedrico de esta investigacién, pues se explica como
responde a la problemética planteada en el primer capitulo, mediante disefios donde
los ejes didacticos son las practicas sociales como la modelacion y la prediccion, las
cuales generan usos del conocimiento matematico, que sirven como marco de
referencia para la construccién organica de conocimiento. El Capitulo 3 trata del
disefio El Taller de Arquimedes, a la luz del marco tedrico socioepistemoldgico,
precisando lo que se espera que generen los participantes en cada una de las tres
actividades del taller. El capitulo 4 presenta los resultados de la puesta en escena en
dos contextos extracurriculares. Finalmente, el Capitulo 5 contiene las conclusiones
de esta investigacion sobre el uso de la grafica de la elipse en el discurso
matematico escolar del Nivel Medio Superior, un apartado de futuros avances y una
reflexion sobre la orientacidbn que deberia tener la investigacion en matematica

educativa a realizarse por los docentes del IEMS.



Capitulo 1

Antecedentes



1.1 Laproblematica

1.1.1 La confrontacion entre la obra matematica y la matematica escolar. El objeto
de estudio de la Matematica Educativa.
La obra matematica es un edificio construido por la humanidad a lo largo de miles de
afos. Es una estructura de elementos técnicos, tecnoldgicos y tedricos, desarrollada
en ambientes no escolares, como respuesta a las necesidades e inquietudes
humanas. Cabe subrayar su naturaleza dinamica. “Se puede concebir como una
organizacion estatica y determinada de antemano, sin embargo, se prefiere
interpretarla en forma dindmica. Las técnicas generan nuevos problemas y apelan a
nuevos resultados tecnoldgicos que, a su vez permiten desarrollar técnicas ya
establecidas, asi como abordar y plantear nuevas cuestiones.” (Cordero, 2001, p.
103). En su presentacion formal, la obra matemética presenta conceptos definidos en
forma explicita, en secuencias ldgicas, con un lenguaje de objetos matematicos,
intencionalmente desligados de la actividad humana que los produjo, para hacerlos

mas abstractos y de mayor generalidad.

Todos los dias, en los salones de clase, la mateméatica escolar se confronta con la
obra matematica, al interpretar y reorganizar el conocimiento matematico con fines
didacticos. La Matematica Educativa asume como objeto de estudio el fendmeno que
surge de tal confrontacién. Hasta hace algunos afios, por matematica escolar se
hacia referencia a la matematica ensefiada en las escuelas. Pero en la actualidad la
Matematica Educativa ha precisado su naturaleza, y el término matematica escolar
hace referencia a un conocimiento desprendido de la obra matematica con

necesidades propias.

La Matematica Educativa, como campo de conocimiento, es un conjunto de
paradigmas teoricos que identifican y explican, cada uno de acuerdo a sus premisas
y conceptos, lo que ocurre cuando la obra matematica es llevada a la escuela con
intenciones didacticas. Cada marco tedrico se distingue por su concepcion acerca del
conocimiento y por su naturaleza. Existen aproximaciones cognitivas, psicoldgicas,

semiodticas, antropologicas, socioculturales, entre otras. De acuerdo a su propia



plataforma tedrica, los mateméticos educativos disefian actividades o secuencias
didacticas para favorecer el aprendizaje, las cuales de manera sistemética son
probadas en aula. En ese sentido, la investigacion en Matematica Educativa esta

estrechamente vinculada a la escuela.

Dentro de la Matematica Educativa la mayoria de los modelos tedricos consideran “a
las representaciones como un reflejo de la realidad o una verbalizacién de nociones
cognitivas y significados preexistentes.” (Cordero, 2001, p. 105). Y presentan los
conceptos matematicos de manera abstracta, alejados del cotidiano, justificados en
la matemética misma, dejando de lado su posible ajuste para afrontar situaciones
ajenas al ambiente escolar, es decir, su resignificacion, en el sentido
socioepistemoldgico. Centradas en los objetos matematicos, tales teorias buscan

desarrollar en los estudiantes la habilidad para representar tales objetos.

La problematica se hace mas compleja porque “en la matematica escolar no se
reconocen los mecanismos de construccion ni la organizacién social que sucede en
el aula que, en conjunto, posibilita tales construcciones.” (Cordero, 2001, p. 105). Y a
menudo se olvida que en toda interpretacion de la obra matematica subyace una
concepcion de conocimiento, que incide, de un modo o de otro, en las préacticas
docentes (Cordero, 2007).

En contraposicidon con los marcos centrados en los conceptos, la aproximacion
socioepistemolégica asume “que el conocimiento matematico se construye a través
de practicas sociales” (Cordero, 2006, p. 59). Lo anterior como resultado de estudiar
los usos que las comunidades humanas hacen del conocimiento matematico. Los
estudios de uso han identificado categorias implicitas que generan usos que obligan
la construccién de los objetos matematicos. Dichas categorias, como la prediccion, la
modelacién o la graficacion, son las practicas sociales que conforman los ejes

didacticos para el redisefio socioepistemologico del discurso matematico escolar.

La socioepistemologia “establece una filiacion entre la naturaleza del conocimiento
gue los humanos producen con las actividades mediante las cuales y en razén de las

cuales dichos conocimientos son producidos.” (Cantoral, 2003, p. 1).



1.1.2 El discurso matematico escolar de las gréaficas en el bachillerato.

El concepto Discurso Matematico Escolar (DME) se entiende como “la manifestacion
del conocimiento matematico normado por las creencias de los actores del sistema
didactico de lo que es la ensefianza y de lo que es la matematica.” (Cordero y Flores,
2007, p. 9). En el DME predominante, los primeros cursos de bachillerato estan
conformados por un repertorio de procedimientos y algoritmos provenientes de la
aritmética, del algebra y de la geometria analitica. Pues el modelo de conocimiento
comunmente utilizado en la educacion, centra la atencion en los conceptos
matematicos, limitdndose a entender el conocimiento como algo preexistente a la
experiencia de los grupos humanos. En ese contexto, el papel que juegan las
graficas en el DME del bachillerato, es el de ser representaciones que ilustran el
concepto de funcion. Es decir, que en el mejor de los casos, el papel de la gréafica es
el de ser un instrumento para ayudar a comprender el concepto de funcién. “De
forma tal que se concibe a la matematica escolar como un producto acabado y que

siempre ha existido.” (Cen y Cordero, 2010, p. 1).

Tal planteamiento obscurece los significados situacionales y reduce el aprendizaje a
la representacion de formas matemaéticas preexistentes, por medio del desarrollo de
habilidades cognitivas. Lo cual lleva a que las interpretaciones didacticas del
conocimiento matematico estén centradas en los conceptos u objetos matematicos
en cuestion, y a que el unico marco de referencia sea el propio dominio matematico.
Lo anterior se refleja en los programas curriculares, estructurados a partir de
secuenciaciones logicas de conceptos matematicos, en los libros de texto, en las
bibliografias que los docentes retoman en las aulas, y en la existencia de secuencias
didacticas universales, aparentemente inviolables, “que provocan efectos en las
concepciones de la ensefianza-aprendizaje de la matematica, favoreciendo un
estatus utilitario de ésta, pero no asi funcional donde el conocimiento matematico

transforme una realidad y al participante mismo.” (Cen y Cordero, 2010, p. 1).

Como resultado de lo anterior se ha identificado el privilegio del contexto algebraico
en detrimento del contexto grafico y el olvido del significado situacional de dicho

conocimiento. En la presentacion de las graficas de las funciones algebraicas de

4



primer y segundo grado, la secuencia: recta, parabola, circulo, elipse e hipérbola,

surge de manera légica, de acuerdo a una justificacion razonada.

Cabe destacar el papel que juega la centracion en los objetos matematicos como la
razon de que se favorezca la construccion de conocimiento utilitario en el sistema

educativo, en detrimento de la construccion de conocimiento funcional.

Los aspectos geométricos, en general, y graficos, en particular, tienden a jugar un
papel ilustrativo y no central en la generacién de conocimiento, desde la perspectiva
del andlisis matematico. Al respecto, resulta interesante el siguiente comentario,

proveniente de un libro de célculo avanzado:

‘La importancia cientifica del desarrollo del sistema de numeros reales
(consiste en que) pone una gran cantidad de conocimientos Utiles en forma
limpia, l6gica. También deseamos enfatizar que ese sistema subraya la
analogia entre los numeros reales y los puntos sobres una linea, mas sin
embargo, al mismo tiempo, elimina la dependencia l6gica del analisis sobre la
geometria. Todos los teoremas basicos del calculo, a partir de este momento,
tendran demostraciones aritméticas puras...Sin embargo, tal y como el
estudiante sabe, los diagramas geométricos son valiosos auxiliares cuando se
intenta resolver muchos tipos de problemas. No existe objecion respecto al
uso de tales recursos; en verdad, debe animarse a usarlos. Pero su uso debe
servir como guia y no, si es posible evitarlo, como partes esenciales de un
argumento...confiaremos principalmente en la geometria para nuestra
inspiracion, pero, donde sea posible, evitaremos todo uso esencial de la

geometria en nuestros argumentos.” (Fulks, 1967, p. 28).



1.1.3 Sobre el tratamiento de la elipse en el bachillerato

La elipse aparece formalmente hacia el segundo tercio del Nivel Medio Superior. En
el caso del programa del IPN, se encuentra especificamente en la “Unidad 4.
Secciones conicas” (IPN, 2004, p. 27). En dicha unidad se pretende “que a partir del
analisis geométrico, identifigue sus rasgos caracteristicos, conozca la equivalencia
entre las definiciones bifocal y como secciones de un cono y se familiarice con las
relaciones entre sus elementos, como un antecedente al estudio analitico de estas

curvas.” (pp. 27 y 28).

La definicibn geométrica de la elipse como uno de las posibles intersecciones de un
doble cono recto y un plano, aparece ilustrada por un dibujo en el espacio
tridimensional, donde aparecen las cénicas al variarse la inclinacién del plano. Pero
no tiene desarrollos algebraicos asociados. Esta presentacion de las secciones
conicas es atribuida a Apolonio, quien les asigna su hombre comun: elipse, pardbola

e hipérbola.

En la Unidad 5, con base en la definicion bifocal, se considera de manera analitica el
caso de una elipse centrada en el origen y ejes sobre los ejes del plano cartesiano.
La definicién bifocal de la elipse, como el lugar geométrico de los puntos en el plano
cuya suma de distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es una constante mayor
a la distancia entre los focos, es desarrollada para un punto (x,y) del plano. Se
establecen focos (c, 0), (-c, 0), y la expresion 2a como la constante de la definicion. Y
se deduce la forma ordinaria canénica x*/a®+ y*/b*=1. En la cual son visibles los
parametros a y b, que son identificados como la mitad de las longitudes del eje
mayor y del eje menor de la elipse, respectivamente. El procedimiento para dicho
desarrollo se basa en el empleo del Teorema de Pitdgoras para calcular las
distancias en el plano, y en la manipulacion algebraica de expresiones donde los
parametros a y b son mayores que cero, y que junto con ¢ forman una terna
pitagorica, con a como la hipotenusa. En esos términos la excentricidad es definida
como el cociente c/a. A menudo también se calcula y se obtiene una férmula para

obtener el ancho focal, conocidos los valores de ay b.



Junto al anterior desarrollo, siempre se presenta una elipse en un plano cartesiano.
En ella se ilustran algunos de los elementos de la elipse: focos, vértices, centro, eje
mayor, eje menor y lado recto, ilustrandose la propiedad focal mediante la
presentacion de los radiovectores para un punto especifico sobre la elipse. La grafica

de la elipse aparece para ilustrar el discurso algebraico antes desarrollado.

Y para desarrollar el dominio de lo expuesto, se pide a los estudiantes resolver
ejercicios donde se debe obtener la ecuacion de una elipse con base en su ubicacion
en el plano cartesiano, o en el conocimiento de algunos de sus elementos, como sus
focos, vértices, centro o ejes; y a la inversa, es decir, dada la ecuacién obtener sus
elementos y trazar la elipse en el plano.

La definicién general de cdnicas, como el lugar de los puntos cuya distancia a un
foco es proporcional a su distancia a una recta conocida como directriz, que es
perpendicular al eje mayor (atribuida a Pappus), aparece generalmente en un
segundo momento, en el tratamiento algebraico. Asimismo, es comun que se
presenten ejercicios donde se exploran métodos de construccion de elipses, como el
del jardinero y el de la escalera que se desliza (tramoya de Arquimedes), y donde se
muestran aplicaciones de la elipse en situaciones relativas a la érbita eliptica de la
tierra alrededor del sol, o a la consideracion de cupulas elipticas donde son

conocidos algunos de sus elementos.

En la Unidad 6, se consideran las traslaciones y las rotaciones de las conicas. Se
trata el caso en que el centro de la elipse esta en un punto (h, k), con ejes paralelos a
los ejes del plano cartesiano. Y con un desarrollo algebraico similar al anteriormente
comentado, se obtiene la ecuacidon candnica de la elipse con las caracteristicas
mencionadas (centro en el punto (h, k) y ejes paralelos a los ejes de referencia). A lo
gue siguen ejercicios similares a los anteriores, s6lo que con la elipse centrada en un
punto diferente al origen, lo que lleva a procedimientos algebraicos como completar
cuadrados.

El caso en que los ejes de la elipse coinciden con una rotacion de los ejes del plano

cartesiano, es resuelto mediante el empleo de coordenadas polares y propiedades



trigonométricas. Con lo que algebraicamente se incluye el término cruzado y un

angulo de rotacion.

A partir de considerar por casos las soluciones de la ecuacién general de segundo
grado en dos variables, Ax¥*+Bxy+Cy?+Dx +Ey+F = 0, se encuentran las
relaciones entre los coeficientes que permiten diferenciar las coénicas entre si,
mediante el discriminante B? - 4AC. La elipse es identificada como el caso en que

este discriminante es menor que cero.

El programa del bachillerato del IPN incluye también el desarrollo de la forma
paramétrica y la forma polar de la elipse, en las unidades 7 y 8, respectivamente. En
la seccion de problemas plantea la obtencion de la elipse a partir de cinco puntos
dados, o como el lugar geométrico de los centros de circunferencias tangentes a
otra y que pasa por un punto interior a esta Ultima, y como un caso particular de

hipotrocoide (con R=2r).

La elipse vuelve a aparecer al inicio del tercer afio del bachillerato, al desarrollarse el
calculo diferencial, en el tema relacionado con la obtencion de tangentes a curvas.
Asimismo, al desarrollarse el célculo integral, la elipse es usada para delimitar
regiones a integrar. Como es el caso en la determinacion de regiones relacionadas

con un elipsoide de revolucion.

Cabe mencionar la aportacibn moderna de las esferas de Dandeline, la cual es
mencionada en libros de Geometria Analitica para el bachillerato. Por ejemplo, en

Wooton, Beckenbach y Fleming (1985), y en el libro para el maestro (IPN, 2006).

El tratamiento de Menecmo, a quien se le atribuye el descubrimiento de las cénicas
cuando estudiaba el problema clasico de la duplicacion del cubo (Heath, 1981), no
aparece en el bachillerato. Dicho tratamiento parte de un plano siempre
perpendicular a una generatriz del cono, de manera que las coénicas surgen al
variarse el angulo de apertura de dicho cono. “Incluso Euclides trataba las cénicas
como secciones de los tres diferentes tipos de conos (con angulo recto, agudo y
obtuso)... Como veremos, Apolonio cambi6 este enfoque de las secciones cénicas.”
(Kline, 1972, p. 128).



La elipse puede visualizarse en el universo de graficas de los textos del bachillerato,
en la siguiente tabla elaborada por Cen (2006).

Ejenmplos de gridficas en libros de texto de badliillerato

.
"e s
DR T T T

(Cen 2000

Tabla 1. La elipse en el universo de gréaficas del bachillerato

La elipse aparece también en varios momentos en la asignatura de Fisica, a lo largo
del bachillerato. En el primer afio, al enunciarse las leyes de Kepler, la elipse surge
como el tipo de trayectoria que siguen los planetas alrededor del sol. Y en general las
conicas modelan el movimiento de los cuerpos bajo la accion gravitatoria. En el tema
de Optica, la propiedad de la elipse de tener iguales los angulos de incidencia, explica
porque las ondas sonoras o los rayos de luz que pasan por uno de los focos
convergen en el otro. Dando pie a actividades experimentales en a) estanques

elipticos en los que se deja caer un objeto en uno de los focos; b) en espejos



elipticos donde se coloca una fuente de luz en uno de los focos; c) en habitaciones
con techos elipticos donde en un foco se escucha lo que se dice en el otro.

En el tema movimiento ondulatorio, la elipse es el resultado de la superposicion de
dos movimientos armonicos simples con direcciones perpendiculares; y en ese

sentido es identificada como la figura de Lissajous mas simple.

1.2 Estado del arte

1.2.1 Tres ejemplos del trastocamiento del discurso escolar de la elipse

En el articulo Sobre la geometria sintética y analitica. La elipse y sus construcciones
(Contreras A., Contreras M. y Garcia, 2002), sus autores presentan un recorrido por
las distintas construcciones de la elipse, como una estrategia para facilitar la
transicion entre los métodos sintéticos y analiticos. Entre los métodos sintéticos
presenta el de la tramoya de Arquimedes (aunque no le pone nombre). Con base en
su desarrollo por semejanza de triangulos, deduce las ecuaciones paramétrica y
cartesiana de la elipse, a partir de la identidad trigonométrica (cost)*+ (sent)® = 1.
Finaliza con el caso de la elipse de polarizacién y el papel que juega en la
elipsometria, campo de la Optica que se ocupa de la medida y del estudio de la
polarizacion eliptica de la luz. Lo anterior como parte del estudio del uso de la elipse

en un dominio no matematico.

En el texto El caso de la elipse. Visualizacién en un contexto dindmico (Zubieta,
2008), la actividad invierte la secuencia tradicional en los libros de texto. Inicia con la
construccion de la elipse en un programa de geometria dinamica, a partir de la
homotecia de un circulo. Y con base en argumentos geométricos y aprovechando las
herramientas que ofrece el entorno de cualquier software de geometria dinamica,
muestra la construccién de sus elementos caracteristicos (centro, ejes de simetria,
focos). Dichos conocimientos forman una base de conocimientos, que segun el autor,

pudiera servir, para que los estudiantes conjeturen propiedades intrinsecas a la
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elipse, como la que hace referencia a que todo punto sobre la elipse cumple que la

suma de sus distancias a los focos es una constante.

La Academia Institucional de Matematicas, conformada por Hermenegildo Barrera
Hernandez, Pedro Ortega Cuenca, José Luis Torres Guerrero, Josué J. Téllez Luna y
Betsabé A. Contreras Dominguez, profesores de los Centros de Estudios Cientificos
y Tecnologicos del IPN, mejor conocidos como vocacionales, elaboraron el libro de
Geometria Analitica, texto de matematicas para el segundo afio del Nivel Medio
Superior, IPN (2004).

Dentro de dicho texto, en el tema Lugar Geométrico, desde el marco tedrico de la
Resolucién de problemas, se plantea resolver el problema 28, titulado Un gato
intrépido. En dicho problema el gato funciona como el punto trazador de una tramoya
de Arquimedes convertida en elipségrafo. Es el antecedente mas cercano al disefio
trabajado en esta investigacién, por lo que se presenta en su totalidad, a
continuacion:

“28. Un gato intrépido

Una escalera de 10 peldafios se encuentra recargada sobre un muro liso y
resbala por el peso de un gato. Encuentra el lugar geométrico que describe el
gato, si éste no se mueve del cuarto peldafio desde el extremo que resbala

sobre el piso.” (p. 78).

Y en el Libro para el profesor (IPN, 2006) aparece resuelto, con comentarios y

sugerencias para su desarrollo en clase, y en un software de geometria dinamica.
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“Solucién y Comentario

Este tipo de problemas fortalece la idea de lugar geométrico entendiéndolo
como la estela que deja un punto que se mueve en un plano bajo ciertas
condiciones. Para ir aclarando el sentido que tiene esto, es importante dar
inicio con un plan de solucion, a partir de su aspecto geométrico. Y es posible
iniciar, con la informalidad consecuente, adivinando cual seria el resultado.
La solucion de un problema es una actividad y, en cierta medida, es de gran
ayuda anticiparse al resultado, aunque esté errado, favorece mucho a la
marcacion de caminos que posibilitan a la solucion correcta del problema. La
verificacion que le sigue permite aceptar o rechazar ese primer intento de
solucion.

Este tipo de problemas fortalece la idea de lugar geométrico entendiéndolo
como la estela que deja un punto que se mueve en un plano bajo ciertas
condiciones. Empezamos por suponer que el gato se encuentra no en el
peldafio cuatro, sino justo a la mitad de la longitud de la escalera
(supongamos que la escalera mide 10 m de longitud). Esto es, no buscamos
la solucion inmediata del problema original, sino una variante mas sencilla.
Imaginamos y esbozamos la situacion en términos puramente geomeétricos.
Entre el muro y el piso se tiene un angulo recto, y a continuacién trazamos
varias posiciones que tendria la escalera al girar deslizandose por el muro y
el piso. Es notable ver que los puntos donde debe encontrarse el gatito, al
comienzo y al término del movimiento, son los puntos medios, A y B, de los
segmentos cuando la escalera esta sobre la linea vertical y horizontal. Y
estan a igual distancia del punto O, que es el vértice del angulo recto. Nos
preguntamos ahora si conservara la misma distancia para cualquier punto.
Entonces, esto nos obliga a trazar unos cuantos puntos con sus respectivas
posiciones que tendria la escalera con su movimiento. Si se hace con la
suficiente exactitud, veriamos que todos los puntos estan a igual distancia de
O. Esto es, que la linea que nosotros estamos buscando es un arco de

circunferencia. Ahora solo falta probarlo.
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Dando una mirada a la geometria estudiada en el segundo semestre (y se
recomienda en lo posible resolverlo primero con argumentos puramente
geomeétricos), traza un segmento intermedio, QR, y su punto medio, P,
entonces la distancia de O a P es la mitad de Q a R, e igual a 5, porque
trazando un rectdngulo QORS, el cruce de las diagonales, QR y OS, se
dividen exactamente por la mitad, y tienen la misma longitud, es decir P es el
punto medio de OS. Por lo tanto, OP mide lo mismo que OA y OB. De esta
forma es como demostramos que para cualquier sitio intermedio que tenga
lugar la escalera, su punto medio, P, esta sobre el arco de circunferencia AB,
con centro en O y radio 5.

Por otra parte, es facil convencerse de que cualquier punto P del arco AB
pertenece al lugar geométrico solicitado. Basta con prolongar el segmento
OP hasta PS, tal que OP = PS. Luego trazar las perpendiculares desde S,
SQ y SR, desde esta manera se construye el segmento necesario QR, con P
como el punto medio.

Otra manera de plantear los problemas que involucren movimiento, es la
vision relativa que tiene el movimiento en relacién con otros puntos de vista.
Supon que la escalera esta fija, como si el gato no se percatara de que esta
siendo movido a través del deslizamiento de la escalera, y no tomada en
cuenta el aceleramiento de su movimiento. Entonces, con este punto de
vista, la pared y el piso se mueven conjuntamente y en angulo recto, asi
como se muestra en la figura de abajo.

Ahora recordaras que en la geometria elemental hay un teorema que afirma
que todos los triAngulos rectos con la misma hipotenusa, QR, tienen el
vértice del angulo recto, O, sobre una circunferencia, y que sus distancias al
punto medio de su hipotenusa es siempre la misma.

Después de esta discusion podras plantear una situaciéon general, o si lo
crees conveniente, ver el caso planteado en el enunciado del problema
cuando el gato esta sobre el cuarto peldafio.

Nuevamente podras suponer algunos puntos fijos, por el que se encuentra el

gato, con la exactitud conveniente y ver ahora de que curva se trata. Es
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entonces cuando conviene usar el método de coordenadas para descubrir el
tipo de curva correspondiente.

Considera que en el sistema de coordenadas cartesianas, el eje x esta sobre
el piso y que eje y esta sobre la pared. Ahora supon que el gatito, G, esta a
una distancia a del extremo superior y a una distancia b del extremo inferior.
Y supon que a es mayor que b. Si ¢ = £ ORQ y el gato esta en el punto G(x,
y). Entonces x = acos¢y y = bsen¢. Asi tenemos las ecuaciones con
parametro ¢.

Concluimos que el conjunto de puntos, G, que satisfacen esta ecuacion es
una elipse, con centro en el origen y semiejes mayor y menor, a y b,
respectivamente. Nota que si el gato esta en el centro de la escalera, a="b =
r, se deduce una ecuacion de circunferencia con radio r, por lo que se tiene
otra solucion, de manera analitica, de nuestra discusion previa.

Se puede usar algun paquete de geometria dindmica para hacer un modelo
de la situacion del gato intrépido y ver su trayectoria aprovechando el
caracter dinamico del modelo.

Se escoge un sistema de coordenadas.

Se construye un punto A en uno de los ejes. Se construye un circulo con
centro en A y radio 10 cm para representar la escalera que aparece en el
diagrama que incluye el enunciado del problema.

Se construye la interseccién del circulo con el otro eje para fijar la longitud de
la escalera y poder deslizarla sobre los ejes, como lo exige el modelo.
Construye el punto G, donde se encuentra el gato intrépido, usa la funcion
Trace para que deje un rastro del punto G cuando se mueve la escalera.
Arrastra el pie de la escalera, A, para observar la trayectoria del punto G.

Una vez que se ha identificado el lugar geométrico, conviene representar
algunas de sus propiedades mas caracteristicas. En el caso de la elipse se
puede establecer la suma de las distancias de cada punto a los focos como
una invariante. También se puede establecer la razén de las distancias al
foco y a la directriz como la excentricidad.” (IPN, 2006, pp. 83-86).

Asimismo, también se presenta una ficha didactica y metodoldgica de la actividad:
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“Titulo: Un gato intrépido

1. Experiencia de aprendizaje 1.1 Resolucion de problemas

2. Modalidad de trabajo 2.1 Individual. 2.2 Equipo (parejas). Parejas con
reporte individual

3. Lugar de realizacion 3.1 Salon de clases o 3.2 Aula de computo

4. Herramientas tecnologicas 4.1 Juego de geometria. 4.2 Ambientes
computacionales (Paquete de geometria dinamica)

5. Tiempo 50 minutos

6. Producto 6.1 Reporte de RP

7. Referencias curriculares 7.1 Contenidos. 7.1.1 Conceptuales

1.2.1 Localizar el lugar geométrico de los puntos que satisfacen una ecuacion
o condicion algebraica dada.

1.2.2 Encontrar la ecuacién de una curva o lugar geométrico descrito por
distintos medios, por ejemplo, como el corte de un soélido por un plano
(secciones); por el movimiento de una particula (trayectorias).

4.2 Definicion bifocal de las conicas

4.3 Elementos de una cénica

5.1 Deduccién de las ecuaciones ordinarias de las conicas. 5.2 Problemas y
aplicaciones diversas.

7.1 Coordenadas de un punto que se mueve en una trayectoria curvilinea,
ecuaciones paramétricas del movimiento.

7.1.2 Procedimentales. P2, P3, P4, P9.

7.1.3 Actitudinales. A3, A9, A13. CBEB C1, C2, C3, C7. Estandares NCTM,
E1.3; E2.1; E3.1, E3,3, E3.4; E4.1; E6; E7; E8; E9; E10

8. Representaciones 8.1 Textual.8.5 Geométrica. .2 Algebraica. 8.5
Geométrica

9. Estrategias ‘Haz un dibujo o un diagrama’, ‘Analiza un caso particular, pon
un ejemplo’, “Toma una instantanea’

10. Evaluacion 10.1. Evaluacion del reporte individual incluyendo las
construcciones realizadas pulcramente con juego de geometria o con algun

paquete de geometria dinamica.
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10.2 Evaluacion de la presentacion. Observaciones. En la discusion es
importante aplicar la estrategia de formulacion de problemas ¢ Qué pasaria si
...7 para dar lugar a la identificacion de los patrones y a la formulacion de

conjeturas.” (Libro del profesor, pp. 87-88).

1.2.2 Sobre la socioepistemologia de la modelacion y el uso de las gréaficas

En la investigacion titulada La argumentacion grafica en la transformacion de
funciones cuadréaticas. Una aproximacion socioepistemologica, Campos (2003) hace
un recorte de las funciones cuadréaticas, para dar cuenta, en particular, del caso de la
parabola en el discurso matemético escolar. Presenta diez actividades basadas en el
desarrollo de la situacion de transformacion, donde las formas son la variacion de
parametros y las “operaciones” graficas, y el funcionamiento es la asociacién grafica-
ecuacion, a través de la nocion de comportamiento tendencial, que es el argumento
de la Situacion de Transformacién que plantea, como puede verse en el parrafo a

continuacion:

“Se puso en juego el argumento grafico en la situacién de transformacion de
la pardbola cuando variamos parametros y (los alumnos) predecian el
comportamiento general de la curva, al tratar de dibujar el trazo de nuevas
curvas (suma de rectas con parabolas, composicién de una funcién con la
pardbola y producto de una funcion con la parabola) desde un contexto
puramente grafico, lo cual llevé a que los alumnos reconocieran patrones de
comportamientos en la curvas y a encontrar propiedades intrinsecas a éstas.”
(Campos, 2003, pp. 140 y 141).

Campos da cuenta del papel que juega la nocion de comportamiento tendencial, para
la construccién del conocimiento de lo que ocurre en procesos infinitos, como cuando
uno o mas de los parametros de la ecuacion de la parabola tienden a infinito o a
cero. El que la identificacion de patrones haya conducido a la obtencion de
propiedades intrinsecas a las parabolas, plantea hacer lo mismo para la elipse; es

decir, lograr pasar de la identificaciébn de patrones a la obtencion de propiedades
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intrinsecas invariantes, como la que usualmente define a la elipse por medio de la

suma de las distancias a los focos.

Cabe destacar que Campos identifica un uso histérico para las conicas: “las
secciones conicas entraron en las matematicas antiguas como meétodo de resolucion
de problemas que no admitian resolucion con los métodos del algebra geométrica,
esto es, a través de construcciones con ayuda de la regla y el compas.” (Campos,
2003, p.15).

En el trabajo intitulado La modelacién y las gréficas en situaciones de movimiento
con tecnologia. (Torres, 2004), los estudiantes experimentaron con sensores de
movimiento y la graficacion automética con calculadoras simbolicas.

En la actividad, llamada Epifania, se solicitdé a los estudiantes modelar de manera
gréfica la ida y el regreso de una persona que va a la biblioteca cruzando un patio, y
en el camino de vuelta se detiene unos minutos antes de llegar al punto de partida.
Asimismo se les pidi6 indicar cuando su movimiento era méas rapido o mas lento, o su
aceleracion mayor o menor. Del analisis de estas actividades, Torres identifica tres
usos en la construccion de graficas: el primero mediante la relacion de
correspondencia entre dos variables; el segundo, a través de operaciones graficas vy,
por ultimo, el uso de la graficacién por medio de la simulacion de un fenémeno fisico
empleando tecnologia.

Interesada en “favorecer el desarrollo de una matematica funcional en el sistema
educativo”, Suarez (2008, p. 7) plantea el binomio modelacién-graficacion, como una
socioepistemologia conformada por elementos de pertinencia, de construccion y de
integracion, como resultado del estudio del Tratado de Oresme, en el cual “las figuras
geométricas y las proporciones matematicas ayudan a comprender fendmenos en los
gue se producen cambios de la realidad fisica que pueden estudiarse como cambios
en las cantidades.” (p. 66). Para ella la situacion de modelacién del movimiento “sera
el conjunto de caracteristicas de las tareas y clases de tareas que realizara el
estudiante y que estan condicionadas por los datos epistemoldgicos que aporta la
categoria Modelacion - Graficacion.” (p. 100) Suérez presenta un taller

extracurricular de Modelacion del Movimiento, conformado por cuatro sesiones. Cada
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una de ellas presenta una situacién de variacion especifica, las cuales se citan a
continuacion.
“S1. Sesion 1.- Semana 1. Describir graficamente el descenso de temperatura
de un cuerpo que esta previamente calentado a 30 grasos centigrados y se
retira la fuente de calor.
S2. Sesion 2.- Semana 2. Describir graficamente el movimiento de un balon
gque 1) cae libremente, 2) se tira verticalmente hacia arriba, 3) se tira
verticalmente hacia abajo con rebote.
S3. Sesion 3.- Semana 3. Describir graficamente el movimiento de una
persona que se aleja 500 metros de un punto de partida para regresar a €l
después de 9 minutos de recorrido. Durante el trayecto se detiene cuatro
minutos.
S4. Sesion 4.- Semana 4. Describir graficamente el movimiento de un
elevador de un edificio habitacional a lo largo de un dia.” (Suarez, 2008, pp.
107 y 108).
Cada una de las sesiones se basa en un disefio de situacion de modelacion del
movimiento con tres momentos. En un primer momento, ante una situacién de
variacion como Epifania, los participantes generan en equipo un modelo gréfico a
lapiz y papel. En un segundo momento se les pide realizar la simulacion de la
situacion con ayuda de sensores y calculadoras, y discutir y explicar las diferencias
entre su modelo grafico y las graficas obtenidas en la simulacion. Finalmente, en un
tercer momento, los participantes “usan los argumentos construidos para coordinar el
comportamiento de las graficas con las caracteristicas del movimiento.” (p. 105). Con
lo cual se logra que los participantes identifiguen relaciones entre las graficas de la
posicion y la velocidad, y logren establecer tales relaciones como argumentos para
explicar la variacion en una situacion de cambio.
La investigacion El uso de las graficas desde una perspectiva instrumental (Brisefio,
2008), retoma la mencionada actividad Epifania (Torres, 2004). Del estudio de los
resultados de la puesta en escena de tal disefio, Brisefio encuentra que el uso de las
graficas norma los procesos de instrumentacion e instrumentalizacion (constructos

de la teoria de la Génesis instrumental), mediante los cuales el artefacto se convierte
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gradualmente en instrumento, posibilitando su uso como herramienta para la

construccion de conocimiento. Brisefio concluye que el uso de la tecnologia permitio

a los estudiantes tener una vision global y local, gracias al empleo del comando

zoom. En la siguiente tabla, Brisefio muestra como en el caso de las calculadoras

graficadoras, la graficacion organiza los ambientes numérico, analitico y simbdlico en

los topicos matematicos, y favorece la aparicibon de mas conceptos relacionados y

guia los procedimientos empleados por los estudiantes:

El | Ambiente | Toépico estudiado Hace que emerjan conceptos Guia sus Procedimientos
uso S mateméaticos
CAS
N Comportamiento al | e Limite al infinito de . Interpretacion de los
] infinito de funciones coeficientes de un polinomio
M . Propiedades de los . Aplicacion de
G E funciones polinomios teoremas referente a
R . Derivada polinomios
I . Rango de la funcién . Interpretacion de la
R C tabla de valores de una
o funcion
-- . Operaciones
A A simbdlicas
N . Manejo de distintos
A rangos, redimensionar la
F II_ Construccion de la | o El papel que juegan los . Identificacion de los
T ecuacion coeficientesa,bycen y= parametros a , b y ¢ por
| | ax? +bx+ ¢ ysurelacidbn conla | medio de manipular la
c cuadratica grafica grafica
o . Propiedades de la
c parabola
g . Gréfica de la parabola
| Variacion de | e Maximos y Minimos . Observar patrones de
A M funciones . Intervalos crecientes y las gréficas f(x) y f (x)
B decrecientes . Operaciones
o) . Derivada simbdlicas.
C L . Gréfica de f "(x) . Interpretacion de la
| . El rango de una funcion | tabla de valores de una
C . Factorizacion de funcion
| o funciones
Estudio de la|e La recta tangente a una . Aproximar la gréfica
i . curva de la recta secante a una
o) derivada
. La recta secante a una recta tangente
curva . Operacién mateméatica
N . El Limite de o h
. Pendiente de una recta

Tabla 2. Desarrollo de la matematica con el uso de calculadora. Brisefio (2008).
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Cen (2006) identifica escenarios de la recta, de la funcion trigpnométrica y de la
pardbola, que pueden conformar un marco de referencia del desarrollo del uso de la
gréfica en el bachillerato. En ellos, la grafica de cada curva considerada se desarrolla
como herramienta, al mismo tiempo que las formas hechas por los estudiantes
también se desarrollan. Por ejemplo, en el caso de la recta, el uso distribucion de
puntos establece la forma basica que en el uso comportamiento geométrico da pie a

la construccion de conocimiento sobre la relacion entre los parametros de la
ecuacion y su comportamiento gréfico.

)
Y ——— +3dx=An
\Yrmmren [y a0

v

pmoxta2es2

Tabla 3. Escenario del desarrollo del uso de las graficas de la recta y la parabola

(Cen, 2006).
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Tabla 4. El escenario de la funcion trigopnométrica (Cen, 2006).
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1.3

La investigacion

1.3.1 El estudio del uso de la elipse en el bachillerato
“Para acceder al pensamiento y lenguaje variacional se precisa entre otras
cosas del manejo de un universo de formas graficas extenso y rico en
significados por parte del que aprende. El conocimiento superficial de la recta
y la parabola no resultan suficientes para desarrollar las competencias

esperadas en los cursos de analisis.” (Cantoral y Farfan, 1998, p.356).

Dentro de la investigacion socioepistemoldgica sobre el uso de las graficas en el
bachillerato, se han identificado de manera explicita escenarios del desarrollo de las
formas y funcionamientos de las graficas de las funciones de primero y segundo
grado, asi como de las funciones sinusoidales (Cen, 2006). Por lo que cabe hacer lo
propio para las curvas que a diferencia de la recta, la parabola, no son funciones. Se
decidié elaborar un disefio de situacion donde apareciera el funcionamiento de
transformacién de funciones bajo la forma variacion de parametros, en la cual los
estudiantes le atribuyeran significado a los parametros a, b (la mitad del largo y la
mitad del ancho, respectivamente) de las ecuaciones paramétrica y cartesiana. Y a
los parametros, y a las relaciones entre ellos, de la ecuacién parametrica, al
considerar los parametros de frecuencia y fase, como parte de la transformacién
lineal de los argumentos de las funciones sinusoidales de cada una de las

componentes.

Esta investigacion esta centrada en el desarrollo del uso de la elipse, y plantea la
elaboracion de un disefio de situacién con la tramoya de Arquimedes. De las gréaficas
presentadas por Cen (2006), puede glosarse el siguiente escenario del uso de la
elipse, el cual ocurre durante el tercer, cuarto y quinto semestre del bachillerato del
IPN.
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Distribucién de puntos

Comportamiento geométrico

Andlisis de la curva

Célculo de areas y

volimenes

AL(O, b)

- %O)C % (8,0

Determinacion

tangentes a la elipse

de

Delimitacion de
regiones para

célculo de é&reas y

Q B (60 volimenes
(0,-b)
y | L“-‘:{-r.' o,
4
2 B
AL 11 | N 7 AR | SR
0 \_\_‘_\—_‘J’/ X 1 7 2
-2
-4
4 2 0 2 4
Célculo del
volumen de
elipsoides de
revoluciéon

Tabla 5. El escenario del uso de la elipse en el bachillerato




1.3.2 Una epistemologia de practicas sociales para la elipse

En el apartado 1.1 se identificé a la centracion en los objetos matematicos como la
razon de que se favorezca la construccion de conocimiento utilitario en el sistema
educativo, en detrimento de la construccion de conocimiento funcional. Como
respuesta a tal estado de cosas, este trabajo retoma el enfoque socioepistemoldgico,
el cual amplia la problematica al considerar al humana haciéndo matematicas, que al
ejercer practicas sociales genera usos que obligan la construccién de los objetos
matematicos. En este marco, el redisefio del discurso escolar se basa en la
instalacién de préacticas sociales como ejes didacticos que generan usos; es decir,
formas y funcionamientos del conocimiento matematico, que en un debate dialéctico,
se desarrollan, dando pie a nuevas formas y funcionamientos. Lo anterior conforma
un marco de referencia para la construccion de conocimiento en situaciones

especificas.

Esta investigacion trata en particular con el redisefio del discurso escolar
relacionado con la elipse, dentro de la linea de investigacion socioepistemoldgica
sobre la modelacién y el uso de las gréficas. La cual ha dado cuenta del uso de las
graficas en el sistema educativo, en particular en los niveles preuniversitarios. A la
graficacion se le considera como un tipo de modelacién, que soporta el desarrollo de

la argumentacion y del razonamiento.

En esos términos, en este trabajo la epistemologia para el estudio de la modelacién
de la elipse se basa en la observacion, analisis y experimentacion con un artefacto
conocido como tramoya de Arquimedes, implementado en tres ambientes

tecnoldgicos.

La tramoya de Arquimedes traza el recorrido de un punto fijo en la recta sobre la
hipotenusa de un triangulo, al variar éste la longitud de sus catetos. Si el punto fijo
no esta sobre la hipotenusa, se tiene la version interna del dispositivo. Si el punto fijo
esta sobre la hipotenusa, se tiene la version externa del dispositivo conocido como

trammel of Archimedes (Apostol & Mnatsakanian, 2009).
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La ventaja de emplear el artefacto es que permite retomar el uso del papel para
establecer simetrias, como una tecnologia intrinseca a la modelacién empleada en la

educacion basica, y da lugar a la anticipacion expresada en Cordero (2006):

‘tendremos que aprender a observar los procesos de aprendizaje de los
participantes a través de los usos y argumentaciones de dicho conocimiento,
posiblemente en una aula de computo haciendo simulacién virtual, o en una
mesa de trabajo discutiendo entre los miembros de un equipo los
comportamientos graficos que brinda una calculadora, o realizando acciones
de movimiento en pequefios grupos para interpretar las simulaciones segun

los sensores.” (Cordero, 2006, p. 12).

Retomando lo dicho por Cordero, el taller de Arquimedes consiste en actividades
donde los participantes accionan la tramoya de Arquimedes en tres ambientes
tecnologicos, los cuales presentaron restricciones y potencialidades propias, de
acuerdo a su naturaleza. En la primera de las actividades la elipse se trazo a lapiz en
cartulina con un dispositivo fijo. Los participantes relacionaron los parametros de las
elipses dibujadas con las dimensiones de la tramoya de Arquimedes empleada para
trazarlas. En la segunda actividad, la elipse se dibujo al accionar un dispositivo virtual
en el programa de geometria dinAmica Geogebra. En la tercera actividad, la elipse
surge como la grafica de los comportamientos de las componentes cartesianas del
movimiento de una tramoya de Arquimedes, captados por sensores de movimiento.
De manera que son las graficas obtenidas, su comparaciéon y su relaciéon con el
artefacto, lo que da pie a la construccion del conocimiento relativo a la elipse. La
variacion de los parametros es la forma en que dentro de la situacién de
transformaciéon los participantes determinan comportamientos de las graficas. Lo
anterior, dentro del uso comportamiento geométrico identificado por Cen (2006). Los
procedimientos que se propician tienen que ver con cambiar la grafica, al modificar el
dispositivo o el movimiento ante el sensor para encontrar el patron de
comportamiento del dispositivo y de la expresion analitica asociada al punto trazador

sobre su brazo. Y viceversa, al variar las caracteristicas del dispositivo, y variar los
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pardmetros caracteristicos de la expresion analitica asociada al dispositivo, identificar
los patrones de comportamiento de la gréfica generada al accionarse el dispositivo.
Se espera que los participantes logren la realizacion de ajustes en una estructura
para obtener un patron deseado. En ese sentido la expresion analitica general de las
funciones involucradas aparece como una instruccion que organiza

comportamientos.

Preguntas de investigacion

¢ Qué papel juega el uso de las gréficas, en la construccibn de conocimiento que

realizan los participantes del taller?
¢En qué momento de las actividades se resignifica la elipse?
¢, Qué funcionamientos y formas se desarrollan en las actividades?

¢Como se relacionan las potencialidades vy restricciones de las distintas
implementaciones del elipsografo de Arquimedes en cada una de las tareas

propuestas?

1.3.3 La tramoya de Arquimedes en algunos libros de texto

Entre los diversos métodos de construccion de la elipse, el mas empleado en los
libros de texto es el del método del jardinero, el cual es una implementacion fisica de
la definiciobn de elipse como el conjunto de puntos para los cuales la suma de sus
distancias a los focos es constante y mayor que la distancia entre los focos.

Por otra parte, la tramoya de Arquimedes aparece de manera implicita en la mayoria
de los libros de texto de geometria analitica, en ejercicios, notas o ilustraciones. A

continuacion una muestra de tales ejercicios o notas para la construccion de elipses:

“llustracion No. 4. Un segmento de linea AB de largo L se mueve de manera
gue A siempre esta sobre el eje de las abscisas y B sobre el de las ordenadas.
Encuentra el lugar del punto medio de AB. Solucién: Sea P(x)y) las

coordenadas de dicho punto medio. Entonces A y B tienen coordenadas
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A(2x,0) y B(0,2y). Haciendo uso del teorema de Pitdgoras tenemos  (2x)*+
(2y)*=L? 0 x? + y? = (L/2) 2 Esto muestra que el lugar es un circulo con
centro en el (0,0) y radio L/2.” (Oakley, 1957, pp. 42 y 43).

“Problemas de aplicacién 4-4

Supoéngase que una escalera de longitud 1 m se apoya sobre una pared
vertical y que tiene una marca sobre un peldafio que esta a 4 m del extremo
superior de la escalera. Demuestre que si el pie de la escalera se desliza,
alejAndose de la pared sobre una superficie horizontal, de modo que el
extremo superior se deslice hacia abajo en contacto con la pared, entonces la
marca sobre el peldafio describe una trayectoria eliptica.” (Wooton,
Beckenbach y Fleming, 1985, p. 144).

“5. Se considera un segmento AB de 12 unidades de longitud y un punto
P(x,y) situado sobre él a 8 unidades de A. Hallar el lugar geométrico de P
cuando el segmento se desplace de forma que los puntos A y B se apoyen
constantemente sobre los ejes de coordenadas y y X respectivamente.
Solucién: Por triangulos semejantes, MA/MP = y/PB, o sea, [ (8- x°* )4]/8=y/4.
Luego 64- x> = 4y? | o bien, x* + 4y? =64. El lugar es una elipse con su centro

en el origen y de eje mayor sobre el eje x.” (Kindle, 1994, p. 53).

“41. Un segmento de longitud 12 se mueve de tal manera que sus extremos
siempre tocan los ejes coordenados. Hallar la ecuacion de la gréafica del punto
del segmento que esta a 4 unidades del extremo que se halla en contacto con
el eje x.

42. Una varilla de longitud a + b se mueve con sus extremos en contacto
con los ejes coordenados. Demostrar que el punto que esta a una distancia a
del extremo que se halla en contacto con el eje x describe una elipse si a es
diferente de b.” (Fuller, 1997, p.127).
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“22. Una recta de longitud a + b se mueve en forma tal que sus extremos
permanecen sobre los ejes coordenados. Demostrar que el lugar geométrico
de los puntos P, que estan a una distancia a de un extremo de la recta, es una
elipse con centro en el origen y con ejes de longitudes 2a, 2b y que coinciden

con los ejes coordenados.” (Steen y Ballou, 1978, p.74).

“Un segmento AB de longitud fija se mueve de tal manera que su extremo A
permanece siempre sobre el eje X y su extremo B siempre sobre el eje Y. Si P
es un punto cualquiera, distinto de A y B, y que esté sobre el segmento AB o
en su prolongacion, demuéstrese que el lugar geométrico de P es una elipse.
Un instrumento basado en este principio se usa para construir elipses

teniendo como datos los ejes mayor y menor.” (Lehmann, 1993, p.180).
De los textos consultados, so6lo en el Lehmann se plantea explicitamente como un

método para construir elipses (sin mencionarse su nombre), comentandose las

versiones interna y externa.
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Capitulo 2

Marco teorico



2.1 La Socioepistemologia, una escuela latinoamericana de pensamiento en la
Matemética Educativa
La aproximacion socioepistemoldgica responde a la problematica planteada en el
primer capitulo, asumiendo a la actividad humana como la fuente para interpretar y
reorganizar la obra matemética. Para explicar lo que ocurre en el aula, la
Socioepistemologia caracteriza los usos del conocimiento matematico en
comunidades, e identifica a las practicas sociales como los elementos constituyentes
del conocimiento matematico (Cordero y Flores, 2007). Este cambio de centracion
amplia la problemética planteada por los modelos teéricos basados en los objetos
matematicos, al no considerar sélo epistemologias de objetos sino epistemologias de
practicas que obligan la construccidon de los objetos matematicos. Las cuales
proporcionan un marco de referencia donde los contenidos matematicos son
construidos de manera que tienen sentido en situaciones especificas, y en ese
sentido son funcionales. Para el estudio del fendmeno didactico, la
Socioepistemologia considera de forma sistémica las dimensiones epistemoldgica,

cognitiva, didactica y social.

La perspectiva socioepistemoldgica fue presentada por Ricardo Cantoral en dos
reuniones académicas en septiembre de 1997. Primero, como platica inaugural del
Seminario de Investigacion en Matemaética Educativa del Area de Educacion Superior
del Cinvestav en México. Unos dias después como conferencia plenaria en la
Conference on Research in Mathematics Education en Estados Unidos. A partir de
tal acontecimiento, diversos articulos, como el de Cantoral y Farfan (1998), y como el

de Cordero (2001) han contribuido a su planteamiento fundacional.

La escuela de pensamiento socioepistemolégica ha generado un Programa de

Investigacion con objetivos como los que se enuncian a continuacion:

e Analizar fenémenos didacticos en el campo de la matematica escolar del Nivel

Superior

e Evaluar el desarrollo del pensamiento matematico avanzado
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e Contribuir a la solucién de problemas educativos que requieren del empleo de

procesos matematicos

e Conducir procesos de desarrollo académico propios de la Matematica

Educativa

e Producir y reconocer conocimiento original en el campo disciplinar de la

Matemaéatica Educativa

Para la socioepistemologia, el aprendizaje no es so6lo un asunto de desarrollo de
habilidades cognitivas, sino de construcciones de conocimiento basadas en
categorias de uso, identificadas en estudios de usos del conocimiento matematico en

las comunidades.

La aproximacién socioepistemoldgica asume que los conocimientos matematicos son
el producto cultural de una serie de practicas sociales ligadas a nociones
matematicas, las cuales asocian significados a través de su uso, bajo formas y fines

especificos.

2.2  La naturaleza dual del conocimiento matematico. La justificacion razonada y la
justificacion funcional

En el sistema educativo el conocimiento matematico tiene una naturaleza dual, al ser
considerado al mismo tiempo como objeto de estudio y como instrumento. De ambos
aspectos el discurso matematico escolar ha favorecido al primero de ellos.

La presentaciéon del conocimiento matematico generalmente inicia con la definicién
explicita de los objetos mateméaticos en cuestidon. Los cuales son desarrollados con
base en procedimientos algebraicos y analiticos. De manera que lo que guia la
construccion de conocimiento son las justificaciones razonadas. El conocimiento
matematico es entonces concebido como algo acabado, inamovible, que se justifica
a si mismo en el plano de las mateméaticas mismas, completamente divorciado de la
vida cotidiana del estudiante y de las comunidades donde vive. De manera que se
propicia que el estudiante “aprenda” sélo para aprobar examenes en el ambito

escolar y tal conocimiento tome un estatus utilitario. Por eso es comprensible que los
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estudiantes conciban “que lo verdaderamente importante en el curso de matematicas
es el aprender un listado de formulas y métodos, favoreciendo un estatus utilitario de
la matematica y no un conocimiento (matematico) que transforme al individuo mismo
y su realidad.” (Cordero y Morales, 2006, p. 513). A este ultimo tipo de conocimiento,
en el marco socioepistemoldgico se le conoce como conocimiento funcional.
“Matematica funcional quiere decir un conocimiento incorporado organicamente en el
humano que lo transforma y que le transforma su realidad. Todo ello en oposicion al
conocimiento utilitario.” (Cordero y Flores, 2007, p. 9).

En el discurso matemético escolar se ha abandonado la naturaleza del conocimiento
matematico como instrumento, dejando de lado la justificacion funcional de tal
conocimiento. Olvidando que, sobre todo en los niveles superiores del sistema
educativo, “la matematica escolar esta al servicio de otros dominios cientificos y de
otras practicas de referencia, de donde a su vez adquiere sentido y significacion.”
(Cantoral y Farfan, 1998, p. 356).

La aproximacion socioepistemoldgica desarrolla la justificacién funcional, con base
en categorias que propician el desarrollo del uso del conocimiento matematico y que
funcionan como argumentos que sustentan la construccién de conocimiento entre los
estudiantes. Se trata de pasar de una justificaciébn exclusivamente racional, a una
justificacion funcional que haga posible la construccion de una matematica funcional

en el sistema educativo.

2.3 El redisefio socioepistemoldgico del discurso matematico escolar.

No se podrian soslayar las aseveraciones que Cordero y Cen han formulado a la luz
de sus investigaciones, las cuales fortalecen la tesis de por qué se debe redisefar el

discurso matematico escolar. A continuacion las escribimos textualmente.

“...no se trata unicamente de un problema de secuenciar y temporalizar los
contenidos del curriculo, como tradicionalmente se le habia confiado a la
psicologia y a la pedagogia, sino de realizar un trabajo mateméatico de
reorganizacion... [de la] obra matematica con base en las cuestiones que ésta
representa...” (Cordero, 2001, p. 105).
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“Tras todo el conocimiento que poseemos existe una consistencia social que
respalda la construccion de los saberes matematicos. Razén por la cual cada
sociedad tiene que reconocer sus condiciones, recursos Yy posibilidades,
establecer sus estrategias, medios y escenarios, formular acciones y teorizar
(hacer conocimiento) para trazar orientaciones y entender lo que se desarrolla”
(Cen, 2006, p. 37).

Todo ello conlleva la siguiente reflexion: EI conocimiento se “aprende” en la escuela,
desligado de las practicas de donde emergié y en donde vive, para después ser
“aplicado”, quedando esta ultima parte generalmente a cargo del estudiante. Es
decir, que en el sistema educativo, hay una ausencia de marcos de referencia en los
cuales los estudiantes puedan apoyarse para realizar los ajustes que requiere el
conocimiento mateméatico para modelar el cotidiano y ser una herramienta para
transformar la realidad. Por eso la necesidad del redisefio del discurso matematico
escolar. Para la perspectiva socioepistemoldgica, tal redisefio debe tomar como ejes
las categorias de uso del conocimiento. Las cuales sirvan como marcos de referencia
para el desarrollo del uso del conocimiento, es decir, para el debate entre el
funcionamiento y la forma del conocimiento matematico especifico, y asi favorecer su

resignificacion y no sélo el desarrollo de habilidades.

La problemética consiste en que lo que sucede en la escuela no esta ligado al
cotidiano, y lo que sucede en el cotidiano no se relaciona con lo que ocurre en la
escuela. El reto es que los estudiantes construyan un conocimiento matematico
funcional, en el sentido de un conocimiento que trasforme al estudiante y a su
realidad. De ahi la necesidad de dar un caracter situado al conocimiento. De tal
manera que asi como importa en qué época se cred tal conocimiento, también
importa si los estudiantes son de la ciudad, de la sierra o de la costa. Para
comprender lo anterior, es necesario investigar el papel que juega lo institucional en

las practicas docentes.

Para la aproximacion socioepistemologia, el redisefio del discurso matematico
escolar consiste en pasar de los objetos a las practicas sociales, del desarrollo de

habilidades al desarrollo de los usos y las resignificaciones (ajuste del conocimiento
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para ser interpretado en la vida cotidiana), de un lenguaje de objetos a un lenguaje
de herramientas, de secuencias légicas universales a secuencias sustentadas en las
necesidades humanas. Para lo cual conviene utilizar recursos como categorias
implicitas en la actividad humana, como la prediccién, la comparacion, la modelacion
y la graficacién, e incorporarlas en su proceso institucional en el modelo de
conocimiento. En ese sentido lo institucional es aquello que hace que la graficacion
se desarrolle y se acepte como producto material social continuo, es decir, que se

tenga que ensefar y aprender en el sistema educativo.

2.4 El uso de las gréficas, el debate dialéctico entre funcionamientos y formas
Cordero dice al respecto:

“El sistema educativo debe ayudar a hacer tal saber util (no utilitario). Para
ello, toda relacion didactica debe ser entendida como una construccion del
conocimiento en la organizacion del grupo humano, normado por o
institucional y lo cultural. Es asi como se debera enfocar la problematica en el
uso del conocimiento matematico en las situaciones en cuestion, para
entender como debate, tal conocimiento matematico, entre su funcién y su
forma acorde con lo que organizan los participantes. A tal aspecto hemos
convenido en llamarle resignificaciéon. Entonces debemos ir creando marcos
de referencia, en el sistema educativo, que ayuden a resignificar el

conocimiento matematico” (Cordero, 2006, p. 5)

Asi, el uso de las graficas conlleva funciones y formas especificas de acuerdo a lo
organizan los participantes en la situacion, determinando momentos en el desarrollo
del uso de las graficas. Al darse otro funcionamiento cambia la forma, es decir, la

clase de tareas, y ocurre un debate dialéctico entre funcionamientos y formas.

Dentro de la perspectiva socioepistemologica, el uso determina la construccion del
objeto, por lo que es imprescindible estudiar el uso del conocimiento matematico en
el discurso matematico escolar. Los libros de texto juegan un papel muy importante,

pues tienen gran influencia en las acciones de ensefianza y aprendizaje. Los libros
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qgue el docente utiliza para basar su practica de ensefianza son un marco de
referencia imprescindible para el estudio de los usos del conocimiento en el sistema
didactico. Por lo que el programa socioepistemologico considera indispensable

estudiar el uso del conocimiento en los libros de texto.

El “uso de la grafica”, en la visidn socioepistemoldgica, es un concepto tedrico que
funciona como un marco de referencia que posibilita la construccion funcional del

conocimiento matematico generado en la situacion especifica.

El uso de las graficas puede jugar un papel central en la construccion de
conocimiento matematico en el sistema educativo, al articular las categorias de

resignificacion y justificacion funcional.

“a) La resignificacion. Esta categoria muestra la funcion de la préactica social

y el desarrollo del uso del conocimiento en situaciones especificas, y ;

b) La justificacion funcional. Esta categoria se refiere a que los mecanismos
de desarrollo del uso del conocimiento en la situacion especifica son
funcionales en contra parte de una justificacion razonada, es decir, lo que
norma la justificacidon no es una proposicion légica sino aquello que le es de

utilidad a lo humano.” (Cordero y Flores, 2007, p. 10).

2.5 Eluso de las graficas en el discurso matemético escolar de Educacion Basica

Como parte del programa socioepistemoldgico de investigacion, Cordero y Flores
(2007) estudiaron el uso de las graficas en los libros de texto del nivel basico
(primaria y secundaria). Dichos investigadores encontraron que en la educacion
primaria las gréaficas de las funciones no aparecen explicitamente en el curriculum,
pero se hace uso de ellas en ciertos tratamientos tematicos. Por ejemplo, en los tres
primeros grados se presentan pictogramas que sirven como ilustraciones para el
planteamiento y resolucion de problemas, para lo cual se requiere de la recoleccion,
la organizacion vy la interpretacion de informacion contenida en registros. En cuarto
grado se elaboran y analizan tablas de frecuencia y graficas de barras. En los dos

altimos afios se introduce al estudiante al planteamiento y resolucién de problemas
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qgue implican la elaboracion de tablas y graficas de variacién proporcional y no
proporcional, y se introducen los ejes de coordenadas para la ubicacion de

elementos.

Asimismo, los autores mencionados hallaron que en el primer afio de la educacion
secundaria, dentro del eje Presentacion y tratamiento de la informacion se plantea la
elaboracion de tablas y gréficas y la exploracién de cantidades que varian de forma
proporcional, con base en ciertas situaciones de la geometria, de la fisica o de datos
recolectados por los alumnos. En el segundo grado, en el tema de algebra, se trata la
localizacion de puntos en el plano cartesiano y la ubicacion de los puntos que
cumplen determinadas condiciones. En el mismo grado se abordan las ecuaciones
de primero y de segundo grado, asi como las graficas de frecuencias absolutas y
relativas, de barras y de sectores. En este contexto se introduce la nocion de funcion
como una relacion entre dos cantidades por medio de tablas, gréficas y formulas
(funciones del tipo y = mx, y = mx + b). En el tercer afio, en el tema de algebra, las
gréficas son consideradas como los puntos que satisfacen sistemas de ecuaciones y
desigualdades lineales, y se hace el estudio del comportamiento local de funciones
de la forma: y=1/x, y= x*+a, y=(x-a)? y de familias de gréficas de la forma
y = mx + a. En el eje de Presentacion y tratamiento de la informacion se estudian

fendbmenos que varian a tasa constante.

Cordero y Flores identificaron y caracterizaron tres momentos en el desarrollo del
uso de las gréficas en la Educacién Basica, con base en el analisis del
funcionamiento y las formas de las graficas encontradas. EI momento del sintoma del
uso de la grafica de la funcién, el momento del uso de la grafica de la funcién y el

momento del uso de la curva.

Dichas denominaciones siguen a Youschkevitech (1976), quien denomina como
‘sintoma del concepto de funcién” a todo momento anterior al nacimiento del
concepto de funcién en el siglo XVI, cuando “los grupos humanos enfocaron su
atencion al movimiento, y por ende a las cantidades de variacién continua”, (Cordero
y Flores, 2007, p. 15).
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1.- El momento del uso del sintoma de la gréfica de la funcién

Sucede durante toda la educacion primaria.

Funcionamientos: Ubicacion, comparacion y “optimizacion” de trayectorias.
Reproducciéon de figuras. Conteo y cardinalidad (el
privilegio del primer cuadrante).

Formas: Mapas, ilustraciones, planos, cuadriculas, diversidad de reticulas.

Tablas de barras.

2.- El momento del uso de la grafica de la funcion

Se ubica hacia el tercer grado de la educaciéon primaria, cuando aparece la palabra
“grafica” en el curriculo, sin hacer alusién al concepto de funcion. En la educacion

secundaria es declarado curricularmente el concepto de funcion y su gréfica.

Funcionamientos: Establecimiento de coordenadas de puntos en el plano
cartesiano. Analisis de distribucién de puntos, analisis de

informacion.

Formas: Tablas, pictogramas, gréficas de barras, graficas poligonales y de
sectores. Escalas en los ejes de referencia, puntos en el plano con

ejes cartesianos, curvas contiguas.

Estos dos primeros momentos ofrecen usos de las gréficas, cuyas formas norman los
funcionamientos de las graficas segun la clase de tareas que propone el libro de
texto. “Estos funcionamientos debaten con formas preestablecidas como la presencia
0 ausencia de reticulas, de los ejes cartesianos y las escalas.” (Cordero y Flores,
2007, p. 17).
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3.- El momento del uso de la curva

Definido el concepto de funcion aparece este tercer momento de las gréficas en la
educacion basica. Ocurre al considerarse el comportamiento de cantidades discretas,
el comportamiento geométrico (transformacién de funciones) y el comportamiento de
cantidades continuas. En cada caso Cordero y Flores indican la estrategia o

categoria que juega el papel de hilo conductor del uso de las graficas.

e Comportamiento de cantidades discretas
Estrategias: comparacién de estados y estimacién

Funcionamientos: busqueda de un patron para explicar la variacion de la
informacion proveniente de censos y registros vaciados en
tablas y gréficas. Propuesta de nuevos estados a corto plazo.
Distribucién de puntos. Andlisis de la informacion.

Formas: decrecimiento y crecimiento, el valor maximo, minimo y medio. Datos

y registros.
e Comportamiento geométrico (transformaciéon de funciones)
Estrategia: graficacion

Funcionamientos: obtencidn de nuevas funciones a partir de una ya conocida,
mediante traslacion, estiramiento o reflexion de las gréficas
correspondientes. Ubicacion y desplazamiento de puntos y
de moviles, a partir de coordenadas y la asociacion curva-

expresion algebraica.

Formas: introduccién de un pardmetro a la expresion algebraica de la funcion
dada. Tablas y formulas asociadas a las curvas obtenidas. Ejes de

referencia, escalas.
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e Comportamiento de cantidades continuas
Estrategia: prediccion

Funcionamientos: busqueda de patrones que cumplen la variacion.
Distribucién de puntos de acuerdo a la variacion de los datos.

Formas: tablas y gréficas que resultan de la interpretacion de funciones y

fendbmenos continuos.

A continuacién una tabla que aporta los elementos graficos en esta revision.
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Tleas

Funcionamienmts

Farma

Mormento del
Sintoma de la
prifica de una

fancidn

Ukicar, cormparar ¥ trazar
trayectorias, reproduccidn de

ﬁ;\:m. Combeo ¥ cardinalidad

Mapas, ilustraciones, plancs,

cuadriculas, recicalas, barras

i
&
I

Mormento del
Usoode la
Ejfxﬂ * L5 e )

fancidn

Esctablecer coocrdenadas,
anilisis de distribucidn de
puantos

Tablas , p.icl:q:-gmm.:.-:,_gdfx.:.-:

de barras, grificas poligonales,

sectores con escalas de los ejes
cmrﬂ!n:dﬂ. gdf}:].'s COT

curvas contigoas

Comporsamisnss de cantidade:
dircredas andlisis de
informacidn con dacos
cuantitativos ¥ cualitativos asi
como la discribucidn de
PLI.I.'l.I:D'S l:l.E :I:I.I.El.'d.ﬂ 1]:]
variacidn de Jos datcs ¥

eSO

Grrdficas con preferencia en el
primer cuadrante con sjes de
IEErEnCi:. } Es‘::].ﬂ.i O
presencia o ausencia de
cuadriculas, asi como tablas,
F:il:-\i.c:lsd.e barras, Pn]i.gchruJe;

= ]'I.i:-i:og:.i.rnas-

Compartam iemlss gecmdricn:
ubj-::n:jd-n}rd.esplammjen:a
de punros ¥ méviles a partic
de coowdenadas v la
ascci@mcidn curva-sxpresidn
:].gel:uai-::. e la cual =
plasman grificas con curvas
qUE 58 ASCCIAN COon

expresiin alpebraica

Flanos cartesianos con uno o
Loe cuatrs < u.:.dra:u:e:. Cor
escalas en los sjes de
referencia, con aussncia o
presencia de cuadriculas, asi
[t o) Bl ::bl-ﬂiyﬁrmuJﬂs-
asociadas a las curvas
contigiias que se cbtizne de

esas tablas

Mormento del
T_.I'sl:h dE una
curva [pmpda-
de la educacidn

secundaria)

Comparsamismsss de candidedes
corms traas disccibucidn de
puntes de acuerdo ala
variackin de los datos ¥ Ia
asciaclon curva-sxpresidn
alpebraica =n la cual ==
plasman grificas con curvas
que se ascoian con una

expresidn algebraica

Grificas con preferencia en =l
primer cuadrante con sjes de
referencia ¥ escalas con
Fressncia o ausencia de
cuadriculas, asi como tblas ¥

térmulas asociadas a las caoras

Tabla 6. Usos de las graficas en el nivel basico (tomada de Lara, 2007).

La caracterizacion de las categorias se basa en los siguientes aspectos: patron de

tareas, graficas de la tarea alusiva, ubicacion de la tarea y descripcion de la tarea, y

que “la alternancia de las tareas resignifican los usos de las graficas hasta desarrollar

explicitamente el uso de las gréficas cartesianas.” (Cordero y Flores, 2007, p. 34).

Cabe mencionar la ruptura identificada en Borrello ( 2010), entre los libros de texto

de la primaria y de la secundaria. En la secundaria se abandonan las practicas de

comparar, relacionar, ordenar (actividades de naturaleza concreta), pasando a una
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ensefianza centrada en los procedimientos, lo que en el bachillerato se acentia. A

continuacion algunos ejemplos:

Primer grado.- “Que los alumnos comparen diferentes colecciones y determinen cual

es mayor o menor que otra.” “Medir y comparar capacidades utilizando unidades de

medida arbitrarias.”
Segundo grado.- “Clasificar, ordenar y describir colecciones.”
Tercer grado.- “Comparar tiempos. Leer el reloj.”

En este momento, los investigadores mencionados marcan un primer alejamiento, un

primer nivel de abstraccion, al entrar en juego los procedimientos.

Cuarto grado.- “Comparar fracciones en casos sencillos. Identificar fracciones

equivalentes.”

Quinto grado.- Ubicar fracciones propias e impropias en la recta numérica a partir de

distinta informacion.

Sexto grado.- Comparar, ordenar y encuadrar nimeros decimales

Al pasar a la educacién secundaria, el discurso se desplaza definitivamente hacia lo
procedimental (p. 87). Desaparecen las practicas de referencia, ya no se habla de

comparar ni ordenar, sino de representar y resolver.

Primer grado.- “Representar numeros fraccionarios y decimales en la recta numérica
a partir de distintas informaciones, analizando las convenciones de esta

representacion.”

Segundo grado.- “Resolver problemas de comparacién de razones con base en la

nocion de equivalencia.”

Lo anterior indica la necesidad de mantener la relacibn del conocimiento con

referentes concretos y la conveniencia del empleo de practicas como comparar,

relacionar, ordenar, clasificar, identificar y ubicar, entre otras.
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2.6 Los usos de las gréficas en el bachillerato

(Cen, 2006) identifica cinco usos de las graficas en el nivel medio superior del IPN, a

saber:

« Distribucion de puntos.

Forma: Tabulacion. Tablas o registros con valores previamente establecidos
en el plano cartesiano o polar. Ubicacion de puntos.
Funcionamiento: Identificacion de patrones de distribucidon al unir los puntos

ubicados en el plano, para establecer la curva correspondiente.

« Comportamiento geométrico

Centra la atencidn en la interpretacion geométrica del cambio en los
parametros de una funcién prototipo, con la finalidad de comprender las

transformaciones de las funciones.
Forma. Variaciéon de los parametros A, B, C, D en la expresion Af(Bx+C) +D

Funcionamiento. Consiste en obtener nuevas funciones a partir de una f
conocida, mediante la variacion de pardmetros, identificando
comportamientos graficos como la traslacion, estiramientos o

reflexiones de las curvas

« Andlisis de la curva.

Centra la atencién hacia la curva, en especifico a su variacion.

Funcionamiento. Analisis global de la curva. Determinacién de intervalos donde la
funcién es creciente o decreciente, ubicacién de puntos maximos,
minimos o de inflexion, asi como las concavidades de la curva.

Forma. Los criterios de la primera y segunda derivada.
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« Calculo de areas y volumenes.

Funcionamiento. Obtencion de areas y volumenes.

Forma. Ecuaciones y gréaficas que determinan la regiéon de interés.

« Andlisis de la informacion.

Funcionamiento. Recopilacion, organizacién, comparacion e interpretacion de datos
e informacion.
Formas. Tablas, pictogramas, histogramas y graficas de barras, poligonales y de

sectores, areas bajo la curva normal.

A continuacion una tabla que ayuda a visualizar los usos identificados por Cen.
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Uso de la gréafica Funcionamiento forma Graéficas

Distribucion de | -Ubicacion, Tabla de valores,

puntos desplazamiento, y | Gréficasy - Tnj ,,:?,:4
Variacién de puntos Ecuaciones y ‘3 ° ’
-Identificacion de | Tabulacién HEH|:: =
variaciones
-Desplazamiento
en el plano =

Comportamiento -Obtencion  de  nuevas | Traslaciones

Geométrico graficas  (dilatacion vy | verticales y ’ [

estiramiento)
-Ubicacién de puntos

- Gréfica-expresion

horizontales,
estiramiento y
reflexion  grafica,
identificacion  de
ecuaciones,
ubicacion de puntos

clave
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Andlisis de Analisis de Tabla de
la curva comportamientos | variacionesy
criterios de
primeras y
segundas
derivadas
Calculo de Definicion de Integracion
areasy superficies para
volimenes areas y volimenes

Tabla 7. Funcionamientos y formas de los usos encontrados por (Cen, 2006). Tomada de (Brisefio, 2008).
En el caso de los dos primeros escenarios sobre el uso de la recta y de la parabola, Brisefio (2008) expone la tabla

8, donde describe como el uso se reorganiza al paso de distintas situaciones, al darse el debate dialéctico entre

funcionamientos y formas de las graficas, de acuerdo a la situacion especifica de que se trate.
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Distribucién de

Comportamiento

Andlisis de la

Calculo de areas y

puntos geomeétrico curva volimenes
Recta El funcionamiento | EI funcionamiento es la | De la expresion | El funcionamiento de
es la ubicacién de | asociacién gréfica- | con la variable | la grafica esta en
puntos para el | expresion algebraica, y las | dependiente definir la superficie
trazado de la |formas es a través de | despejada, se | del area a calcular o
recta a través de | transformacion de | identifica el | bien definir la
la forma tabular, | funciones (traslacion | coeficiente del | superficie del area a
una vez que se | horizontal y vertical, | término en x, | rotar para el célculo
reconoce cémo | estiramiento y reflexién) en | como la | del volumen, las
es la ecuacion y | donde el estudiante de | pendiente de la | formas de tales
la forma de la | alguna manera puede | recta y su signo | funcionamientos son
recta da paso al | inferir la posicion de la | determina si es | laintegracion
utilizar el | recta creciente o]
siguiente uso. decreciente.
Parabola La forma es | El funcionamiento es la | El El funcionamiento de
conocer la | asociacion grafica- | funcionamiento | la grafica es la
parabola a través | expresion algebraica, | es identificar los | definicibn de la

de una tabla de
valores
previamente
establecido y la
de

en el

ubicacion
puntos

plano cartesiano
donde el
funcionamiento es
unir los puntos
contiguos para el
bosquejo de la
curva en cuestion
, esto da lugar al

siguiente uso

reconocer elementos que
intervienen (vértice, foco y
directriz) con formas tales
como las transformaciones
(traslados horizontales vy
verticales, la contraccién o
estiramiento), aqui el
estudiante puede conocer
las posiciones y elementos
gue tiene una parabola, asi
COMoO Su representacion en
el plano cartesiano, es
decir conoce a la parébola,
sin embargo puede
conocer mas de la curva
entonces

parabola, se

presenta el uso de la

siguiente columna.

intervalos en
donde la
funcion es
creciente,

decreciente, sus
concavidades,

Si presenta
maximos 0
minimos a
de

como

través
formas
los criterios de
la primera vy
segunda
derivada,
concluyendo
con el siguiente

uso.

superficie del area o
bien la superficie a
rotar para el célculo
del del

volumen

area vy

respectivamente, la
de

funcionamiento es a

forma tal

través de la

integracion

Tabla 8. Desarrollo de los diferentes usos de las gréaficas al paso del nivel bachillerato.
Tomada de (Brisefio, 2008)
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2.7

Los elementos de construccibn de conocimiento en

Transformacion y en el Disefio de situacion Modelacion - Graficacidon

la Situacion de

ELEMENTOS DE
CONSTRUCCION

SITUACION DE
VARIACION

ELEMENTOS DE
CONSTRUCCION

SITUACION DE
APROXIMACION

Resignificacion

Flujo, movimiento,
Acumulacién, Estado

Resignificaciéon

Variable, limite, derivada,
integracion, convergencia

permanente

Procedi miento Razoén de cambio

Comparacion de dos
estados

Procedi miento

Procesos y Obj etos Funcion

Cantidad de variacion
continua

Procesos y Obj etos

ANALITICIDAD DE L AS
FUNCIONES

SITUACION DE
TRANSFORMACION
Patrones de

Resignificacion comportamiento graficos y
_ analiticos

ARGUMENTACION

PREDICCION

ARGUMENTACION

I ELEMENTOS DE
CONSTRUCCION

PRACTICAS
SOCIALES

Procedi miento Variacion de parametros

Instruccion que organiza

Procesos y Obj etos comportamientos

GRAFICACION-
MODELACION

ARGUMENTACION

REORGANIZACION

Tabla 9. Los elementos de construccion en la Situacién de Transformacion.
(Cordero, 2001)

Los disefios de la Situacién de Trasformacién de funciones estdn compuestos de

argumentos de graficacibn (comportamiento tendencial) que generan

resignificados del comportamiento grafico estableciendo procedimientos cada vez
las transformaciones (traslaciones,

mas complejos de los parametros de

rotaciones, etc.).
Dentro del marco socioepistemoldgico, modelar es una practica social que
tablas, ecuaciones, etc.,, para determinar

consiste en utilizar gréficas,

comportamientos de lo modelado (Arrieta, 2003). En ese sentido es que las tablas,
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graficas, ecuaciones, etc., se convierten en herramientas para reconstruir

significados dentro de marcos de referencia.
Suarez (2008) hace un disefio de situacion basado en la practica social de

Modelacion — Graficacion:

Diseno de situacion Modelacion, Graficacion:
Variacion de parametros

Se propicia que el estudiante relacione la
‘grafica completa’ y la expresién analitica
general a través de construirle significados a

los coeficientes A, B, C y D. El estudiante formula
propiedades de las

funciones al realizar

Los procedimientos que se propician son:

1) mover la gréfica (traslaciones y ajustes en una
transformaciones) para encontrar el estructura para obtener
patron de comportamiento de la un patron deseado.

expresion analitica, y
2) - Alvariar los pardmetros A, B, Cy D, de la

expresion analitica se identifican los y= A[f ( Bx + C)] LT

patrones de comportamiento de la grafica

Con este disefio de situacidn se espera que el
estudiante construya argumentos de la
funcion como una instruccién que organiza
comportamientos.

Tlustracion 14. Elementos de un disefio de situacion con realizacion de ajustes en una estructura

para obtener un patrén deseado.

Tabla 10. Tomado de Suarez (2008, p. 61).
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Capitulo 3

El diseno El taller de
Arquimedes



3.1 La socioepistemologia del disefio El Taller de Arquimedes

Este disefio toma como marco de referencia los usos de las gréficas identificados
por Cen (2006). El objetivo de las actividades es que los participantes construyan
conocimiento funcional al desarrollar tales usos en una situacién de modelacion-

graficacion.

La construccion del conocimiento en las actividades del taller de Arquimedes no
inicia con la definicién de la elipse como objeto matematico, a partir del concepto
de foco (elemento menos concreto que el largo y el ancho). Sino mas bien parte
de la necesidad humana de modelar un tipo de movimiento que ocurre de manera
cotidiana, al resbalarse un objeto recargado en una pared o al moverse una puerta
con extremos fijos a dos rieles. Para trabajar su modelacion fue necesario un
dispositivo que permitiera a los participantes modificar sus dimensiones y hacer
simulaciones, y en ese proceso construir conocimiento respecto a la relacién entre
los comportamientos de la elipse, las dimensiones del artefacto y los valores de
los parametros. Es decir, identificar comportamientos tendenciales relacionados
con la variacion de parametros, pertenecientes al uso comportamiento geomeétrico.
El dispositivo brindd una construccion concreta y medible, que fue punto de partida
para actividades donde los argumentos son las practicas sociales de medir,

comparar, relacionar y predecir, en situaciones especificas.

Dicho artefacto traza el recorrido de un punto fijo en la recta sobre la hipotenusa
de un triangulo, al variar éste la longitud de sus catetos. Si el punto fijo no esta
sobre la hipotenusa, se tiene la versién interna del dispositivo. Si el punto fijo esta
sobre la hipotenusa, se tiene la version externa del dispositivo conocido como
trammel of Archimedes (Apostol y Mnatsakanian, 2009). Tal dispositivo, en su
version interna, es conocido como do nothing machine, y es usado cominmente

Ccomo juguete.

El objetivo del disefio de situacion es que los participantes logren realizar ajustes
en el movimiento del artefacto para lograr obtener comportamientos gréaficos,
dentro de una epistemologia donde los ejes didacticos son las practicas sociales

de la modelacion-graficacién y el uso de las graficas.
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3.2 Las actividades del disefio El Taller de Arquimedes

En cada una de las actividades, la situacion de transformacion conduce al ajuste
de los parametros en juego, de acuerdo a la tecnologia empleada para modelar el
movimiento propuesto. De manera que son las graficas obtenidas, su
comparacion y su relacion con el artefacto, lo que da pie a la construccion del
conocimiento relativo a la elipse. La variacion de los parametros es la forma en
que dentro de la situacion de transformacion, los participantes determinan
comportamientos de las gréficas. La situacion de transformacion sirve como marco
de referencia para la construccion de conocimiento. Las actividades ocurren en
tres contextos tecnoldgicos: con un artefacto fijo que traza la elipse a lapiz; con un
artefacto virtual donde la elipse es dibujada con el comando traza de un programa
de geometria dinamica y, finalmente, con movimiento graficado de manera
automética por un transductor conformado por un sensor de movimiento, una

interfase llamada Lab pro y el programa Logger Pro 3.2.1.

Para la realizacion de la primera actividad se fabricaron una docena de tramoyas

de Arguimedes en su version externa, que producian diferentes curvas.

Para la implementacién del dispositivo virtual se siguié una estrategia diferente a
la sugerida por el libro del profesor en la actividad del gato intrépido, mencionada
en el capitulo 1. Esta se basé en la construccién de una circunferencia, al variarse
el angulo de un segmento con longitud a + b, plantado en el origen. Y la
consideracion de la otra diagonal del paralelogramo formado por las proyecciones
de cada uno de los puntos en dicha circunferencia. La recta que contiene esta

diagonal sirvié como el brazo del dispositivo.

Para la tercera actividad, inicialmente se penso6 en colocar el sensor en el punto
fijo en el brazo de una tramoya de Arquimedes, la cual tuviera las dimensiones
adecuadas para que el sensor pudiera detectar su movimiento. Para lo cual se
buscaron mecanismos que permitieran el giro del sensor, para que éste siguiera
midiendo la distancia a un eje de referencia. Para salvar tal contratiempo técnico,

se prefirié construir un artefacto con brazos simétricos, que sostiene a la misma
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altura una tira de material liviano. Al accionarse la tramoya, dicha tira cambia su
distancia a un sensor fijo en el otro eje de referencia, obteniéndose asi una
columna de datos acerca del comportamiento de una de las componentes

cartesianas del punto fijo sobre el brazo de la tramoya.
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3.3 Actividad 1 La tramoya de Arquimedes con cartulina y tijeras

Materiales

Version fija de la tramoya de Arquimedes.
Un cuarto de cartulina (25 x 31 cm. aprox.)
Regla graduada

Tijeras

Una tira de cartén (60 x 10 cm. Aprox.)
Masking tape

1 canica

Tabla 11. La trayae Arquimedes empleadaen la Actividad 1.

Procedimiento

Con la base del dispositivo fija sobre el centro de la cartulina, desliza su brazo, de
manera que cada una de las tachuelas insertadas en los ejes de la base se deslice
sobre uno de los rieles del dispositivo. Una vez trazada la figura recortala por su
contorno y doblala sobre si misma, empatando los contornos.
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1.1 (Como caracterizarias numéricamente a la figura trazada?

Utiliza otro dispositivo y repite el inciso anterior.

1.2 ¢Qué diferencia en los dispositivos causa que las figuras sean distintas?
¢Como se relacionan las medidas de ambos trazos y las medidas de los

dispositivos?

1.3 ¢,Como cambiarias el dispositivo para que el largo de la figura fuera el doble

de su ancho?

1.4 El largo y el ancho de una figura trazada con un dispositivo miden 30 y 20 cm

respectivamente, ¢qué dimensiones tenia el dispositivo que la traz6?

1.5 ¢ Cémo describirias la figura que el dispositivo trazaria si el brazo se alargara

indefinidamente (y con él la punta trazadora)?

1.6 ¢ Coémo se comportaria la figura trazada si la punta trazadora del dispositivo
cambiara su posicién a lo largo del brazo (escoge por lo menos 5 lugares distintos

para colocarla).

1.7 ¢ En qué parte del brazo deberia colocarse la punta trazadora para que la

figura trazada sea un circulo?

1.8 Con el masking tape pega de manera vertical la tira de carton al contorno de la

curva, de manera que forme una valla sobre la curva. Coloca la canica en una

53



posicion sobre el largo de la curva y lanzala contra la valla. Después de los
rebotes, ¢regreso la canica al punto de partida? Prueba para varias ubicaciones.
¢ Existe alguna posicion para la cual si regrese la canica después de los rebotes?
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3.4 Actividad 2. La tramoya de Arquimedes virtual en Geogebra

Material

Tramoya de Arquimedes virtual implementada en Geogebra.

Tabla 12. Ventana grafica de artefacto virtual.ggb

Procedimiento

Crea los puntos que consideraste en la actividad anterior sobre el brazo del
dispositivo, mediante el boton crear punto, y activando para cada uno la opcién
Traza, mediante el boton derecho del Mouse sobre cada uno de ellos. Acciona el
dispositivo variando la posicién del deslizador en el segmento que determina el
valor del angulo alfa. Usa el zoom para alejarte o aproximarte y colocar la punta

trazadora en los puntos que elegiste al final de la actividad anterior.
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2.1 ¢ Fueron ciertas tus predicciones acerca del comportamiento de las figuras

trazadas con los puntos que consideraste?

2.2 ¢Cbmo describirias las curvas que aparecen cuando la punta trazadora

recorre el brazo del dispositivo y éste es accionado?
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3.5 Actividad 3. La modelaciéon del movimiento de la tramoya de Arquimedes
con gréficas generadas por un dispositivo transductor

Materiales

e Tramoya de Arquimedes externa (Rieles en cruz, cuatro brazos conectados
entre si).

Un sensor de movimiento.
Controlador de dispositivos Lab Pro.
Computadora con Logger Pro.

Dos varillas.

Tira de madera de 90 cm x 15 cm.

Tabla 13. La tramoya de Arquimedes externa utilizada en la actividad 3.
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Vernier

Tabla 14. La interfase Lab pro y el sensor de movimiento.

Procedimiento

Una vez conectado el sensor de movimiento a la interfase y ésta a la
computadora, abre el programa Logger Pro para la captura de datos de
movimiento.

Coloca el sensor en un punto elevado de manera que apunte hacia la tramoya de
Arquimedes. Inserta sobre los rieles el mecanismo con los cuatro brazos
conectados. Encaja varillas en los hoyos marcados con el nimero 2, a la mitad de
los dos brazos mas cercanos al sensor. Ubica la tira sobre las varillas. Presiona el
botén Adquirir en la pantalla del programa Logger Pro, y acciona el dispositivo

apuntando al sensor.

3.1 ¢ Cbémo es la grafica que produce el movimiento medido por el sensor?
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Utiliza la opcidon ajuste de curvas del encabezado Anédlisis del menu del

Logger Pro 3, seleccionando ajuste automatico.

3.2 ¢ Cudl es la funcidén que mejor se ajusta? Anota los parametros empleados en

el ajuste.

3.3 Encaja las varillas en los hoyos marcados con el numero 4, ubicados a la
cuarta parte de los brazos que sostienen las varillas, y repite la toma de datos.
¢ Como se modifica la grafica? ¢Como se modifican los pardmetros del ajuste de

curvas realizado por el programa?

3.4 Encaja las varillas en los hoyos marcados con el numero 8, ubicado a la
octava parte de los brazos que sostienen las varillas, y repite la toma de datos.
¢, Como se maodifica las grafica? ¢ Como se modifican los parametros del ajuste de

curvas realizado por el programa?

3.5 ¢ Como se relacionan los cambios en las gréficas y las diferentes alturas de las

varillas en el dispositivo?

3.6 En la gréfica, establece en el eje horizontal la misma funcion de ajuste pero
con el argumento de la funcidon seno aumentado en I1/2, ¢qué figura se grafica?

¢y si se aumenta sélo I1/3?

3.7 Divide entre 2 el pardmetro de frecuencia de la funcién de ajuste, establecida
en el eje horizontal, en el inciso anterior. ¢ Qué figura se obtiene? ¢ Y si se divide

entre 3?
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3.6  Andlisis a priori de las actividades

En la Actividad 1, con la version interna de la tramoya de Arquimedes, la tarea es
trazar una elipse completa, al accionar el dispositivo sobre cartulina, recortarla y
doblarla. Se espera que tales acciones induzcan a los participantes a caracterizar
numeéricamente la elipse mediante su largo y su ancho. Por otro lado, se espera
que los participantes centren el andlisis del dispositivo en las distancias entre la
punta trazadora y las tachuelas. Relacionando ambas caracterizaciones se espera
que logren ajustar el dispositivo para obtener una curva con largo y ancho
predeterminados. Y que dada una curva concreta, determinen las dimensiones del
dispositivo que la pudo haber trazado. Cabe esperar que determinen nombres
para referirse a las partes del dispositivo.

Las preguntas de 1.5 hasta 1.7, estan encaminadas a que los participantes se
imaginen cambios en el dispositivo e identifiguen comportamientos de la curva. Lo
que podran hacer efectivamente con el elipségrafo virtual de la Actividad 2. En el
cierre de la Actividad 1, la dltima pregunta tiene la intencion de que los

participantes descubran la existencia de los focos.

Una versién mas grande, con la posibilidad de cambiar las dimensiones de a 'y b,

es comunmente empleada por carpinteros para fabricar mesas elipticas.

Tabla 15. La tramoya de Arquimedes para carpinteros. www.rockler.com.

60



Cabe hacer notar que el dispositivo trazador de la Actividad 1 esta sujeto a la
precision que puede lograrse con los lapices y el carton con que se efectia el
trazo. De tal manera que la variacion de parametros queda reducida a la diferencia
en los parametros a y b, producto de la construccion artesanal de los dispositivos
que produjo pequeiias diferencias entre ellos que se reflejaron en las curvas

trazadas.

En la Actividad 2, con la version interna de la tramoya de Arquimedes, la tarea es
accionar el dispositivo virtual para trazar las elipses que surgen al considerar los
cinco puntos elegidos para ubicar la punta trazadora de la Actividad 1. Se espera
que tales acciones induzcan a los participantes a identificar comportamientos
tendenciales a medida que la punta trazadora recorre todo el brazo del dispositivo.
Considerando el comportamiento de la grafica cuando los puntos trazadores se

acercan o se alejan de los puntos G y H, y cuando toman posiciones entre ellos.

En la Actividad 3, para poder hacer las tomas de datos, se utiliza una tramoya de
cuatro brazos de manera que el sensor perciba el vaivén de una tira de cartén
recargada en dos varillas incrustadas a la misma altura en brazos simétricos. con
la version externa de la tramoya de Arquimedes, implementada con rieles de
aluminio y brazos de madera, en los que se insertan varillas que sostienen una tira
de manera, la tarea es accionar el dispositivo apuntado hacia un sensor de
movimiento, para observar el comportamiento de las graficas generadas en la
pantalla del programa Logger Pro, al variarse la altura en la que se ubican las
varillas sobre los brazos del dispositivo. Se espera que al accionarse la tramoya
surjan en la pantalla de la computadora graficas sinusoidales, quiza afectadas por

la rapidez variable con que se accione el dispositivo.

En esta actividad se plantea emplear el comando ajuste de curvas del menu
Andlisis del programa Logger Pro, para que se consideren mas parametros, al

tomarse la transformacion lineal del argumento de la funcién seno.

En 3.3 y 3.4 se cambian de posicion las varillas. En 3.2 se espera que los
participantes observen como la amplitud aumenta en un 50%. En 3.3 se espera

gue se observe que la amplitud decrezca a la mitad.
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En la pendltima pregunta (3.6) se pide cambiar la componente horizontal t, por la
funcién de ajuste propuesta, pero desfasada 90 grados, es decir I1/2 radianes.
Con esto se pide a los participantes, de manera implicita, graficar la elipse como
una figura de Lissajous. Surgiendo la elipse como el resultado de la graficacion de
dos movimientos armonicos simples con direccidon perpendicular, con la misma
frecuencia, desfasados I1/2. Utilizdndose implicitamente que sen(t + T1/2) = cos(t).

En la misma pregunta se pide cambiar la componente horizontal t, por la funcion
de ajuste propuesta, pero desfasada 60 grados, es decir I1/3 radianes. Con lo que
se espera se observe una elipse inclinada, es decir que al variar la diferencia de

fase se obtengan elipses rotadas, con respecto a los ejes de coordenadas.

La ultima pregunta lleva a que se analice el caso de la pregunta anterior,
contemplando lo que ocurre cuando las frecuencias no son iguales pero si
proporcionales, considerando los casos particulares en que una sea el doble o el
triple de la otra. Se espera que grafiquen la lemniscata al considerarse que la
relacion entre las frecuencias sea 1 a 2. Las figuras de Lissajous son las graficas
del sistema de ecuaciones paramétricas correspondiente a la superposicion de

dos movimientos armonicos simples en direcciones perpendiculares:

r = Asin(w,t + o), y=Bsin(w,t+03), d=a—-73

Esta familia de curvas fue investigada en 1815 por Nathaniel Bowditch, y en 1857
por Jules Antoine Lissajous, por lo que reciben usualmente el nombre de alguno

de ellos.

Por otro lado, pudiera ser que los participantes centren el analisis del dispositivo
en las distancias entre la punta trazadora y los extremos del brazo, y que con
elementos de semejanza de triangulos y trigonometria deduzcan las coordenadas
de un punto fijo sobre el brazo de la tramoya, (X, y) = (acosa, bsena), con a el
angulo de inclinacién del brazo con respecto a la horizontal (ecuacién paramétrica

de la elipse). Y despejando cosa y sena, y usando que la suma de los cuadrados
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de ambas componentes es siempre 1, obtengan la ecuacion cartesiana de la

elipse. Como se menciona en Contreras A., Contreras M. y Garcia M. (2002).
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Capitulo 4

La puesta en escena



4.1 Presentaciones del disefio El taller de Arquimedes

El taller se presentdé como una actividad extracurricular, fuera del salon de clases.
Se realizaron dos presentaciones. La primera fue en la cuarta edicion de la feria
cientifica Cinvesnifios, los dias 4 y 5 de julio de 2010. A dicho evento asistieron
grupos de nifios y adolescentes provenientes de diversas instituciones educativas,
avidos de participar en los talleres. En el taller de Arquimedes participaron veinte
nifios de primaria, once de secundaria, tres jéovenes de media superior y una
pareja de estudiantes de nivel superior. Todos menores de 25 afos.

La segunda presentacion del taller de Arquimedes fue en la tercera semana de las
ciencias, realizada del 25 al 29 de octubre del 2010, en la explanada del plantel
Ignacio Manuel Altamirano del Instituto de Educacion Media Superior,
perteneciente al sistema de bachillerato de la Secretaria de Educaciéon del Distrito
Federal. En esta ocasion hubo doce participantes del primer afio y dos del
segundo afio, de entre 15y 18 afios. En ambas presentaciones la participacion fue
voluntaria y entusiasta.

Las actividades fueron moderadas por un tallerista, quien apoyo a los participantes
en el manejo del dispositivo, en la aclaracion de dudas sobre las actividades, en la
presentacion de los consensos alcanzados, asi como en las convenciones sobre

los conocimientos construidos. Por ejemplo, al cierre de la Actividad 1:

La curva que hemos trazado se llama elipse, su largo recibe el nombre de
eje mayor, y su ancho el de eje menor. Los puntos de interseccion de la
curva y el largo se llaman vértices, y los puntos de interseccion de la curva
y el ancho se llaman pseudovértices. La distancia entre el centro y un
vértice se identifica con el pardmetro a, de manera que el largo de la elipse
es 2a. La distancia entre el centro y cualquier pseudovértice es b, de forma

gue el ancho de la elipse es 2b.

Para empezar la realizacion de las actividades y motivar a los participantes, se

utilizé la siguiente introduccién:
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Arquimedes, matematico de la antigledad griega, fabric6 armas vy
mecanismos de defensa para su ciudad, basados en su conocimiento de las
propiedades matematicas de algunas curvas. A €l también se atribuye la

invencion del artefacto que utilizaremos para realizar la siguiente actividad.

4.2  Los resultados obtenidos en la puesta en escena
En la primera presentacion

Solo se realizé la Actividad 1, debido a la inclusion aleatoria de participantes, en
su mayoria nifios que ansiaban conocer todos los talleres. Una participante de 8
afos llamada Lucia tuvo problemas para mantener fija la base, por lo que no logré
trazar la figura completa, pero si muchos trazos elipticos, lo que llamé mucho la
atencion de la participante. Los demas participantes lograron trazar la figura, a la
que describieron como “de forma oval”. Con la regla graduada midieron su largo y
su ancho, después de doblar dos veces sobre si misma la elipse recortada por su
contorno. De manera espontanea, al comparar sus curvas, los participantes
descubrieron que no eran iguales; es decir, algunas eran mas largas 0 mas

anchas.

A la pregunta sobre qué es lo que causa la diferencia entre las curvas, algunos
participantes respondieron que eran las dimensiones del dispositivo las causantes
de tales diferencias. Por lo que parecié natural que caracterizaran nhumeéricamente
al dispositivo, con respecto a lo que tenia que ver con el trazo de la curva. Es
decir, descubrieron la importancia de la tachuela mas alejada, la cual consideraron
funcionaba como “centro” del circulo con radio la distancia entre la punta trazadora
y la mencionada tachuela. Y la importancia de la tachuela mas cercana a la punta
trazadora, que les parecié funcionar como el “centro” del circulo con radio su

distancia a la punta trazadora.

La mayoria de los participantes hallaron la relacion entre las medidas del
dispositivo y de la figura. Descubrieron que las distancias en el dispositivo son la
mitad de las de la figura. Con dicha informacion conjeturaron cambios en el

dispositivo para obtener una curva con ancho y largo predeterminados. También
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lograron hallar las dimensiones de una tramoya hipotética que hubiera trazado una

curva con ancho y largo dados.

Cabe mencionar que so6lo los participantes que pertenecian al nivel superior
identificaron la curva como una elipse y escribieron su ecuacion cartesiana para
los valores a=11 y b=8. La determinacion del valor de c y la existencia y ubicacion

de los focos sélo fue lograda al recordar la relacidn pitagorica de a, b y c.

La dltima pregunta de la actividad, de la que se esperaba la construccion de la
idea de foco no funciono, al resultar problematica su realizacion, debido a las

reducidas dimensiones de la elipse trazada.

La segunda presentacion
Actividad 1

Después de la introduccion ya mencionada, a cada participante se dio un

dispositivo y un cuarto de cartulina, y se le entregd por escrito la primera actividad.

Todos los participantes lograron trazar la curva completa. Pamela lo logré al
segundo intento, pues en el primero, el largo de la elipse casi coincidié con el
ancho de su cuarto de cartulina, por lo que la curva no cabia en la cartulina.
Asimismo, todos los participantes caracterizaron la curva mediante su largo y su
ancho. Hilda pregunté si habia que medir la distancia del centro a la curva, o entre
puntos en la curva. Su pregunta se debi6 al parecer a que acababa de identificar
las medidas del centro a los vértices como la distancia entre la punta trazadora y
la tachuela méas alejada. La mayoria de los participantes logré identificar que el
largo es el doble de la distancia de la punta trazadora a la tachuela méas alejada.

Algunos estudiantes trazaron diversas figuras dentro de la elipse, empezando por
hacer marcas en la curva, equidistantes o no. Buscaron simetrias trazando las
rectas que bisectan los angulos rectos formados por los ejes. Trazaron un
rectangulo con las intersecciones de dichas rectas y la curva. A Eduardo le parecio
una manera de aproximarse al area y al perimetro de la elipse, pero por

deficiencia.
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Estefan relacion6 al circulo con el cuadrado, que también queda determinado por
el tamafo de su lado, y la elipse con el rectangulo con el mismo ancho y largo.
Con lo que obtuvieron aproximaciones al perimetro y el area de la elipse, ahora
por exceso. Dimas partio de que la curva es cerrada, como un circulo achatado.
Trajo a colacion las formulas de perimetro y area del circulo y las intento utilizar
para calcular tales magnitudes de la elipse. Su argumentacién fue que como el
circulo puede ser caracterizado a partir de su radio, la elipse también puede ser
caracterizada por sus “radios”, la mitad del largo y la mitad del ancho. De manera
que el area de la elipse se obtiene utilizando la misma forma que para el circulo,

considerando el producto de tales magnitudes, que en el caso del circulo son las

mismas, y de ahi el cuadrado de la formula.

Tabla 16. Muestras de la Actividad 1, realizada en la segunda presentacion.
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Se penso llevar a cabo la actividad 1.8, con un balon mojado, Yy tiros rasos a una
valla en el contorno de una elipse, pero no se logré cerrar adecuadamente una tira

de fibra de vidrio que iba a hacer las veces de la valla.

Actividad 2.

En esta actividad el escenario virtual modificé el caracter de las practicas de
modelacién al cambiar el contexto de su ejercicio y con ello sus caracteristicas
particulares. EI empleo de los menuds y de las opciones que ofrece Geogebra abrio
otro panorama para analizar el movimiento de la tramoya de Arquimedes. El
artefacto virtual implementado en Geogebra permitié el analisis de la situacién
mediante la insercion de puntos sobre el brazo del artefacto, a los cuales se

activo la opcion traza en el recuadro referente a las propiedades de tales objetos.

a=54°

Tabla 17. El dispositivo virtual con los puntos trazadores tomados por Estefan.
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Al accionarse la tramoya los puntos antes mencionados dejaron su traza, lo que
facilitd a los participantes dar cuenta de los cambios en la relaciéon de a, b, el

ancho, el largo y la orientacion de la elipse.

a=47°

Tabla 18. Las trayectorias de los puntos escogidos por Esteban al accionarse el

dispositivo virtual.

En esta actividad Estefan utiliz6 el comando zoom para alejarse y acercarse. En el
caso de alejarse encontré que la curva era mas circular a medida que se alejaba

mas. Es decir, que cuando a y b tienden a ser grandes, su diferencia tiende a cero.

Una participante habia conjeturado que la curva trazada seria siempre ovalada,
aunque al incrementarse la distancia entre la punta trazadora y la tachuela mas
alejada, el comportamiento de la curva tendié a ser cada vez mas circular, al

percibirse como “encimadas las dos tachuelas del dispositivo. Y que al
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considerarse la traza de puntos sobre los puntos fijos en los ejes ésta se comporta
como una recta vertical, cuando estd sobre el punto G, y como una recta

horizontal, cuando esté sobre el punto H.

José Manuel decidio seleccionar puntos sobre el brazo y ademas seleccionar un
segmento y observar su traza (en segmentos). Lo que a su parecer proporciona
una sensacion de profundidad “como una valla levantada que se observara desde
un punto alto”. Se menciondé que en el caso de considerar la traza de todo el

segmento entre los puntos G y H, ésta recibe el nombre de Astroide.

Tabla 19. La traza de los elementos considerados por José Manuel.
Actividad 3

En esta actividad con la version externa de la tramoya de Arquimedes, la tarea fue
considerar el comportamiento de la grafica generada con el sensor de movimiento
al tomar diferentes puntos entre los extremos del brazo de la tramoya
implementada en varillas con hoyos graduados, sobre rieles de aluminio.

Para lo cual se colocé la tramoya de cuatro brazos de manera que el sensor
percibiera el vaivén de una tira de madera recargada en dos varillas incrustadas a

la misma altura en brazos simétricos. Al accionarse la tramoya surgieron en la
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pantalla de la computadora graficas sinusoidales, afectadas por la rapidez variable

con que se acciono el dispositivo.

1.5
1.02
0.5-
0.0

Pasicidn (m)

Tiempo (s)

15

Tabla 20. Ejemplo del tipo de gréficas generadas por el dispositivo transductor en

la tercera actividad.

En esta actividad, con el comando Ajuste de curvas del menu Analisis del

programa Logger Pro, entr6 en juego una forma mas general de la ecuacion

paramétrica de la elipse, en la que aparecen mas parametros, al tomarse la

transformacion lineal del argumento de la funcién seno.

Posician (m)
o]
T

K Ajuste automético para: Ultima Toma:Posicion
y = A%sen(Bt+C)+D
A(Amplitud): -0.06255 +/- 0.003125
B(Frecuencia): 3.400 +/- 0.03173
C(Fase): 3.012 +/-0.1978
D(Ordenada): 0.07216 +/- 0.002249
RMSE: 0.01126

(7.24.1.40)

Tiempo ()

Tabla 21. Ejemplo del empleo del comando Ajuste de curvas para una de las

gréficas producidas por el transductor.
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Al colocar la tira mas arriba la amplitud aumenté. Al colocar la tira mas abajo la
amplitud decrecio. En ambos casos la variacion no ocurri6 como se esperaba pues
el recorrido de la tramoya no fue completo.

En la pendltima pregunta, al cambiar la componente horizontal t, por la funciéon de
ajuste propuesta pero desfasada 90 grados, es decir T1/2 radianes, la elipse surgi6
como el resultado de la graficacion de dos movimientos armonicos simples con

direccién perpendicular, desfasados I1/2, pero con la misma frecuencia.

Funcién ajustada
<
=
T

0.00

-05 0.0 05
Funcion ajustada - fase aumentada pi/2

dx: 0.012 dy: 0.0000

Tabla 22. La elipse como la grafica de dos movimientos arménicos simples con la

misma frecuencia, direccion perpendicular y desfasados I1/2.

En la misma pregunta, al aumentarse la fase de la funcion ajustada solo I1/3, se

obtuvo una elipse rotada, con respecto a los ejes de coordenadas.
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Funcidn ajustada
=
o
T

-05 0.0 05
Funcién ajustada - fase aumentada pi/3

dx: 0.009 dy: 0.0000

Tabla 23. La elipse como la gréfica de dos movimientos armonicos simples con la

misma frecuencia, direccién perpendicular y desfasados I1/3.
Al final de la actividad se analizé el caso en que las frecuencias no son iguales

pero si proporcionales, considerando el caso en que la relacién entre las

frecuenciasseala?2,61a3.
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Funcién ajustada
o
(==
T

0.10— 'X

-05 0.0 05
Funcion ajustada - frecuencia entre 2

dx: 0.075 dy: 0.0000

Tabla 24. La lemniscata como curva de Lissajous.

0.10— M

-05 00 05
Funcion ajustada - frecuencia entre 3

Funcion ajustada
=]
o
T

dx: 0.001 dy: 0.0000

Tabla 25. La gréfica de dos movimientos arménicos simples con direccién

perpendicular, desfasados I1/2, y las frecuencias relacionadas 1 a 3.
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4.3  Andlisis a posteriori

En la epistemologia propuesta se abandona la centracion en los focos, es decir en
el valor de c. La centracidn se traslada a los ejes, llamados coloquialmente en la
actividad como el largo y el ancho, lo cual dio pie a que los participantes

relacionaran la elipse con el rectangulo, y el circulo con el cuadrado.

Solo la pareja de estudiantes de nivel superior desarrollaron la ecuaciéon
paramétrica de la elipse en el plano. Después de seleccionar un punto trazador
sobre el brazo del artefacto, identificaron los ejes con las ranuras y el brazo con la
hipotenusa de los triAangulos semejantes que se forman al considerar las paralelas
a los ejes que pasan por el punto trazador. Al identificarse patrones en la relacién
entre las distancias entre la punta trazadora y cada uno de las tachuelas del

dispositivo, los participantes construyeron conocimiento sobre la elipse.

Con respecto a la implementacién de la dltima pregunta de la Actividad 1, los
participantes tuvieron dificultades debido al tamafio de la elipse y la imposibilidad
de tirar la canica de manera que rebotara. Uno de los participantes sugirié6 mojar la
canica para facilitar la observacion de la trayectoria. Se sugiere implementar de
manera virtual la valla, haciéndola cada vez mas eliptica y considerar como la
dilatacion del circulo provoca la existencia simétrica de los focos. Se podria
realizar también con haces de luz que reboten en la curva y muestren

comportamientos dependiendo del lugar donde se inicia su recorrido.

La Actividad 2 pudo dar pie a la elaboracion de tablas de comportamientos, pero

no se contd con el suficiente tiempo.

En la Actividad 3, se modificd el movimiento frente a un sensor para obtener un
cierto comportamiento de las graficas generadas por un dispositivo transductor.
Asimismo, en dicha actividad la graficacion automatica producida por el
transductor, conformado por el sensor de movimiento, la interfase Lab pro y el
programa Logger Pro, permitio analizar graficamente la construccion de las figuras
de Lissajous, al facilitar el estudio de la variacién de los parametros del argumento
de la funcién trigonométrica relacionada. Es decir, la variacion de los parametros

en la expresion paramétrica de la elipse que incluye la frecuencia y la fase,
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ademas de la amplitud de las ondas perpendiculares involucradas, determinada

por los parametros a 'y b.
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Capitulo 5

Conclusiones



5.1 Consideraciones finales

Esta investigacion aporta evidencias del desarrollo del uso de la grafica de la
elipse, proveniente de la puesta en escena del disefio El Taller de Arquimedes, en
Cinvesnifios 2010 y en la Tercera Semana de las ciencias en el plantel Ignacio
Manuel Altamirano del Instituto de Educacion Media Superior del Distrito Federal.
El uso de las gréficas en el bachillerato (Cen, 2006) sirvi6 como marco de
referencia para la construccion funcional de conocimiento relacionado con la
elipse. En la situacion de transformacion, la modelacion-graficacion fue el eje o
ndcleo para generar el conocimiento matematico que respondiera a sus
necesidades, obteniéndose asi una justificacion funcional. La gréafica se convirtié
en el argumento para dar significado a los patrones identificados. En el taller de
Arquimedes las graficas del movimiento de la tramoya de Arquimedes, se
convirtieron en modelos para construir conocimiento sobre la elipse. De manera
gue el uso de las graficas tuvo un papel central en la construccion de conocimiento
gue realizaron los participantes.

Se identificd el desarrollo del uso comportamiento geométrico de la grafica de la
elipse, cuando los participantes descubrieron las relaciones entre las
caracteristicas del artefacto y los elementos de la curva, y lograron ajustar las
dimensiones del artefacto para que trazara una grafica con caracteristicas
deseables. O cuando modificaron el movimiento frente a un sensor para obtener
un cierto comportamiento de las graficas generadas por un dispositivo transductor.
A partir de observaciones en diferentes ambientes, respecto al comportamiento de
las graficas y a la variacion de los parametros a, b, y de los que tienen que ver con
la frecuencia y la fase, los participantes lograron construir conocimiento acerca de
la variacion de dichos parametros y de la grafica de la elipse. Las restricciones del
artefacto de la primera actividad provocaron la implementacién del artefacto virtual
en la segunda actividad. La potencialidad del dispositivo transductor brind6 la
oportunidad de una mayor exploracion, al tener acceso a la modificacion de los
parametros de frecuencia y fase.

Se abandond el privilegio algebraico y la centracidén en los focos en el estudio de

elipse, y se favorecié entre los participantes la construccién de conocimiento
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matematico, con base en una epistemologia basada en el empleo de la gréfica de

la elipse como modelo en situaciones de movimiento.

52 Futuros avances

Ampliar la segunda actividad aprovechando el comando animacion. Implementar
la dltima actividad, con dos sensores, para lograr la generacion automatica de la
elipse. Implementar un disefio de situacién donde se trabaje el uso de la elipse
como un indicador del angulo de inclinacion de la observacion (ver el circulo
quiere decir que estd exactamente arriba del punto de referencia). La idea anterior
surge de retomar la idea del reloj de sol, otro de los probables origenes de la
elipse. Otra linea de trabajo que me parece interesante consiste en documentar
los usos de la elipse en la antigledad y en algunos momentos de la historia de las
Matematicas y de la Fisica. Siguiendo a Campos (2003), quien identifica un uso
histérico de las conicas como un método para resolver problemas que no pueden
resolverse con regla y compéas. Por ejemplo, Menecmo descubrié a las conicas al
interpretar geomeétricamente la doble proporcion de Hipécrates de Quios para
duplicar el cubo. Euclides y especialmente Apolonio, junto con Pappus, dieron
diferentes usos a las conicas, los cuales se tradujeron en diferentes formas de
definirlas, y diferentes procedimientos y funcionamientos. Kepler empled la elipse
para describir las Orbitas de los planetas alrededor del sol. Newton explico tal
fenémeno con sus leyes de gravitacion. El calculo de la longitud de arco de la
elipse condujo a la integral eliptica y a una nueva clase de funciones. Matematicos

como Legendre aproximaron su solucion por medio de series infinitas.

5.3  Una reflexién con respecto a la ensefianza de la matematica en el IEMS.

En el modelo educativo del bachillerato del Instituto de Educacién Media Superior
(IEMS) del gobierno del Distrito Federal, el docente goza del derecho de libertad
de catedra y de una plaza como Docente, Tutor e Investigador, y rinde cuentas a
sus colegas, profesores de la misma asignatura, organizados en Academia al

interior de cada plantel, y en Macroacademia, al considerarse todos los planteles.
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En general, dicho modelo plantea que el conocimiento debe adquirirse como un
proceso colectivo, que surja de la discusion. En particular, propone que la
matematica sea expuesta como una actividad creativa, al alcance de los
estudiantes, y que para su ensefianza siga un hilo conductor, de manera que los
temas relacionados se vean juntos, pues su riqueza se pierde al separarlos. Tales
intenciones son concretadas y refinadas generalmente desde la experiencia
individual de cada profesor. Con tales premisas, el aprendizaje y la ensefanza de
las matematicas en el IEMS estd generalmente centrado en la exposicion de

contenidos y la adquisicion de habilidades procedimentales.

A la luz de este trabajo de investigacion, el cual expresa una forma distinta de
pensar la matematica escolar, considero necesario orientar la discusion al interior
de la academia de matematicas. Primero, para reconocer los avances que como
disciplina cientifica ha tenido la matematica educativa, y asi fundamentar la
investigacion en matematica educativa a realizarse como parte de nuestro
compromiso con el proyecto educativo IEMS. Segundo, para estudiar el uso del
conocimiento matematico en nuestras comunidades y favorecer la construccion de
conocimiento de acuerdo al concepto de justificacion funcional dentro de un marco

de referencia fuera de la matematica misma.
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