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Resumen

El nifio aprende a contar, aprende lo relacionado con el conjunto de los nimeros naturales, de
ahi su comprension de la discrecion. El usa un sistema de conocimientos de dominio nimero natural.
Mas tarde el nifio empezaré a estudiar fracciones y nimeros decimales, y es aqui donde debe haber
una resignificacion de los conceptos construidos hasta ese momento. El empieza a cambiar su sistema
de conocimientos de dominio nimero natural a uno de dominio numero racional. Una de las
resignificaciones de los conceptos construidos hasta ese momento es el que conduce de la discrecion
a la densidad: es decir, a comprender que existen conjuntos de nimeros en los se cumple que “entre
dos nimeros de esos conjuntos hay una infinidad de nimeros de esos conjuntos”, naturalmente dichos
conjuntos numéricos son diferentes de los naturales y los enteros en los cuales esa propiedad no se
cumple. Por ello, es importante hacer un cambio conceptual, un cambio que implique reestructurar
las concepciones existentes gue tiene el alumno.

El proceso por medio del cual un estudiante lleva a cabo un cambio conceptual es gradual, por
ello la necesidad de crear escenarios, contextos y situaciones escolares en los que se genere un
aprendizaje significativo y profundo. Como consecuencia, el papel de un futuro maestro es crucial
para motivar y hacer del aprendiz una persona autbnoma, consciente de sus concepciones erréneas.
Esta es una de las razones por las que se eligio que la poblacion para la investigacion descrita en esta
tesis fueran futuros profesores. Con el estudio realizado se pretendié caracterizar los marcos
explicativos de los participantes, es decir, sus maneras de expresarse acerca de lo que piensan, de lo
que creen, de lo que consideran que es adecuado; esto en el contexto de una experimentacion
educativa.

La experimentacién educativa, estructurada por medio de una secuencia didactica que fue puesta
en marcha en un taller sobre la densidad de los nimeros decimales, tiene dos etapas, en la primera 10
estudiantes para profesor que participaron en la experimentacion respondieron preguntas de un
cuestionario de papel y lapiz que fungié como una observacion diagndstica, cuyas interrogantes estan
relacionadas con la finitud e infinitud de ndmeros en un intervalo. La segunda etapa, consta de una
serie de sesiones del taller en las que se hicieron actividades diversas, tanto colectivas, como
individuales. Con el taller se pretendia favorecer una conciencia metaconceptual de los participantes
para que superaran las dificultades que enfrentaban en relacidén con sus concepciones acerca de la
propiedad de densidad de los nimeros decimales.

Del analisis y los resultados se observd que varios profesores en formacién lograron iniciar un
proceso de cambio conceptual: de lo discreto a lo denso. Aquellos estudiantes para profesor quienes
tenian la concepcidn alternativa sobre la finitud de nameros decimales en un intervalo concibieron,
durante el desarrollo de las actividades, la existencia de una infinidad de nimeros decimales en un
intervalo. De igual manera, algunos de ellos lograron comprender que un nimero decimal no tiene
sucesor. Finalmente, se concluye que la secuencia didéctica propuesta como modelo de ensefianza
puede servir en un futuro con profesores en servicio y alumnos de secundaria y medio superior, ya
que se puso de manifiesto que quienes participaron en su puesta en marcha, lograron una mejor
comprension del tema a través de actividades dinamicas antes de estudiar la teoria o la definicion
formal de la propiedad de densidad de los nimeros decimales.



Abstract

The child learns to count, learns about the set of natural numbers, hence his understanding of
discretion. He uses a knowledge system of natural number domain. Later the child will study fractions
and decimal numbers, and it is then that a re-signification process of the concepts constructed up to
that moment must carry out. The child begins to change his knowledge system from natural number
domain to a rational number domain. One of the changes related to the concepts constructed up to
that moment is the one that leads from discretion to density: that is, to understand that there are sets
of numbers in which the following property is fulfilled: "between two numbers of these sets there are
an infinity of numbers of these sets ", naturally those said numerical sets are different from the sets
of natural naumbers and integers, in which that property is not satisfied. Therefore, it is important to
make a conceptual change, a change that involves restructuring the existing conceptions that the
student has.

Processes by which students makes a conceptual change are gradual, hence the need to create
scenarios, contexts, and school situations in which meaningful and deep learning is generated. As a
consequence, the role of a future teacher is crucial to motivate and to make the apprentice an
autonomous person, aware of his/her misconceptions. This is one of the reasons why future teachers
were chosen as the population of the research described in this thesis. The aim of the study was to
characterize the explanatory frameworks of participants in an educational experiment, that is, their
ways of expressing themselves about what they think, what they believe, what they consider
appropriate when carrying out several tasks.

The educational experiment, structured through a didactical sequence that was put into action in a
workshop on the density of decimal numbers, has two stages. In the first stage, 10 future teachers
who participated in the study answered questions from a paper and pencil test that served as a
diagnostic observation, questions included in the test are related to the finitude and infinity of numbers
in an interval. The second stage consists of a series of workshop sessions in which various activities,
both collective and individual, took place. The workshop was intended to favor a metaconceptual
awareness of the participants to overcome the difficulties they faced in relation to their conceptions
about the density property of decimal numbers.

From the analysis and the results it was observed that several future teachers managed to initiate a
process of conceptual change: from the discrete to the dense. Those future teachers who had the
alternative conception about the finitude of decimal numbers in an interval conceived, during the
development of activities, the existence of an infinity of decimal numbers in an interval. Similarly,
some of them understood that a decimal number does not have a successor. Finally, it is concluded
that the didactical sequence proposed as a teaching model may serve in the future with in-service
teachers and students of secondary and higher education, since evidence was collected regarding that
those who participated in try out of the didactical sequence mentioned above, obtained a better
understanding of the topic through dynamic activities before studying the theory or definition of the
density property of decimal numbers.



Introduccion

La comprension de la propiedad de densidad de los nimeros racionales no ha sido una
tarea facil para los estudiantes, como lo han evidenciado investigadores. Se ha mostrado que
interpretaciones inadecuadas por estudiantes acerca de esta propiedad permanecen hasta la
ultima etapa escolar, inclusive la universitaria, como la formacion en profesor. Es
imprescindible entonces, realizar un cambio, un cambio en los conceptos, un Cambio
Conceptual.

Investigadores también han evidenciado que estudiantes tienen concepciones erroneas
de lo que concierne al nimero racional y sus propiedades, por ejemplo, a los alumnos se les
dificulta entender el orden de los numeros racionales, por lo tanto, impide la comprension de
la propiedad de densidad de los racionales. Se quiere entonces ver las concepciones que
construyen los profesores en formacion —poblacion del estudio descrito en este documento—
sobre la propiedad de densidad de un subconjunto de los nimeros racionales: los decimales
positivos, e iniciar una secuencia didactica en la que se espera promover un Cambio
Conceptual. Y asi, en una investigacion futura se pueda extender la propiedad de densidad a
los nUmeros racionales para quienes estén interesados en este campo.

El Cambio Conceptual surge a partir de las Revoluciones Cientificas propuestas por
Thomas Kuhn hacia finales de la década de los afios 60 y principios de los 70. En un principio
se relacionaban las Revoluciones Cientificas con las ciencias: la biologia, la fisica, la
astronomia, entre otras. Fue hasta finales de los afios 90 y principios de la década de 2000-
2010 que investigadores como Vamvakoussi, Vosniadou, Stafylidou, Verschaffel, Christou,
Van Dooren, entre otros, han hecho un intento por extender el enfoque del Cambio
Conceptual hacia el aprendizaje de las matematicas. Sin embargo, de manera implicita, han
hecho este intento, investigadores como Carey, Spelke, incluso Piaget a través de sus ideas
sobre la asimilacion y acomodacion, en el campo del aprendizaje de las matematicas afios
atrés.

En el Capitulo 1 se discute el planteamiento de la problematica que gira alrededor de las
concepciones gue tienen los estudiantes de educacion bésica y profesores en formacién
acerca de la propiedad de densidad de los numeros racionales, y por supuesto, de los nimeros
decimales. Investigadores como Stafylidou, Verschaffel y Vosniadou Ilaman marcos
explicativos a estas concepciones que tienen los estudiantes, a sus interpretaciones, a sus
maneras de expresar sus ideas. En consecuencia, se elaboran objetivos y preguntas de
investigacion. De igual manera, se expone también como esta estructurado el estudio, cuyo
informe es esta tesis, a través de los Marcos Teoricos Locales, propuestos por Filloy (1999).

En el componente formal de los Modelos Tedricos Locales, que se describe en el
Capitulo 2, se encuentran las bases conceptuales para comprender las interpretaciones hechas
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por los estudiantes para profesor. EI concepto de nimero decimal propuesto por Brousseau
(1981) se expone en esta parte del documento, asi como también se describe un acercamiento
a ideas y representaciones sobre el concepto de la propiedad de densidad de los nimeros
decimales, algunas formuladas por Centeno (1997).

Algunos sucesos historicos, desde los inicios de la estructuracion de teoria del Cambio
Conceptual hasta la introduccion y puesta en marcha de ese marco tedrico en el ambito
educativo de las matematicas, seran presentados en el Capitulo 3 Esta tematica corresponde
al componente de los modelos de procesos de cognicién y de comunicacion del Marco
Teorico Local. En la investigacion descrita en este documento se toma como base de
referencia el enfoque del marco tedrico del Cambio Conceptual propuesto por Vosniadou
(1994), las categorias de discrecion y densidad propuestas por Vamvakoussi y Voshiadou
(2004), vy lo relativo a marcos explicativos (Stafylidou y Vosniadou, 2004; Vosniadou y
Verschaffel, 2004; Vamvakoussi, Vosniadou y Van Dooren, 2013). Se expone una revision
de la literatura acerca de los conocimientos y creencias que tiene el estudiante, en general,
sobre ideas relacionadas con la discrecion y la densidad, y de como investigadores plantean
la necesidad de un cambio conceptual.

En el Capitulo 4 —correspondiente a los modelos de ensefianza—, se describe una
propuesta de secuencia didactica referente a la propiedad de densidad de los numeros
decimales. La secuencia didactica ha sido disefiada y elaborada para hacer una
experimentacién educativa con profesores en formacion, estudiantes de la Escuela Normal
Superior de México, lugar en el que se realizd una convocatoria abierta para quienes querian
participar en un taller.

El desarrollo de la experimentacion educativa a través de la secuencia didactica consta
de dos fases. La primera, la aplicacién de un cuestionario considerado como diagndstico, y
la segunda —la principal- la interaccion con los profesores en formacion durante el taller. La
primera fase se describe y se analiza en el Capitulo 5, y la segunda en el Capitulo 6. Estos
dos capitulos también corresponden a los modelos de procesos cognitivos y de comunicacion
de los marcos tedricos locales. Posteriormente, se discuten conclusiones y se realizan
reflexiones sobre el diagnéstico y la secuencia didactica en el Capitulo 7.



Capitulo 1

Planteamiento del problema de investigacion

En esta tesis se propone promover una reconceptualizacion sobre la propiedad de
densidad durante un taller disefiado especialmente para ello. El estudio de la propiedad de
densidad de los numeros decimales conlleva una complejidad de conceptos como el del
numero natural, el concepto de nimero decimal y el concepto de nimero racional. De igual
manera es fundamental que el estudiante distinga entre una representacion simbolica y otra
cuando se trata de un mismo valor numérico. Otro aspecto relevante para el aprendizaje de
la temdtica es el del sucesor, puesto que muchos estudiantes creen que se puede hablar de
sucesor en el conjunto de los nimeros decimales con su orden habitual.

1.1 Modelos Tedricos Locales

La investigacion descrita en este documento esté estructurada bajo los Modelos Teoricos
Locales que permite visualizar como estd organizada la misma, y llevar a cabo el
cumplimiento de los objetivos que se describiran en los siguientes apartados. Ademas, de
acuerdo con Filloy (1999), los Modelos Tedricos Locales son un marco teérico y
metodoldgico para la observacion experimental de un fendmeno especifico con un cierto
grupo de individuos y que solo se pretende que sean adecuados para dicho fendmeno
observado!. Razén por la cual se tomé en cuenta esta estructura para un “claro entendimiento
del fenomeno especifico que se esta tratando de observar” (Filloy, 1999, p. 7). Es decir, solo
se quiere ver y analizar qué sucede con los conocimientos que tienen los profesores en
formacion asociados con la propiedad de densidad de los nimeros decimales a través de un
taller disefiado para tal fin.

Como lo sefala Filloy (1999), los Modelos Teoricos Locales son apropiados para
fendmenos especificos en los cuales se toman en cuenta cuatro componentes a saber: Modelos
de Ensefianza junto con los Modelos para Procesos Cognitivos y de Comunicacion, y ambos
relacionados con los Modelos de Competencia Formal.

1 Un ejemplo de un Modelo Tedrico Local: el estudio acerca de las concepciones sobre el concepto de nlimero decimal que
tienen los estudiantes del Gltimo grado de la educacion primaria. Otro ejemplo de un Modelo Tedrico Local con la tematica
anterior, pero con otro grupo de estudiantes: el estudio acerca de las concepciones sobre el concepto de nimero decimal que
tienen los estudiantes de primer grado de la educacién secundaria.
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Séiz (2003) en su tesis de doctorado, explica que el Componente Formal retine todos los
conocimientos correspondientes al tema que un estudiante debe tener, en este caso, los
relacionados con la propiedad de densidad, por ejemplo, que no hay nimeros consecutivos
en los nimeros decimales con su orden usual. Para los modelos de ensefianza se propone una
secuencia didactica en la que los profesores en formacion son los protagonistas. Sin embargo,
mas alla del cumplimiento de los objetivos del estudio cuyo informe es esta tesis, se quiere
que estos profesores puedan aplicar las actividades en un futuro con sus estudiantes ya que
el tema de densidad ha sido poco estudiado en un aula, como se vera en el Capitulo 4.
Finalmente, los procesos de Cognicién y de Comunicacion incluye el conocimiento sobre las
posibles dificultades concernientes a la propiedad de densidad de los nimeros decimales.

1.2 Planteamiento del problema de investigacion

De manera implicita, la propiedad de densidad aparece en clases cuando se ensefia, por
ejemplo, la propiedad de comparacion de los nimeros decimales (Castillo, 2015). Si las
partes enteras son iguales al comparar dos nimeros, se debe observar la parte decimal,
empezando por las décimas, luego las centésimas y asi sucesivamente. Es aqui cuando la
cantidad de cifras decimales de un nimero puede ayudar al estudiante a comprender la
propiedad de densidad a medida que se va afiadiendo un digito y va encontrando un nimero
mas y distinto a los nimeros originales. No obstante, Avila (1998) indica que los profesores
refieren que es un proceso dificil que un alumno pueda entender la propiedad de densidad
cuando se trabajan comparaciones de numeros decimales, precisamente por las dificultades
que enfrenta el estudiante para ordenarlos, y mas, cuando se usa la recta numérica para ello.

Uno de los mayores problemas en el entendimiento de la propiedad de densidad es que
el alumno solo puede referir cierta cantidad de cifras decimales y decir que no hay mas porque
creen que un namero decimal es un ndmero de una sola cifra decimal, o a lo mucho,
consideran las centésimas (Avila y Garcia, 2008). Por ello, algunos estudiantes, que tienen
esta concepcion de numero decimal, piensan que los extremos de un intervalo son
consecutivos, los llamados consecutivos falsos? (Vamvakoussi y Vosniadou, 2004).
Adicional a esto, Brousseau (1981) destaca que el conocimiento de los nimeros naturales
constituye un obstaculo para la comprension de los numeros decimales. Se podria decir, por
ejemplo, que entre 1.2 y 1.3 no hay otro nimero por el hecho de que el estudiante considera
estos numeros como consecutivos. Por ello, la importancia del sucesor en el conjunto de los
nameros naturales y la inexistencia de éste en los niumeros decimales con su orden habitual.

Siguiendo las ideas de Merenluoto y Lehtinen (2004) la investigacion en el area de la
educacion matematica ha proporcionado evidencia de que la idea de la discrecion de nimeros
es una barrera para que los estudiantes de la educacion basica secundaria o ultimos afios de

2 Numeros que parecen sucesivos, pero en realidad no lo son, por ejemplo 0.05 y 0.06 o iy %
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bachillerato entiendan la estructura densa de los nimeros racionales y reales. Sucede lo
mismo con futuros maestros, como lo refieren Tirosh, Fischbein, Graeber, y Wilson (1999).
En este ultimo estudio, los autores analizaron las maneras de pensar de los futuros maestros
en temas especificos como la densidad de los numeros racionales, proceso en el cual algunos
tuvieron dificultad porque creen que hay una finitud de nimeros intermedios entre dos
racionales.

Broitman, Itzcovich y Quaranta (2003), en su estudio, sefialan que los estudiantes de
quinto de primaria (alrededor de 10 afios) creen que entre 4.2 y 4.3 no es posible hallar otros
nameros entre ellos. Los autores observaron que los estudiantes interpretan estos extremos
como consecutivos debido a que se basan en los conocimientos construidos sobre los
nameros naturales. Los investigadores resaltan la importancia de un trabajo didactico
adecuado y constante para cambiar las ideas validas solamente en el conjunto de los naturales,
que tienen los alumnos, pero que han sido generalizadas para los numeros racionales.
Precisamente, en el Capitulo 4 se muestra el disefio y elaboracién de dos actividades que
surgen de aquellas planteadas por esos investigadores que estan relacionadas con la
propiedad de densidad y las operaciones de adicidn y sustraccion de nimeros decimales.

La naturaleza discreta de los nimeros naturales se ha identificado como la principal
fuente de dificultad para comprender las propiedades de los nimeros decimales, como es la
propiedad de densidad (Widjaja, Stacey, y Steinle, 2008). Estos investigadores realizaron un
estudio con maestros en formacion en Yogyakarta, Indonesia. Los resultados arrojaron que
los maestros en formacion utilizan una determinada cantidad de cifras decimales para evitar
complicaciones debido a que los textos matematicos escolares solo incluyen nimeros con la
misma cantidad de cifras decimales. En su estudio, los autores consideraron numeros
decimales ya que refieren que investigadores han mostrado que la densidad de los numeros
racionales les resulta un proceso extenso y de dificil comprension para el estudiante.

Investigadores como Stafylidou, Vamvakoussi, Verschaffel y Vosniadou han usado el
enfoque de desarrollo-cognitivo del Cambio Conceptual propuesto por Carey (1987) y lo han
extendido hacia el aprendizaje de las matematicas que sera expuesto en el Capitulo 3. Estos
investigadores sefialan que los marcos explicativos juegan un papel importante para los
estudiantes, son sus maneras de comunicar sus ideas, de reflexionar frente a situaciones
problema, preguntas y cuestionamientos en el area de las matematicas.

La perspectiva del Cambio Conceptual que se emplea ha sido defendida por muchos
autores, quienes ponen en relieve la necesidad de una reorganizacion fundamental del
conocimiento previo del estudiante. Por lo tanto, por medio del estudio de investigacion
descrito en este documento se propone generar una reconceptualizacion o una resignificacion
de la propiedad de densidad a través de una secuencia didactica disefiada para tal fin.
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Voshiadou (1994) plantea un enfoque tedrico del Cambio Conceptual como una
modelizacion. Modelos mentales iniciales, modelos sintéticos y modelos cientificos son los
tres pilares de esta teoria. El estudiante primero tiene modelos mentales iniciales, un nifio
tiene un modelo mental de un concepto en especifico antes de iniciar su etapa escolar, por
ejemplo, el modelo mental inicial de la “planitud de la Tierra®. Los modelos sintéticos
ocurren cuando el estudiante recibe informacion nueva y trata de ajustarla con los conceptos
preexistentes, 1o que hace que se generen concepciones erréneas. Una situacion particular es
la creencia de que los nimeros decimales, con el orden usual, tienen sucesor por la razon de
que los naturales lo poseen. Finalmente, los modelos cientificos ocurren cuando el estudiante
asimila informacion cientifica como tal; el estudiante justifica con la propiedad de densidad
la existencia de una infinidad de nimeros intermedios en un intervalo.

En el &mbito educativo de las matematicas, Stafylidou y Vosniadou (2004) y Voshiadou
y Verschaffel (2004) suelen usar marcos explicativos en lugar de modelos mentales o
modelos sintéticos. Los autores indican que un marco explicativo del estudiante sobre el
concepto numero natural o el conteo de los nimeros permanece antes, durante, y después de
la etapa escolar. Mientras que, un modelo mental no permanece en la red existente de
conceptos por el estudiante —como es el caso de que la Tierra es plana— ya que al comenzar
su ciclo escolar esta creencia es erradicada. Sin embargo, los autores refieren modelos
sintéticos en investigaciones sobre el aprendizaje de las matematicas.

Uno de estos modelos sintéticos es la conceptualizacién de que el conjunto de los
nimeros racionales tiene tres conjuntos “diferentes” que no estan relacionados entre si:
enteros, decimales y fracciones (Vosniadou, 2013). Como consecuencia, los estudiantes
piensan de forma diferente para enteros, decimales y fracciones en términos de su estructura
(discreto versus denso). Lo anterior se ha evidenciado en los resultados de estudios realizados
por Vamvakoussi y Vosniadou (2007, 2010), quienes sefialan que la representacién simbdlica
en los extremos de un intervalo afecta el juicio de los estudiantes para determinar qué tipo de
representacion son los numeros intermedios que hay en dicho intervalo. Es decir, el
estudiante manifiesta que hay numeros decimales entre decimales y fracciones entre
fracciones, pero que no puede haber decimales entre fracciones y/o fracciones entre
decimales. Asi mismo, las autoras indican que muchos alumnos refieren que hay una cantidad
finita de nimeros en un intervalo.

3 Segtin Vosniadou (1994), el nifio tiene la creencia de que “la Tierra es plana” porque Se encuentra en un contexto donde
siente que vive, 0 que camina, en un plano.
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1.3 Preguntas Yy objetivos de investigacion

Con base en la problematica planteada referente al estudio de la propiedad de densidad
de los numeros decimales, con profesores en formacién, para el estudio descrito en este
documento se elaboraron las siguientes preguntas de investigacion:

1.

¢Cuales son las concepciones, 0 marcos explicativos iniciales, que apropia un
profesor en formacion en matematicas con respecto a la propiedad de densidad de los
numeros decimales?

¢El modelo de ensefianza propuesto, a través de una secuencia didactica, promueve
un cambio conceptual de las concepciones 0 marcos explicativos relacionados con la
propiedad de densidad de los estudiantes para profesor en matematicas?, ¢por qué?

A partir de estas preguntas y con el propoésito de responderlas se disefiaron los siguientes
objetivos de la investigacion:

1.

Indagar las concepciones que tienen los profesores en formacion con relacion a la
propiedad de densidad de los nimeros decimales.

Caracterizar los marcos explicativos de los profesores en formacion afines a la
discrecion y densidad de los nimeros decimales.

Evidenciar las actuaciones de los profesores en formacion durante las actividades
propuestas en una secuencia didactica en el caso de que se promueva un cambio
conceptual.

Para lograr los objetivos se elabor6 un cuestionario y se disefid una propuesta didactica,
como se ha mencionado anteriormente. En la puesta en marcha de esta secuencia didactica
participaron profesores en formacién de manera voluntaria asistiendo a cada una de las
sesiones que constituyeron un taller sobre la densidad de los nimeros decimales. Finalmente,
se espera promover un Cambio Conceptual con respecto a las concepciones relacionadas con
la densidad de los nimeros decimales, especialmente de aquellos profesores en formacion
que tuvieron dificultades. En el siguiente capitulo se detallan los conceptos asociados con la
propiedad de densidad, empezando por la definicion de nimero decimal.
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Capitulo 2

Los nimeros decimales y la
propiedad de la densidad

El componente formal de los Modelos Teoricos Locales que se describe en los
siguientes apartados estd formado por la construccién de los nimeros decimales a partir de
los nimeros naturales y de los enteros —tomando en cuenta la perspectiva expuesta por
Brousseau (1981)-, varios acercamientos a la propiedad de densidad de los numeros
decimales —desde el punto de vista de Centeno (1997) —, la relacion de orden, y la propiedad
de densidad del sistema de los nimeros decimales.

2.1 Construccion de los numeros decimales a partir del producto cartesiano de los
naturales y los enteros

Brousseau (1981) menciona dos formas de construir los nimeros decimales finitos: a
partir del producto cartesiano de los nUmeros naturales y los nimeros enteros, y como un
subconjunto de los nimeros racionales. En este documento solo se describira la primera
construccién descrita por el investigador, la otra se encuentra tanto en el documento de
Brousseau (1981, p. 151), como en el de Centeno (1997, p. 66).

La construccién de los nimeros decimales de acuerdo con Brousseau (1981) consiste
en tomar una estructura conocida, la de los enteros, y hacer una extension de ella. Brousseau
menciona que una forma de construir los nimeros decimales consiste en encontrar las
soluciones de la ecuacién 10™. x = z, con z € Zyn € N. Segun el investigador para
lograrlo se define en ZxN la relacion siguiente, que es una relacién de equivalencia:

(Zl,nl)"’(Zz,nz) = Z1.10n2 = Z2.10n1, con le Z2 € Z y nl, le € N

Brousseau (1981) explica que la clase del par (z,n) se escribe [z/10™] y es el conjunto
de fracciones equivalentes a la fraccion z/10™, el cual se llama ndmero decimal, de ahi
también la expresion fraccion decimal. Por ejemplo: el conjunto de soluciones de la ecuacion
10%x = 23 es la clase de equivalencia [23/10?]; esta clase contiene una infinidad de
fracciones, es decir todas las fracciones equivalentes a 23/102. EI nimero 23/10% es un
representante de la clase [23/102], de hecho 23/100 es el representante irreducible de esa
clase, es decir aquel representante cuyo numerador y denominador son primos relativos.
Otros miembros de esta clase son: 230/1000, 2300/10000, o 23000/100000, entre una
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infinidad de la forma (z.23)/( z.10%) para z € Z.

El nimero 23/102 denota el par (23, 2) que es equivalente a (230, 3), en efecto:
23.10% = 23.(10.10%) = (23.10).10% = 230.10?

por ello
(23,10%)~(230,10%) & [23/102] = [230/10%]

El conjunto D de los numeros decimales es el conjunto de las clases que la relacién de
equivalencia ~ determina en el conjunto ZxN.

A continuacion, se demuestra que la relacion ~ definida anteriormente es de equivalencia.
Recordemos la definicion:
(Zl,n1)~(Z2,Tl2) = Zl' 107’12 = Zz. 107’11, con Zl’ ZZ € Z y Tll, le € N

a. Propiedad reflexiva: Por demostrar (z,n)~(z,n). Sabemos que Vn €N, z € Z,
z.10™ = z.10™, y que la igualdad entre nimeros enteros es reflexiva, luego por
definicion de la relacién ~, la igualdad anterior se traduce en que (z, n)~(z,n) para
todo (z,n) € ZxN.

Ejemplo: el par (23, 2) esta relacionado consigo mismo, en efecto:

(23,102) = (23,10%) & 23.10% = 23.10% & [23/10%] = [23/10?]
estas igualdades son ciertas por la definicion de la relacion y por la propiedad
reflexiva de la igualdad entre nUmeros enteros.

b. Propiedad simétrica: Si (z,,n,)~(z,,n,) con z,,z, € Z y ny,n, € N, entonces por
definicién z;.10™ = z,.10™. Por ser la igualdad simétrica en Z se tiene que
z,.10™ = z,.10™2, por lo tanto (z,, n,)~(z;,n,), por definicién de ~.

Ejemplo: Sea (4,1), este par esta relacionado con el par (40,2), debido a que:

4.10% = 4.(10.10) = (4.10).10 = 40.10' & [4/10'] = [40/107].
La cadena de igualdades son validas por la propiedad asociativa de la multiplicacién
de enteros, de donde se obtiene por la propiedad simétrica de la igualdad de los
ndmeros enteros que:

40.10' = 4.10° & (40,2) ~ (4,1)

es decir, que el par (40, 2) esta relacionado con el par (4, 1), de donde se ve que esta
pareja de pares cumple con la propiedad simétrica.

c. Propiedad transitiva: Supongamos que (z,,n,)~(z,,n,) y que (z,, n,)~(z3,n3) con
Z1,2Z, Z3 € L'y ny,ny,n3 € N. Por la definicion de ~ se tiene que:

15



Z1. 10112 = Z3. 10711 y Zy. 1071.3 = Z3. 10”2,
|UegO (Zl' 107’12). (Zz. 107’13) = (Zz. 107’11). (Z3. 107’12).

Ahora se toma el primer miembro de la igualdad:
(Zl' 10712). (Zz. 107’13) ES

= (z,.10™2).(10™s. z,) por conmutativad de la multiplicacién en Z
= [(2;.10™2).10™3]. z,) por asociativad de la multiplicacion en Z
= [(10™2.2,).10™3].2;) por conmutativad de la multiplicacién en Z
= [(10™2.(z,.10™3)]. ;) por asociativad de la multiplicacion en Z
= [(z;.10™3).10™2].z;) por conmutativad de la multiplicacién en Z
= (z;.10™3).(10™2. z,) por asociativad de la multiplicacion en Z
= (21.10™3).(2,.10™2) por conmutativad de la multiplicacion en Z.

Analogamente para el segundo miembro
(z5.10™).(23.10™2) = (z3.10™).(z,.10™2).
Por transitividad de la igualdad en Z se tiene que:
(z1.10™3).(2,.10™2) = (z5.10™).(z,.10™2).
Por la propiedad de la cancelacion derecha de la multiplicacion en Z se tiene que
z,.10™ = z5;.10™
por definicion de ~ se tiene que:

(z1,n1)~(23,n3).

Un ejemplo:
Sea (5,1), este par esta relacionado con el par (50,2), y, (50,2) esta relacionado con el
par (500,3). Luego (5,1)~ (500,3), debido a que:
5.103 = 5.(10.10.10) = (5.10.10).10 = 500.10' < [5/10'] = [500/103].
Por tanto,
5.103 = 500.10' & (5,1) ~ (500,3)

Entonces, por a, b y c, la relacion ~ es una relacion de equivalencia. De lo anterior se puede
decir que

D = ZXN/~ ={[(z,n)]|z € Zyn € N}.

donde D denota al conjunto de los nimeros decimales y [(z,n)] las clases de equivalencia
de las soluciones de la ecuacion: 10™. x = z.
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2.1.1 Definicion de adicion y de multiplicacion de nimeros decimales

En D se puede definir una adicion, +:DxD — D, para toda pareja de nimeros
decimales (z1, n1) Y (z2, n2) de la siguiente manera:
(z1,n) + (z2,n3) = (21.10™ 4+ 2,.10™, ny + ny)

Usando las propiedades de la adicion y la multiplicacion en Z se puede probar que (D, +) es
un grupo abeliano. El elemento neutro respecto de la adicién definida es la clase [(0, n)] y
el inverso aditivo de la clase [(z, n)] es la clase [(-z, n)].

Asi mismo, en D se puede definir una multiplicacion x: DXD — D, para toda pareja de
nameros decimales (z;,n,) y (z,,n,) de la siguiente manera:

(z1,11)%(22, 1) = (21X22, Ny + 7y)
Haciendo uso de las propiedades de la adicion y la multiplicacion en Z se puede probar que
(D, x) es un semigrupo abeliano. El elemento idéntico respecto a la multiplicacion definida
es la clase [(1, 0)].

Por ello, el conjunto de los nimeros decimales con la adicion y la multiplicacion asi
definidas, (D, +, .) forma un dominio entero.

2.2 Orden en los numeros decimales

Antes de que un estudiante aprenda la propiedad de densidad de los numeros decimales,
es importante que estudie las propiedades del orden que se define en el conjunto de los
nameros decimales.

Considerando el dominio entero D definido en el apartado anterior, se procedera a demostrar
que (D, <) es totalmente ordenado, donde la relacion < se define en ZxN de la manera
siguiente:
[(z1,11)] < [(z2,m2)] & 2,.10™ < z,.10™,
donde [(z,ny)]y [(zy,n,)] € D,y 2,z € Z Y ny,n, € N.

A continuacion se incluye un ejemplo para mostrar la idea de la definicién dada entre los
elementos del conjunto D:

Se quiere mostrar que (23,3) < (41,2) es decir, en realidad se quiere probar que la
siguiente desigualdad es cierta: 23/10% < 41/102. Por ello, a partir de la comparacion entre

los dos niimeros enteros 23 < 410 y multiplicando por el niimero positivo 1/103 se obtiene:

23/10% < 410/10° = (41.10) /103 = 41/10?
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es decir, 23/10% <41/10% & (23,3) < (41,2) que nos muestra que se cumple la
definicion de la relacién de orden entre los pares ordenados considerados.

A continuacion se demuestran las propiedades que satisface la relacion de orden definida:

a. Propiedad reflexiva: Por demostrar (z,n) < (z,n). Sabemos que Vn €N, z € Z,
z.10™ < z.10™, y que el orden de los nimeros enteros cumple la propiedad reflexiva,
luego por definicion de <, la desigualdad anterior se traduce en que (z,n) < (z,n)
paratodo (z,n) € ZxN.

Un ejemplo: (23,2) < (23,2), en efecto: 23.10% < 23.10?

b. Propiedad antisimétrica: Supongamos que (zy,ny) < (z5,n;) Y que (z,,n;) <
(zy,n,) con z,,z, € Zyny,n, € N. Se debe demostrar que (z;,n;) = (z,,n,).
Por definicion de (z;,n,) < (z,,n,) se tiene que z;.10™2 < z,.10™ y por la
definicién de (z,,n,) < (z4,n,) se tiene que z,.10™ < z;.10"2,
El orden de los nimeros enteros cumple con la propiedad antisimétrica, por ello se
tiene que z,.10™t = z;.10™2, que conduce a la igualdad (z,,n,) = (z,,n,).

Ejemplo: Supongamos que (3,1) < (30,2) y (30,2) < (3,1). Se quiere ver que (3,1) =
(30,2). Por definicion de < se tiene que 3.10% < 30.10% y 30.10! < 3.107?, luego
3.(10.10) < 30.10y 30.10 < 3.(10.10). Por tanto 3.(10.10) = 30.(10), es decir,
3.10% = 30.10%, luego (3,1) = (30,2).

c. Propiedad transitiva: Se supone que (z;,n,) < (z3,1n,) Y que (z,,n,) < (z3,n3) con
24,25 Z3 € LYmng,nyn3 €N,

Por la definicion de < se tiene que:
7:.10™" < 7,.10™ y 7,.10™ < z3.10™2 *)

Se considera la primera desigualdad, z,. 10™2 < z,.10™, y se multiplica por z,.10™3
a ambos lados de la desigualdad. La desigualdad en los enteros se conserva debido a
que z,.10™ > 0, por ello se obtiene:

(z,.10™3)2,.10™2 < (z,.10™3)z,.10™ (**)

Ahora considérese la segunda desigualdad de (*): z,. 10™ < z5.10™2, y se multiplica
por z,.10™t,> 0 a ambos lados de la desigualdad:
(z.10™)z,.10™ < (z,.10™)z;.10™2

Por conmutativad de la multiplicacion en Z (primer miembro de la desigualdad), se
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obtiene:
7,.10™3(2,.10™) < (2z,.10™)z5.10™ (%)

De (**) y (***) y por transitividad de la multiplicacion en Z se tiene:
(z.10™3)z,.10™2 < (z,.10™1)z5.10™2

Usando las propiedades asociativa y conmutativa de la multiplicacion en Z se tiene
que:
(25.10™2)(z1.10™3) < (2,.10™2)(z5.10™1)

Por la ley de cancelacién izquierda de la multiplicacion en los nUmeros naturales:
(21.10™) < (z3.10™)

Y finalmente por definicion de < se tiene: (z,,n;) < (z3,n3).

Considérese el siguiente ejemplo de esta propiedad: (4,1) < (5,1) y (5,1) < (6,1),
luego (4,1) < (6,1). En efecto: 4.10 < 5.10% y 5.10 < 6.101, es decir, 4.10! <
6.10%, por tanto, (4,1) < (6,1).

Como la relacion < cumple con a, b y ¢ entonces (D, <) es un conjunto ordenado.

Ahora se debe probar que (D, <) es un conjunto totalmente ordenado, para ello se debe
cumplir que dados a,b € D entonces a < b 0 bien b < a.

Sean (zy,n,), (z5,n,) € D, luego z;.10™2 y z,.10™ son enteros, y respecto del orden
existente en el conjunto Z se obtiene:
7,.10™ < z,.10™ 6 bien z,.10™ < z,.10™2

Entonces (z1,n1) < (z3,n,) 6 bien (z,,n,) < (z1,ny). Por tanto, (D, <) es un conjunto
totalmente ordenado.

2.3 Acercamientos a la propiedad de densidad de los numeros decimales

Siguiendo las ideas de Centeno (1997), al pensar en la recta numérica como una
representacion grafica de los nimeros racionales, estos numeros se distribuyen de manera
densa sobre la recta; entre dos nimeros racionales siempre se puede encontrar un racional, y
por tanto una infinidad, basta con hacer (a + b)/2, con a, b numeros racionales. Centeno
agrega gque aungue se sabe que todavia no hay un numero para cada punto de la recta, porque
hay mas puntos en la recta que numeros racionales, se puede decir que la recta esta cubierta
de nimeros racionales de manera densa.
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Segun Centeno (1997), el conjunto de los racionales no es el Gnico conjunto denso en la
recta. La autora argumenta que no es necesario considerar todos los nimeros racionales, ya
que hay subconjuntos de los racionales que cumplen con la propiedad de densidad. Por
ejemplo, los numeros obtenidos por subdivisiones en 2, 4, 8, 16, 32, etcétera, partes iguales,
forman el conjunto de fracciones binarias —que también es un conjunto denso y en
consecuencia se distribuye de manera densa en la recta—. Asi mismo sucede con los numeros
decimales, afiade Centeno.

b TTt3-.._.4 B 6 7 B 9 10

0 TTee——ll

: 0.53 e

| 1 1 L 1 Liliisiiil | 1 1 I |

I T T T PRI de— T T 1

0 0.1 0.2 03 ___-83" 05 0.6 "T-07_ 08 0.9 1
0.53 Tl

Figura 2.1 Representacion gréfica del punto 0.53 en la recta numérica

Centeno (1997) considera el segmento de 0 a 1 de la recta numérica, los nimeros
obtenidos por subdivisiones de cada intervalo en 10, 100, 1000, etcétera partes iguales,
corresponden a fracciones decimales. Por ejemplo, el numero 0.53 = 5/10 + 3/100 (ver Figura
2.1) corresponde al punto situado en el intervalo entre 0 y 1, en el quinto subintervalo de
longitud 1/10, y en el tercer subintervalo de longitud 1/100.

En términos de Centeno (1997), si una fraccidn decimal tiene n cifras después del punto
decimal, se puede escribir g = z + 110 + 8,102 + ... + a,10™ donde z es un entero y las
cifras ai, az, ..., an pertenecen al conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} e indican los valores
posicionales de los nimeros decimales (décimas, centésimas, etcétera). Se puede decir que
este proceso que describe Centeno es una manera de concebir la propiedad de densidad de
los numeros decimales, cada vez se agregan mas digitos en la parte decimal de un nimero,
formando las décimas, centésimas, milésimas, diezmilésimas, cienmilésimas, y asi
sucesivamente. Luego, entre dos nimeros decimales podemos encontrar otros mas. Por
ejemplo, en el intervalo comprendido entre 2.2 y 2.3 se encuentran 2.21, 2.211, 2.2111, ...,
y procediendo en consecuencia, una infinidad.

El nimero g se representa en el sistema decimal en la forma abreviada z. a1 az as...an y
se escribe en forma de fraccion p/q, siendo g una potencia de 10, como se vio anteriormente.
Por ejemplo, el niumero 3.264 = 3 + 2/10 + 6/100 + 4/1000 = 3264/1000. Centeno (1997)
indica que ninguna fraccion irreducible cuyo denominador tenga factores distintos de 2 y 5
puede ser representada por una fraccion decimal. Por ejemplo, 1/9 no puede escribirse como
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numero decimal con un namero finito de cifras, porque no existe en la familia de fracciones
equivalentes a 1/9 ninguna fraccion decimal. Si 1/9 = b/10" se tendria: 10" = 9b, lo que es
absurdo porque 9 no es divisor de ninguna potencia de 10.

Al considerar la sucesion de nameros decimales 0.1, 0.11, 0.111, ..., se puede observar
que esta sucesion esta relacionada con 1/9 porque cada término de la sucesion es un cociente
aproximado de la division 1 + 9. Ahora, 0.11 estd méas préximo a 1/9 que 0.1; 0.111 esta mas
proximo a 1/9 que 0.11; 0.1111 estd méas préximo a 1/9 que 0.111; y asi sucesivamente. Se
dice que la sucesion 0.1, 0.11, 0.111, ..., tiene “como limite a 1/9”. Este contexto es otra
forma que puede ayudar al estudiante a comprender la propiedad de densidad de los nimeros

decimales. En el caso descrito, 0.1, 0.11, 0.111, ... se encuentran en el intervalo entre 0 y
1/9.

Relacion entre la construccion de nimero decimal, propuesta por Brousseau (1981), y
la descripcion de nimero decimal que hace Centeno (1997)

Recordemos la definicién de nimero decimal que hace Brousseau:
(Zl,n1)~(Z2,Tl2) = Zl' 107’12 = Zz. 107’11, con Zl’ ZZ € Z y Tll, le € N

A través del siguiente ejemplo se quiere ver como esta definicion que propone Brousseau
esta relacionada con la descripcion de numero decimal que hace Centeno.

El nimero 0.123 representa un décimo, dos centésimos y tres milésimos, es decir:
0.123 = 1/10 + 2/100 + 3/1000 = 1/10' + 2/102 + 3/103 = 123/103 (*)

Al agregar un 0 en la posicién de las diezmilésimas del nimero 0.123 se obtiene 0.1230,
luego estas expresiones son equivalentes ya que ambas representan la “ausencia” de
diezmilésimos.

Veamos como esta representado el numero 0.1230.

El nimero 0.1230 representa un décimo, dos centésimos, tres milésimos y cero
diezmilésimos, es decir: 0.1230 =1/10 +2/100 + 3/1000 + 0/10000 = 1/10* +
2/10% +3/10% + 0/10* = 1230/10* (**)

Las expresiones 0.123 y 0.1230 son equivalentes, es decir, 0.123 = 0.1230, entonces por (*)
y (**) se tiene que 123/103 = 1230/10%* por tanto, 123.10* = 1230.103, luego
(123,3)~(1230,4).

2.3.1 Propiedad de densidad de los nimeros decimales

Para probar la propiedad de densidad de los nimeros decimales caracterizados en el
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apartado 2.1 como:
D = ZxXN/~ ={[(z,n)]|z €Zyn € N}
donde la relacion ~ se definié como:
(zy,n1)~(2z5,n,) & 2,.10™2 = 2,.10™, conz,,z, € Z Yy ny,n, € N,

se define un orden estricto en el conjunto ordenado (D, <) a partir de la relacion de orden
definida en el apartado 2.2:

Sean (z;,n1) Y (z,n,) €D con zy,z, € Z y ny,n, € N, entonces:
(z1,ny) < (z5,n,) © 2z;.10™ < z,.10™1,

Por definicion: El conjunto D es denso si dados a,b € D, con a < b, existe ¢ € D tal que
a<c<b.

Demostracion:

Z1 Z3
10m1’ 10m2

Z1 Z2

Sean € D tales que <

o < Toms luego z;.10™2 < z,.10™ (*)

a. Sumando z;.10™ a ambos lados de la desigualdad se tiene que
2(2,.10™) < z,.10™ + z,.10™2,
Multiplicamos por 10™t (10™: es positivo) a ambos lados de la desigualdad, luego
2(z1.10M2)10™ < (z,.10™ + z,.10™2)10™,
entonces:

Zq 22.10n1+ 21.10n2 _ 1( Zy Zq ) _ 1( Zq Zy )
10M1 2(10m110M2) 2 \10m2 10m1) 2 \10m1 10m2)"

Luego

Zq 1 Zq Zy ok
S
10™1 2 \10™ 10™2 ( )

b. Sumando z,.10™ a ambos lados de la desigualdad (*) se obtiene
7:.10™ + z,.10™ < 2(z,.10™).
Multiplicamos por 10™2 a ambos lados de la desigualdad:
(2,.10™2 + 2,.10™)10™ < 2(z,.10™)10"2,
entonces:

z7.10™2+ z,.10™1 Zy 211024 z,.10™1 l( Z1 Zy )
2(10™110"m2) 10M2 2(10™110M2) 2 \10™ 10M2

. . l Zq1 Zz) 22 Fokk
Quiere decir que 2(10n1+ oz) < 1o )

Por tanto, por (**) y (***) se tiene la siguiente desigualdad:
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Z1 1, 4 Zy Zy

10m ~ E(1on1 * 10nz) < Tom

Por tanto, en el conjunto D de los nimeros decimales la relacion de orden definida cumple
con la propiedad de densidad.

2.3.2 Infinidad de nimeros decimales entre nUmeros decimales diferentes

La propiedad de densidad es equivalente a la siguiente afirmacion: Sean a,b € D, tales
que a < b, entonces entre estos dos nimeros decimales hay una infinidad de elementos de D.
Demostracion: Procediendo por reduccién al absurdo, suponemos que entre a y b, con
a,b € D, existe un numero, n, finito de decimales, sea éstos c, ...,c, € D, tales que a <
¢, << ¢, <b.Comoc, < byambos son nimeros decimales, se tiene por la propiedad
de densidad que entre c,, y b existe c,,, tal que ¢, < c,+1 < b, por lo que habrian n + 1
decimales entre a y b, lo que contradice la hip6tesis inicial.

Se ha demostrado que si D es denso y a y b son dos numeros decimales tales que a < b,
entonces existe una infinidad de elementos de D que se encuentran entre a y b. Faltaria
mostrar que si a 'y b son elementos de D, tales que a < b, entonces existe ¢ € D, tal que a <
¢ < b, pero eso es consecuencia de que existe una infinidad de elementos de D entre esos
dos numeros decimales.

Por ello que se satisfaga la propiedad de densidad en un conjunto respecto a una
relacién de orden es equivalente a la existencia de una infinidad de elementos entre dos
elementos diferentes del conjunto.

2.4 Escritura decimal de un nimero racional

Centeno (1997) sefiala que se puede convertir una fraccion decimal en escritura decimal
haciendo la division del numerador entre el denominador y se obtiene una escritura que
resulta muy comoda. Por ejemplo, 2/5 = 2:5 = 0.4, o también 2/5 = 4/10 = 0.4. Centeno dice
que si se aplica el mismo procedimiento al nimero racional 1/3 no se obtiene una escritura
decimal finita. La autora sefiala que 0.3333..., que se obtiene al hacer el cociente entre 1y
3, es una aproximacion al numero 1/3 (en el altimo péarrafo de la seccion 2.3, de este capitulo,
se menciona otro ejemplo). Se concluye que aunque todos los nimeros racionales no son
fracciones decimales, éstas permiten dar aproximaciones tan finas como se quiera de los
racionales, luego todo numero racional se puede representar por una escritura decimal
limitada, finita, o ilimitada, infinita (periddica o no periddica).

Finalmente, lo expuesto en este capitulo correspondiente al modelo de la componente
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formal del Marco Teorico Local de la densidad de los nimeros decimales, sirve por un lado
para tener en cuenta los conocimientos matematicos para el disefio y elaboracion de la
experimentacion educativa, y por otro para comprender los textos matematicos
(manifestaciones escritas) que producen los estudiantes de profesor en formacién sobre lo
que piensan acerca de la propiedad de densidad de los numeros decimales y como usan esos
conocimientos para responder a preguntas formuladas o resolver problemas que involucren
esa propiedad.
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Capitulo 3

Aspectos relevantes del
Cambio Conceptual

Los seres humanos vivimos actualmente en presencia de cambios constantes,
observamos con naturalidad como nuestras experiencias estan sujetas al cambio, ya sea de
tipo tecnoldgico, social, académico, entre otros. Asi mismo sucede con el aprendizaje de un
concepto, proceso en el cual el estudiante requiere “cambiar” o “reorganizar” las ideas que
tiene sobre este concepto por nuevas concepciones para comprenderlo y usarlo con mayor
profundidad.

3.1 Raices del Cambio Conceptual

Las raices del enfoque del Cambio Conceptual se encuentran en el trabajo de Thomas
Kuhn (1970) sobre el cambio tedrico en la filosofia y la historia de la ciencia. Kuhn propuso
que la ciencia normal —donde la historia de la ciencia se encuentra marcada por largos
periodos que se ven interrumpidos por cambios bruscos de una teoria a otra sin ninguna
posibilidad de interconexion entre ellas—, opera dentro de conjuntos de creencias,
suposiciones y practicas que constituyen paradigmas (formas nuevas y aceptadas de resolver
un problema en la ciencia, que mas tarde son utilizadas como modelos para la investigacion
y la formacion de una teoria). Cuando las nuevas concepciones cientificas no pueden ser
acomodadas dentro de estos paradigmas, la ciencia entra en un periodo de crisis que es
finalmente resuelto mediante un cambio revolucionario que es lo que se conoce como
Revolucion Cientifica. Un ejemplo de Revolucion Cientifica es la transicion de la mecénica
newtoniana a la mecénica cuantica que evocd muchos debates sobre la naturaleza y los
estandares de la fisica.

A partir de los trabajos de investigacion hechos por Viennot, Novak y el duo Driver y
Easley en la década de los afios 70 (citados por Vosniadou, 2002), el Cambio Conceptual
tomo fuerza. En ese momento surgi6 una necesidad prominente de cambiar conceptos basicos
por conceptos cientificos en el aprendizaje de la ciencia al observar que durante y después de
la ensefianza los estudiantes seguian teniendo conceptos erroneos, como lo afirma Vosniadou
(2002).
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loannides y Vosniadou (1998) mencionan que Posner, Strike, Hewson y Gertzog, en el
afio 1982, realizaron una analogia entre las ideas de Kuhn sobre la ciencia normal y la
revolucion cientifica, y las ideas piagetianas de asimilacion y acomodacion. Esta analogia se
convirtié en el principal fundamento que orient6 la educacion cientifica durante muchos afos,
pero, posteriormente fue sujeta a criticas.

3.2 Enfoque clésico del Cambio Conceptual

En el &mbito educativo-cientifico, Posner Strike, Hewson y Gertzog (1982) presentaron
un trabajo sobre el Cambio Conceptual al que, més tarde Vosniadou (2013) denominé el
enfoque clasico del Cambio Conceptual. Estos investigadores indican que hay dos fases
sobre el Cambio Conceptual en la ciencia. En una primera fase, el estudiante utiliza las
concepciones existentes* para enfrentar un nuevo fendémeno o concepto; esta fase es llamada
asimilacion. En la segunda fase, acomodacion, el estudiante debe reemplazar sus
concepciones para permitir el aprendizaje de los nuevos fendmenos o conceptos. Posner y
sus colegas (1982) propusieron cuatro condiciones antes de que un cambio conceptual pueda
ocurrir:

1. Debe haber insatisfaccion con las concepciones existentes. Antes de que ocurra la
acomodacion, el estudiante, o el cientifico, se siente incapaz de resolver los problemas
que giran alrededor de los nuevos fendmenos con sus concepciones existentes, por
tanto, se siente insatisfecho con estas concepciones. Un aspecto importante de la
insatisfaccion es la anomalia. Cada vez que un individuo intenta sin éxito asimilar
una experiencia 0 una nueva concepcion en su red existente de concepciones, el
individuo experimenta una anomalia (Ibid, p. 214).

2. Una nueva concepcion debe ser inteligible. El individuo debe ser capaz de
comprender cdmo sus experiencias pueden ser estructuradas por un nuevo concepto.
Se sugiere la importancia de las analogias y las metéaforas para otorgar un significado
inicial e inteligibilidad a nuevos conceptos (Ortony, 1975; Belth, 1977; Black, 1962;
citados por Posner et al., 1982). Sin embargo, la inteligibilidad es necesaria pero no
suficiente para un acomodamiento. La inteligibilidad requiere una comprension de
las palabras y simbolos, asi como de una representacion significativa del nuevo
concepto para que el estudiante pueda tener alguna idea de qué se trata lo que va a
aprender.

4 Segun Strike y Posner (1985, citado por Flores, 2007), las concepciones existentes son precondiciones que tiene el
estudiante para la interpretacion de la experiencia. O bien, se podria decir que son las ideas construidas hasta ese
momento.
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3. Una nueva concepcion debe parecer inicialmente plausible. Con un nuevo concepto
el individuo debe, al menos, tener la capacidad de resolver los problemas generados
por sus conceptos existentes.

4. Con un nuevo concepto el individuo debe advertir la posibilidad de un programa de
investigacion fructifero. Cuando el estudiante ha asimilado un concepto, inteligible y
plausible, que ha superado las anomalias, ha aprendido un nuevo concepto que le
servira para relacionarlo con otros conceptos. El estudiante podra extender estos
nuevos conceptos hacia otras areas de indagacion.

Finalmente, Posner y sus colaboradores concluyen que dos elementos importantes para
guiar el proceso del cambio conceptual son las anomalias y las suposiciones fundamentales
sobre el conocimiento de un concepto. Las anomalias son para el estudiante fuentes de
conflictos cognitivos, los cuales pueden conducir un acomodamiento del nuevo concepto,
entonces, cada vez que el estudiante acepta una anomalia, la insatisfaccion con los conceptos
existentes permitira el aprendizaje del nuevo concepto.

3.3 Enfoque de desarrollo-cognitivo del Cambio Conceptual

El enfoque del Cambio Conceptual propuesto por Posner y sus colegas recibi6 varias
criticas. Smith, diSessa y Roschelle (1993) indicaron que este enfoque se centraba en los
conceptos erroneos de los estudiantes e ignoraba lo que ellos sabian hasta el momento, asi
mismo, cuando los estudiantes se enfrentaban a los conceptos errébneos mediante una
instruccion por conceptos nuevos Unicamente, es poco probable que tuvieran éxito. Caravita
y Hallden (1994) mencionaron que el conflicto cognitivo no es una estrategia de instruccién
eficaz y que se debe tener en cuenta el contexto sociocultural y las afectaciones
motivacionales para que pueda ocurrir un cambio conceptual.

Carey (1987) habla sobre la naturaleza del cambio conceptual. Ella sostiene que los
cambios que se producen entre la infancia y la edad adulta son “fuertes” reestructuraciones
de los conceptos, en las cuales se representa un verdadero cambio conceptual. Carey realiza
numerosos experimentos, uno de ellos, en biologia, con nifios de diferentes edades sobre
algunos 6rganos de animales. Ella sefiala que el nifio reconoce la funcion de cada 6rgano, y
también las relaciones entre los 6rganos a medida que conoce mas sobre el tema, lo que
evidencia que la base de conocimientos de los nifios se sistematiza cada vez mas; va
formando un conjunto de conocimientos que estan relacionados entre si. A esto, Carey le
Ilama sistema de conocimientos, es decir, el nifio aprende un concepto y lo asocia con otros
ya aprendidos. De acuerdo con VVosniadou y Verschaffel (2004), no se trata de conocimientos
“unitarios” o ‘“aislados”, sino de un sistema de conocimientos que consiste de varios
elementos como presuposiciones, creencias y modelos mentales que proporcionan una
explicacion y una prediccion.
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Carey y Spelke (1994) argumentan que los seres humanos estan dotados de sistemas de
conocimientos de dominios-especificos, como el conocimiento del lenguaje, el conocimiento
de los objetos fisicos y el conocimiento del numero natural; y cada sistema de conocimiento
se aplica a un conjunto de entidades y fendmenos. Por ejemplo, el conocimiento del lenguaje
se aplica a la oracién y sus componentes; el conocimiento de los objetos fisicos se aplica a
cuerpos materiales macroscopicos y su comportamiento, y el conocimiento del nimero
natural a conjuntos y a operaciones matematicas. Los anteriores ejemplos son sistemas de
conocimiento de dominios-especificos, que en términos de Carey y Spelke, cada uno de ellos
se organiza alrededor de un conjunto de principios basicos; para el lenguaje prevalecen los
principios bésicos de la gramatica universal; para los objetos fisicos en la Tierra, los
principios basicos de Newton, y para el nimero natural —segun investigadores en psicologia
que apoyan la existencia del conocimiento innato del nimero natural—, son la sucesion y la
correspondencia uno-uno.

Una caracteristica basica de esta comprension inicial de los nimeros naturales es que
son discretos, es decir, cada nimero natural tiene un sucesor unico —natural—, de hecho,
parece haber alguna evidencia de que la propiedad de la discrecion de los nimeros naturales
puede estar basada en la neurobiologia, en el sentido de que los seres humanos estan
predispuestos a aprender y razonar con esos nimeros (Dehaene, 1998; Gelman, 2000; citados
por Vosniadou, Vamvakoussi, y Skopeliti, 2008). Méas tarde, Blair, Tsang y Schwartz
mencionan que “[los bebés] pueden distinguir pequefias cantidades discretas sin enumerar”
(2013, p. 323) poniendo énfasis en que los individuos tienen funciones perceptivo-motoras que
existen antes de una comprension inicial del nimero.

Segun Carey y Spelke (1996), los investigadores sobre el desarrollo cognitivo ponen de
manifiesto que la cognicion se basa en la especificidad del dominio. Por ejemplo, las mayores
hazafias cognitivas de los animales: la elaboracion de la tela de la arafia o el canto de los
pajaros no son producto de una inteligencia general, sino de sistemas cognitivos especificos
de tareas especificas de cada dominio. De la misma manera, las capacidades perceptivas y de
accion de los seres humanos no provienen de un sistema de percepcién o de accion de uso
general, sino de una organizacion de sistemas especializados distintos para percibir diferentes
tipos de propiedades y la realizacion de patrones de actividad. Tipos de propiedades como
color, profundidad, melodias, etc., y patrones de actividad como alcanzar, agarrar, masticar,
etc.

El proceso de desarrollo cognitivo descrito por Piaget se caracteriza como una
“reestructuracion global”, de dominio general, se centra en etapas que tienen por objeto
caracterizar todos los aspectos del desarrollo y el aprendizaje. Por el contrario, los enfoques
de dominios-especificos se centran en la descripcion y explicacion de los cambios que tienen
lugar en el contenido y en la estructura de un conocimiento particular durante el aprendizaje
(Carey, 1987).
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Carey (1987) interpreta que los conceptos aprendidos son el producto de un
razonamiento limitado en el sistema de conocimientos en un punto dado del desarrollo
cognitivo, ya que los nifios se manifiestan sobre la base de lo que ya saben. De lo anterior,
Carey concluye que los nifios y los adultos comparten basicamente el mismo tipo de logica
0 modo de razonar, con la diferencia® en que tanto nifios, como adultos razonan con los
conceptos construidos hasta el momento. Por ejemplo, el nifio razona con conceptos hasta
ahora construidos de numero natural y adicion de nimeros naturales, y los adultos de
conceptos de nimero racional y adicion de nimeros racionales.

Por esta razon, Carey (1987) rechaza el enfoque general de Piaget sobre la idea de que
los nifios construyen formas de razonar durante cada una de las etapas dependiendo de la
naturaleza logica de las estructuras conceptuales subyacentes, y que solo los conceptos
cientificos se pueden adquirir en la Ultima etapa, la de las operaciones formales. La
investigadora considera que solo hay una forma de razonar tanto los nifios, como los adultos,
ademas, ella proporciona evidencias por medio de sus estudios de experimentacién que los
nifios pequefios muestran competencia en ciertos dominios mucho antes de lo que la teoria
piagetiana pronostica. Por lo tanto, Carey describid el desarrollo cognitivo en términos de
una reorganizacion radical de los conocimientos previos, y el cambio conceptual es el
resultado de un cambio de conocimiento de un concepto por otro. Para Carey y Spelke (1994),
el cambio conceptual implica cambiar los principios basicos en cada sistema de
conocimientos, por ende, crear nuevos principios y la creacion de nuevas ontologias®.

3.3.1 Teoria ingenua

Carey (1987) propuso esta teoria de dominio-especifico para cambiar algunos aspectos
relevantes de la teoria de desarrollo cognitivo de Piaget. El nifio comienza con estructuras
tedricas escasas sobre algunas concepciones antes de su etapa escolar. VVosniadou (1994)
explica detalladamente un ejemplo sobre este tipo de teoria de dominio-especifico
relacionado con la creencia que tiene el nifio acerca de que la Tierra es plana. El nifio tiene
una “geologia ingenua”, es decir, las concepciones son innatas, luego, a través de una
reestructuracion de conceptos, en sus primeras experiencias escolares, el nifio crea “nuevas
teorias™’, por ejemplo: “el cielo estd arriba y la Tierra estd debajo del cielo”. Siguiendo la
idea de Carey, el nifio cambiara de una teoria a otra con un dominio-especifico diferente en
términos de su estructura, fenémenos y conceptos individuales. Por ejemplo, en la situacion
descrita, el nifio se encuentra en el dominio de la planitud, pero mas tarde, el nifio manifiesta

5 Lo que hace la diferencia es el tiempo que le ha llevado a un adulto construir un conocimiento sobre un concepto
comparado con el tiempo que el nifio lleva a cabo ese proceso.

6 El término “ontologia” para Carey y Spelke significa el estudio de como se relacionan los conceptos.

7 De acuerdo con Vosniadou, el término “teoria” se usa para designar una estructura relacional, explicativa, y no una
teoria cientifica explicita.
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que la Tierra es esférica, es decir, en ese momento el nifio ya se encuentra en otro dominio,
cambia del dominio de la planitud al dominio de la gravedad.

Carey (1987) afirma que en esta teoria de dominio-especifico se va conceptualizando un
conocimiento cada vez mas a medida que el nifio va cambiando de una teoria a otra; este
proceso puede ser provocado por sus experiencias y/o por alguna instruccion, y no como
resultado de las capacidades l6gicas como lo propone Piaget. La autora sefiala que las “teorias
ingenuas” consisten de ciertas explicaciones de concepciones innatas relacionadas con una
ciencia, por ejemplo, una “fisica ingenua”, una “biologia ingenua”, entre otras.

A diferencia de lo que propone Carey (1987), quien piensa que el cambio conceptual es
radical, Vosniadou (1994) menciona que el cambio conceptual es un proceso continuo que
ocurre gradualmente a medida que el estudiante reinterpreta las diferentes restricciones. Por
ejemplo, en matematicas, como se ha evidenciado en diversas investigaciones, la dificultad
que enfrenta el nifio para comprender el concepto de fraccion se debe a que sus conocimientos
se encuentran restringidos por el hecho de que él razona basandose en sus conocimientos de
numero natural (Stafylidou y Vosniadou, 2004).

3.4 El enfoque del marco teérico del Cambio Conceptual

El principio basico del marco tedrico del Cambio Conceptual es que el individuo
comienza su proceso de adquisicion de conocimientos mediante el desarrollo de una teoria
ingenua (Vosniadou, 2013). El estudiante tiene una teoria ingenua cuando se basa en la
experiencia cotidiana y en la informacion procedente de la cultura, de las situaciones que lo
rodean sobre algin hecho o algun concepto en particular (\Vosniadou, 2002). Se podria decir
que esta definicion de teoria ingenua propuesta por VVosniadou no difiere mucho de la teoria
ingenua propuesta por Carey, ambas teorias tratan de los conocimientos previos que tiene el
estudiante, bien sean innatos, 0 a través de la experiencia cotidiana. Aprender ciencia requiere
la restructuracion fundamental de la teoria ingenua, como lo expone Vosniadou (2013), una
reestructuracion que se puede designar como “cambio tedrico”, mas concretamente, se define
el cambio conceptual como el resultado de un complejo proceso cognitivo y social de la teoria
ingenua. “Después de todo, la ciencia actualmente aceptada es el producto de un largo
proceso historico caracterizado por cambios teoricos radicales que han reestructurado
nuestras representaciones del mundo fisico” (Vosniadou, 2013, p. 13).

3.4.1 Marcos explicativos iniciales - Modelos mentales

Inicialmente el conocimiento de un concepto de un estudiante esta ligado a una teoria
ingenua de marcos explicativos iniciales, segin Vosniadou y Verschaffel (2004). Estos
autores llaman marcos explicativos iniciales a los conocimientos que posee el estudiante
antes y durante el aprendizaje de un concepto matematico sin que haya un cambio conceptual.
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Un ejemplo de esto son los marcos explicativos iniciales de los estudiantes sobre el nimero
natural y sus propiedades que no se modifican con la ensefianza durante los primeros afos
escolares hasta que se construya, por ejemplo, el significado del nimero fraccionario
(Vamvakoussi y Vosniadou, 2007). Cabe resaltar que para Vosniadou (1994) el cambio
conceptual implica reconceptualizaciones en un concepto, por ejemplo, el estudiante cuando
aprende lo correspondiente al nimero fraccionario no dejara de lado lo que aprendi6 sobre
los numeros naturales, es decir, el alumno cambia su sistema de conocimientos de acuerdo
con el dominio en el que se encuentre para resolver alguna situacion problema.

Los marcos explicativos iniciales no son las primeras observaciones que realiza el
individuo, sino las primeras reflexiones que forman una estructura coherente y sélida sobre
la naturaleza que él hace, junto con sus presuposiciones y creencias que lo rodean durante su
proceso de aprendizaje (Vosniadou y Verschaffel, 2004). Siguiendo la idea a los
investigadores, se puede decir que los marcos explicativos iniciales son las reflexiones que
hace un individuo acerca de lo que percibe, de lo que ve, de lo que interpreta, y lo explica a
Su manera, con sus propias palabras.

En las ciencias, Vosniadou (1994) usa la expresién modelos mentales para referirse a un
tipo especial de representacion. La construccion de la expresion modelo mental ha sido
utilizada por diferentes investigadores de diferentes maneras. Para VVosniadou un modelo
mental es una representacion que forma el alumno sobre ideas que adquiere, bien sea por
experiencia o por instrucciones, pero esta representacion va acompafiada de presuposiciones
que tiene el estudiante. La autora agrega que los modelos mentales ayudan al estudiante a
proporcionar explicaciones y predicciones sobre lo que esta aprendiendo.

3.4.1.1 Desarrollo de una conciencia metaconceptual

Vosniadou (1994) menciona que una conciencia metaconceptual es la conciencia que
tiene el estudiante de que las presuposiciones y creencias que posee son hipotéticas y que
limitan la forma para interpretar nueva informacion, es decir, el estudiante es consciente de
gue sus presuposiciones y creencias admiten refutacion. Vosniadou pone énfasis en la
importancia de ensefiar ciencia de tal manera que los estudiantes se conviertan en seres
capaces de ser conscientes de que sus presuposiciones no son hechos verdaderos sino
hipdtesis e interpretaciones tedricas que deben ser sujetos a experimentacion. La autora
sefiala que hay que estimular al estudiante para que exprese verbalmente sus explicaciones
de conceptos y fendomenos que va aprendiendo, y compartir dichas explicaciones con otros
estudiantes y compararlas con las opiniones de los expertos. De ahi la importancia de generar
conciencia de los errores que tienen los estudiantes. La falta de conciencia metaconceptual
impide que los nifios cuestionen sus conocimientos previos y fomenta la asimilacion de nueva
informacién a las estructuras conceptuales existentes generando conceptos erroneos
(loannides y Vosniadou, 1998).
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3.4.3 Marcos explicativos - Modelos sintéticos: Concepciones Alternativas

A partir de las teorias ingenuas, con las presuposiciones, como indica Vosniadou (2008),
el estudiante forma un sistema de conocimientos explicativo, relativamente coherente que se
basa y se confirma continuamente con la experiencia cotidiana. Segin Vosniadou (1994),
cuando el estudiante empieza a probar sus presuposiciones y creencias, es decir, cuando va
generando conciencia metaconceptual, va entendiendo nuevos fendmenos; proceso en el cual
el estudiante entra en conflicto con los conceptos existentes, en consecuencia, se producen
los modelos sintéticos.

Los modelos sintéticos son los intentos que hacen los estudiantes para mediar las
presuposiciones o creencias con las opiniones cientificas culturalmente aceptadas
(Vosniadou, 1994). Mas tarde, Vosniadou, en el afio 2008, propone que los modelos
sintéticos expresados por los alumnos sean conocidos a través de sus concepciones
alternativas. Las concepciones alternativas son las concepciones que forma un estudiante
cuando interpreta informacion cientifica, pero que lo lleva a crear informaciones
contradictorias. Es decir, cuando la nueva informacion a ser aprendida es inconsistente o
incompatible con los conceptos existentes, el estudiante intenta aceptar algunas afirmaciones,
otras no. La autora refiere que en estas situaciones el estudiante usa sus marcos explicativos
para describir con sus propias palabras dichas concepciones alternativas (Vosniadou, 1994,
2008).

Voshiadou y Verschaffel (2004) sefialan que estos marcos explicativos ayudan a
entender al educador o al experto las diferentes maneras de pensar de los estudiantes, sus
conceptos individuales de acuerdo con los fendmenos que ellos mismos van adquiriendo
desde instrucciones hasta teorias cientificas a las que estan expuestos. Los investigadores
afiaden que el proceso de aprendizaje de la ciencia es lento y gradual durante el cual los nifios
suelen agregar la nueva informacion cientifica a sus marcos explicativos iniciales,
destruyendo su coherencia y creando modelos sintéticos, concepciones alternativas.

3.4.4 Modelos cientificos

Finalmente, el cambio conceptual requiere cambios en las presuposiciones y creencias
que el estudiante debe realizar en sus representaciones para que pueda acceder a los modelos
cientificos, como sostiene Vosniadou (2013). Por ejemplo, para que el nifio asimile el
concepto cientifico de la Tierra se requiere que realice cambios en las presuposiciones
ontoldgicas, es decir, pasar de la categoria ontoldgica de “objeto fisico” del concepto de la
Tierra a la categoria ontologica “objeto astrondmico-fisico” (Vosniadou, Vamvakoussi y
Skopeliti, 2008).
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La reasignacion de un concepto a una categoria ontoldgica diferente o la creacion de
nuevas ontologias que realiza un individuo, refiere Carey (1991), es crucial para que pueda
ocurrir un cambio conceptual. Vosniadou (2013) afirma que estos cambios no ocurren de la
noche a la mafiana, el estudiante debe ir generando conciencia metaconceptual hasta que
logre una comprension cientifica de los conceptos aprendidos (ver Figura 3.1). De hecho, la
autora sostiene que la fortaleza particular del enfoque del marco tedrico del Cambio
Conceptual es que el estudiante puede explicar la formacion de concepciones alternativas a
través de marcos explicativos como resultado de una instruccion y de las experiencias
cotidianas.

Marcos explicativos iniciales-
Modelos mentales

Marcos explicativos-Modelos Desarrollo de una
sintéticos, Concepciones Alternativas Conciencia
Metaconceptual

Modelos cientificos

Figura 3.1 Modelizacién de fendmenos y conceptos
que el estudiante adquiere durante su proceso de aprendizaje

3.5 Extendiendo el enfoque del Cambio Conceptual hacia el aprendizaje de las
matematicas

Haciendo hincapié en las investigaciones en educacion cientifica, los patrones de cambio
en la historia de la ciencia estaban relacionados con los patrones de cambio en el aprendizaje
de las ciencias, como la fisica, la biologia, la mecanica, entre otras. Sin embargo, en el caso
de las matematicas se podria argumentar que la naturaleza del conocimiento matematico y
su desarrollo es tal que el aprendizaje de las matematicas no requiere un cambio radical de
conceptos, sino mas bien una cuestion de enriquecer el conocimiento previo (Vamvakoussi
y Vosniadou, 2004).

En sus primeras contribuciones sobre el Cambio Conceptual en matematicas,
Vamvakoussi y Vosniadou (2004) indican que “tradicionalmente, la matematica ha sido
considerada como un dominio excepcional del conocimiento humano, con caracteristicas
particulares que la diferencian de cualquier otra disciplina, incluso de sus vecinas mas
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cercanas, las ciencias naturales” (p. 454). Las autoras quisieron manifestar que una teoria en
matematicas una vez refutada no es cambiada por otra, como si ocurre con otras ciencias.
Vosniadou y Vamvakoussi sefialan que esta es una de las razones por las cuales,
posiblemente, los investigadores del Cambio Conceptual no relacionaban la matematica con
sus estudios.

Vamvakoussi y Vosniadou (2004) citan a varios investigadores como Crowe (1975,
1992) y Kitcher (1992), quienes creen que una teoria o una declaracion matematica una vez
demostrada y establecida no es depuesta por otra, y permanece en el cuerpo de conocimientos
de matematicas, es decir, que las matematicas son “acumulativas”. Una situacion particular
es cuando el nifio aprende, primero, sobre la comparacion de ndmeros naturales y mas
adelante aprende comparacion de nimeros decimales, pero ni la comparacion de nimeros
naturales, ni la de decimales sustituird una a la otra. Segun las autoras, el hecho de que las
matematicas fueran “acumulativas” para la época (década de los 70, 80), al parecer, se
consider6 como el principal argumento de que las matematicas no tuviese posibilidad alguna
dentro de las revoluciones cientificas de la ciencia.

Kuhn (1970) eximio a las matematicas de su analisis, estaba convencido de que no habia
revoluciones en ellas, no en el mismo sentido que las ciencias naturales. Por ejemplo, la fisica
de Aristételes no es valida en ningun contexto, mientras que la geometria euclidiana sigue
siendo valida en ciertos contextos. Vamvakoussi y Vosniadou (2004) manifiestan que nuevas
perspectivas de la historia de las matematicas han revelado que los estudiantes experimentan
cambios de conceptos en matematicas que no pueden describirse en términos de
“acumulacion”. Las autoras muestran el siguiente caso acerca del concepto de numero: “el
cambio del concepto pitagérico de namero, a través de la teoria de las proporciones de
Eudoxo, al concepto de numero real propuesto por Dedekind, implica mas que simplemente
expandir el concepto inicial” (p. 455). Implica cambios en el significado del término
"nimero”, por ejemplo, el significado del concepto de nimero natural y el significado del
concepto de numero decimal son diferentes.

Vamvakoussi y Vosniadou (2004) argumentan que el enfoque del Cambio Conceptual
puede aplicarse al aprendizaje de las matematicas, refieren que no es necesario hablar de
cambios de teorias, en lugar de ello se discute el desarrollo de los conceptos matematicos del
estudiante.

3.5.1 Del concepto de numero natural al concepto de nimero racional

En términos de Vamvakoussi y Vosniadou (2004), investigadores en educacion
matematica han evidenciado que el conocimiento previo del estudiante sobre los nimeros
naturales afecta el conocimiento de los numeros racionales. Los estudiantes usan el
conocimiento de nimero natural o el conocimiento de nimero entero para interpretar nueva
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informacidn sobre los numeros racionales (Moskal y Magone, 2000; Resnick et al., 1989;
citados por Vamvakoussi y Vosniadou, 2004). Esta perspectiva da lugar a conceptos erréneos
relacionados tanto con aspectos conceptuales, como operacionales, por ejemplo, los
conceptos erréneos que tienen los estudiantes relacionados con la multiplicacion de
fracciones (Stafylidou y Vosniadou, 2004). Fischbein (1987) expone que la principal
dificultad que tienen los estudiantes sobre la propiedad de multiplicacion de fracciones es la
concepcidn erronea de que “el producto siempre se hace mas grande que los factores”, debido
a los conocimientos que han construido sobre la multiplicacion de nimeros naturales.
Vosniadou (1994) indica que estas dificultades en el aprendizaje suceden cuando el nuevo
conocimiento que se adquiere entra en conflicto con lo que ya se conoce.

Reforzando lo anterior, investigadores de la psicologia del desarrollo cognitivo y de la
educacién matematica han observado que al menos algunas de las dificultades que los nifios
tienen con la comprension de las fracciones en general, podrian explicarse como resultado
de un conflicto entre la nueva informacién y sus conocimientos previos que estan
relacionados con el conteo de nimeros naturales (Stafylidou y Vosniadou, 2004).

3.5.2 Una matematica ingenua

Vosniadou y Verschaffel (2004) mencionan que no son los primeros en argumentar que
puede haber discordancias y conflictos entre conceptos matematicos avanzados y la
matematica ingenua®. Vosniadou y Verschaffel relacionan la matematica ingenua con las
intuiciones propuestas por Fischbein como la causa de los errores que cometen los estudiantes
en su proceso de aprender matematicas. Para Fischbein (1987), las intuiciones son creencias
cognitivas caracterizadas por evidencia propia, certidumbre intrinseca y coercion, en el
sentido de que son tomadas como necesariamente verdaderas, méas alla de la justificacion
adicional. Fischbein (1987) menciona que las intuiciones no son percepciones aisladas sino
extrapolables, y se caracterizan por la perseverancia y la globalidad, es decir, el ser humano
permite una comprension inmediata e integrada de una situacion a través de la seleccién de
caracteristicas que se consideran relevantes. Fischbein distingue dos tipos de intuiciones en
términos de su origen: las intuiciones primarias, que se desarrollan sobre la base de la
experiencia cotidiana, y las intuiciones secundarias que son las intuiciones refinadas que, por
ejemplo, un matematico profesional desarrolla después de una amplia formacion.

“El camino mas corto entre dos puntos es la linea recta”, “cada ntimero tiene un
sucesor”, “el todo es mayor que la parte”; son afirmaciones intuitivas que considera Fischbein
(1987) como aceptadas sin necesidad de una prueba formal o empirica. Es asi como los

estudiantes desarrollan una matematica ingenua, una matematica que consiste de ciertos

8 Vosniadou y Verschaffel relacionan la expresion matematica ingenua con las “teorfas ingenuas™ de Carey, es decir, la
matematica ingenua trata de los conceptos de matematicas hasta ahora construidos por el estudiante.
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principios o presuposiciones fundamentales (Vosniadou, Vamvakoussi, y Christou, 2005),
por ejemplo, la presuposicion de la discrecion del nimero, como se habia mencionado en los
inicios de este capitulo.

Los estudiantes forman un marco explicativo inicial acerca del nimero natural, y este
marco se interpone en el camino de entender el concepto de nimero racional presentado a
través de la ensefianza (Vamvakoussi et al., 2013). Para la comprension del concepto del
numero racional, el estudiante requiere cambios en las presuposiciones sobre el concepto
inicial del nimero natural. Investigadores sefialan que los estudiantes necesitan darse cuenta
de que ciertos presupuestos, como la discrecion de los nimeros, son validos en contextos
especificos (Vosniadou, 2013). Aprender acerca de los numeros racionales requiere que los
estudiantes construyan significados para las nuevas anotaciones simbdlicas, segun Stafylidou
y Vosniadou (2004), como las fracciones y los nimeros decimales. Pero esta situacion no es
sencilla de asimilar, como lo demostraron Vamvakoussi y Voshiadou en el 2010 en su
estudio, el estudiante tiene dificultades para interpretar que la notacién decimal y la
fraccionaria representan el mismo valor numérico en el conjunto de los nimeros racionales.
Ante esto, Vamvakoussi y Vosniadou (2010) recalcaron la importancia que diferentes
notaciones simbdlicas se refieren al mismo numero, es decir, los numeros con escritura
decimal y las fracciones son representaciones “intercambiables” de nimeros racionales y no
diferentes objetos matematicos.

3.6 De la discrecion a la propiedad de la densidad

Neumann (1998) realiz6 un estudio de investigacion en 1996 acerca de las ideas de los
estudiantes sobre la densidad de las fracciones en varias escuelas en Alemania. Los
estudiantes eran de séptimo grado de la educacion elemental que asistian a cursos de
matematicas avanzadas. Neumann elabor6 una “escalera” de jerarquias de acuerdo con los
resultados obtenidos en su estudio (ver Figura 3.2). En el primer nivel (de abajo hacia arriba),
el estudiante no tiene conocimientos sobre las fracciones en general. En el segundo nivel, el
estudiante cree gque no hay numeros entre dos fracciones diferentes ya que piensa que estos
nameros son naturales, y, por ende, piensa que son nUmeros consecutivos. En el tercero, el
estudiante dice que hay una finitud de nimeros en un intervalo. En el cuarto, el estudiante
considera la existencia de muchas fracciones en el intervalo, pero ain no considera la
infinitud. Y en el altimo nivel, el estudiante considera la existencia de una infinidad de
nameros entre dos fracciones diferentes.

Una de las causas por la que el estudiante tiene dificultades respecto a la propiedad de
densidad es la creencia de que las fracciones decimales y las fracciones comunes son dos
tipos diferentes de nimeros que no estan relacionados. Por ejemplo, muchos estudiantes
creyeron que no podia haber una fraccion decimal entre 1/2 = 0.5 y 2/3 porque “el niimero 2
sigue directamente al nimero 1” (Neumann, 1998). El autor concluye su trabajo invitando a
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reflexionar a los profesores sobre la importancia de la discusion de estos errores en el aula,
proporcionando ilustraciones para facilitar el aprendizaje del tema al estudiante.

Siempre hay una infinidad de fracciones entre dos
fracciones diferentes

Hay muchas otras fracciones entre dos fracciones diferentes, pero
no una infinidad de ellas

Sélo hay unas fracciones entre dos fracciones diferentes

Transferencia del concepto de nimero natural al concepto de fraccion

No se dispone de conocimientos sobre fracciones comunes y/o fracciones decimales

Figura 3.2 Modelizacion de jerarquias sobre las ideas de los estudiantes
acerca de la densidad de fracciones

En el 2004, Stafylidou y Vosniadou realizaron un experimento con 200 estudiantes
(entre 10 y 16 afios) sobre el concepto del valor numérico de las fracciones a través de un
cuestionario. Los estudiantes respondieron a preguntas relacionadas con la existencia de la
fraccion més pequefia y/o mas grande, el ordenamiento de fracciones y las operaciones de
adicioén, sustraccion, multiplicacion y division de fracciones. De esta investigacion se
definieron tres marcos explicativos.

En el primer marco explicativo el estudiante tiene un sistema de conocimientos de
dominio-especifico nimero natural, debido a que trata a la fraccion como nimero natural,
ademas interpreta al numerador y al denominador como nameros independientes y asume la
existencia de la fraccion mas pequefia como 1/1 = 1. En el segundo marco explicativo el
estudiante define a las fracciones solamente como parte de un todo. Y en el Gltimo marco
explicativo los estudiantes entienden la relacion entre numerador y denominador, ademas
consideran que las fracciones pueden ser pequefias, iguales o mayores que la unidad.

Vosniadou y Vamvakoussi realizaron un experimento con 16 estudiantes de noveno
grado (aproximadamente 15 afios de edad) de la educacion elemental en una escuela de
Atenas en el 2004. El proposito principal de este estudio fue indagar los conocimientos
previos de los estudiantes sobre la propiedad de densidad del conjunto de los numeros
racionales. Las autoras asumen que la discrecion de los ndmeros naturales es una
presuposicion fundamental que restringe la comprension que tienen los estudiantes sobre la
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propiedad de densidad del conjunto de nimeros racionales, por tanto, los estudiantes pueden
cometer errores que reflejen esta presuposicion.

Vamvakoussi y Vosniadou (2004), en su estudio, realizaron una entrevista con cada uno
de los participantes quienes iban respondiendo un cuestionario. El cuestionario constaba de
preguntas relacionadas con la densidad. Preguntas como ¢ cuantos nimeros hay entre 0.005
y 0.006?; ¢cuantos nimeros hay entre 5/8 y 8.5?; ¢cuantos numeros hay entre 2/5y 4/7?
Otras preguntas: Entre el namero 0.001 y el nimero 0.01 ¢so6lo hay un nimero? ¢ cual?, ¢no
hay otro nimero?, ¢cuantos nimeros hay? Las respuestas de los estudiantes se agruparon en
cinco categorias diferentes (ver Tabla 3.1), que varian desde teorias ingenuas sobre la
propiedad de densidad hasta teorias sofisticadas lo que Vosniadou (2013) Ilama como
modelos cientificos.

Tabla 3.1 Caracterizaciones del pensamiento del estudiante
con respecto a la finitud e infinitud de ndmeros en un intervalo
Estudiantes que piensan que no hay otro ndmero entre dos nlimeros
Discrecién ingenua racionales consecutivos falsos, es decir, se considera la existencia de un
sucesor para un nimero racional.
Estudiantes que piensan que hay un nimero finito de nimeros entre dos
nUmeros racionales consecutivos falsos.
Estudiantes que interpretan que entre dos nimeros racionales hay una
Discrecién-densidad | cantidad infinita de nimeros en algunos intervalos, y en otros, que hay
un numero finito de ndmeros intermedios.
Estudiantes que comprenden que hay una infinidad de nimeros en un
intervalo, pero no justifican con la propiedad de densidad. Ademas, en
esta categoria se encuentran los estudiantes que se ven afectados por la
Densidad ingenua representacion simbolica de los extremos del intervalo, es decir, creen
gue solo puede haber una infinidad de numeros decimales entre
decimales y una infinidad de fracciones entre fracciones, pero no
fracciones entre decimales o, al contrario.
Esta categoria corresponde a una comprensién bastante sofisticada de la
propiedad de densidad por el estudiante. Para ser colocado en esta
categoria, el estudiante comprende que entre dos nimeros racionales hay
una infinidad de nameros racionales, independientemente de su
representacion simbdlica, ademas, de justificar con la propiedad de la
densidad.

Discrecion avanzada

Densidad avanzada

La presuposicién de la discrecidn se encuentra con mayor presencia en las respuestas de
los estudiantes en las dos primeras categorias (Vamvakoussi y Voshiadou, 2004), por lo que
se evidencia un pensamiento discreto. Las autoras indican que estos estudiantes producen
respuestas gque se limitan a subconjuntos de nimeros racionales que preservan la propiedad
de la discrecién. Por ejemplo, el conjunto de los nimeros con una cifra decimal, es decir, el
conjunto de las décimas: 0.1, 0.2, 0.3, ..., 0.9, en el intervalo entre 0 y 1. En consecuencia,
para los estudiantes existe una cantidad finita de nimeros intermedios debido a que lo
relacionan con el conteo de los nUmeros naturales, segun manifestaciones de los estudiantes
durante la entrevista realizada por las investigadoras.
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Los estudiantes que se encuentran en la segunda y tercera categoria forman
concepciones alternativas que pueden explicarse como modelos sintéticos, ya que reflejan la
asimilacién de la nueva informacion en estructuras de conocimientos previos, pero generando
conceptos erroneos (Vamvakoussi y Vosniadou, 2004). Por ejemplo, un estudiante respondio
consistentemente que hay una infinidad de nimeros entre decimales, pero dio una respuesta
completamente diferente en el caso de las fracciones. Las autoras observaron que la
justificacién que estructuraron algunos estudiantes acerca de la infinitud de numeros
intermedios se baso en el proceso de “agregar cifras decimales”, por lo que consideraron que
estos alumnos tienen un pensamiento denso avanzado.

Los resultados de la investigacion hecha por Vamvakoussi y Voshiadou en el afio 2004,
respaldan la hipétesis de que la comprensién de la densidad es un proceso lento y gradual
que esta limitado por la presuposicion de la discrecion. Las investigadoras sugieren que la
comprension de la propiedad de densidad requiere una reorganizacion del conocimiento
previo sobre los nimeros naturales. Por lo tanto, es un caso de cambio conceptual en el
aprendizaje de las matematicas.

En una serie de estudios, Vamvakoussi y Vosniadou (2007, 2010) y Vamvakoussi,
Christou, Mertens y Van Dooren (2011) se centraron en una diferencia importante entre los
nameros naturales y racionales: entre dos numeros naturales cualesquiera existe un numero
finito de nimeros (ningun namero si se trata de nimeros consecutivos). Por el contrario, los
nameros racionales estan densamente ordenados, entre dos nimeros racionales se puede
encontrar un ndmero intermedio, lo que implica que se puede encontrar una infinidad de
nameros intermedios. Vamvakoussi y Vosniadou plantearon la hipotesis de que la
comprension de la propiedad de densidad de los nimeros racionales seria un proceso
paulatino y que los estudiantes formarian concepciones alternativas a través de sus marcos
explicativos. Las autoras utilizaron preguntas como ¢ cuantos numeros hay entre dos nimeros
a y b?, manipulando la representacion simbdlica de los extremos del intervalo (nimeros
naturales, decimales, fracciones), en cuestionarios abiertos y de opcion mdltiple con
estudiantes de secundaria.

En repetidas ocasiones, en sus estudios, Vamvakoussi y Vosniadou (2007, 2010)
encontraron que la presuposicion de la discrecion es una limitacion importante en la
comprension de los estudiantes de la densidad. De igual manera, la representacion simbélica
de los extremos de un intervalo afecta el juicio de los estudiantes, es decir, los estudiantes
respondian que solo habia decimales entre decimales y fracciones entre fracciones, pero no
combinaciones, como se ha mencionado en el Capitulo 1.

Vamvakoussi et al. (2011) aplicaron la metodologia propuesta por Vamvakoussi y
Vosniadou a estudiantes griegos y flamencos (de Bélgica) de grado noveno de la educacion
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secundaria (aproximadamente, 14 afios de edad). Durante el proceso, los investigadores
observaron que los estudiantes flamencos respondian satisfactoriamente a preguntas
relacionadas con la infinidad de ndmeros intermedios en un intervalo, mientras que los
estudiantes griegos presentaban dificultad para responder estas cuestiones. Segun ellos, los
estudiantes flamencos socializan estos temas con sus profesores a temprana edad, lo que
posiblemente ayudd a responder estas preguntas.

Siguiendo las ideas de Vamvakoussi y Vosniadou (2010), los nimeros naturales estan
asociados a preguntas como “cuantos”, puesto que son discretos, en el sentido de que cada
namero natural tiene un sucesor Unico, mientras que los nimeros racionales son densos y
estan asociados a preguntas como “cuanto”. Avila menciona que “en los decimales, al igual
que en el conjunto de los racionales, no hay ni antecesor ni sucesor” (2008, p. 7), poniendo
énfasis en la ubicacion de numeros decimales en la recta para romper la idea de que los
numeros decimales tienen antecesor y sucesor e introducir la nocion de densidad al
estudiante. Avila sefiala que solo el 10 % de los estudiantes que presentan el examen para el
ingreso a la educacién secundaria, en México, responde a tareas vinculadas a la densidad y
el orden entre los nimeros decimales.

Teniendo en cuenta como base los anteriores argumentos y antecedentes, en el siguiente
capitulo se plantea y se expone una propuesta didactica en cuya puesta en marcha se espera
que profesores en formacion participen activamente y que en un futuro puedan llevar,
modificar y aplicar las actividades disefiadas en un salon de clases con sus estudiantes.
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Capitulo 4

Disefio y elaboracion de una
secuencia didactica

En los siguientes apartados se describe brevemente el programa de estudios que debe
llevar un estudiante para profesor de secundaria en la especialidad de matematicas,
correspondiente al plan de estudios 1999° de la Licenciatura en Educacion Secundaria con
Especialidad en Matematicas, de las Escuelas Normales de México. También se hace una
breve descripcion de la forma como se encuentra estructurada la tematica de la densidad de
los niumeros decimales dentro del programa de estudios 2011, Guia para el Maestro de
Primaria de 6% grado. Haciendo una revision general de las guias para el maestro de primaria,
asi como de secundaria, la temética de la densidad de los nimeros decimales solamente es
estudiada por los alumnos en el Gltimo afio de la educacién basica primaria. Tomando en
cuenta los resultados de esa revision y los antecedentes mencionados en los Capitulos 1y 3
se disefia y elabora una secuencia didactica acerca de la densidad de los nimeros decimales
con actividades que se espera sean de interés y provean experiencias significativas para los
participantes.

4.1 Caracteristicas generales del Plan de Estudios 1999

Las asignaturas y actividades que conforman el mapa curricular han sido definidas a
partir del perfil de un profesional de nivel superior dedicado a la docencia en la escuela
secundaria (SEP, 2010). ElI mapa curricular abarca 8 semestres y considera tres areas de
actividades de formacion: formacion general, formacion comin y formacion especifica (SEP,
2010). La formacién general corresponde a todo profesional de la ensefianza que realiza su
labor en la educacion bésica, sea de primaria o de secundaria. La formacion comin es para
todas las especialidades de secundaria. La formacidn especifica esta referida a los contenidos
y competencias didacticas requeridas por cada especialidad.

La educacion bésica en México, de acuerdo con lo que establecen el Articulo Tercero
Constitucional y la Ley General de Educacion, es nacional porque contribuye a la formacion
de la identidad de los alumnos, ademas, es un medio para promover la igualdad de
oportunidades a través del acceso de todos los nifios y adolescentes del pais a la diversidad

% El programa de estudios 1999 se encuentra vigente.
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cultural y las competencias que les permitan una participacion en la vida social (SEP, 2010).
Es asi como la formacion de los profesores, en virtud del papel fundamental que éstos
desempefian en la educacion de nifios y adolescentes, debe corresponder a las finalidades y
los contenidos que la legislacion educativa le asigna a la educacion basica (SEP, 2010). De
igual manera, el ejercicio de la profesion de educador requiere de un conocimiento firme de
los contenidos del campo disciplinario de la asignatura que impartira en la educacion
secundaria, asi como el dominio de las habilidades, los métodos y los recursos adecuados
para favorecer el aprendizaje de los alumnos (SEP, 2010). Por ello, es fundamental que un
profesor en formacion con especialidad en matematicas adquiera una clara comprension de
contenidos para una ensefianza solida, a traves de actividades y talleres ladicos que

promuevan un enriquecimiento de sus conocimientos.

Tabla 4.1 Programa de estudios 1999 (tomado de SEP, 2010, pag. 40)

Primer Segundo Tercer Cuarto Quinto Séptimo Octavo
Sexto Semestre
Semestre Semestre Semestre Semestre Semestre Semestre Semestre
Bases Seminario Seminario
A L . de temas Seminario de
filosoficas, La educacion La educacion de temas
selectos de temas
legales y enel enel L selectos de
L historia de L selectos de
organizativas desarrollo desarrollo historia de la .
- o AP la . historia de
del sistema histérico de histérico de . pedagogia y
: - - pedagogia las
educativo Meéxico | Meéxico Il la -
mexicano yla educacion Il matematicas
educacion |
Estrategias Estrategias La ensefianza Seminario de
para el para el en la escuela Figuras y Medicién y temas
estudio y la estudio y la secundaria. cuerpos calculo investigacion
comunicacion | comunicacién Cuestiones geométricos | geométrico | en educacion
| 1 bésicas Il matematica
Procesos
Problemas La ensefianza cognitivos y
politicas dg en la escuela Pensamiento Plano cambio Tecnologia y Trabajo Trabajo
) secundaria. 3 cartesiano conceptual didacticade las | Docente | | Docente Il
la educacién - algebraico A e
o Cuestiones y funciones en matematicas
bésica L "
basicas | matematicas
y ciencia
Propésitos y Introduccion
contenidos de ala - Procesos de .
la educacion | ensefianza de Los numeros y cambio o =y L et iaelen i
. sus relaciones Ay semejanza el azar
béasica | las variacion !
(Primaria) matematicas
Propésitos y La expresion Planeacion
contenidos oral y escrita de la o
y o Presentacion y
de la en el proceso ensefianza y . .
. = Y Opcional | tratamiento de
educacion de ensefianza evaluacion la informacion
Desarrollo de basica Il y de del
los (Secundaria) aprendizaje aprendizaje
adolescentes Desarrollo Desarrollo de Atencion
I. Aspectos de los los Desarrollo educativa a
generales adolescentes adolescentes de los los Tallerde | Taller de
- adolescentes | adolescentes Opcional Il s -
1. I11. Identidad y IV. Procesos en disefiode | disefio de
Crecimiento relaciones . . . propuestas | propuestas
: ; cognitivos situaciones . by
y sexualidad sociales de riesgo didacticas didécticas
— y analisis y analisis
Gestion del trabajo | del trabajo
Escuelay Observaciéon | Observaciony | Observacion | Observacion escolar | J I J
contexto del proceso préactica y préactica y préactica Observacion y
social escolar docente | docente Il docente Ill practica
docente IV
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4.1.1 Programa de estudios

En esta seccion se describe a grandes rasgos el mapa curricular del programa de estudios
1999 que deben llevar a cabo los profesores en formacion con especialidad en matematicas
(ver Tabla4.1). La parte sombreada de esa tabla corresponde a las asignaturas de la formacion
especifica, en este caso, matematicas. La seccion de la tabla en la que hay letra cursiva es lo
concerniente a la formacion comin para todas las especialidades de secundaria. Por ultimo,
las demaés asignaturas del plan de estudios corresponden a las materias de formacion general
que deben llevar tanto futuros maestros de primaria, como de secundaria.

Respecto al proyecto de investigacion descrito en esta tesis, el estudio de la propiedad
de densidad de los nimeros decimales requiere que los profesores en formacion reflexionen
sobre variados temas. Temas como el significado de los niumeros, las diferentes formas de
representarlos y las relaciones entre ellos (como han evidenciado investigadores, ver seccion
3.5.2 del Capitulo 3). Estos requerimientos, los cuales un profesor en formacion debe tener
en cuenta para una comprension de la propiedad de densidad, se reflexiona hasta el tercer
semestre con la asignatura Los numeros y sus relaciones (ver cuadro resaltado de la Tabla
4.1).

Blogue IIIl. Nimeros racionales

Temas

|.Lectura y escritura de nameros decimales y su representacion en la recta numérica.

2. Operaciones con decimales (cdlculo mental, algoritmos y aproximaciones).

3. Decimales periédicos.

4. Diferentes representaciones de los numeros racionales: decimales, cociente de
enteros y por ciento.

5.Propiedades de las operaciones en los nimeros racionales.

6. Orden en los nimeros racionales.

7.Uso de nimeros racionales para representar cantidades en la recta numérica.

8.Uso de las propiedades asociativa y distributiva de las operaciones para simplificar

cdleulos.

Figura 4.1 Blogue 3 del programa de estudios del 3%" semestre: Los nimeros
y sus relaciones (tomado de SEP, Matematicas, 2002, pag. 15)

Segun el bloque 111 del programa de estudios de tercer semestre, Los nimeros y sus
relaciones (SEP, 2002), los profesores en formacion en secundaria con especialidad en
matematicas estudian topicos relacionados con los numeros decimales, asi como
representaciones, propiedades y orden de los nimeros racionales, y representaciones en la
recta numeérica (ver Figura 4.1). Se observa que en este bloque no aparece de forma explicita
la propiedad de densidad de los nimeros decimales, o al menos la propiedad de densidad de
los nimeros racionales. No obstante, puede que los profesores en formacién estudien en el
aula esta propiedad cuando se socializan temas como representaciones en la recta numerica
y/o el orden de los nimeros racionales.
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4.2 Ubicacion del tema de densidad dentro del programa de estudios 2011

El tema de densidad de numeros decimales no esta dentro del programa de estudios para
estudiantes de secundaria, solo se encuentra en el programa de estudios para alumnos de
primaria. Sin embargo, como en el caso anterior, con los estudiantes para profesor en la
Normal, se cree que la tematica es vista cuando el alumno de secundaria estudie el orden de
los nimeros decimales y/o fracciones. Aungue la poblacion de la investigacion cuyo informe
es esta tesis son profesores en formacion de secundaria, se considera relevante mostrar como
se encuentra estructurado el tema dentro del plan de estudios para primaria, como un posible
acercamiento de lo que se pudiera hacer en la ensefianza con estudiantes de secundaria en el
pais, al menos con los alumnos de primer afio.

La propiedad de densidad se encuentra localizada en el eje Sentido Numérico y
Pensamiento Algebraico del bloque 11 del plan de estudios de matematicas de la SEP del
afio 2011, Guia para el Maestro de Primaria (ver Figura 4.2). En este eje, precisamente uno
de sus propositos es la exploracion de las propiedades de los numeros, por tanto, la
exploracidon de la propiedad de densidad.

EJes

APRENDIZAJES ESPERADOS .
SENTIDO NUMERICO

Y PENSAMIENTO ALGEBRAICO
.»"f—\“\

FORN.A, ESPACIO Y MEDIDA MANEJO DE LA INFORMACION

e Utiliza el sistema de

coordenadas cartesianas para
ubicar puntos o trazar figuras * |dentificacion de una fracci

0 un decimal entre dos
fracciones o decimales dados.

¢ Representacion grafica de
pares ordenados en el primer | ® Gomparacion de razones en
cuadrante de un sistema de casos simples.
coordenadas cartesianas.

en el primer cuadrante.

» Resuelve problemas que \ Acercamiento a la propiedad /I
implican conversiones del | dedensidad delos rac!onal§s, y ‘ « Uso de la media (promedio),
Sistema Internacional (S) . en contraste con los nimeros | o Relacién entre unidades del

la mediana y la moda en la

y el Sistema Inglés de Medidas. ‘natyrg\gs. 3 _.;/_:/ Sistema Intemaciona\ de , resolucion de problemas.
¢ Deterrninacion de-multiplos y Medidas y las unidades méas
* Resuelve problemas que divisores de nimeros naturales. | comunes del Sistema Inglés.
involucran el uso de medidas Andlisis de regularidades al * Comparacién del volumen de
de tendencia central (media, obtener los multiplos de dos, dos 0 méas cuerpos, ya sea
mediana y moda). tres y cinco. directamente o mediante una

unidad intermediaria.

Figura 4.2 Blogue 3 del programa de estudios 2011
(tomado de SEP, Matematicas, 2011, pag. 77)

Esta tematica corresponde solamente a una unidad del texto Desafios Matematicos, libro
para el maestro de 6 de primaria (ciclo escolar 2016-2017). La unidad se titula como ¢, Cual
es el sucesor?, y contiene tres actividades relacionadas con la ubicacién de naturales y
decimales en un intervalo, representado en una recta numérica; también incluye
cuestionamientos para los alumnos sobre la existencia de un sucesor y antecesor de los
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numeros decimales. Finalmente, los estudiantes socializan la propiedad de densidad de los
nameros decimales que aparece escrita en el texto (ver Figura 4.3).

La propiedad de densidad de los numeros decimales establece que entre
cualquier par de numeros decimales siempre es posible incorporar otro
numero decimal. Por ejemplo, entre 0.1y 0.2 se hallan 0.11, 0.12, ..., 0.15,
etcétera.

Figura 4.3 Propiedad de densidad de los decimales, Desafios Matematicos
(tomado de SEP, Matematicas, ciclo escolar 2016-2017, pag. 117)

4.3 Disefio y elaboracion de una secuencia de actividades

Tomando como referencia el problema de investigacion (Capitulo 1), el componente
formal, los antecedentes planteados en los Capitulos 1 y 3, y la revision general de los
programas de estudios mostrados en este capitulo, se dio paso al disefio y elaboracion de una
propuesta didactica. Las situaciones que en ella se proponen pretenden ubicar al profesor en
formacion en contextos y ejemplos en los que se espera que pueda apreciar el significado de
la propiedad de densidad de los nimeros decimales, actividades en las que se ponga de
manifiesto que siempre se puede hallar un namero decimal en un intervalo dado.

El desarrollo de la experimentacidn educativa a través de la propuesta didactica consta
de dos etapas. La primera, la aplicacion de un cuestionario como diagndstico, y la segunda,
la interaccion con los profesores en formacion durante la puesta en marcha de la secuencia
didactica. El disefio y elaboracion del cuestionario como diagndstico se describe en el
Capitulo 5 junto con los marcos explicativos iniciales de los profesores en formacién. Cabe
mencionar que el cuestionario se aplicd en la primera sesion del taller, antes de iniciar la
segunda etapa.

A través del estudio de la secuencia didactica se quiere que los profesores en formacion
—especialmente aquellos que tienen dificultades— se apropien de una conciencia
metaconceptual sobre sus concepciones relacionadas con la discrecion y la densidad de los
numeros decimales, y asi promover un cambio conceptual. Vamvakoussi et al. (2013)
refieren que el cambio conceptual a través de una instruccion o de una ensefianza es un
proceso largo y dificil, porque no solo involucra la reorganizacion de una concepcion sino de
todo un sistema de conocimientos. No obstante, los autores indican que se puede lograr un
cambio conceptual paulatinamente con los siguientes criterios a través de una instruccion:
(a) una exploracion profunda de los conceptos a aprender, (b) tener en cuenta el conocimiento
previo del estudiante, (c) facilitar una conciencia metaconceptual, (d) proporcionar
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experiencias significativas, y (e) fomentar el uso de diversas representaciones ya sean
graficas, escritas, o hechas con recursos digitales.

Para poder conocer el pensamiento de un estudiante no basta con cuestionarios de papel
y lapiz, como lo afirma Clement (2000), ya que solo se pueden conocer aspectos académicos,
pero no se puede alcanzar a visualizar elementos claves y profundos del pensamiento del
estudiante; por ello, la importancia de que el profesor en formacion “piense en voz alta” en
el taller. Para Clement, este tipo de actividades, las de pensar en voz alta, hace que el
investigador pueda recopilar explicaciones orales para analizar con mayor profundidad esta
informacion. Igualmente, Pozo et al. (2006) sefialan la importancia de combinar varias
metodologias como el cuestionario, la observacion y actividades relacionadas con el
pensamiento en voz alta para poder acceder a las distintas concepciones del estudiante.
Pozo y sus colegas indican que de esta manera se consigue una mejor comprension de
las manifestaciones del alumno.

La convocatoria para participar en el taller se hizo en la Escuela Normal Superior de
México, en Ciudad de México, en la jornada matutina para profesores en formacion de
matematicas de la educacion basica secundaria. Se repartieron 50 volantes (ver la
convocatoria en el Anexo) invitando a los profesores en formacion a hacer participes del
taller. La secuencia didactica esta estructurada en cuatro sesiones, cada sesion tiene una
duracién de dos horas, las cuales se llevaron a cabo en una de las aulas de cémputo del
Departamento de Matemaética Educativa del Cinvestav. Se utiliza un video proyector
para que los profesores puedan leer las instrucciones de las actividades, asi mismo, cada
uno tendra acceso a una computadora y hojas de trabajo; también se cuenta con una
camara de video y un celular para capturar sus manifestaciones, opiniones e inquietudes.

4.3.1 Primera sesion: Actividades iniciales

La primera sesién consiste en brindar al profesor en formacion un primer acercamiento
a la propiedad de densidad de los nimeros decimales de una manera sencilla que tenemos los
seres humanos que es a traves de los sentidos. Este acercamiento se realiza por medio de dos
actividades: actividad con ligas y con globos. También se hara una actividad con GeoGebra.

La actividad con ligas surge de la actividad propuesta por Vamvakoussi y Voshiadou
(2012) en la cual se intenta construir la nocion de densidad en un contexto geométrico (una
infinidad de puntos en un segmento de linea recta) utilizando la correspondencia punto-
namero, a través de una liga. Asi mismo se intenta transmitir la idea del “no sucesor”.
Vamvakoussi y Voshiadou se basan en uno de los aportes de matematicos como Cantor y
Dedekind, precisamente, el de la correspondencia uno a uno entre numeros reales y puntos
en una linea. Es asi como se elabora también, la actividad con globos y la actividad hecha
usando GeoGebra.
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4.3.1.1 Actividad con ligas y globos

Se dibujaran dos puntos negros en una liga, no muy separados (ver Figura 4.4). Luego,
se observara que los puntos negros se alejan cada vez més a medida que se va estirando la
liga. Esta actividad muestra como en un contexto geométrico el profesor en formacion puede
visualizar que habra cada vez més espacio entre los dos puntos negros, que lo puede conducir
a pensar que encontrara cada vez mas puntos entre ellos. El profesor en formacion puede
dibujar puntos negros dentro de los dos extremos y apreciar mejor como cada punto se va
alejando uno del otro.

==

Figura 4.2 Liga con puntos dibujados

La actividad con globos es similar a la de las ligas. Se dibujaran dos puntos negros en
un globo, no muy separados, seguidamente, se inflard y se observard como los puntos negros
se alejan uno del otro. El profesor en formaciéon puede llegar a pensar, en un contexto
geomeétrico, que habra mas y mas puntos entre los dos puntos negros.

4.3.1.2 Actividad usando GeoGebra: Puntos en un segmento

Los profesores en formacion haran uso de un programa elaborado en GeoGebra en el
que observaran y manipularan un segmento de puntos (ver Figura 4.5). El propoésito de esta
actividad es que el profesor en formacién visualice que cada vez hay mas puntos en el
segmento a medida que va aumentando la cantidad de estos con ayuda del deslizador. Cabe
aclarar que los puntos se reparten equitativamente sobre el segmento. Otra finalidad es que
el profesor en formacion observe que cuando hay muchos puntos, tantos que se parecen al
“mismo segmento” (ver recuadro de la derecha de la Figura 4.5), pueda notar que no hay un
espacio vacio entre los puntos, asi mismo, puede conducir al hecho de que un punto no tiene
un “Unico punto siguiente”.

Cantidad de puntos Cantidad de puntos
- -

Figura 4.5 Actividad en GeoGebra: Puntos en un segmento
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Se haran cuestionamientos como los siguientes:

e Sidividimos el segmento en dos partes, ¢cuéntos puntos hay en el intervalo?
e Sidividimos el segmento en tres partes, ¢cuantos puntos hay en el intervalo?
¢ Sidividimos el segmento en cuatro partes, ¢cuantos puntos hay en el intervalo?

Hasta que finalmente se socializara sobre la posibilidad de una division del segmento de recta
en infinidad de partes y se preguntara por la cantidad de puntos que habra en el medio, en
este caso, una infinidad.

4.3.2 Segunda sesion: Actividades relacionadas con sumas y restas

En esta segunda sesion se disefian y se elaboran dos actividades que surgen de las
actividades planteadas por Broitman y sus colegas (2003). Los investigadores sugieren que
la ensefianza del concepto de nimero decimal requiere también de situaciones que van mas
alla de ella, es decir, situaciones que permitan no solo ver operaciones, valor posicional,
comparacion, representaciones en la recta numérica, sino también un acercamiento al
concepto de densidad. Los autores refieren que la densidad de los nimeros decimales (y en
general la de los numeros racionales) no es vista en las escuelas por lo que recalcan la
consolidacién de ejercicios adecuados para que un estudiante pueda estudiar el tema.

4.3.2.1 Actividad 1: Jugando a la mayor cantidad de sumandos

Instrucciones: La docente anotara un namero entre 0 'y 10 en el pizarrén e indicara a los
profesores en formacién que deben sumar —partiendo del nimero escrito en el pizarron—
durante un minuto la mayor cantidad de nimeros posibles, diferentes, hasta obtener una suma
menor o igual a 10. Se les entregara a los profesores en formacién antes de iniciar el juego
una hoja de trabajo para que puedan escribir los sumandos y realizar la respectiva suma.

Con esta actividad se quiere ver la destreza que tiene el profesor en formacion para
realizar subdivisiones entre 0 y 10, o realizar descomposiciones, que le permita cumplir con
lo propuesto. El estudiante para profesor puede iniciar con nimeros naturales, pero llegara
un momento en que deberd usar décimos, centésimos, milésimos, etc. para aumentar el
numero de sumandos. De esta forma, se espera que el profesor en formacion amplie su
sistema de conocimientos en el dominio de numero decimal a través de los valores
posicionales de los nimeros decimales, en consecuencia, un acercamiento a la propiedad de
densidad.
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4.3.2.2 Actividad 2: Juego de sumas y restas

En un principio la actividad se llevara a cabo en parejas, después en grupo con todos
los profesores en formacion.

Instrucciones:

1. Un profesor (profesor 1) debe decir un nimero entre 0 y 5 y lo anota en la tabla que
aparece a continuacion. Mientras el otro profesor (profesor 2) debe decir un nimero
entre 5 y 10 y también lo anota en la tabla en la columna correspondiente. Si el
profesor 1 elige el numero 5 el otro profesor no lo puede elegir.

2. El profesor 1 debe sumar un nimero positivo al namero que eligi6 de tal manera que
su suma sea estrictamente menor que el nimero escrito por el profesor 2, y anota la
suma en la siguiente fila de la columna correspondiente de la tabla. Seguidamente, el
profesor 2 debe restar un nimero positivo al nimero que eligio de tal manera que la
resta sea estrictamente mayor que la suma escrita por el profesor 1, y también escribe
la resta en la fila y columna correspondientes de la tabla.

3. Eljuego continda de la misma forma, es decir, el profesor 1 suma un nimero positivo
al resultado de la suma anterior de tal manera que la nueva suma sea estrictamente
menor que la Ultima resta escrita por el profesor 2, y, el profesor 2 resta un nimero
positivo al resultado de la resta anterior de tal manera que la nueva resta sea
estrictamente mayor que la Ultima suma escrita por el profesor 1.

4. Los sumandos y los sustraendos deben ser numeros diferentes (no se pueden repetir).

Se muestra un ejemplo en la Tabla 4.2 de lo que se espera que hagan los profesores
en formacion. Se observa cémo se van acercando los resultados de las operaciones
(en negrita) a un “mismo numero”, pero nunca llegaran a ser iguales porque 1as
reglas no lo permiten. De esta manera se evidencia un acercamiento a la propiedad
de densidad de los nimeros decimales en el sentido en que se esta encontrando cada
vez mas nameros distintos —en los resultados de las operaciones— a medida que va
ampliando la cantidad de cifras decimales.

Inmediatamente se hard la actividad grupal donde cada uno de los participantes

pasara, por turnos, al pizarron (en el cual estara la tabla anterior) a escribir la suma o
resta correspondiente.
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Tabla 4.2 Un ejemplo de la Actividad 2: Juego de sumas y restas

Profesor 1 Profesor 2
(Oy>5) (5y10)
2 5
2+1=3 5-05=45
3+0.6=36 45-0.1=4.4
36+02=38 44-0.01=4.39
3.8+0.02=3.82 4.39-0.03=4.36
3.82 +0.04 = 3.86 4.36-0.05 =4.31
3.86 + 0.06 = 3.92 4.31-0.07 =4.24
3.92 +0.08 = 4.00 4.24—-0.09 = 4.15
4.00 + 0.001 = 4.001 4.15-0.002 = 4.148
4,001 + 0.003 = 4.004 4.148 —0.004 = 4.144

4.3.3 Tercera sesion: Actividades relacionadas con intervalos

Para el tercer dia del taller se realizan actividades relacionadas con la ubicacion de un
namero en un intervalo. Las actividades surgen de una planteada por Centeno (1997). Ella
disefia una actividad en la que el alumno debe buscar un nimero que es “pensado” 0
“escondido” por su compariero y para ello va elaborando preguntas con la intencion de
encontrar dicho nimero pensado o escondido.

4.3.3.1 Actividad 3: Encuadrar un nimero decimal entre dos nimeros cuyas cifras
decimales sean consecutivas

Inicialmente la actividad se hara en parejas. Un profesor (profesor 1) anota un nimero
decimal en una hoja sin mostrarlo a su compariero (profesor 2), y éste debe encontrar el
“intervalo cerrado” entre dos numeros cuyas cifras decimales sean consecutivas para
“encuadrar” el nimero escondido por su compafiero.

Para lograr lo anterior, después de que el profesor 1 anote su nimero en la hoja, el
profesor 2 puede iniciar con intervalos cualesquiera y el profesor 1 dird: “el nimero esta
dentro de ese intervalo” o “el nimero no esta dentro de ese intervalo”, y si su compaiero
menciona el intervalo donde estd el nimero, el otro puede decir: “di un intervalo mas
pequefio”. Y asi sucesivamente hasta encontrar el intervalo entre dos nimeros decimales
cuyas cifras decimales sean consecutivas.

Una situacion hipotética: el profesor 1 penso en el niimero “3.54”, el profesor 2 puede
preguntar si el nimero se encuentra en el intervalo [3.3,3.7], a lo que el profesor 1 le

respondera que si pero que debe decir un intervalo mas pequefio, ya que las cifras decimales
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de los extremos del intervalo no son consecutivas, entonces su compariero puede preguntar
si el numero esté en el intervalo [3.5,3.6]. Finalmente, el profesor 1 le dird que si. En este
ejemplo se observa que las cifras decimales de los extremos del Gltimo intervalo son
consecutivas por lo que se acaba el juego.

Terminada la sesion por parejas se llevara a cabo la actividad con todos los profesores
en formacion donde uno de ellos sera quien anote el numero sin mostrarlo a sus comparieros
quienes trataran de acertar el intervalo cerrado. Como guia, cada profesor anotara en una hoja
de trabajo los intervalos que se vayan mencionando.

En la sesion de parejas se hara la recomendacion a los participantes que inicien con un
namero escondido de una sola cifra decimal en el intervalo cuyos extremos sean nimeros
naturales consecutivos. Posteriormente, el nimero puede tener mas valores posicionales, por
ejemplo, un niumero escondido de tres cifras decimales cuyo intervalo, que lo encierra, tenga
en sus extremos numeros con dos cifras decimales consecutivas.

Es asi como se espera que el estudiante para profesor tenga un acercamiento a la
propiedad de densidad por medio del proceso de aumentar la expansion decimal en los
extremos del intervalo dependiendo de la cantidad de cifras que tiene el nimero escondido.

4.3.3.2 Actividad 4: Buscar el nimero pensado

La actividad se hard con todos los profesores en formacion. Un profesor dice: “estoy
pensando un numero entre 0 y 10” y escribe el numero decimal en una hoja sin mostrarlo.
Cada profesor, en una hoja de trabajo, representara los numeros y los intervalos en el
segmento de 0 a 10 que van diciendo sus compafieros y les podra servir como guia para
encontrar el nimero pensado.

|
|
0 10
Los profesores pueden usar expresiones como las siguientes para acertar el nUmero pensado:
“¢el nimero pensado esta en el intervalo entre 0.5y 3?”
“sel numero pensado es el 5.73?”
“¢sel numero pensado tiene tres cifras decimales?”, entre otras expresiones.
Las actividades 3 y 4 son acercamientos a la propiedad de densidad en el sentido analogo

de que se puede encuadrar un namero con un intervalo, dado que entre dos nimeros se puede
identificar un nimero decimal. Se espera que estas actividades sean productivas para los
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profesores en formacion que les permita tener una mejor comprension de la tematica por
medio del proceso de agregar digitos en la parte decimal de los extremos del intervalo.

4.3.4 Cuarta sesion: Actividades relacionadas con la propiedad de comparacién de
nameros decimales

Las actividades de esta sesion se basaron en una de las actividades propuestas por una
profesora en formacion de la investigacion hecha por Castillo (2015), en la que el objetivo
es la comprension de la propiedad de densidad de los numeros decimales a través de la
propiedad de comparacion. Previamente a la puesta en marcha de las dos actividades para
este dia, se presentan los applets elaborados por una profesora de primaria de Croacia.

4.3.4.1 Actividad con los applets de Antonija Horvatek

A los participantes del taller se les muestran los Math Appletsi® elaborados por una
profesora croata de primaria, Antonija Horvatek, con el fin de que nifios y jovenes usen
herramientas tecnoldgicas para un mejor entendimiento de variados temas de las
matematicas.

La interaccion con los dos primeros applets del bloque Decimal numbers de la pagina
web creada por Horvatek sera la dindmica de la misma. El primer applet corresponde a
particiones iguales en un segmento con sus correspondientes nimeros decimales. Alli
aparecen tres secciones, la primera se trata de la division del segmento entre nameros
naturales consecutivos, la segunda seccion, la division del segmento entre décimos
consecutivos, y la tltima, la division del segmento entre centésimos consecutivos.

El segundo applet del bloque Decimal numbers contiene tres secciones correspondientes
a localizaciones de decimales en la recta numerica. En la primera seccion se ubican décimos,
en la segunda, centésimos, y en la tercera, milésimos. En la Figura 4.6 se aprecia un ejemplo
de la tercera seccion de este applet.

El propodsito del uso de los applets por los profesores en formacién, ademas de la
interaccidn y exploracién de los mismos, es una mejor visualizacidn —a través del proceso de
desglosar intervalos— el hecho de que siempre se pueden encontrar nimeros entre dos
decimales (ver Figura 4.6). Cabe aclarar que el programa muestra aleatoriamente nimeros
hasta tres cifras decimales, por ello el usuario no puede digitar el nimero que desee.

10 En este link se encuentra los applets elaborados por Antonija Horvatek:
http://www.antonija-horvatek.from.hr/applets/math-applets.htm
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Three decimal digits (thousandths)

=== 1.955

I T T T T T T T T
195 1951 1052 1953 1954 1955 1956 1957 1958

[]check

-

Antenija Horvatek, May 2011

A given numberis 1.955. g
Where is a position of this number on the number line?
Put the blue 'Place me! point on the right position, and then click the 'ckeck’ box.
1
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1.9 1.91 1.92 193 _-492 1.95 196 ~197_ 198 2.

Made by Antonija Horvatek with the GeoGebra program

Figura 4.6 Tercera seccién del 2° applet elaborado por Horvatek

del blogue Decimal numbers

4.3.4.2 Actividad 5: Jugando a la fila de nimeros

La actividad se organiza en parejas de profesores en formacion, cada una recibira una
hoja de papel en el que aparece escrito un “intervalo”. Seguidamente, la docente va sacando,
de un sobre, numeros (escritos en fragmentos de papel) que tienen de cero hasta seis cifras
decimales para que cada pareja esté atenta en recibir los nimeros comprendidos en el
intervalo que poseen. En la Figura 4.7 se muestra los intervalos con sus respectivos nimeros

comprendidos en ellos.
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[21, 21.000099] [21.0001, 21.00069] [21.0007, 21.0021]
21 21.0001 21.0007
21.000009 21.00011 21.001
21.00003 21.000111 21.0011
21.000038 21.000112 21.0017
21.000039 21.0002 21.00175
21.00004 21.000215 21.0018
21.000098 21.000599 21.002
21.000099 21.00069 21.0021
[21.00999, 21.09] [21.098, 21.95] [21.98, 22]
21.00999 21.098 21.98
21.0199 21.8 21.984
21.04 21.855 21.99
21.04111 21.889 21.99001
21.049 21.89 21.9901
21.05 21.9 21.991
21.089 21.949 21.9912
21.09 21.95 22

4.3.4.3 Actividad 6: Juego de menores y mayores

Figura 4.7 Intervalos con sus respectivos niameros comprendidos, Actividad 5

En una hoja de trabajo, cada profesor, de manera individual, anotara un nimero en cada
cuadro en blanco de tal manera que se cumpla la ordenacion que aparece en la Figura 4.8.
los profesores en formacion pasaran al pizarrdn a escribir sus
correspondientes numeros formando una sola fila de nimeros ordenados.

Posteriormente,

30.87 <

<30.871<

<30.8711<

< 30.871201 <

<30.87125 <

<30.8721 <

<30.87213 <

<30.8712

< 30.872

<30.88

Figura 4.8 Actividad 6: Juego de menores y mayores
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Las actividades 5 y 6 son acercamientos a la propiedad de densidad a través de la
comparacion de numeros decimales, en la que dado cualquier par de nUmeros —uno menor
que el otro— se puede hallar un nimero més grande que el menor, pero méas pequefio que el
mayor, y asi sucesivamente. De igual manera, se muestra la idea de la no existencia de un
sucesor de un nimero decimal.

En el siguiente capitulo se expondran los marcos explicativos iniciales de los profesores
en formacion con respecto a la discrecion y densidad de los numeros decimales.
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Capitulo 5

Marcos explicativos iniciales acerca
de la propiedad de densidad

Los investigadores interesados en los marcos explicativos en el aprendizaje de las
matematicas sugieren una instruccion o ensefianza en la que el estudiante pueda expresar
criticamente sus concepciones alternativas o conocimientos previos (Vamvakoussi et al.
2013). En consecuencia, es importante desarrollar técnicas e instrumentos para identificar y
analizar estas concepciones alternativas 0 conocimientos previos que tienen los profesores
en formacion. Algunas de las técnicas mas empleadas en la investigacion de los
conocimientos previos son: entrevistas (grabaciones de audio) y cuestionarios de papel y
lapiz. En el estudio descrito en este documento, ademas del cuestionario de papel y lapiz, se
hace una entrevista con la finalidad de aclarar algunos puntos de vista escritos por los
profesores en formacion al responder las preguntas del cuestionario.

Los estudiantes para profesor respondieron el cuestionario previamente a la apertura
de la secuencia didactica. Asistieron 13 profesores en formacion al inicio, no obstante,
fueron 10 quienes permanecieron durante las cuatro sesiones del taller. Vamvakoussi y sus
colegas (2013) sefialan la importancia de un proceso constante por parte del estudiante en
una instruccion para que logre reconceptualizar algunas concepciones alternativas. De aqui
la importancia de solo tomar en cuenta en el analisis de los datos a los participantes que
asistieron a las sesiones de la secuencia didactica en su totalidad. Se quiere aclarar que
durante el analisis de las respuestas de los profesores en formacion al cuestionario se uso
la expresion concepcion alternativa (ver seccion 3.4.3 del Capitulo 3) para referir aquella
concepcion que tiene un aspirante a profesor sobre un concepto especifico, en la que ha
influido su propio aprendizaje, asi como la ensefianza de sus maestros durante los afios de
escolaridad anteriores.

5.1 Objetivo del cuestionario

Las preguntas del cuestionario que se aplico a los profesores en formacion antes de
iniciar la secuencia didactica fueron disefiadas con un objetivo:
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e Caracterizar los marcos explicativos iniciales de los profesores en formacion con el
fin de identificar sus conocimientos previos o concepciones alternativas sobre el
concepto de la propiedad de densidad de los numeros decimales.

5.2 Preguntas del cuestionario

El cuestionario tiene 11 situaciones referidas a nociones sobre la propiedad de densidad
de los nimeros racionales, en particular de los nimeros decimales y de las fracciones, y sobre
la discrecion de los naturales. Uno de los aspectos claves a tener en cuenta en el aprendizaje
de la propiedad de densidad es que el estudiante tenga una comprension de que un namero
racional tiene representaciones en escritura decimal y fraccionaria (Vamvakoussi &
Vosniadou, 2004). Esto requiere entender las diferentes representaciones de los nimeros
racionales y la forma en que se relacionan entre si, asi como las interrelaciones entre los
diversos subconjuntos de los nimeros racionales. Por ejemplo, una relacion que hay entre un
namero decimal finito y una fraccion: un numero decimal finito es una fraccion, sin embargo,
no toda fraccion es un numero decimal finito; pero Vamvakoussi y Vosniadou (2004) sefialan
que investigadores argumentan que este tipo de entendimiento, de las distintas
representaciones de los numeros racionales es dificil de lograr. Ademas, como se mencion0
en el Capitulo 3, investigadores han mostrado que el estudiante tiende a manifestar que hay
decimales entre decimales mas no decimales entre fracciones y viceversa. Por estas razones,
en algunas preguntas incluidas en este cuestionario, los intervalos que se consideran
contienen diferentes representaciones simbdlicas en los extremos (ver Figura 5.1), aunque el
foco de la investigacion son los nimeros decimales®?.

En los apartados siguientes se describen las preguntas de este cuestionario de papel y
lapiz y se exponen los resultados de investigaciones anteriores, es decir, un analisis previo
de las preguntas. Se detalla también, el andlisis de las respuestas de los 10 profesores en
formacion.

5.2.1 Analisis previo de las preguntas del cuestionario

Antes de comenzar con el analisis previo para cada pregunta cabe resaltar que en las
cinco primeras preguntas se espera que el profesor en formacién justifique con la propiedad
de densidad de los nimeros decimales, o por lo menos, con la propiedad de densidad de los
numeros racionales. Sin embargo, a continuacion, se presentan las dificultades que podian
Ilevar a los profesores en formacion a la ausencia de la justificacion usando la propiedad de
densidad para explicar sus respuestas del cuestionario.

11 En el modelo de ensefianza propuesto, a través de la secuencia didéctica, se usé solo nimeros decimales (ver Capitulo 4).

57



¢Hay fracciones entre 2 y 3? Justifica tu respuesta.
¢Cuantos nimeros decimales hay entre 1.2 y 1.3?

¢Hay nimeros decimales entre dos fracciones? Justifica tu respuesta.

A 0w D oRE

¢Hay numeros decimales y/o fracciones entre un nimero decimal y una fraccion? Justifica tu

respuesta.
5. ¢Puedes encontrar nimeros decimales y/o fracciones entre 0.49 y %? Justifica tu respuesta.

6. ¢Puedes encontrar el nimero decimal més pequefio? En caso de que tu respuesta sea afirmativa

escribelo.

7. ¢Puedes encontrar un nimero natural entre % y g? En caso de que tu respuesta sea afirmativa escribe
el nimero.

8. (Entre % y 2.2 hay més de 3000 nimeros? Justifica tu respuesta.

9. ¢Cual es el sucesor del nimero natural 6?
10. ¢Todos los nimeros tienen un sucesor? Justifica tu respuesta.
11. ¢Crees que 0.9 tenga un sucesor con una sola cifra decimal? En caso de que tu respuesta sea afirmativa

escribe el nimero.

Figura 5.1 Preguntas del cuestionario sobre nociones
acerca de la propiedad de densidad

Para la primera pregunta del grupo 1, 1. ¢Hay fracciones entre 2 y 3? Justifica tu
respuesta, se espera que el profesor responda afirmativamente si piensa en 2 y 3 como
numeros decimales y/o fracciones (4/2 = 2 y 9/3 = 3). No obstante, también se podrian
esperar respuestas acerca de la inexistencia de nimeros en el intervalo entre 2 y 3 porque
2 y 3 son nimeros naturales consecutivos pese a que en la pregunta no se especifique que
esos nimeros deban ser considerados como nimeros naturales.

Una justificacion, ademas de la propiedad de densidad, podria ser la siguiente: Si hay
fracciones entre 2 y 3, todas las fracciones de la forma 2 + (n/m) conm,n e N, m # 0,1y
n # 0, de manera que 2 + (n/m) < 3, es decir, (n/m) < 1. Por ejemplo, fracciones que se
pueden hallar en el intervalo: 2 + 1/2, 2 + 1/3, 2 + 1/4, 2 + 3/4, etc., por ende, hay una
infinidad.

En la pregunta 2. ¢ Cuantos nimeros decimales hay entre 1.2 y 1.3?, la respuesta correcta
es que hay una infinidad de nameros decimales. Por ejemplo: 1.21, 1.22, ..., 1.211, 1.212,
..., 1.221,1.222, ... etc. La respuesta que se esperaria por parte del profesor es la existencia
de una cantidad finita de numeros decimales, o simplemente, no hay nimeros intermedios.

Tirosh y sus colaboradores (1999) en su estudio observaron que el 60% de los profesores
en formacion que van a ser docentes en primaria respondié que hay una finitud de nimeros
entre 0.23 y 0.24, mientras que el 76% dio la misma respuesta en el caso del intervalo entre
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1/5 y 1/4. Lo mismo sucedi6 con estudiantes universitarios de primer afio de matematicas,
que erroneamente atribuyen la discrecion a los nimeros racionales, como se evidencia en el
trabajo de investigacion de Giannakoulias, Souyoul y Zachariades (2007), donde el 29% de
los estudiantes manifesto que hay una finitud de numeros entre 0.1y 0.11, y el 13% entre 1/3
y 2/3.

La respuesta que se considera adecuada para la pregunta 3. ¢Hay numeros decimales
entre dos fracciones? Justifica tu respuesta es que si hay numeros decimales entre dos
fracciones, siempre que estas dos fracciones sean diferentes, y también que hay una infinidad
de decimales entre dos fracciones.

Después de un estudio con 124 profesores en formacion de primer y segundo afio que se
especializan en ciencias matematicas, Khoury y Zazkis (1994) consideran que los profesores
en formacion interpretan nameros diferentes para un mismo valor numeérico, por ejemplo,
3/4 y 0.75 son diferentes numeros para los estudiantes por el hecho de que el primero esta
representado como una fraccion y el segundo como un ndmero decimal. Vamvakoussi y
Vosniadou (2004) mencionan que ha habido evidencias sobre esta situacion, por ejemplo,
para muchos estudiantes de educacion basica (primaria y secundaria), 1/2 y 2/4 representan
nameros distintos por lo que responden que entre estos ndmeros hay una determinada
cantidad finita o una infinidad de nimeros.

Un ejemplo para la pregunta anterior: entre 1/3 y 1/2 hay nimeros decimales. Se realizan
las respectivas conversiones de fraccion a escritura decimal: 0.3y 0.5. Y entre estos nimeros
se encuentran los decimales 0.34, 0.35, 0.36, 0.37, 0.38, 0.39, 0.4, 0.41, 0.42, 0.43, 0.44,
0.45, 0.46, 0.47, 0.48, 0.49, 0.301, 0.302, ..., etc., por tanto, hay una infinidad de nimeros
decimales.

Con respecto a la pregunta 4. ; Hay numeros decimales y/o fracciones entre un nimero
decimal y una fraccion? Justifica tu respuesta, la respuesta adecuada es que si hay nimeros
decimales y/o fracciones entre un nimero decimal y una fraccion, y también que hay una
infinidad de nimeros intermedios en el intervalo dado. Esta situacion es similar a la anterior
pregunta.

Dorfler (1995, citado por Vamvakoussi & Voshiadou 2010) menciona que en el contexto
de unas matematicas avanzadas, los nimeros racionales se conceptualizan como entidades
individuales abstractas, que toman su significado dentro de un sistema formal. Ante esto,
Vamvakoussi y Vosniadou (2010) argumentan que este tipo de abstraccion permite la
conceptualizacion de los nimeros racionales como objetos unicos, invariantes bajo diferentes
representaciones simbolicas permitiendo la union de los nimeros naturales y no naturales
como miembros de una misma familia, pero esta perspectiva no suele estar disponible para
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los estudiantes que se encuentran con los nimeros racionales en forma de fracciones y de
ndmeros con escritura decimal.

El estudiante también podria usar el proceso de conversion entre fracciones y nimeros
decimales para facilitar el proceso y asi poder identificar nimeros decimales y/o fracciones
en un intervalo. Por ejemplo: entre 0.5 y 3/4 hay decimales y fracciones, y los decimales son
fracciones con denominador mdltiplo de 10, en consecuencia, hay una infinidad (0.51 =
51/100, 0.52 = 52/100, 0.53 = 53/100, 0.54 = 54/100, ...). Cabe mencionar, que el estudio
realizado por O’Connor (2001) con estudiantes de quinto grado de la educacion basica
elemental, muestra que los estudiantes efecttan la division del numerador entre el
denominador sin ningun inconveniente, por lo que se espera que los aspirantes a profesor no
tengan dificultades en el proceso de dividir.

La respuesta es afirmativa para la pregunta 5. ¢ Puedes encontrar nimeros decimales y/o
fracciones entre 0.49 y 1/2? Justifica tu respuesta. Esta pregunta es un caso particular de la
anterior, se espera que el profesor en formacion, con base en las preguntas 3 y 4, pueda
afirmar que si hay, y por tanto una infinidad, y que el ejemplo mas factible para encontrar un
namero en dicho intervalo es la media aritmética (Vamvakoussi & Voshiadou, 2004).

Aunque un estudiante universitario que apenas estd cursando su primer afio en
matematicas ha aprendido una manera general de convertir un numero racional en
representacion fraccionaria a escritura decimal finita o infinita, y viceversa, este
conocimiento, si existe, permanece desconectado de la estructura de ndmeros reales
(Giannakoulias et al., 2007). Es decir, el estudiante ain podria tener dificultades con la
multiplicidad de representaciones para expresar un numero racional. Por ello, la importancia
de que un alumno reconozca que hay fracciones entre decimales o viceversa, o fracciones y
decimales entre fracciones y decimales (Vamvakoussi & VVosniadou, 2010).

No existe el numero decimal méas pequefio, es la respuesta para 6. ¢ Puedes encontrar el
namero decimal mas pequefio? En caso de que tu respuesta sea afirmativa escribelo. Esto
podria considerarse como un resultado de la propiedad de densidad, aunque no
necesariamente, ya que basta con que el conjunto de los nimeros decimales es un
subconjunto de los numeros racionales que no esta bien ordenado, por lo que no tiene primer
elemento. Sin embargo, nociones relacionadas con la densidad pueden ayudar al estudiante
a entender que no existe el numero decimal mas pequefio. Stafylidou & Vosniadou (2004)
expresan que por mas pequefios que sean los nimeros existira un nimero a la izquierda de
éstos.

Van Hoof, Verschaffel y Van Dooren (2015) indican que una buena comprension del
“tamafio del nimero” o la comparacion de niumeros racionales, y las operaciones, constituye
un requisito previo para lograr la comprension del estudiante sobre la densidad y en
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consecuencia la inexistencia del nUmero mas pequefio. Por ejemplo, una comparacion de
nameros decimales: se compara los nimeros 0, 0.1 y -0.1, el mas pequefio de este conjunto
es -0.1, pero si se agrega mas numeros menores que -0.1 en este conjunto, -0.1 ya no seria el
mas pequefio.

Los numeros naturales 1 y 2 son los que se encuentran en el intervalo entre 1/6 y 7/3.
Esta es la respuesta a la pregunta 7. ¢Puedes encontrar un nimero natural entre 1/6 y 7/3?
En caso de que tu respuesta sea afirmativa escribe el nimero. La pregunta puede estar algo
alejada del concepto de densidad, no obstante, se quiere ver si la representacion fraccionaria
en los extremos del intervalo afecta el hecho de encontrar un nimero natural entre ellos. De
nuevo, se asume la importancia del papel de la multiplicidad de representaciones simbolicas
de un nmero. El profesor en formacion podria manifestar que no hay un nimero natural en
el intervalo dado que sus extremos son fracciones. También se podria esperar que el
estudiante para profesor haga la conversion de fracciones a nimeros decimales y observar si
hay nimeros naturales (1/6 = 0.16 y7/3 = 2.3).

En 8. ¢Entre % y 2.2 hay més de 3000 numeros? Justifica tu respuesta, la respuesta

adecuada es que no hay mas de 3000 nameros ya que los extremos del intervalo tienen el
mismo valor numérico (11/5 = 2.2). Vamvakoussi, Van Dooren y Verschaffel (2012)
disefiaron esta pregunta para su investigacion con 58 estudiantes universitarios de ciencias
de la educacién (entre 18 y 28 afios). Los investigadores indicaron que algunos estudiantes
traen a colacion la expresion “hay infinitamente muchos numeros entre dos nimeros dados”
sin notar que las expresiones numéricas de los extremos de un intervalo son equivalentes.

Respecto a 9. ¢Cual es el sucesor del nimero natural 6? y a 10. ¢ Todos los numeros
tienen un sucesor? Justifica tu respuesta, las respuestas adecuadas son 7 y no todos los
nameros tienen sucesor, respectivamente. La finalidad es similar a la de la pregunta 6.
Nociones relacionadas con la densidad pueden ayudar a entender al estudiante que en entre
dos nimeros decimales existe un nimero decimal, y se continua con el procedimiento, por
lo se puede decir que no existe un siguiente para un namero decimal con el orden usual de
los nimeros decimales. Mientras que para los nimeros naturales si existe el sucesor.
Federman (1964) sefiala que solo los nUmeros naturales tiene sucesor.

La respuesta adecuada es 1.0 para la pregunta 11. ¢ Crees que 0.9 tenga un sucesor con
una sola cifra decimal? En caso de que tu respuesta sea afirmativa escribe el nimero. La
finalidad de la pregunta es que el estudiante observe que se puede hablar del siguiente de
un namero cuando se refiere a un conjunto especifico. Es decir, en este caso solo se refiere
al conjunto de décimas. Brousseau (1981, p.126) es quien elabora esta pregunta. Segun él,
muchos estudiantes tienen dificultades para distinguir la parte entera de la parte decimal de
un numero. Esta pregunta es de control, ya que los estudiantes podrian decir que 0.9 es un
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numero decimal y por tanto no tendria sucesor sin fijarse que en la pregunta se refiere a un
conjunto especifico.

5.3 Marcos explicativos iniciales de los profesores en formacion

El proceso de codificacion de las expresiones relacionadas con estudiantes no siempre
es facil, por ello, en sus informes de investigacion, Vamvakoussi y Vosniadou (2004, 2007,
2010) dan prioridad a las categorizaciones segun las manifestaciones de los estudiantes en
los cuestionarios y entrevistas a través de sus marcos explicativos iniciales.

En este apartado se describen los marcos explicativos iniciales de los profesores en
formacion sobre conocimientos previos y creencias relacionadas con la discrecion y la
densidad de los nameros decimales. De igual manera se caracterizan concepciones
alternativas sobre el concepto de numero decimal, los nimeros naturales y las fracciones,
concepciones gque no se esperaban, en esta investigacion, por parte de los estudiantes para
profesor.

5.3.1. Marco explicativo inicial de Karen

En las Tablas 5.1, 5.2 y 5.3 se encuentran tanto, las respuestas de Karen al cuestionario,
como las interpretaciones que se hacen para encontrar elementos que permitan caracterizar
su marco explicativo inicial.
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Tabla 5.1 Respuestas de Karen (Estudiante de 2° semestre, 18 afios)-Primera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

1. ¢Hay fracciones entre 2 y 3? Justifica tu respuesta.

Su respuesta es afirmativa, y menciona que 2 y 3 son numeros enteros. Karen
manifiesta que haciendo particiones se llega a 3. Ella dice: “el 2 con 1/8, el 2 con 2/8,
y asi sucesivamente hasta llegar a 3”; quiso manifestar sumas: 2 + 1/8, 2 + 2/8, ... hasta
llegar a 3.

(PF)(FD)(EP) Su pensamiento esta relacionado con una particién
equitativa de un segmento “unitario”. El ejemplo que menciona
describe un namero finito de partes iguales —quizd rememora
procedimiento para localizar fracciones en la recta—.

(FD)(SSN) Al parecer piensa que hay un ndmero finito (en 8 partes)
de fracciones entre 2 y 3; aquellas que estan asociadas con la particion
gue se imagina, sin considerar los extremos.

2. ¢ Cuantos numeros decimales hay entre 1.2y 1.3?

Karen solo considera una determinada cantidad de cifras decimales de un nimero para
responder la pregunta. Ella responde que hay 9 nimeros decimales que son 1.21, 1.22,
1.23, ..., 1.29. Pero, ella también manifiesta que no habria otro nimero si se cuentan
los nimeros con una sola cifra decimal en dicho intervalo.
Karen refiere la parte decimal de un nimero como una parte entera, ella cree que 21
(21, parte decimal de 1.21) corresponde a decenas.
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(FD)(SSN) Piensa en un nimero finito de nimeros; aquellos entre 1.2
y 1.3 que tienen dos cifras decimales —subyace en este razonamiento
la idea de consecutivos falsos—.

(PF)(FD)(EP) Podria suponerse que esta pensando en una particién
del segmento unitario en 10 partes iguales, una cantidad finita, y la
localizacion de los numeros decimales: 1.21, 1.22, ..., 1.29.

(EOM) La parte decimal de la expansion decimal de un nimero tiene
orden de magnitud igual al de la parte entera, es decir en 1.21, la parte
decimal, 21, corresponde a decenas.

3. ¢Hay nimeros decimales entre dos fracciones? Justifica tu respuesta.

Karen asegura la existencia de nimeros decimales y justifica con la conversion de
fracciones a nimeros decimales; escribe el siguiente ejemplo: 1/2 =05y 1/4 = 0.24
(un error en el cuestionario que después ella misma aclaré en la entrevista), y menciona
en la entrevista que 1/3 = 0.33...

Ella manifiesta que se pueden encontrar fracciones entre “1/6 y 1/2” por medio de
fracciones equivalentes y al encontrar dichas fracciones en el intervalo las convierte a
decimales (expresiones en la entrevista).

(EP) Se puede suponer que piensa en una particiéon y la forma de
localizar fracciones intermedias en un intervalo por medio de
fracciones equivalentes.

(CFD) Justifica su afirmacion por medio de la conversién de una
representacion como fraccidn a una expansion decimal del namero.
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Tabla 5.2 Respuestas de Karen (Estudiante de 2° semestre, 18 afios)-Segunda parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

4. ;Hay nimeros decimales y/o fracciones entre un ndmero decimal y una fraccion?
Justifica tu respuesta.

Karen tiene la misma idea que en la anterior pregunta, ella justifica con la conversion
de fracciones a nimeros con escritura decimal la existencia de estas expresiones
numeéricas en el intervalo. Ella refiere que hay una numeracion como la que escribié
en su cuestionario:1/5, 0.40, 0.60, 4/5.

(PF)(FD)(CFD)(SSN) Subyace en su respuesta la idea de una
particion finita en un segmento, aludiendo a una “numeracion” —(1/5,
0.40=2/5, 0.60=3/5, 4/5 Nétese que no incluye a los extremos, 0 y 1)
(CFD) Se podria pensar en una flexibilidad de pensamiento, ya que
usa dos representaciones simbolicas de un namero: de una
representacion como fraccion a una expansion decimal de ese
ndmero.

5. ¢ Puedes encontrar nimeros decimales y/o fracciones entre 0.49 y 1/2? Justifica tu
respuesta.

Al parecer, Karen realizd la diferencia entre 0.49 y 1/2, sin embargo, cree que 0.01 no
es un namero decimal porque el “1” esta en la posicién de las centésimas, que para ella
significa “decenas”.
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(CD) Al parecer piensa que un nimero decimal es un nimero con una
sola cifra decimal.

(EOM)(CD) Subyace en su respuesta la extension del orden de
magnitud de la parte entera a la parte decimal. Posiblemente, la parte
decimal de 0.01 se compone de “0 unidades” y “1 decena” para ella.
Ademaés, tiene la concepcion alternativa de que los decimales tienen
una sola cifra decimal, por lo que manifiesta que 0.01 no es un
decimal porque el 1 esta en el lado de las “decenas”.

Pese a que en la anterior pregunta responde que si hay ndmeros
decimales y/o fracciones entre un decimal y una fraccién, en un
ejemplo particular como en este caso, no usa el mismo argumento, la
conversion de una representacion simbdlica a otra.

6. ¢Puedes encontrar el nimero decimal mas pequefio? En caso de que tu respuesta
sea afirmativa escribelo.
Karen escribe que no existe el nimero decimal més pequefio.

La respuesta de Karen no aporta informacion sobre su forma de
pensar.

7. ¢ Puedes encontrar un nimero natural entre 1/6 y 7/3? En caso de que tu respuesta
sea afirmativa escribe el nimero.

Karen menciona que todos los nimeros positivos son nimeros naturales. Ella no
diferencia un nimero natural de un nimero decimal o de una fraccion.
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(CN) Considera que todos los nimeros positivos son naturales, por
ello las fracciones y los decimales son naturales. Siguiendo de forma
consistente con su linea de pensamiento puesta de manifiesto en las
respuestas anteriores habra nimeros naturales entre las dos fracciones
dadas —no proporciona ejemplos.
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Tabla 5.3 Respuestas de Karen (Estudiante de 2° semestre, 18 afios)-Tercera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

8. ¢Entre 11/5 y 2.2 hay méas de 3000 nimeros? Justifica tu respuesta.
Karen manifiesta que 11/5 y 2.2 son equivalentes.
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(CFD) Reconoce que 11/5 y 2.2 representan la misma cantidad, al
parecer se apoya en la conversion de una representacion simbolica del
niimero como fraccidn a una expansion decimal (11/5 = 2.2 haciendo
la division, o bien 11/5 =2 1/5 =2 + 0.20 = 2.2; pareciera mas seguro
pensar en que hace la divisién para llegar a la conclusion de que 11/5
y 2.2 son equivalentes.

9. ¢Cual es el sucesor del nimero natural 6?
Su respuesta es 7.

(SSN) Podria estar apoyandose en la idea de la numeracién y su
asociacion con la de sucesion que la conduce a pensar en
“organizacion de nimeros adecuados”, por la respuesta siguiente.

10. ¢ Todos los nimeros tienen un sucesor? Justifica tu respuesta.
Karen responde: “Si, para llevar, como su nombre lo dice, una sucesion, y organizacion
de nimeros adecuados”.

(SSN) La mencion de la palabra sucesion conduce a pensar en la
nocién del “siguiente”, por ello se ha referido a la numeracién en otras
respuestas a preguntas del cuestionario.

11. ¢Crees que 0.9 tenga un sucesor con una sola cifra decimal? En caso de que tu
respuesta sea afirmativa escribe el nimero.
Karen responde que 1.0.

(SSN) Responde a la pregunta como se esperaba, se puede pensar que
en su respuesta subyace la idea del “siguiente en una numeracion”.

Codigos usados en la clasificacién de las actuaciones de Karen: (PF) Particion Finita de un segmento-al parecer unitario. (FD) Numero finito de nimeros-Discrecién.
(CD) Concepcién de nimero Decimal. (CFD) Conversién de Fraccidn a expansion Decimal. (EP) Evoca Procedimientos. (EOM) Extiende Orden de Magnitud a

parte decimal. (SSN) Siguiente, Sucesién, Numeracion. (CN) Concepcién nimero Natural.

Caracteristicas del marco explicativo inicial de Karen

Como puede verse en la columna del lado derecho de las Tablas 5.1, 5.2, 5.3 las respuestas se han clasificado usando los codigos
que se encuentran al final de la Gltima tabla. Esas clasificaciones responden a ideas de Karen sobre la densidad, la discrecion, los niUmeros
decimales, las fracciones, y los nimeros naturales. En base a esta clasificacién se caracteriza el marco explicativo inicial de esta

estudiante para profesor.

Sobre densidad vy discrecidn:

Las actuaciones de Karen, ver las respuestas clasificadas como (PF), (FD) y (SSN) en las Tablas 5.1, 5.2 y 5.3, ponen de manifiesto un
pensamiento discreto avanzado al referir la existencia de un conjunto finito de numeros entre enteros, fracciones, decimales y
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combinaciones, y al mostrar la idea de “consecutivos falsos”. Karen considera a los nimeros en una sucesion, en una estructura en la
cual “el siguiente” juega un papel relevante, como en la numeracion que subyace en sus ejemplos. Por esta razon la caracterizacion de
sucesor de Karen es la de “el siguiente”.

Sobre numeros decimales:

1. Las respuestas clasificadas como (CD) y (EOM) en las Tablas 5.1 y 5.2 permiten caracterizar la idea de niUmero decimal de Karen
como aquella expansion decimal que tiene solo una cifra en la parte decimal. Esta concepcion de niamero decimal no la limita, puede
referirse a representaciones decimales con mas de una cifra decimal.

2. Las respuestas clasificadas como (EOM) permiten afirmar que Karen extiende el orden de magnitud de la parte entera a la parte
decimal de la expansion decimal de un nimero, por ello habla de “decenas” en lugar de centésimas.

Sobre fracciones:

1. Karen usa la conversion de una representacion de un nimero como fraccion a una expansion decimal, ver las respuestas clasificadas
como (CFD) junto con su manera de considerar a los decimales (que tienen una sola cifra decimal), da la impresion de que emplea el
procedimiento sin cuestionarse qué significa el resultado (ver pregunta 3),

2. La respuesta clasificada como (EP) permite apreciar el uso de la relacién de equivalencia entre fracciones y procedimientos para
localizar fracciones y decimales en la recta.

Sobre ndmeros naturales: Para Karen los nimeros naturales son todos los que son positivos —fracciones o decimales—, ver respuesta
clasificada como (CN) en la Tabla 5.2. Se podria decir que se encuentra en un sistema de conocimientos de dominio nimero natural.

5.3.2 Marco explicativo inicial de Karina

Las respuestas de Karina al cuestionario se encuentran en las Tablas 5.4, 5.5 y 5.6, asi mismo aparecen en la columna de la derecha
interpretaciones hechas para encontrar elementos que permitan conocer su marco explicativo inicial.
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Tabla 5.4 Respuestas de Karina (Estudiante de 2° semestre, 19 afios)-Primera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

1 ¢Hay fracciones entre 2 y 3? Justifica tu respuesta.
Karina asegura la existencia de nimeros intermedios entre 2 y 3, pero escribe nimeros
decimales en vez de fracciones. Ella escribe que existe una “numeracioén” y que se puede
expresar como 2.2, 2.5, 2.7, 2.9, etc. En la entrevista nuevamente habla de la numeracion,
pero esta vez afiade mas nimeros: 2.2, 2.3, 2.334, 2.5, 2.7, 2.9 aludiendo que se pueden
encontrar mas nameros.
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(FD) En una primera instancia pareciera afirmar que hay un
namero finito de nimeros entre 2y 3 (2.2, 2.5, 2.7 y 2.9 que los
asocia con el vocablo “numeracion”).

(FD) En segunda instancia con la idea de numeracién afiade méas
nameros -nimero con tres cifras decimales —pero no alude a un
proceso infinito—.

2. ¢ Cuantos nimeros decimales hay entre 1.2y 1.3?

Respecto a lo que escribid “decimal tal cual solo hay uno” Karina expresa que “de 1.2 a
1.3 nada més se esta aumentando un decimal, una cifra decimal” durante la entrevista.
Ella también dice que hay mas nimeros cuando anoté que existen las centésimas, las
milésimas, etc. en su cuestionario para referir una infinidad de nimeros.
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(DD)(CD) Habla de un “aumento decimal”, lo que podria
explicarse, al parecer, como la diferencia entre 1.3 y 1.2. Ademas,
posiblemente, cree que un nimero decimal es el que tiene una
sola cifra decimal, por ello expresa “Decimal tal cual solo hay
uno” haciendo mencion a la diferencia descrita anteriormente: 1.3
—1.2=0.1y este resultado es un decimal de una sola cifra.

(ID)(VP) Distingue valores posicionales de los nudmeros
decimales como centésimos, milésimos, posiblemente entre
otros, para relacionarlos con la infinidad de nimeros intermedios.

3. ¢Hay nimeros decimales entre dos fracciones? Justifica tu respuesta.

Su respuesta es afirmativa, Karina manifiesta que hay una “aglomeracion de nimeros”
durante la entrevista. Se le cuestiona a ella por el significado de “aglomeracion” a lo que
especifica esta expresion como una infinidad de nlmeros.

Ella indica que se buscan fracciones equivalentes en el intervalo, menciona un ejemplo:
1/8 = 2/16 = 4/32, y que antes de llegar a 4/32 estéa el 3/32, posiblemente Karina queria
buscar un nimero entre 0 y 1/8 con este método.

(ID) Justifica su afirmacion usando “aglomeracion de nimeros”,
subyace la idea de una infinidad de nimeros entre dos fracciones.
No es claro que se refiera a decimales.

(EP)(FE) Al parecer evoca un procedimiento para buscar una
fraccion entre dos a través del uso de fracciones equivalentes.

4. ¢Hay nimeros decimales y/o fracciones entre un ndmero decimal y una fraccion?
Justifica tu respuesta.

Karina de manera implicita sefiala la existencia de nimeros decimales y/o fracciones en
el intervalo dado. En la entrevista ella sefiala que la expresion “la forma gréfica es la que
cambia” hacia mencion a la representacion simbdlica —fraccionaria y decimal—.

Afirma la existencia de decimales y fracciones en el intervalo por
el hecho de que son representaciones simbdlicas que tienen
dichos nimeros (fraccionaria y escritura decimal).
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Tabla 5.5 Repuestas de Karina (Estudiante de 2° semestre, 19 afios)-Segunda parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

5. ¢Puedes encontrar nimeros decimales y/o fracciones entre 0.49 y 1/2? Justifica tu
respuesta.

Karina menciona que la diferencia entre los extremos del intervalo es 0.01, pero 0.01
para ella no es un decimal porque tiene dos cifras decimales, luego, afirma que hay cada
vez mas nimeros en el intervalo. Karina dice que hay otros nimeros agregando cada vez
mas ceros en la parte decimal y dice hay una infinidad de dichos nimeros. Ella menciona
un ejemplo: “0.49002” (expresiones en la entrevista).
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(CFD)(DD) Al parecer convierte 1/2 en 0.50, porque menciona la
diferencia entre esos dos ntmeros, 0.01.

(CD) De nuevo, al parecer, piensa que un nimero decimal es un
numero con una sola cifra decimal.

(ID) Posiblemente, relaciona un proceso infinito: agregando ceros
en medio de la parte decimal habra otros nimeros, por lo que hay
una infinidad en el intervalo —por ejemplo, empezando con su
prototipo 0.49002, 0.490002, ..., se obtienen nimeros cada vez
pequefios, menores que 1/2=0.50, pero mayores que 0.49—.

6. ¢ Puedes encontrar el nimero decimal més pequefio? En caso de que tu respuesta sea
afirmativa escribelo.
Karina escribe que no hay un nimero decimal pequefio por su razonamiento de agregar

cada vez mas digitos en la parte decimal de un nimero.
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(ID) Por medio de la expresion ‘“numeracion infinita” se
manifiesta la idea de una cantidad infinita de nimeros.

(ID) Subyace la idea de un proceso infinito o numerable por
medio del proceso de agregar digitos. Pareciera que esta pensando
en intercalar ceros en el medio, como en la respuesta a la pregunta
anterior, no obstante, su respuesta se asocia a un proceso de
produccion de nimeros mayores en cada paso.

(NC) Alude a la notacién cientifica como una representacion de
“numeros decimales pequeflos”.

7. ¢Puedes encontrar un nimero natural entre 1/6 y 7/3? En caso de que tu respuesta
sea afirmativa escribe el nimero.

Karina piensa que las fracciones son numeros naturales, ella escribe 2/6, 3/6, ..., 14/6.
Pese a que las dos primeras fracciones que escribio se encuentran en el intervalo dado,
no son nimeros naturales; la primera es una fraccién que no es un nimero decimal y la
segunda es una fraccion decimal. La ultima fraccion, 14/6, es equivalente a 7/3.
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(CN)(FD) Considera que las fracciones son numeros naturales,
por ello proporciona una secuencia de fracciones entre 1/6 y 7/3
con el mismo denominador y humeradores crecientes (1, 2, 3, ...,
14)., hasta llegar al extremo del intervalo dado (podria pensarse
en una particién con un namero finito de partes iguales).

(FE) Se aprecia el uso de fracciones equivalentes.

8. ¢Entre 11/5y 2.2 hay mas de 3000 nimeros? Justifica tu respuesta.

Karina no reconoce que 11/5y 2.2 representa la misma cantidad, y agrega que “hay mas
de 3000 ceros”, aludiendo que hay muchos nimeros en el intervalo que cree que existe.

No identifica las representaciones simbélicas 11/5 y 2.2 como
representantes del mismo nimero.

(ID) Usa su argumentacion de agregar ceros para justificar que
hay méas de 3000 nimeros en un intervalo.
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Tabla 5.6 Respuestas de Karina (Estudiante de 2° semestre, 19 afios)-Tercera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

9. ¢Cual es el sucesor del nimero natural 6?
Karina anota que el sucesor de 6 es 7 si se habla de nimeros enteros, pero si es de un
conjunto distinto al de los enteros indica que “entre 6 y 7 hay una variedad de nimeros”.
Con esta expresion (en la entrevista) ella quiso decir que hay nimeros entre 6 y 7 por lo
que no se podia hablar del sucesor de 6.
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(S) En el conjunto de los nimeros enteros hay un sucesor de un
entero dado.

(S) En el conjunto de nimeros distinto a los enteros no se puede
hablar del sucesor.

10. ¢ Todos los nimeros tienen un sucesor? Justifica tu respuesta.

Cuando Karina refiere que hay una “gran gama de nimeros” hace mencién a los
naturales, enteros, nimeros decimales y fracciones y que cada uno tiene un sucesor.
También menciona que es necesario recurrir a la notacion cientifica para expresar una

cantidad de numerales.
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(S) Asegura que cada numero tienen un sucesor (naturales,
enteros, numeros decimales y fracciones). Parece contradecir su
respuesta a la pregunta anterior, en la cual asevera que solo en
los naturales se puede hablar de sucesor.

(NC) Alude a la notacidn cientifica como una representacion de
una cantidad de nimeros (“nameros grandes”™).

11. ¢Crees que 0.9 tenga un sucesor con una sola cifra decimal? En caso de que tu
respuesta sea afirmativa escribe el nimero.
Karina responde que es 1 si hace referencia a los nimeros con una cifra decimal.

1 en Caso de e e\ Qunodo sen decinel
/

(S)(DD)(CD) Responde a la pregunta como se esperaba. Por su
concepcidn alternativa de que un nimero decimal es el que tiene
una sola cifra decimal, por ello, posiblemente, habla huevamente
de un “aumento decimal”, lo que podria explicarse como la
diferencia entre 1 = 1.0 y 0.9, es decir 1.0 — 0.9 = 0.1 (una sola
cifra decimal, el aumento decimal al que se refiere).

En conclusion, 0.9 +0.1=1.0=1 (el sucesor de 0.9 con una sola
cifra decimal.

Cddigos usados en la clasificacion de las actuaciones de Karina: (FD) Numero finito de nimeros-Discreciéon. (ID) Infinidad de nimeros-Densidad. (CD) Concepcion
de nimero Decimal. (DD) Diferencia entre Decimales. (CFD) Conversidn de Fraccion a expansion Decimal. (EP) Evoca Procedimientos. (CN) Concepcion nimero
Natural. (NC) Notacién Cientifica. (S) Sucesor. (FE) uso de Fracciones Equivalentes. (VP) Valores Posicionales de los nimeros decimales.
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Caracteristicas del marco explicativo inicial de Karina

Las respuestas de Karina al cuestionario, que se muestran en la columna de la izquierda de las Tablas 5.4, 5.5 y 5.6, se interpretaron
y se clasificaron usando los cddigos que se encuentran al final de la Gltima tabla. Esas clasificaciones, como en el caso de Karen,
responden a concepciones alternativas de Karina respecto a la densidad, la discrecién, los nimeros decimales, las fracciones, y los
nameros naturales; y se obtienen las caracteristicas de su marco explicativo inicial.

Sobre densidad y discrecion: Las actuaciones de Karina, ver las interpretaciones de las respuestas clasificadas como (ID) en las Tablas
5.4y 5.5, ponen de manifiesto un pensamiento denso avanzado (infinidad de nimeros intermedios entre decimales y/o fracciones a través
del proceso de afiadir digitos en medio de la parte decimal de un nimero, especialmente ceros); pero en las preguntas 1y 7 se pone en
evidencia una nocién de finitud/discrecion, ver interpretacion clasificada como (FD); pareciera que estas ideas se refieren a las
expansiones decimales, en este caso finitas, ademas en la pregunta 7 habla de una numeracién de fracciones “consecutivas falsas”. Se
concluye entonces que Karina tiende a pensar de manera discreta-densa. En las respuestas clasificadas como (S) ella considera por un
lado que solamente los nimeros enteros tienen sucesor y por otro, se contradice, que cada namero tiene un sucesor (ver Tabla 5.6).

Sobre numeros decimales: 1. Las interpretaciones de las respuestas clasificadas como (CD) en las Tablas 5.4, 5.5 y 5.6 permiten
caracterizar la concepcidn alternativa de numero decimal de Karina como aquella expansién decimal que tiene s6lo una cifra en la parte
decimal. Esta concepcion de nimero decimal convive con la generacion de expresiones decimales en las cuales agrega ceros en la parte
decimal, en el “medio”. 2. Evoca la notacion cientifica —expansion decimal— como un medio para representar nimeros pequefios, asi
como numeros grandes, ver interpretaciones clasificadas como (NC). 3. Parece que hace uso de una diferencia de decimales cuando
refiere “aumento decimal” y lo asocia con la concepcidn alternativa que tiene sobre el nimero decimal, ver interpretaciones clasificadas
como (DD). 4. En la respuesta clasificada como (VVP) Karina reconoce valores posicionales de los numeros decimales, al menos, los que
mas se usan, como se evidencia en los textos escolares como los de la SEP (mencionados en el Capitulo 4).

Sobre fracciones: 1. Karina usa la conversion de una representacion de un nimero como fraccién a una expansion decimal en alguna
ocasion (ver respuesta clasificada como (CFD), pregunta 5), pero no lo hace con soltura, ya que no identifica que 11/5y 2.2 son
representaciones del mismo nimero (ver pregunta 8). 2. Las interpretaciones de las respuestas clasificadas como (EP) y (FE) permite
apreciar el uso de la relacion de equivalencia entre fracciones.
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Sobre nimeros naturales: Para Karina las fracciones son nimeros naturales, ver la respuesta clasificada como (CN) en la Tabla 5.5. Se
podria decir que se encuentra en un sistema de conocimientos de dominio nimero natural.

5.3.3 Marco explicativo inicial de Isabella

En lacolumnade laderechaen las Tablas 5.7, 5.8 y 5.9 se encuentran las interpretaciones de las respuestas de Isabella al cuestionario

que permiten caracterizar su marco explicativo inicial.

Tabla 5.7 Respuestas de Isabella (Estudiante de 4° semestre, 19 afios)-Primera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

1 ¢Hay fracciones entre 2 y 3? Justifica tu respuesta.
Isabella asegura que hay numeros entre 2 y 3. Ella menciona que “dividiendo la unidad
se llega a un extremo del intervalo”, en este caso, el 3. En el cuestionario escribe un
ejemplo: 2 %, para indicar que divide el segmento entre 2 y 3 por la mitad. En la
entrevista ella manifiesta que no solo se divide el segmento por la mitad, sino que se
divide en partes pequeiias “para llegar a 3”, ella menciona el siguiente ejemplo: “2.1, 2.2,
2.3,y asi hasta 2.9 y luego 3”. Isabella solo menciona nimeros con una cifra decimal.
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(PF)(FD)(SSN)(EP) Su pensamiento es una particién equitativa
de un segmento unitario. Por ejemplo: 2 %2y después 2.1, 2.2, 2.3,
... 2,9. Estos ejemplos describen un nimero finito de partes
iguales —quizas recuerda procedimiento para localizar fracciones
en la recta—.

(FD)(SSN) Al parecer supone que hay un numero finito de
decimales entre 2 y 3; aquellas que estdn asociadas con la
particion que se imagina, sin considerar los extremos —subyace
en este razonamiento la idea de consecutivos falsos—.

2. ¢ Cuantos numeros decimales hay entre 1.2y 1.3?

Isabella escribe que hay mas de un nimero decimal, y justifica su respuesta haciendo
mencién a la division del segmento de 1.2 a 1.3 en partes correspondientes a nimeros
decimales. Ella explica que a medida que se va subdividiendo el segmento dichas
subdivisiones corresponden a nimeros que tienen “muchos ceros” en la parte decimal.
Ella menciona los siguientes ejemplos: “1.21, 1.201, 1.2001”.

(SS)(SD) En una primera instancia sefiala que dividiendo el
segmento unitario se hallan nimeros decimales.
(SS)(SD)(FD)(EP) En segunda instancia refiere que hay “muchos
ceros” en los numeros correspondientes a las subdivisiones, y
posiblemente piensa en la localizacion de nimeros decimales:
1.21, 1.201, 1.2001 —pero al parecer no alude a un proceso
infinito—.

3. ¢Hay nimeros decimales entre dos fracciones? Justifica tu respuesta.

Su respuesta es afirmativa. La explicacion que hace Isabella es la division del segmento
de recta en partes que corresponden fracciones, y estas fracciones ‘“convertirlas a
nimeros decimales”.

(SS) Sigue con la idea anterior: subdivisiones en un segmento, no
sugiere como debe ser la particion (finita o infinita).

(SS)(CFD) Manifiesta que las subdivisiones corresponden a
fracciones que luego las escribe en expansion decimal.
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Tabla 5.8 Respuestas de Isabella (Estudiante de 4° semestre, 19 afios)-Segunda parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

4. ¢Hay nimeros decimales y/o fracciones entre un ndmero decimal y una fraccién?
Justifica tu respuesta.
Isabella tiene la misma idea que en las preguntas anteriores, la de las particiones, al
parecer, del segmento.
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(SS) Contintia con su argumento de las subdivisiones, al parecer,
de un segmento, por respuestas anteriores.

(SS)(SD)(SP) Piensa que estas subdivisiones son cada vez mas
pequefias que corresponden a nimeros decimales, aun cuando no
especifica si divide entre diez de manera reiterada para obtener
ndmeros decimales.

No indica como debe ser la particion (finita o infinita).

5. ¢Puedes encontrar nimeros decimales y/o fracciones entre 0.49 y 1/2? Justifica tu
respuesta.

Isabella argumenta que se puede encontrar nimeros en el intervalo de 0.49 a 1/2 al
realizar subdivisiones pequefias. En la entrevista ella explica que con esta expresion
quiso manifestar que las subdivisiones corresponden a numeros como “0.491, 0.492,
0.493, ... 0.499”.

(SS)(SP) Refiere subdivisiones pequefias en el segmento unitario.
(SD)(PF)(FD)(EP)(SSN) Las subdivisiones corresponden a
ndmeros decimales que sugieren una particion finita por la
secuencia de nimeros: 0.491, 0.492, 0.493, ..., 0.499, niimeros
consecutivos falsos, podria estar pensando en la ubicacién de
éstos en la recta numérica —notese que no incluye a los extremos—

6. ¢ Puedes encontrar el nimero decimal mas pequefio? En caso de que tu respuesta sea
afirmativa escribelo.

Isabella anota que no existe el numero decimal mas pequefio porque “este puede ser
infinito”. Al parecer, con esta expresion, ella quiso decir que hay un ndmero
infinitamente pequefio.

Piensa que no existe el nimero decimal mas pequefio, aunque
cree que existe un ndmero infinitamente pequefio. Parece
contradecir sus respuestas a las preguntas anteriores, en las cuales
muestra ejemplos de finitud-discrecién.

7. ¢ Puedes encontrar un nimero natural entre 1/6 y 7/3? En caso de que tu respuesta
sea afirmativa escribe el nimero.

Isabella escribi6 el nimero 1.

Responde a la pregunta como se esperaba, aunque solo escribié
el nimero natural 1. Al parecer, la representacion fraccionaria en
los extremos del intervalo no le afecta para encontrar un nimero
natural en dicho intervalo.

No aporta informacién acerca de procedimientos para responder
la pregunta.

8. ¢Entre 11/5y 2.2 hay mas de 3000 nimeros? Justifica tu respuesta.

Isabella no respondi6 en esta pregunta, en la entrevista manifesté no haber entendido la
pregunta.

Si bien la idea era que observara equivalencia entre decimales y
fracciones, se cree que no entendié la pregunta debido a su linea
de pensamiento puesta de manifiesto en algunas respuestas
anteriores en las que evidencia una tendencia a pensar de manera
discreta (particion finita, decimales consecutivos falsos).
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Tabla 5.9 Respuestas de Isabella (Estudiante de 4° semestre, 19 afios)-Tercera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

9. ¢Cual es el sucesor del nimero natural 6?
Isabella responde que en el caso de los nlimeros naturales seria 7, 8, ..., y que en el caso
de los nimeros decimales seria 6.1.
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(SSN)(SM) Posiblemente, piensa que el sucesor de cualquier
namero es un nimero mayor o los mayores que él —como su
ejemplo: naturales 7, 8, ... —. Afirma tanto en naturales como en
decimales la existencia de un sucesor, de nuevo podria estar
pensando en consecutivos falsos 6 =6.0 y 6.1.

10. ¢ Todos los nimeros tienen un sucesor? Justifica tu respuesta.

Isabella justifica su afirmacion con la idea de que “tiene que ir sumando para llegar a la
unidad”. En la entrevista, ella dice que el término “unidad” se refiere al entero que se
encuentra en el extremo derecho de un intervalo, y con la expresion “tiene que ir
sumando” se refiere a una “secuencia de niimeros” que hay en dicho intervalo y asi llegar

a ese extremo derecho.
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(SSN) Parece que al responder “si” afirma que todos los nimeros
tienen sucesor. No esta claro su argumento. Pareciera que tiene la
idea de una secuencia de numeros, de consecutivos falsos, como
se ha mostrado en respuestas anteriores.

Quizas, quiso hablar de intervalos, por preguntas anteriores,
cuando en esta ocasién no se especifica ningln intervalo. No
obstante, se quiere mostrar un ejemplo de como pudo haber sido
su forma de pensar con respecto al término “secuencia”. Por
ejemplo, el intervalo entre 1y 2, una secuencia a la que ella alude
serfa: 1+ 1/10, 1 + 2/10, ... hasta llegar a 1 + 10/10 = 2.

11. ¢Crees que 0.9 tenga un sucesor con una sola cifra decimal? En caso de que tu
respuesta sea afirmativa escribe el nimero.
Isabella responde que 0.9 no tiene un sucesor con una cifra decimal.

Al responder que no, contradice sus respuestas anteriores, en las
que pone en evidencia que todos los nimeros tienen sucesor —
quizés tuvo dificultad para comprender la pregunta—.

Codigos usados en la clasificacion de las actuaciones de Isabella: (PF) Particion Finita de un segmento-al parecer unitario. (FD) Numero finito de nimeros-
Discrecion. (EP) Evoca Procedimientos. (CFD) Conversidn de Fraccion a expansion Decimal. (SSN) Siguiente, Secuencia, Numeracion. (SS) Subdivisiones en un
Segmento. (SD) Subdivisiones que corresponden a nimeros Decimales. (SP) Subdivisiones Pequefias, o cada vez mas pequefias, en un segmento. (SM) Sucesor
como un nimero Mayor.

Caracteristicas del marco explicativo inicial de Isabella

Se aprecia en la columna del lado derecho de las Tablas 5.7, 5.8, 5.9 las interpretaciones de las respuestas que se han clasificado
usando los cddigos que se encuentran al final de la Gltima tabla. Esas clasificaciones responden a ideas de Isabella sobre la densidad, la
discrecion, y subdivisiones en un segmento y nimeros decimales. En base a esta clasificacion se caracteriza el marco explicativo inicial
de esta profesora en formacion.
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Sobre densidad y discrecion: Las respuestas clasificadas como (PF) y (FD) en las Tablas 5.7 y 5.8, ponen de manifiesto un pensamiento
discreto avanzado cuando Isabella supone la existencia de un conjunto finito de nimeros entre enteros, fracciones, decimales y
combinaciones junto con la concepcion alternativa de “consecutivos falsos”. Se puede ver en las respuestas de Isabella que se han
clasificado como (SSN) que considera a los nimeros en una secuencia y como (SM) en la cual “el siguiente” s un nUmero mayor.

Sobre subdivisiones en un segmento y nimeros decimales: 1. Isabella refiere que al realizar subdivisiones, éstas corresponden a nimeros
decimales, son las respuestas clasificadas como (SS), (SD). En algunos casos considera estas subdivisiones cada vez mas pequefas (ver
interpretaciones clasificadas como (SP) en la Tabla 5.8). Solo en algunas situaciones, Isabella asimila una subdivision o particién finita
(el caso de la discrecion), en otras, no indica qué tipo de subdivision hace, finita o infinita. En la respuesta clasificada como (CFD)
considera las subdivisiones correspondientes a fracciones para luego hacer la respectiva conversion a escritura decimal (ver Tabla 5.7).
2. Las respuestas clasificadas como (EP) permite apreciar que quizas recapitule procedimientos para localizar decimales en la recta.

5.3.4 Marco explicativo inicial de Melisa

A continuacion, en las Tablas 5.10, 5.11 y 5.12 se encuentran tanto, las respuestas de Melisa al cuestionario, como las
interpretaciones que se hacen para encontrar elementos que definan su marco explicativo inicial.

Tabla 5.10 Respuestas de Melisa (Estudiante de 4° semestre, 19 afios)-Primera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista Caracteristicas del marco explicativo inicial
1 ¢Hay fracciones entre 2 y 3? Justifica tu respuesta. = (EDF)(EP) Considera la existencia de nimeros decimales o fracciones
Segun Melisa, se encuentran nimeros decimales o fracciones si 2 y 3 son nlimeros sin justificacion alguna. No obstante, se puede suponer que al referir a
enteros. 2 y 3 como numeros enteros estd pensando en la localizacién de
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Para Melisa existe una infinidad de nimeros decimales. decimales.
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Tabla 5.11 Respuestas de Melisa (Estudiante de 4° semestre, 19 afios)-Segunda parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

3. ¢Hay nimeros decimales entre dos fracciones? Justifica tu respuesta.

Melisa argumenta con la conversion entre decimales y fracciones. En la entrevista
se le pregunta si hay una finitud o una infinidad de nimeros decimales entre
fracciones a lo que responde que hay una infinidad.
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(CEFD)(EDF) Asegura la existencia de fracciones y decimales a través
del proceso de conversién entre éstos —no insinlia que esa conversion
no siempre ocasiona un nimero decimal, es decir una expansién
decimal finita—. En el proceso de conversion, se supone que hace
referencia a nimeros racionales, y no a los nimeros irracionales ya que
éstos no tienen representacion fraccionaria.

(ID) Expresa que hay una infinidad de ndmeros decimales en el
intervalo.

4. ¢Hay numeros decimales y/o fracciones entre un nidmero decimal y una
fraccion? Justifica tu respuesta.
Melisa asevera que si hay nimeros decimales y/o fracciones en el intervalo dado,
pero no justifica su afirmacion.

(EDF) Permanece con la idea de la existencia de nimeros intermedios
en un intervalo sin justificacion alguna. Sin embargo, se podria decir
gue piensa en la conversion, como en la pregunta anterior.

5. ¢ Puedes encontrar nimeros decimales y/o fracciones entre 0.49 y 1/2? Justifica
tu respuesta.
Melisa justifica la presencia de nameros decimales en el intervalo con la conversion
de fraccién a decimal: 1/2 = 0.5, y menciona que entre 0.49 y 0.5 hay decimales
como las centésimas, las milésimas, posiblemente, queria describir otros valores
posicionales. En la entrevista solo refiere que hay un “numero infinito de nimeros”
en el intervalo.
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(CFD) Realiza la conversion de fraccion a nimero decimal, 1/2 = 0.5
para aseverar que entre 0.5 = 0.50 y 0.49 hay decimales. Se podria
pensar en una flexibilidad de pensamiento, ya que usa dos
representaciones simbdlicas de un ndmero: de una representacion
como fraccidn a una expansién decimal de ese nimero.

(ID)(VP) Indica la existencia de una infinidad de ndmeros en el
intervalo al referir “nimero infinito”. Ademas, pone de manifiesto el
uso de valores posicionales como las centésimas y las milésimas,
quizas, otros, para sefialar que cada vez hay decimales, al parecer como
un proceso infinito.

6. ¢ Puedes encontrar el nimero decimal mas pequefio? En caso de que tu respuesta
sea afirmativa escribelo.
Melisa menciona que no existe el nimero decimal mas pequefio.

La respuesta de Melisa no aporta informacion sobre su forma de
pensar.
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Tabla 5.12 Respuestas de Melisa (Estudiante de 4° semestre, 19 afios)-Tercera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

7. ¢Puedes encontrar un nimero natural entre 1/6 y 7/3? En caso de que tu
respuesta sea afirmativa escribe el nimero.

Melisa escribié los nimeros 1y 2. Ella realiza las correspondientes conversiones
de fraccion a decimal de los extremos del intervalo (ver derecha de la imagen), y
asi observar qué nimeros naturales hay.
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(CFD) Realiza las divisiones correspondientes de las fracciones de los
extremos del intervalo en las que evidencia conversiones de fraccion a
un numero con expansién decimal.

8. ¢Entre 11/5y 2.2 hay mas de 3000 nimeros? Justifica tu respuesta.

Su respuesta es afirmativa, Melisa dice que si hay decimales en el intervalo y lo
explica con la conversion de fraccidn a decimal. Al parecer, no reconoce que 11/5
y 2.2 representa la misma cantidad.

.ol callzay \a @oversan de Coads
A decrwol bof wds NWorews derwales

(CFD) Al parecer, realiza la division 11 entre 5 y su resultado es
correcto, sin embargo, tiene dificultades para interpretar la
equivalencia entre 2.2 y 2.20. Esto podria significar que ocurre
solamente en el caso de ndmeros decimales, ya que no tiene
inconvenientes cuando se trata de la equivalencia entre fracciones y
decimales —especialmente cuando se trata de fraccién a decimal— por
respuestas anteriores.

9. ¢Cual es el sucesor del nimero natural 6?
Melisa responde que 6.1.

(S) Al parecer, su pensamiento se encuentra en un sistema de
conocimientos de dominio nimero decimal para responder a esta
pregunta.

10. ¢ Todos los nimeros tienen un sucesor? Justifica tu respuesta.
Su respuesta es afirmativa. Melisa no justifica el porqué de su afirmacion.

(S) Supone que todos los nimeros tienen un sucesor, quizas piense que
el sucesor es un nimero mayor —no proporciona ejemplos—.

11. ;Crees que 0.9 tenga un sucesor con una sola cifra decimal? En caso de que
tu respuesta sea afirmativa escribe el ndmero.
Melisa anot6 que “sigue 1.0”.
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Responde a la pregunta de manera adecuada, se puede pensar que en
su respuesta subyace la idea del “siguiente”.

Cadigos usados en la clasificacion de las actuaciones de Melisa: (EDF) Existencia de nimeros Decimales y Fracciones. (ID) Infinidad de nimeros-Densidad (CFD)
Conversion de Fraccion a expansion Decimal. (CEFD) Conversion Entre Fracciones y nimeros con escritura Decimal —finitos, periédicos y mixtos. (EP) Evoca
Procedimientos. (S) Sucesor. (SM) Sucesor es un nimero Mayor. (VP) Valores Posicionales de los nimeros decimales.
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Caracteristicas del marco explicativo inicial de Melisa

Las respuestas de Melisa al cuestionario, que se muestran en la columna de la izquierda de la Tablas 5.10. 5.11 y 5.12, se
interpretaron y se clasificaron usando los cddigos que se encuentran al final de la Ultima tabla. Esas clasificaciones responden a
concepciones alternativas de Melisa correspondientes a la densidad, la discrecion y los nimeros decimales y fracciones; y se conoce su
marco explicativo inicial.

Sobre densidad y discrecion: Las actuaciones de Melisa, ver las interpretaciones de las respuestas clasificadas como (ID) en las Tablas
5.10 y 5.11, ponen de manifiesto un pensamiento denso ingenuo al asegurar la existencia de una infinidad de nimeros intermedios entre
decimales y/o fracciones, pero sin argumentaciones que conlleven a su afirmacion. En las respuestas clasificadas como (S) en la Tabla
5.12 se pone en evidencia la existencia de un sucesor para todos los nimeros, lo que significa que Melisa tiende a pensar de manera
discreta en este contexto. Se concluye que Melisa puede tener un pensamiento discreto-denso.

Sobre decimales y fracciones: 1. Las interpretaciones de las respuestas de Melisa clasificadas como (EDF) en las Tablas 5.10 y 5.11,
permiten aseverar la existencia de decimales y/o fracciones en un intervalo sin aludir finitud o infinitud de nimeros. 2. Las respuestas
clasificadas como (CFD) y (CEDF) pone de manifiesto el empleo de la conversion, en el primer caso, de fraccion a escritura decimal,
en el segundo caso, entre ambas representaciones numeéricas (se cree que ella solo refiere nimeros racionales puesto que se pueden
representar en fraccién). Cabe mencionar que Melisa, al parecer, enfrenta dificultades para interpretar la equivalencia entre 2.2 = 2.20
(ver pregunta 8). 3. Melisa quizas rememore procedimientos para localizar decimales y fracciones en la recta, ver respuesta clasificada
como (EP) en la primera pregunta. 4. En la respuesta clasificada como (VP), en la Tabla 5.11, Melisa reconoce valores posicionales de
los numeros decimales como los centésimos, los milésimos, posiblemente, otros.

5.3.5 Marco explicativo inicial de Amanda

Las respuestas, asi como las interpretaciones de las respuestas de Amanda, se muestran en los siguientes apartados, en las Tablas
5.13, 5.14 y 5.15, que permitiran conocer las caracteristicas de su marco explicativo inicial.
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Tabla 5.13 Respuestas de Amanda (Estudiante de 6° semestre, 20 afios)-Primera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

1 ¢Hay fracciones entre 2 y 3? Justifica tu respuesta.
Amanda en su cuestionario escribe que hay partes mas pequefias que enteros. En la
entrevista menciona que hacia énfasis en los nimeros decimales.
3 .~ NG S mes PeqUrnGS  Quc
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fr\}fios.

(SS)(SP) Al parecer tiene en cuenta la particion, divide el segmento
unitario en partes mas pequefias.

2. ¢ Cuéntos nimeros decimales hay entre 1.2 y 1.3?
Amanda dice que hay 9 numeros decimales. En la entrevista ella expresa que solo
tuvo en cuenta los nimeros con dos cif_ras decimales: 1.21, 1.22, ...,1.29.

Q

(PF)(FD)(EP) Subyace una finitud de nimeros intermedios. Toma en
cuenta una determinada cantidad de cifras decimales para afirmar que
hay 9 numeros decimales en el intervalo, las centésimas. Evoca la idea
de nimeros consecutivos falsos —quizds rememore procedimientos
para ubicar nimeros decimales en la recta—.

3. ¢Hay nimeros decimales entre dos fracciones? Justifica tu respuesta.
Amanda afirma la existencia de nimeros decimales entre fracciones argumentando
que una fraccion también es decimal.

6. PoraQue ono Ci0c(\ér\ chmb.m c3
un C)Cc\mo\-

(CFD) Asegura la existencia de decimales a través del proceso de una
representacion como fraccién a una escritura decimal de ese nimero.

4. ¢Hay numeros decimales y/o fracciones entre un nidmero decimal y una
fraccion? Justifica tu respuesta.

Amanda describe en su cuestionario: “Depende si el nimero es antecesor y el
fraccionario sucesor o al contrario”. Para entender lo anterior, en la entrevista,
Amanda sefiala un ejemplo: en el intervalo entre 3/4 y 8/8=1 refiere que 1 es el
sucesor de 3/4, de igual manera sucede cuando se le pregunta por el intervalo entre
0.5y 7/3. Ella manifiesta que 7/3 es el sucesor de 0.5; Amanda explica que uno de
los extremos del intervalo esta escrito en fraccién y el otro en nimero decimal por
lo que concluye que no hay otro nimero entre una fraccion y un decimal, o
viceversa.

VUSUILIVG LW I VO UVItG.

; < )
ePcnde o e\l Uty o deamnal s antecesor g ©
Yaco\ormnaw \© soucecsor O Ol conlr(ow Kol

(CF)(S)(FD) Supone que los extremos de un intervalo son consecutivos
falsos si son representaciones distintas (decimal y fraccion), luego se
puede suponer que esta pensando que no hay otro nimero en ellos. De
manera implicita sefiala la existencia de un sucesor para un ndmero
decimal y/o una fraccién.
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Tabla 5.14 Respuestas de Amanda (Estudiante de 6° semestre, 20 afios)-Segunda parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

3. ¢Hay nimeros decimales entre dos fracciones? Justifica tu respuesta.
Amanda habla de la existencia de nimeros decimales entre fracciones justificando
que una fraccién también es decimal.

§| POQUC unNo C'OC(\C’W\ #meb.m g~ |
un Adecvmna).

(CFD) Argumenta la existencia de decimales a través del proceso de
conversion de una fraccion a una expansién decimal de ese nimero.

5. ¢ Puedes encontrar nimeros decimales y/o fracciones entre 0.49 y 1/2? Justifica
tu respuesta.

Amanda indica que 1/2 = 0.5 = 0.50 es el sucesor de 0.49. Ella menciona en la
entrevista que son los mismos argumentos de anteriores preguntas, piensa que 0.49
y 1/2 son consecutivos y que toda fraccion es decimal.

~ > c\ S i"\‘ .,L,q
No poiqe L « 0.5 \goente de O

(CFD)(CF)(S)(FD) Realiza el proceso de una representacion
fraccionaria a escritura decimal finita. Usa el mismo argumento: un
decimal y una fraccion son consecutivos falsos —por lo que no hay
nGmeros intermedios—.

(S) Cree que 0.5 =0.50 es el sucesor de 0.49.

6. ¢ Puedes encontrar el nimero decimal mas pequefio? En caso de que tu respuesta
sea afirmativa escribelo.
Amanda menciona que no existe el nimero decimal mas pequefio.

La respuesta de Amanda pareciera contradecir respuestas anteriores
por su forma de razonar, ya que se esperaba que registrara algdn
nimero decimal “pequeiio” como 0.1, 0.01, 0.001 0 0.0001...

7. ¢Puedes encontrar un nimero natural entre 1/6 y 7/3? En caso de que tu
respuesta sea afirmativa escribe el nimero.

Amanda no respondié en esta pregunta, en la entrevista manifesté no haber
entendido la pregunta.

No se puede decir nada al respecto.

8. ¢Entre 11/5y 2.2 hay mas de 3000 numeros? Justifica tu respuesta.
Amanda reconoce que 11/5 y 2.2 representan el mismo valor numérico.
No PO (que gll s \Suo\ & 28

(CFD) Reconoce que 11/5 y 2.2 son expresiones equivalentes, al
parecer se apoya en la conversién de una representacion simbolica del
namero como fraccién a una escritura decimal (11/5 = 2.2 haciendo la
divisién, o bien 11/5=21/5=2 + 0.20 = 2.2).
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Tabla 5.15 Respuestas de Amanda (Estudiante de 6° semestre, 20 afios)-Tercera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista Caracteristicas del marco explicativo inicial
9. ¢ Cual es el sucesor del nimero natural 6? = (S)(SM)(CF) Por respuestas anteriores, se cree que no distingue que en
el conjunto de los nmeros naturales existe el sucesor, por lo que podria
Amanda escribe que el sucesor de 6 es 7. estar apoyandose en la idea de numeros consecutivos “falsos”, —
también puede estar asociado el tema del nimero mayor—.
10. ¢ Todos los nimeros tienen un sucesor? Justifica tu respuesta. = (S)(SM) Su concepcidn alternativa de sucesor es un nimero mayor o
Amanda justifica su afirmacién de que un sucesor es un nimero mayor. los mayores a él.

3 CTUS UTHITH UIl QMWASWE § @ sewse e —— — 3 5
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11. ¢Crees que 0.9 tenga un sucesor con una sola cifra decimal? En caso de que | = Al responder que no, contradice sus respuestas anteriores, en las que
tu respuesta sea afirmativa escribe el nimero. pone de manifiesto que todos los ndmeros tienen un “siguiente” —
Su respuesta es negativa. quizas le generd dificultad comprender la pregunta—.

Cddigos usados en la clasificacion de las actuaciones de Amanda: (PF) Particion Finita de un segmento-al parecer unitario. (FD) Finito/Discrecion. (CFD)
Conversion de Fraccion a expansion Decimal. (EP) Evoca Procedimientos. (SS) Subdivisiones en un Segmento. (SP) Subdivisiones Pequefias en un segmento. (S)

Sucesor. (SM) Sucesor como un nimero Mayor. (CF) Consecutivos Falsos.

Caracteristicas del marco explicativo inicial de Amanda

Las respuestas de Amanda se encuentran en las Tablas 5.13, 5.14 y 5.15, las cuales se han clasificado usando los codigos que se
encuentran al final de la Gltima tabla. Esas clasificaciones responden a nociones de Amanda respecto a la densidad, la discrecion y los
nameros decimales. En base a esta clasificacion se caracteriza el marco explicativo inicial de esta profesora en formacion.

Sobre densidad y discrecion: En las respuestas clasificadas como (FD), (CF), (S) y (SM) en las Tablas 5.13, 5.14 y 5.15 Amanda muestra
ejemplos de pensamiento discreto ingenuo debido a que supone que un nimero decimal y una fraccion son consecutivos, luego no hay
otro numero entre ellos, ademas, cree que el “sucesor de un nimero” es un nimero mayor. Sin embargo, en la respuesta clasificada como
(PF) (ver 22 pregunta, Tabla 5.13) expone una situacion de pensamiento discreto avanzado al describir la existencia de un conjunto finito
de numeros entre decimales. Se concluye que Amanda es una profesora en formacidn con tendencia a pensar de manera discreta ingenua
por la mayoria de sus respuestas.
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Sobre nimeros decimales: 1. Se podria decir que Amanda se apoya en la conversion de una representacion simbélica del nimero como
fraccion a una escritura decimal, ver respuestas clasificadas como (CFD). 2. La respuesta clasificada como (EP) en la Tabla 5.13 permite
caracterizar a Amanda la idea de la ubicacion de nimeros decimales en la recta numérica. 3. Se cree que ella refiere a niUmeros decimales
o fracciones como “partes mas pequeias que enteros” al realizar particiones en un segmento, ver respuestas clasificadas como (SS) y

(SP) en la Tabla 5.13.

5.3.6 Marco explicativo inicial de Ana

Las respuestas de Ana al cuestionario se encuentran en las Tablas 5.16, 5.17 y 5.18, asi mismo aparecen interpretaciones de las
respuestas en la columna de la derecha que permiten conocer caracteristicas de su marco explicativo inicial.

Tabla 5.16 Respuestas de Ana (Estudiante de 6° semestre, 20 afios)-Primera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

1. ¢ Hay fracciones entre 2 y 3? Justifica tu respuesta.

Ana argumenta la presencia de fracciones al expresar que “hay partes decimales que se
pueden representar como fracciones”. En la entrevista ella menciona un ejemplo: 0.5 =
1/2.
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(SS)(SDF)(RDF) Habla de la presencia de nimeros con escritura
decimal como subdivisiones en el segmento unitario, los cuales
refiere que se pueden representar como fracciones —su registro en
el cuestionario hace pensar que solo supone los ndmeros
racionales—.

(RDF) Al parecer, reconoce que no toda fraccién es un nimero
decimal (escritura decimal finita).

2. ¢ Cuantos nimeros decimales hay entre 1.2y 1.3?

Ana afirma que hay una infinidad de nimeros decimales entre 1.2 y 1.3, y justifica su
respuesta sefialando que “la parte decimal se puede prolongar” poniendo énfasis en que
cada vez se puede agregar digitos en la parte decimal de un nimero. Durante la entrevista
ella sefiala: “0.0002 o 0.000001”.
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(ID) Asegura que hay una infinidad de ndmeros decimales.
Subyace la idea de agregar digitos en la parte decimal de un
namero —en el ejemplo que menciona solo indica ceros en el
medio, lo que se podria decir que esta pensando cada vez en
nimeros menores, aunque éstos no estdn en el intervalo
considerado en la pregunta (0.0002, 0.000001)-.
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Tabla 5.17 Respuestas de Ana (Estudiante de 6° semestre, 20 afios)-Segunda parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

3. ¢Hay nimeros decimales entre dos fracciones? Justifica tu respuesta.
Al parecer, Ana refiere que si las fracciones ubicadas en los extremos son diferentes
respecto al valor numérico entonces hay una infinidad de “posibilidades”, quizas alude
esta expresion a una infinidad de nimeros decimales por la pregunta.
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(ENE)(ID) Se podria decir que observa primero si los extremos
del intervalo no son fracciones equivalentes para luego aseverar
la presencia de una infinidad de nimeros intermedios —quizas
nimeros decimales—.

4. ¢Hay nameros decimales y/o fracciones entre un nimero deC|maI y una fraccion?
Justifica tu respuesta.
De nuevo Ana hace mencion a la no equivalencia entre los extremos del intervalo para

hablar de la existencia de nimeros decimales que se representan como fracciones.
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(ENE)(RDF) Sigue con el argumento anterior, de verificar la
equivalencia entre decimales y/o fracciones para afirmar la
existencia de éstos en el intervalo. Sefiala la conversion de una
representacion decimal finita a fraccidn, aunque no proporciona
ejemplos. Se podria decir que tiene una flexibilidad de
pensamiento en representaciones simbdlicas de los nimeros
como la decimal (finita) y la fraccionaria.

5. ¢Puedes encontrar nimeros decimales y/o fracciones entre 0.49 y 1/2? Justifica tu
respuesta.

Ana pone énfasis en que la parte decimal de un nimero difiere a la de otro si se agrega
0 se quita una cifra para tratarse de nimeros decimales diferentes. Ella explica que con
esta forma de encontrar nimeros decimales hay una infinidad entre 0.49 y 1/2, y describe
ejemplos como: “0.491, 0.4912” (expresiones en la entrevista).
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(ID) Evoca un proceso infinito o numerable: afadir digitos en las
expansiones decimales. Con este método, al parecer no considera
el “cero” en medio de la parte decimal de un niimero por su
ejemplo: 0.491, 0.4912, por lo que se podria decir que los
nameros que ella describe son cada vez mas grandes, pero sin
llegar a 1/2.

6. ¢ Puedes encontrar el nimero decimal mas pequefio? En caso de que tu respuesta sea
afirmativa escribelo.

Ana indica que el nimero decimal mas pequefio no existe, ella anota que solo
“aproximaciones”. El término aproximaciones para ella significa el proceso de agregar
“ceros” y “unos” después del punto decimal (manifestaciones en la entrevista).
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(ID) Tiene la misma concepcidn que en respuestas anteriores. En
esta situacion sefiala “ceros” y “unos” que van después del punto
decimal de un nimero para decir que no existe el decimal mas
pequefio. Se podria inferir que, posiblemente, esté pensando en
ntmeros como 0.001, 0.0001, 0.111001, 0.111, etc.
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Tabla 5.18 Respuestas de Ana (Estudiante de 6° semestre, 20 afios)-Tercera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

7. ¢Puedes encontrar un nimero natural entre 1/6 y 7/3? En caso de que tu respuesta
sea afirmativa escribe el nimero.
Ana escribi6 los nimeros 1y 2.

Responde como se esperaba, pero no suministra ejemplos de
procedimientos de la resolucion del problema. Quizas podria
haber realizado las divisiones correspondientes.

8. ¢Entre 11/5 y 2.2 hay méas de 3000 nimeros? Justifica tu respuesta.

Ana reconoce que 11/5y 2.2 son expresiones numeéricas equivalentes.
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(RDF) Posiblemente, pone de manifiesto, nuevamente, el
reconocimiento de representaciones decimales y fracciones para
expresar un numero. Noétese que menciona términos como
“parte”, “numero” y “cantidad”. Pareciera que éstas son
expresiones equivalentes para Ana. Quizas, con “parte” estaria
relacionando una parte de la recta numérica, con “cantidad” el
valor numérico y con “numero” la simbologia para representar
dicho valor numérico.

9. ¢ Cual es el sucesor del nimero natural 6?
Ana escribi6 que 7 es el sucesor de 6.

(S)(SM) Se pensamiento es que el sucesor de un nimero (natural)
€s un numero mayor por la expresion que aparece en la pregunta
posterior.

10. ¢ Todos los nimeros tienen un sucesor? Justifica tu respuesta.
Ana dice “que todo niimero tiene un siguiente que es mayor”.
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(S)(SM) Su concepcién alternativa de sucesor es un nudmero
mayor que le sigue a dicho nimero.

11. ¢Crees que 0.9 tenga un sucesor con una sola cifra decimal? En caso de que tu
respuesta sea afirmativa escribe el nimero.

Su respuesta es afirmativa. Ana escribi6 el nimero 1.1. En la entrevista sefiala que la
expresion numérica: 1 no tiene parte decimal por lo que no seria sucesor de 0.9, por ello
escribi6é 1.1

Al parecer, no reconoce equivalencia entre decimales (1 = 1.0 =
1.00=...). En anteriores respuestas solo reconoce la equivalencia
entre un decimal y una fraccidn. Con el argumento que da en la
entrevista, posiblemente, cree que los ndmeros naturales y
enteros, cuya parte decimal es cero, no tienen parte decimal aun
cuando se esta pensando en el conjunto de los nimeros decimales.

Codigos usados en la clasificacion de las actuaciones de Ana: (SS) Subdivisiones en un Segmento. (SDF) Subdivisiones que corresponden a nimeros Decimales
parareescribirlas en Fracciones. (RDF) reconocimiento de una Representacion Decimal y Fraccionaria de un nimero. (ENE) reconoce Expresiones No Equivalentes.

(ID) Infinidad de nimeros-Densidad. (S) Sucesor. (SM) Sucesor es un nimero Mayor.
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Caracteristicas del marco explicativo inicial de Ana

Las interpretaciones que se han hecho de las respuestas de Ana al cuestionario, las cuales se muestran en la columna de la derecha
de las Tablas 5.16, 5.17 y 5.18, se clasificaron usando los codigos que se encuentran al final de la tltima tabla. Esas clasificaciones
responden a ideas de Ana respecto a la densidad, la discrecion y los nimeros decimales y fracciones; y a través de ellas se puede hacer
una caracterizacion de su marco explicativo inicial.

Sobre densidad y discrecion: A través de sus expresiones Ana evidencia una tendencia a tener un pensamiento denso avanzado, ver las
interpretaciones de las respuestas clasificadas como (ID) en las Tablas 5.16 y 5.17. Ella indica el proceso de afiadir digitos en medio de
la parte decimal de un nimero —en algunos casos ceros—, para aseverar la infinidad de nimeros intermedios entre decimales y/o
fracciones. Sin embargo, pone en evidencia un pensamiento discreto ingenuo cuando supone que el sucesor es un nimero mayor, ver
respuestas clasificadas como (S) y (SM). Con base en los supuestos anteriores se puede decir que Ana, al parecer, tiene un pensamiento
discreto-denso.

Sobre decimales y fracciones: 1. Ana, posiblemente, tiene una flexibilidad de pensamiento para interpretar una representacion decimal
y fraccionaria para expresar un mismo numero, ver respuestas clasificadas como (RDF), en las que ella pone énfasis en la conversion de
una escritura decimal a fraccionaria en el conjunto de los numeros racionales. Asi mismo, reconoce cuando una expresion fraccionaria
no es equivalente a una decimal, ver respuestas clasificadas como (ENE). Sin embargo, parece que tiene dificultades para interpretar
equivalencia entre decimales (ver pregunta 11). 2. Ana considera subdivisiones en un segmento las cuales corresponden a nimeros con
escritura decimal para luego reescribirlas como fraccion (se supone que este proceso lo hace con racionales), ver respuesta clasificada
como (SS) y (SDF) en la Tabla 5.16.

5.3.7 Marco explicativo inicial de Fabiola

A continuacion, en las Tablas 5.19, 5.20 y 5.21 se encuentran tanto, las respuestas de Fabiola al cuestionario, como las
interpretaciones que se hacen para encontrar caracteristicas de su marco explicativo inicial.
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Tabla 5.19 Respuestas de Fabiola (Estudiante de 6° semestre, 36 afios)-Primera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

1 ¢Hay fracciones entre 2 y 3? Justifica tu respuesta.

Fabiola expresa que dividiendo el segmento de recta, entre 2 y 3, en particiones
se llega al nimero 3. Ella menciona que se pueden encontrar fracciones como
212,213, 2/4, ...

(PF)(FD)(SN) La numeracion 2/2, 2/3, 2/4, ..., al parecer, describe una
particion finita en la que se cree que Fabiola sefiala estas fracciones
debido a que el primer extremo del intervalo es un 2 y lo relaciona con
los numeradores de las mismas, pese a que no se encuentran en el
intervalo entre 2 y 3. Subyace la idea de nimeros consecutivos falsos.

2. ¢ Cuantos nimeros decimales hay entre 1.2y 1.3?

Fabiola registr6 que hay 9 niameros en el intervalo. Ella dice que se puede ubicar
en una “regla” los extremos del intervalo y que se visualiza que “hay niimeros
pequefios” como “1.21, 1.22, 1.23, ..., 1.29” (manifestaciones en la entrevista).

25T - nueue

(PF)(FD)(SN) Evoca un proceso finito. Toma en cuenta una determinada
cantidad de cifras decimales para afirmar que hay 9 nimeros decimales
en un intervalo.

(EP)(FD) Considera necesario el uso de una “regla” para localizar
nimeros decimales. Nuevamente, subyace la idea de los numeros
consecutivos falsos.

3. ¢Hay nimeros decimales entre dos fracciones? Justifica tu respuesta.
Fabiola escribe en su cuestionario el siguiente ejemplo: “7/9 =0.7777”, como una
manera de mostrar que si hay nimeros en escritura decimal entre dos fracciones.
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(CEFD) Se puede apreciar que hace uso de la conversion entre fracciones
y nimeros con escritura decimal infinita, posiblemente se refiera a
nameros racionales. No obstante, en la pregunta se indicaba por nimeros
decimales, su ejemplo es una fraccién con una escritura decimal infinita
(aunque ella no especifica “puntos suspensivos” en la escritura decimal,
00.7).

4. ¢Hay numeros decimales y/o fracciones entre un nimero decimal y una
fraccion? Justifica tu respuesta.
Fabiola argumenta con la conversion entre decimales y fracciones. Ella dice que
por esta razén escribi6 el ejemplo en la pregunta anterior (expresiones en la
entrevista), pese a que no es un nimero decimal.
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(CEFD) Piensa en la idea de conversiones en el conjunto de los nimeros
racionales, entre fracciones y nimeros con escritura decimal.

(RDF) Reconoce, al parecer, representaciones simbdlicas para expresar
un nimero con escritura fraccionaria y decimal. Un ejemplo seria el que
propone en la respuesta anterior.
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Tabla 5.20 Respuestas de Fabiola (Estudiante de 6° semestre, 36 afios)-Segunda parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

5. ¢Puedes encontrar nimeros decimales y/o fracciones entre 0.49 y 1/2?
Justifica tu respuesta.

Fabiola nuevamente habla de la conversion entre fracciones y ndmeros con
expansion decimal (quizés, finita, periddica y mixta). Ella registra en su
cuestionario 1/2 =0.5 y 0.49 = 49/100.

—=n e\ ) onie da —:,::.6 exishe Qecwne)

spuesta.
N0 = A son conuriSiones \os que
e \«oQU\

(CEFD)(RDF) Nuevamente, subyace la idea de representaciones numéricas
entre fracciones y expansiones decimales, por ende, podria estar
distinguiendo representaciones fraccionarias y decimales. Sin embargo, ella
no esta respondiendo a la pregunta, solo afirma que se conviertel/2 en el
decimal 0.5, pero no dice nada acerca de la existencia de nimeros decimales
o de fracciones en ese intervalo.

6. ¢Puedes encontrar el nimero decimal mas pequefio? En caso de que tu
respuesta sea afirmativa escribelo.

Fabiola supone la existencia del nimero decimal mas pequefio: 0.01. Ella dice
que considerd el 0, pero para ella el 0 no es un nimero decimal, es un entero, por
lo que pens6 en el 0.01 (expresiones en la entrevista).

0-01

= (DP)(FD) Considera la existencia del nimero decimal mas pequefio.
= Al parecer le genera conflicto el nimero 0, solo lo considera como
ndmero entero mas no como ndmero decimal (0 = 0.0 = 0.00).

7. ¢Puedes encontrar un nimero natural entre 1/6 y 7/3? En caso de que tu
respuesta sea afirmativa escribe el nimero.

En la entrevista Fabiola expresa que 1/6 es el nimero natural al que hacia
referencia a lo que habia anotado: “El ntimero natural es el que esta representado
en la pregunta.”

\;m\\ es o\ qQue Q\& VCP*tbcv\\még

T \ n{ mao 0o
en \a VY egUNYG.

=  (CN) Parece que considera que las fracciones son nimeros naturales,
quizds se podria decir también, que considera solo las fracciones
menores que la unidad, dado que solo se refirid a 1/6 como “nimero
natural”.

8. ¢Entre 11/5y 2.2 hay mas de 3000 nimeros? Justifica tu respuesta.
Fabiola realiza la divisién 11 entre 5 donde reconoce que 11/5y 2.2 representa la
misma cantidad.
’JC ‘Ist\ Que o\ A@\\)\&( A\l e 5 e\ mw\\ﬁt\o s
)

2.1 1 e Son gueles

= (CEFD)(RDF) Por respuestas anteriores, se puede decir que hace uso de
la equivalencia entre fracciones y nimeros con expansiones decimales,
aunque en esta situacion efectda la conversion de fraccién a nimero
decimal.
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Tabla 5.21 Respuestas de Fabiola (Estudiante de 6° semestre, 36 afios)-Tercera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista Caracteristicas del marco explicativo inicial
9. ¢ Cual es el sucesor del nimero natural 6? *  (S)(SN)(EP) Podria estar apoyandose en las numeraciones descritas en
Fabiola escribi6 que 7 es el sucesor de 6, pero, quizas, ella decidio dibujar la recta las primeras preguntas en las que podria estar asociando consecutivos
para argumentar su respuesta, refiriendo 6 y 7 nimeros naturales. falsos, pese a que en este caso 6 y 7 naturales si son consecutivos.

e et = Usa la recta numérica para la ubicacion de 6 y 7, naturales, como medio

S &7 para justificar su respuesta.
10. ¢ Todos los nimeros tienen un sucesor? Justifica tu respuesta. = (S)(SN) Posiblemente, por numeraciones manifestadas al principio del
Fabiola menciona que todos los nimeros tienen sucesor. cuestionario, se tiene la idea de los consecutivos falsos, por lo que se cree
que podria estar apoyandose en ello.

11. ¢ Crees que 0.9 tenga un sucesor con una sola cifra decimal? En caso de que | = (SN) Responde a la pregunta como se esperaba, se puede pensar que en
tu respuesta sea afirmativa escribe el nimero. su respuesta trae a colacion la idea de consecutivos falsos.
Fabiola escribi6 1.0.

Codigos usados en la clasificacion de las actuaciones de Fabiola: (PF) Particion Finita de un segmento-al parecer unitario. (FD) Numero finito de nimeros-
Discrecion. (CEFD) Conversion Entre Fracciones y nimeros con escritura Decimal —finitos, periédicos y mixtos. (EP) Evoca Procedimientos. (RDF)
reconocimiento de una Representacion Decimal y Fraccionaria de un ndmero. (S) Sucesor. (SN) Sucesor-Numeracion. (DP) consideracion de la existencia del
nimero Decimal mas Pequefio. (CN) Clasificacion NUmeros.

Caracteristicas del marco explicativo inicial de Fabiola

Como puede verse en la columna del lado derecho de las Tablas 5.19, 5.20, 5.21 las respuestas se han clasificado usando los codigos
que se encuentran al final de la Gltima tabla. Esas clasificaciones responden a ideas de Fabiola sobre la densidad, la discrecion, los
numeros decimales, las fracciones, y los nimeros naturales. En base a esta clasificacion se caracteriza el marco explicativo inicial de
esta profesora en formacion.

Sobre densidad y discrecion: Las actuaciones de Fabiola, ver las respuestas clasificadas como (PF) y (FD) en las Tablas 5.19 y 5.20,
ponen de manifiesto un pensamiento discreto avanzado al suponer la existencia de una cantidad finita de nimeros intermedios entre
enteros y decimales. Asi mismo evoca la idea de consecutivos falsos, ver respuestas clasificadas como (S) y (SN) en las Tablas 5.19 y
5.21, y considera la existencia de un sucesor. Ademas, supone la existencia del niumero decimal mas pequefio —esta circunstancia puede
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estar influida por su tendencia a pensar de manera discreta, de lo contrario, pudo haber visto, por ejemplo, que entre 0 y 0.01 se encuentra
al menos un decimal: 0.001, y asi sucesivamente—, ver respuesta clasificada como (DP) en la Tabla 5.20.

Sobre decimales y fracciones: 1. Las respuestas clasificadas como (CEFD) y (RDF) en las Tablas 5.19 y 5.20 permiten que Fabiola
piense las representaciones fraccionaria y decimal para expresar un numero, de igual manera, evidencia flexibilidad en el uso de la
equivalencia entre fracciones y nimeros con escritura decimal. 2. La respuesta clasificada como (EP) en la pregunta 2 (ver Tabla 5.19)
permite observar el uso de procedimientos para localizar decimales en la recta.

Sobre numeros naturales: 1. Para Fabiola los nUmeros naturales son, posiblemente, las fracciones comprendidas en el intervalo entre 0
y 1, ver respuesta clasificada como (CN) en la Tabla 5.20. 2. La respuesta clasificada como (EP) en la pregunta 9 (ver Tabla 5.21) permite
apreciar el uso de procedimientos para ubicar nimeros naturales apoyandose de una “regla numérica”.

5.3.8 Marco explicativo inicial de Nicolas

En los siguientes apartados se muestran las interpretaciones de las respuestas de Nicolas al cuestionario en las Tablas 5.22, 5.23 y
5.24 para encontrar caracteristicas de su marco explicativo inicial.

Tabla 5.22 Respuestas de Nicolas (Estudiante de 6° semestre, 23 afios)-Primera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista Caracteristicas del marco explicativo inicial

1 ¢Hay fracciones entre 2 y 3? Justifica tu respuesta. = (ID)(SS)(SF) Su pensamiento es la particion del segmento de longitud
Nicolas menciona que entre 2 y 3 hay una unidad que es dividida en una infinidad uno en infinidad de partes. Manifiesta que estas partes corresponden a
de partes y estas partes corresponden a fracciones. fracciones.

8 ", //.r""-‘/"( en //c‘ g’/ J’z '(‘S t‘\ 7) exs “:. i n":""u j esc
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se /,cc/(., e V7l 541 (o "to cace/omneS
2. ¢ Cuéntos nimeros decimales hay entre 1.2 y 1.3? = (ID)(SS) Sin argumentacion alguna afirma que hay una infinidad de
Nicolas respondié que hay una infinidad de nimeros decimales entre 1.2 y 1.3. nimeros decimales —quizas podria estar apoyandose en la respuesta

Ll b {17 SRR A anterior—.
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Tabla 5.23 Respuestas de Nicolas (Estudiante de 6° semestre, 23 afios)-Segunda parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

3. ¢Hay nimeros decimales entre dos fracciones? Justifica tu respuesta.

Nicolds manifiesta que si las fracciones en los extremos son expresiones
equivalentes no habria nimeros intermedios, pero si hay si no lo son. El menciona
que al aumentar la cantidad de cifras decimales existirdn nimeros decimales entre
las fracciones. Durante la entrevista €l trae a colacidn las centésimas, las milésimas,
y las diezmilésimas.

S, porgee 5/ Ap /os
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(\VP)(ED) Relaciona el proceso de agregar digitos —que evoca nimeros
grandes si no incluye ceros en medio de la parte decimal de un nimero—
Ademas, indica valores posicionales de los decimales como
centésimas, milésimas y diezmilésimas —quizas, quiso referir mas—
para afirmar la existencia de decimales entre fracciones, pero no alude
a un proceso infinito.

(ENE) Observa si los extremos del intervalo son expresiones diferentes
antes de aseverar la presencia de ndmeros intermedios.

4. ¢Hay numeros decimales y/o fracciones entre un numero decimal y una
fraccion? Justifica tu respuesta.
Nicolas nuevamente explica que a través del proceso de agrandar la cantidad de

digitos en la parte decimal de un nimero se hallan méas decimales en el intervalo.
Justifica tu respuesta

Sv, © los cpc,»««/o ?’/ /ﬂm‘""-’ So”” /"”" LB
/ Boriis /a/ A,; W,' oS /(/M./(} /o/mov Bbservar
//u/(/on(’/ ’9/ %(,:nn oS )

(EDF) Sigue con la nocion anterior: afiadir digitos para asegurar la
existencia de nimeros decimales en medio del intervalo, sin referir un
proceso infinito.

(ENE) Nuevamente, observa que los extremos del intervalo deben ser
expresiones no equivalentes para hablar de nimeros en el intervalo.

5. ¢ Puedes encontrar nimeros decimales y/o fracciones entre 0.49 y 1/2? Justifica
tu respuesta.

Nicolas responde que hay una infinidad de nameros en el intervalo dado. El dice
que se encuentran nimeros como “0.493, 0.498, 0.499”, después dice que “se
agrega una cifra mas como 0.4991, 0.4992” (expresiones en la entrevista).

IIAA*I I/C‘"/

(ID) Relaciona un proceso infinito o numerable: afiadir digitos para
verificar que cada vez hay méas decimales —no menciona las fracciones—
En su procedimiento solo evoca nimeros cada vez mas grandes entre
0.49y 0.50 = 0.5, por ejemplo: 0.493, 0.498, 0.499, 0.4991, 0.4992.

6. ¢ Puedes encontrar el nimero decimal mas pequefio? En caso de que tu respuesta
sea afirmativa escribelo.
Nicol&s anota que no existe el nimero decimal méas pequefio.

Por expresiones anteriores, su respuesta podria inferirse a la atribucién
del proceso de agregar digitos, especialmente ceros, para indicar que
no existe el decimal méas pequefio. Quizas esté pensando en nimeros
como -0.1, -0.01, -0.001, 0, 0.001, 0.01, 0.1, y asi cada vez se hallan
mas decimales pequefios.
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Tabla 5.24 Respuestas de Nicolas (Estudiante de 6° semestre, 23 afios)-Tercera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

7. ¢ Puedes encontrar un nidmero natural entre 1/6 y 7/3? En caso de que tu respuesta sea
afirmativa escribe el nimero.

Nicolas escribio los nimeros 1 y 2. Nicolas expresa que realizé las divisiones de los
extremos del intervalo y observo qué nimeros naturales hay en medio.

(CFD) Pone de manifiesto el uso de una representacion
fraccionaria a expansion decimal, y de esta forma, observar qué
numeros naturales hay en el intervalo (1/6 = 0.16 y 7/3 =
2.3, luego se identifican 1y 2).

8. ¢Entre 11/5 y 2.2 hay méas de 3000 nimeros? Justifica tu respuesta.
Nicolas refiere que al reescribir la fraccién 11/5 en escritura decimal es equivalente a 2.2,

en consecuencia, no existen nimeros entre ellos.
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(CFD) Evidencia que las expresiones numéricas son
equivalentes a través del proceso de conversion de una fraccion
a una escritura decimal finita.

9. ¢Cual es el sucesor del niamero natural 6?
Nicolas menciona que para responder la pregunta necesita saber cuantas cifras decimales
usar y si es necesario usarlas.
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(S) Su pensamiento es de un sistema de conocimientos de
dominio ndmero decimal y no de dominio nimero natural en
esta situacion, pese a que en la pregunta se especifica por el
conjunto de los nimeros naturales.

Su inquietud podria estar basada en su procedimiento de afiadir
digitos, por ejemplo: 6.0, 6.1, 6.2, ... 0 6.00, 6.01, 6.02, 6.03,
...06.10,6.11,6.12, 6.13, ... Notese de que se esta vinculando
su respuesta a consecutivos falsos.

10. ¢ Todos los nimeros tienen un sucesor? Justifica tu respuesta.
Nicolas responde que todos los nimeros reales tienen un sucesor y un antecesor.
¢Todos los niimeros tienen un sucesor? JUsUTICA su respucsta.
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(S) Cree que los numeros reales tienen sucesor, ademas, de un
antecesor también. Se supone que piensa en la agregacion de
digitos, como en el caso anterior.

11. ¢(Crees que 0.9 tenga un sucesor con una sola cifra decimal? En caso de que tu
respuesta sea afirmativa escribe el nimero.
Nicolas escribi¢ 1.0.

Responde de manera adecuada, parece que se basa en el hecho
de saber cuéntas cifras decimales utilizar —por manifestaciones
anteriores—. Ademas, en esta pregunta precisamente se
especifica cuantas cifras decimales usar.

Cadigos usados en la clasificacion de las actuaciones de Nicolas: (SS) Subdivisiones en un Segmento. (SF) Subdivisiones que corresponden a Fracciones. (EDF)
Existencia de nimeros Decimales y Fracciones. (ED) Existencia de nimeros Decimales. (CFD) Conversion de Fraccion a expansion Decimal. (ENE) reconoce
Expresiones No Equivalentes. (ID) Infinidad de nimeros-Densidad. (S) Sucesor. (\VP) Valores Posicionales de los nimeros decimales.
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Caracteristicas del marco explicativo inicial de Nicolas

Las interpretaciones de las respuestas de Nicol&s al cuestionario aparecen en el lado derecho de la Tablas 5.22, 5.23 y 5.24, las
cuales se clasificaron usando los cédigos que se encuentran al final de la Gltima tabla. Esas clasificaciones responden a concepciones
alternativas de Nicolas correspondientes a la densidad, la discrecion y los numeros decimales y fracciones; y se conoce su marco
explicativo inicial.

Sobre densidad y discrecion:

A través de sus expresiones Nicolas evidencia una tendencia a tener un pensamiento denso avanzado, ver las respuestas clasificadas
como (ID) en las Tablas 5.22 y 5.23. El indica un proceso infinito, o numerable, como agregar digitos en medio de la parte decimal de
un namero, evocando numeros grandes dentro de un intervalo, ademas de la infinidad de subdivisiones. Se podria decir que la idea de
afiadir digitos influye en la no existencia del decimal mas pequefo, ver respuesta a la pregunta 6, pero no influye en el “sucesor”. En las
respuestas clasificadas como (S) expone situaciones que muestran un pensamiento discreto ingenuo cuando cree que para socializar
sobre el sucesor de cualquier numero se requiere de una cierta cantidad de cifras decimales de dicho nimero, como los nimeros
consecutivos falsos. Se observa en la respuesta a la pregunta 11 que Nicolas responde de manera correcta debido a que se especifica que
el “siguiente” debe tener una cifra decimal, quizas esto era lo que esperaba en las preguntas 9 y 10. Finalmente, se concluye que Nicolas
tiende a tener un pensamiento discreto-denso.

Sobre decimales y fracciones:

1. Nicolas pone de manifiesto la conversion de fraccion a escritura decimal, ver respuestas clasificadas como (CFD). 2. Considera
subdivisiones en un segmento (ver respuestas clasificadas como (SS), Tabla 5.22) las cuales corresponden a fracciones (ver respuesta
clasificada como (SF) en la pregunta 1). 3. Las interpretaciones de las respuestas de Nicolas clasificadas como (EDF) y (ED) en las
Tablas 5.23 permiten asegurar la existencia de decimales, por un lado, y de fracciones y decimales, por el otro. 4. Asimila cuando una
expresion —fraccionaria y/o decimal- no es equivalente a otra, ver respuestas clasificadas como (ENE) en la Tabla 5.23. Por altimo,
Nicolas manifiesta valores posicionales de los nimeros decimales, ver respuesta clasificada como (\VVP) en la pregunta 3.
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5.3.9 Marco explicativo inicial de Olga

En este apartado, en las Tablas 5.25, 5.26 y 5.27 se encuentran las respuestas de Olga al cuestionario, asi mismo aparecen en la
columna de la izquierda de las tablas mencionadas las interpretaciones que se hacen para encontrar elementos que puedan definir su

marco explicativo inicial.

Tabla 5.25 Respuestas de Olga (Estudiante de 6° semestre, 20 afios)-Primera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

1 ¢Hay fracciones entre 2 y 3? Justifica tu respuesta.
Olga menciona que en este intervalo hay nameros racionales, por ello hay
fracciones entre 2y 3.

(ER) Piensa en nimeros racionales como ndmeros intermedios en el
intervalo, por lo que deduce que hay fracciones.

2. ¢ Cuantos nimeros decimales hay entre 1.2y 1.3?
Olga interpreto la pregunta como el “incremento de un decimal a otro”, es decir, la
diferencia entre 1.3 y 1.2, por ello, respondié que “uno”.

onO

(DD) Habla de un “incremento decimal”, lo que podria explicarse, al
parecer, como la diferencia entre 1.3 y 1.2, es decir, 0.1. Se supone que
cree que 0.1 es el nimero que se encuentra en intervalo, a menos que
no se haya percatado de su error, 0 piense otro nimero.

3. ¢Hay nimeros decimales entre dos fracciones? Justifica tu respuesta.
Olga indica que hay numeros decimales entre fracciones porque éstos pertenecen a
los racionales.

(ER) Parece que intenta justificar que existen nimeros decimales en un
intervalo debido a que pertenecen al conjunto de los nimeros
racionales que también estan comprendidos alli.

4. ¢Hay numeros decimales y/o fracciones entre un nidmero decimal y una
fraccion? Justifica tu respuesta.

Olga usa el mismo argumento: anota en su cuestionario que si hay decimales y/o
fracciones en el intervalo porque éstos son racionales.
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(ER) De nuevo, la presencia de decimales y/o fracciones en un
intervalo se debe a la concepcidn de que éstos pertenecen a la familia
de los nimeros racionales.
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Tabla 5.26 Respuestas de Olga (Estudiante de 6° semestre, 20 afios)-Segunda parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

5. ¢Puedes encontrar ndmeros decimales y/o fracciones entre 0.49 y 1/2? Justifica
tu respuesta.

Olga escribe en su cuestionario que hay “numeros sucesores” tanto de decimales
como de fracciones. Para ella 0.49 y 1/2 son consecutivos (manifestaciones en la
entrevista).

(CF)(FD) Supone que no hay otro nimero entre un decimal y una
fraccion, ya que los considera como ndimeros “consecutivos”.

Pese a que en la pregunta anterior responde que si hay nimeros
decimales y/o fracciones entre un decimal y una fraccion, en un
ejemplo particular como en este caso, no usa el mismo argumento, la
presencia de numeros racionales en el intervalo.

6. ¢ Puedes encontrar el nimero decimal méas pequefio? En caso de que tu respuesta
sea afirmativa escribelo.

Olga escribié 0.1 como el nimero decimal mas pequefio. Olga expresa que habia
pensado en el “0.0”, pero que este numero no podia ser el mas pequefio porque “es
cero y no es un niimero decimal”, luego penso6 en 0.1. Ella menciona que se guié por
la recta numérica y observo que debia ser 0.1 porque después seguia 0.2, y asi, como
una “secuencia” (expresiones en la entrevista).

01

(CF)(FD) Subyace la idea de nimeros consecutivos falsos.
Al parecer le genera conflicto el nimero 0, no lo interpreta como
ndmero decimal.

7. ¢ Puedes encontrar un nimero natural entre 1/6 y 7/3? En caso de que tu respuesta
sea afirmativa escribe el nimero.

Olga escribi6 el nimero natural 1.

Responde a la pregunta como se esperaba, aunque solo escribio el
namero natural 1. Al parecer, la representacion fraccionaria en los
extremos del intervalo no le afecta para encontrar un nimero natural
en dicho intervalo.

No aporta informacion acerca de procedimientos para resolver la
pregunta. Sin embargo, se cree que haya realizado las divisiones
correspondientes de los extremos del intervalo; esto por la respuesta
a la siguiente pregunta.

8. ¢Entre 11/5y 2.2 hay mas de 3000 nimeros? Justifica tu respuesta.
Olga reconoce que 11/5 y 2.2 tienen el mismo valor numérico. En su cuestionario
ella realiz6 la division 11 entre 5 (ver esquina superior derecha de la imagen).
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(CFD) Realiza el proceso de representacion fraccionaria a escritura
decimal finita a través de la division.
Reconoce la equivalencia entre las expresiones numéricas.
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Tabla 5.27 Respuestas de Olga (Estudiante de 6° semestre, 20 afios)-Tercera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

9. ¢Cual es el sucesor del nimero natural 6?
Olga registr6 6.1 en su cuestionario.
Gl

(S) Posiblemente, su pensamiento se encuentra en un sistema de
conocimientos de dominio ndmero decimal para responder a esta
pregunta. Se supone que cree que el sucesor es un ndmero mayor.

10. ¢ Todos los nimeros tienen un sucesor? Justifica tu respuesta.

Olga asegura la existencia de un sucesor para todos los nimeros. Ella escribe en su
cuestionario que existen los nimeros racionales, irracionales, enteros y naturales a lo
que concluye que “hay un numero que sigue de otro nimero”. No esta claro lo que
quiso decir, por lo que se le preguntd por sus ideas en la entrevista. Ella explicé a
través de ejemplos: “el sucesor de 3.5 es 3.6, enseguida se le pregunta por el de 1/2
y dice que se “debe convertir a decimal” a lo que manifiesta que después de 0.5 sigue
0.6.
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(S)(CF) Supone que todos los nimeros (naturales, enteros, racionales
e irracionales) tienen sucesor, que son consecutivos.

(SM) Por sus manifestaciones, se piensa que evoca la nocién de que
el sucesor es el que le “sigue de otro niimero”, por lo que se podria
decir que cree que el sucesor en un nimero mayor.

(CFD) Hace empleo del proceso de conversion de una representacion
fraccionaria a una escritura decimal finita, como su ejemplo: 1/2 =
0.5.

11. ¢Crees que 0.9 tenga un sucesor con una sola cifra decimal? En caso de que tu
respuesta sea afirmativa escribe el nimero.
Su respuesta es negativa.

Al responder gue no, contradice sus respuestas anteriores, en las que
pone de manifiesto que todos los nimeros tienen un “siguiente” —
quizés le generd dificultad comprender la pregunta—.

Codigos usados en la clasificacion de las actuaciones de Olga: (FD) Finito/Discrecion. (DD) Diferencia entre Decimales. (CFD) Conversidn de Fraccion a expansion
Decimal. (ER) Existencia de nimeros Racionales. (S) Sucesor. (SM) Sucesor como un nimero Mayor. (CF) Consecutivos Falsos.

Caracteristicas del marco explicativo inicial de Olga

Se observa las respuestas de Olga en las Tablas 5.25, 5.26 y 5.27 que se han clasificado usando los cddigos que se encuentran al
final de la Gltima tabla. Esas clasificaciones responden a concepciones alternativas respecto a la densidad, la discrecion y los nimeros
decimales y fracciones y los nimeros racionales. Con base en ello se caracteriza el marco explicativo inicial de esta estudiante para

profesor.
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Sobre densidad y discrecion: Las actuaciones de Olga demuestran una tendencia a tener un pensamiento discreto ingenuo, ver respuestas
clasificadas como (FD), (CF), (S) y (SM) en las Tablas 5.26 y 5.27, en las que pone en evidencia que dos nimeros, sea nimero decimal
y/o fraccién, son consecutivos, por ende, no hay nimeros entre las expresiones numeéricas. Olga, posiblemente, cree que el sucesor es un
namero mayor, que es el que le sigue de acuerdo con la numeracién o secuencia que describa (ver pregunta 10).

Sobre numeros decimales y fracciones: 1. Olga se apoya en el proceso de conversion de una representacion simbolica del nimero como
fraccion a una escritura decimal finita, ver respuestas clasificadas como (CFD). 2. Parece que hace uso de una diferencia de decimales
cuando refiere “incremento de un decimal a otro”, ver interpretacion clasificada como (DD) en la Tabla 5.25.

Sobre ndmeros racionales: Parece que Olga argumenta la existencia de nimeros decimales en un intervalo por el hecho de que pertenecen
al conjunto de los racionales, lo que implica que reconoce que los decimales son racionales, ver respuestas interpretadas como (ER) en
la Tabla 5.25.

5.3.10 Marco explicativo inicial de Oscar

Las interpretaciones de las respuestas de Oscar al cuestionario se encuentran en las Tablas 5.28, 5.29 y 5.30, en la columna de la
derecha, que permiten caracterizar su marco explicativo inicial.

Tabla 5.28 Respuestas de Oscar (Estudiante de 6° semestre, 20 afios)-Primera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista Caracteristicas del marco explicativo inicial

1 ¢Hay fracciones entre 2 y 3? Justifica tu respuesta. = (SS) Su pensamiento esta relacionado con la particién de un segmento
Oscar expresa que al dividir el segmento entre 2 y 3 en tantas partes se pueden de longitud uno. Refiere que cada vez se encuentran mas fracciones a
encontrar tantas partes como se quiera dividir, haciendo referencia a las “partes” medida que se va realizando subdivisiones en el segmento unitario —no
como fracciones. alude un proceso infinito—.

S Yo ave entre dos himeres erreros podirr\'br
dwidic en cuartas parfcs ar@mMmOS Y podrehros
enconitar emontes’ {ontas pactes de ese espacia

2. ¢ Cuantos nimeros decimales hay entre 1.2 y 1.3?, = (ID) Sinargumentacion alguna, expresa la existencia de una infinidad de

Oscar responde que muchos nimeros decimales, que no hay limite. nameros en el intervalo al anotar que no hay limite.
Muchos |, no \'\qq \:r\m*e
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Tabla 5.29 Respuestas de Oscar (Estudiante de 6° semestre, 20 afios)-Segunda parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

3. ¢Hay nimeros decimales entre dos fracciones? Justifica tu respuesta.
Para Oscar eX|ste una infinidad de nimeros decimales entre dos fracciones.

AS’! es, entc des {rGCCIOE(J zs|5\"€n \nf'lmo(ocl

& AUMeros le¥Zalaal” entre f o\_S'

(ID) Sigue sin argumentar el porqué de la presencia de una infinidad
en un intervalo.

4. ¢ Hay nimeros decimales y/o fracciones entre un nimero de0|mal y una fraccion?
Justifica tu respuesta.

Oscar indica el proceso de conversién entre fracciones y nlimeros con escritura
decimal.

e ———

Claro | pLs :flcﬂ:uamcée‘ \a froccse 1a pe o
coneriv en deamas Y vicewnia

(CEFD) Reconoce la equivalencia entre fracciones y nimeros con
expansiones decimales —se supone que ndmeros racionales—.

5. ¢ Puedes encontrar nimeros decimales y/o fracciones entre 0.49 y 1/2? Justifica
tu respuesta.

Oscar afirma que hay ndmeros decimales y/o fracciones en el intervalo. El
manifiesta: “1/2 es igual a 0.5, y entre 0.49 y 0.5 se encuentra el nimero 0.4900008,
es decir, se encuentra mas decimales poniendo ceros” (expresiones en la entrevista).

(CFD) Subyace la idea del proceso de conversion de fracciéon a
namero decimal.

Su pensamiento esté relacionado con el proceso de afiadir ceros en
medio de la parte decimal de un nimero como un método para
identificar numeros con escritura decimal en un intervalo, sin
embargo, no refiere un proceso infinito.

6. ¢ Puedes encontrar el nimero decimal mas pequefio? En caso de que tu respuesta
sea afirmativa escribelo.

Oscar dice que no hay un limite para escribir el nimero decimal méas pequefio, segin
él, cada vez se agrega ceros antes de un “1”.

esonbi ¢! Yhas ‘P’M;\U

la camhdod e

N‘-" P hay o imtte f)am
v

Pm Q- ()odJrhﬂx (.‘/9"'90v
N &

Ceros g (é(j()cmuJ ontes L U 1 Yy SterNprt

VO A exBhF un QUMD mes peadtne qu estel

(ID) Evoca un proceso infinito: agregar ceros —posiblemente esté
pensando en nimeros como: 0.01, 0.001, 0.0001, -0.1, -0.01, etc.—, de
ser asi, existirdn nimeros cada vez mas pequefios.

7. ¢Puedes encontrar un ndmero natural entre 1/6 y 7/3? En caso de que tu
respuesta sea afirmativa escribe el nimero.

Oscar escribi6 el nimero natural 2.

Responde a la pregunta de manera adecuada, aunque solo escribi6 el
numero natural 2. No aporta informacion sobre cémo procedié para
resolver la pregunta.
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Tabla 5.30 Respuestas de Oscar (Estudiante de 6° semestre, 20 afios)-Tercera parte

Manifestaciones de las respuestas a partir del cuestionario y la entrevista

Caracteristicas del marco explicativo inicial

8. ¢Entre 11/5 y 2.2 hay méas de 3000 nimeros? Justifica tu respuesta.

Su respuesta es afirmativa. Oscar menciona que se pueden encontrar nimeros
decimales en el intervalo que cree que existe con el hecho de agregar cada vez
digitos en la parte decimal.

Siino sk on \ivmite a la hora (""‘3"“4.'0"
Nurvrss  dcrrdles  entfe dos  nuneeros L pedt o)
txlendainos a  la  camhdad e dearoles av Scarmnmecesand

No identifica las representaciones simbélicas 11/5 y 2.2 como
representantes del mismo ndmero.

(ID) Usa su argumentacion de agregar ceros para justificar que hay
una infinidad de nimeros en el intervalo.

9. ¢ Cuédl es el sucesor del nimero natural 6?
Oscar indica que el sucesor natural de 6 es 7, no obstante, manifiesta que 6 puede
tener sucesores decimales.

Su Sucesov ncAurc:’ 5(-’!’(0 el ;2w ?“‘(‘bor90
()~€d~£ haber  suceso e Ascim dles

(S) Su pensamiento es de un sistema de conocimientos de dominio
ndmero natural al pensar en 7 como sucesor del nimero natural 6.
También se encuentra en un sistema de conocimientos de dominio
namero decimal porque considera que hay decimales “sucesores” para
6.

10. ¢ Todos los nimeros tienen un sucesor? Justifica tu respuesta.
Oscar refiere que todos los nimeros tienen sucesor.

(S) Cree que todos los nimeros tienen un sucesor. Quizés piense en
nimeros mayores para el “sucesor de un ntimero”.
No suministra ejemplos.

11. ¢ Crees que 0.9 tenga un sucesor con una sola cifra decimal? En caso de que tu
respuesta sea afirmativa escribe el nimero.
Oscar escribe que 0.9 tiene un sucesor natural que es 1.0.

g/l/ﬁrhr LN Sucesor hatwo\ sas. ReCir '1.0

Al parecer, reconoce la equivalencia entre 1 natural y 1.0 numero
decimal, podria estar pensando en 1 = 1.0.

Codigos usados en la clasificacion de las actuaciones de Nicolés: (SS) Subdivisiones en un Segmento. (ID) Infinidad de nimeros-Densidad. (CFD) Conversion de
Fraccion a expansion Decimal. (CEFD) Conversion Entre Fracciones y nimeros con escritura Decimal —finitos, peridédicos y mixtos. (S) Sucesor.

Caracteristicas del marco explicativo inicial de Oscar

Como puede verse en la columna del lado derecho de las Tablas 5.28, 5.29, 5.30 las respuestas se han clasificado usando los codigos
que se encuentran al final de la ltima tabla. Esas clasificaciones responden a ideas de Oscar sobre la densidad, la discrecion, los niUmeros
decimales, las fracciones, y los nimeros naturales. En base a esta clasificacion se caracteriza su marco explicativo inicial.
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Sobre densidad y discrecidn: Se observa que las respuestas clasificadas como (ID), en las Tablas 5.28 y 5.29, muestran ejemplos de
pensamiento denso avanzado, aunque en las preguntas 2 y 3 Oscar no da explicaciones, sino mas adelante con su argumento del proceso
de agregar ceros en medio de la parte decimal de un nimero. No obstante, las respuestas clasificadas como (S), ver Tabla 5.30, muestran
situaciones sobre discrecion ingenua relacionadas con el sucesor, Oscar cree que todos los nimeros tienen sucesor. Luego, por los
anteriores supuestos, se concluye que Oscar tiende a pensar de manera discreta-densa.

Sobre decimales y fracciones: 1. El proceso de conversion entre una representacion fraccionaria y una escritura decimal (nimeros
racionales) es la justificacion para aseverar la existencia de decimales y/o fracciones entre ellos, ver respuestas clasificadas como (CEFD)
y (CFD) en la Tabla 5.29, en la de (CFD) solamente es de fraccion a nimero decimal. Cabe mencionar que, posiblemente, Oscar no
realizo la division correspondiente, numerador entre denominador, en la pregunta 8 por lo que respondi6 de manera inadecuada. 2. Oscar
considera subdivisiones en un segmento (ver respuesta clasificada como (SS)) las cuales corresponden a fracciones, pero sin aludir un
proceso infinito.

Para finalizar este capitulo se concluye que la mitad de los estudiantes a profesor tienden a tener un pensamiento afin con la
discrecion-densidad, mientras que tres tienden a pensar de manera discreta avanzada y dos de manera discreta ingenua (ver Tabla 5.31),
y los 10 profesores en formacion tienen la concepcion alternativa de que todos los nimeros tienen sucesor.

En el siguiente capitulo se exponen el analisis y los resultados de la puesta en marcha de la secuencia didactica —como modelo de

ensefianza—, de igual manera se detalla cémo varios de los profesores en formacion al parecer lograron iniciar un proceso que los
conduzca a un cambio conceptual relacionado con la propiedad de densidad de los nimeros decimales.
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Tabla 5.31 Tipo de pensamiento e idea del sucesor de cada participante

Nombre Pensamiento afin con Idea del sucesor
. ., Idea de los consecutivos
Karen Discrecién avanzada falsos

Considera por un lado que
solo los enteros tienen
Karina Discrecion-densidad sucesor y por otro, se
contradice, que cada
ndmero tiene un sucesor

Idea del “siguiente”-
Isabela Discreci6n avanzada posiblemente como
ndmero mayor

Idea del “siguiente”-

Melisa Discrecién-densidad posiblemente como
nlimero mayor
Amanda Discrecion ingenua Idea del nGmero mayor
Ana Discrecién-densidad Idea del nGmero mayor
. . ., Idea de los consecutivos
Fabiola Discrecion avanzada
falsos
Nicolas Discrecion-densidad Idea de los consecutivos
falsos
. S Idea de los consecutivos
Olga Discrecion ingenua
falsos
Idea del “siguiente”-
Oscar Discrecién-densidad posiblemente como

nlmero mayor
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Capitulo 6

Desarrollo de la secuencia didactica

Siguiendo con el cumplimiento de los objetivos de la investigacion cuyo informe es esta
tesis y lo correspondiente a los modelos de procesos cognitivos y de comunicacion del Marco
Teorico Local de la densidad de los nimeros decimales, en los siguientes apartados se
exponen los resultados de la puesta en marcha de la secuencia didactica con los 10 profesores
en formacion. Conforme se desarrollaron las sesiones se les proporciond a cada participante
hojas de trabajo para que hicieran los ejercicios propuestos. En la mayoria de las sesiones se
grabaron videos y audios (con el teléfono celular) con el propdsito de recolectar datos
suficientes que permitieran poner en evidencia la ocurrencia de un cambio conceptual de los
profesores en formacién con respecto a la propiedad de densidad de los nimeros decimales,
a través de expresiones orales, y también escritas en las hojas de trabajo. En los casos que se
consideraron relevantes se incluyen dialogos entre los participantes e intervenciones de la
docente, a los cuales se les agrega la referencia con el registro en video o audio segun
corresponda en un pie de pagina.

6.1 Resultados de la primera sesidn “actividades iniciales”

La secuencia didactica se inici6 con la exploracion con ligas y globos (ver Capitulo 4,
seccion 4.3.1.1). Durante la interaccion con las ligas, los profesores en formacion dibujaron
puntos negros en medio de los puntos que ya traian las ligas. Ellos manifestaron que la liga
es un implemento que se podia usar en un aula con estudiantes de secundaria como un
acercamiento a la propiedad de densidad en un contexto geométrico. Ellos refirieron que
entre mas se estiraba la liga podia haber mas espacio, por ende, méas puntos imaginables. De
la misma forma que se hizo la exploracién con las ligas se hizo con los globos. Los
estudiantes para profesor inflaron globos observando como aumentaba el espacio entre los
puntos, sin embargo, los puntos se hacian mas grandes debido al inflamiento del globo. No
obstante, lo que se quiso con estas actividades iniciales es tener un primer acercamiento a la
propiedad de densidad a través de los sentidos.

Seguidamente, se dio paso a la exploracion del programa elaborado con GeoGebra (ver
Capitulo 4, seccion 4.3.1.2). La finalidad sigue siendo la misma que las actividades
anteriores: mostrar en un contexto geométrico una infinidad de puntos como una analogia de
lo que sucede en un contexto con numeros en un intervalo. Posner y sus colaboradores (1982)
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refieren la importancia de las analogias para que un individuo adquiera un significado inicial
e inteligible de un concepto antes de adaptarse a la definicion del concepto mismo.

A continuacion, se presenta una interaccion? entre los profesores en formacion y la
docente sobre cdmo la propiedad de densidad y la idea del “no sucesor” se ven reflejados en
un segmento de puntos®3:

Docente: -Tenemos un segmento de recta, ¢qué pasa si movemos el deslizador?

Oscar: -Aparecen puntos.

Docente: -Bien, ok... vamos a mover el deslizador de tal manera que podamos dividir
el segmento en dos partes, ¢cuantos puntos hay?, pero sin contar los extremos.

Oscar: -Uno.

Docente: -Si dividimos [el segmento] en tres partes, ¢cuantos puntos hay?

Algunas voces: -Cuatro.

Otras voces: -Dos.

Docente: -Sin contar los extremos.

Voces: -Dos.

Docente: -Bien, si dividimos en cuatro, ¢ cuantos puntos hay?

Voces: -Tres

Docente: -;En cinco?

Voces: -Cuatro

Docente: - En seis?

Voces: -Cinco.

Docente: -Bien, y si divido el segmento en infinidad de partes, ¢cuantos puntos hay?
Varias voces: -Infinidad de puntos!

Docente: -Muy bien, observamos que cada vez que dividimos el segmento hallamos mas
puntos, y si dividimos el segmento en una infinidad de partes habrd una infinidad de

puntos, tanto que se parece al mismo segmento, como esto [sefiala la pantalla].

12 Audio 13-feb, Actividad en GeoGebra: Puntos en un segmento, min 1:04
13 Se muestran al lector ejemplos de graficas que se realizaron en el momento.
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Docente: -Bien... ;sera que podemos hablar del siguiente de un punto?

(Hay silencio)

Docente: -Vamos a mirar la pantalla, vamos a dividir el segmento en cuatro partes, por
ejemplo. Bien, ahora nos vamos a ubicar por acé, en la mitad, lo voy a fijar y le pongo

color [azul].

Docente: -;Cual es el siguiente del punto azul?
Oscar: -Es el que le sigue.

Docente: -Este [lo fija y lo pinta de color morado].

oy X

Voces: -Si.

Docente: -Bien, ahora vamos a dividir el segmento en... 12 partes.

Docente: -;Cual es el siguiente del punto azul?
Voces: -Es el que le sigue.

Docente: -¢ Este?

Voces: -Si.

(Nuevamente, la docente fija el punto y lo pinta de morado)

Docente: -Pero entonces, ¢cual es el siguiente del punto azul?... si tenemos estos dos [la
docente sefiala los dos puntos morados; se muestra al lector la grafica correspondiente

con una flecha por cada punto morado].
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Docente: -Quiere decir que el punto azul no tiene un siguiente, lo mismo sucede con los

ndmeros decimales.

La anterior escena describe como la propiedad de densidad, de manera andloga, se puede
representar en un contexto geométrico a través de puntos en un segmento. Seguidamente, se
socializ6 sobre los “siguientes” de un punto, pero al parecer, les gener6 dudas al interpretar
que en realidad un punto dado no tiene un ‘“siguiente”. La mayoria de profesores en
formacion cree que los ndmeros decimales tienen un sucesor (por respuestas del
cuestionario), posiblemente se deba a que creen que el sucesor de un nimero es un nimero
mayor. En las siguientes sesiones se intentara que el profesor en formacion se apropie de una
conciencia metaconceptual de que no hay nimeros decimales consecutivos en su orden
habitual.

6.2 Resultados de la segunda sesion sobre adiciones y sustracciones

En esta segunda sesion los profesores en formacion hicieron dos actividades
relacionadas con adiciones y sustracciones relacionadas con la propiedad de densidad de los
numeros decimales. Se pretende que ellos amplien su sistema de conocimientos en el dominio
de nimero decimal a través de los valores posicionales (décimos, centésimos, etcétera.) de
los nimeros decimales para tener un mayor acercamiento a la propiedad de densidad en el
conjunto.

6.2.1 Desarrollo de la Actividad 1: Jugando a la mayor cantidad de sumandos

Al iniciar la Actividad 1 (ver Capitulo 4, seccion 4.3.2.1) la docente escribe el nimero
1.5 en el pizarron, inmediatamente se contabiliza un minuto para que los profesores en
formacion escriban la mayor cantidad de sumandos y que la suma total se aproxime o se
iguale a 10. Cabe aclarar que en los siguientes apartados se expondra acerca de los
procedimientos que hicieron los participantes de la obtencién de una suma aproximada o
igual a 10, ya que se quiere conocer sus habilidades y destrezas para escribir nimeros con
expansiones decimales. Y como consecuencia, tener un acercamiento a la densidad de los
naumeros decimales, puesto que los estudiantes se limitan a una cantidad finita de nimeros
decimales porque los nimeros son expresados solamente en décimas o en centésimas, como
han evidenciado investigadores.

El uso de nimeros hasta centésimos se puso de manifiesto en esta primera experiencia
por algunos estudiantes para profesor, por ejemplo, el marco explicativo de Karen. Ella
utilizé nameros con dos cifras decimales, incluso tuvo en cuenta el nimero O para las
centésimas, como se puede apreciar en la Tabla 6.1 (ver 22 celda de la 22 columna). Karen
Unicamente anota numeros comprendidos entre 0 y 1. Ella primero escribe una secuencia
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como 0.5, 0.4, 0.3, y luego registra 0.25, 0.75 y 0.15, es decir, descompone hasta centésimas.
Despueés, ella anota 0.80, 0.20, 0.70, 0.40 y 0.30, en los cuales reconoce que el cero pueda
tener la posicion de las centésimas. Posiblemente, Karen hizo uso del cero porque los
nUmeros escritos anteriormente a estos Ultimos —en la secuencia— tienen dos cifras decimales
mientras que los primeros que escribio solo tienen una cifra decimal. Sin embargo, no
percibid la equivalencia entre 0.3 y 0.30, asi mismo, entre 0.4 y 0.40, puesto que la actividad
requeria numeros diferentes.

Cabe mencionar que Karen en su cuestionario caracteriza la idea de namero decimal
como aquella expansion decimal que tiene solo una cifra en la parte decimal, ademas, por
algunas respuestas, tiende a tener un pensamiento discreto, pero estas concepciones
alternativas no la limitan. Ella puede referirse a representaciones decimales con mas de una
cifra decimal (ver 5.3.1 del Capitulo 5).

Los profesores en formacién que emplearon nimeros con mas de dos cifras decimales
son algunos quienes en el cuestionario arrojaron respuestas de ejemplos de pensamiento
denso (ver Capitulo 5). Son los casos de Melissa, Ana y Nicolas, y el resto del grupo solo
uso, a los mas, dos cifras decimales para escribir la mayor cantidad de sumandos diferentes
en un minuto (ver 22 columna de la Tabla 6.1).

El marco explicativo de Nicolas es el que se expone a continuacion. Nicolas registrd
numeros hasta con seis cifras decimales, pero al parecer tenia una estrategia (ver 92 celda de
la 22 columna de la Tabla 6.1). El anota el nimero 0.000001 y después 0.000009, y en las
siguientes filas va cambiando la posicién del digito 9. Nicolas ubica el 9 en la posicion de las
millonésimas, luego en la posicion de las cienmilésimas, las diezmilésimas, las milésimas,
las centésimas y finalmente en las décimas. El proceso que realiz6 Nicolds, de manera
implicita, fue multiplicar 9 por 1/10", donde n es un numero natural; él comenzo por las
millonésimas hasta terminar en las décimas. Se observa que la suma de los nimeros que
Nicolas escribid es 1. Posiblemente, Nicolas queria realizar esta estrategia varias veces, 0
exactamente 10 veces para que la suma total fuese igual a 10. Cabe resaltar que Nicolas tiende
a tener un pensamiento denso en algunas respuestas del cuestionario (ver 5.3.8 del Capitulo
5) lo que quizas le ayudd a planear esta destreza.

Fabiola penso que era cada vez adicionar 1.5 mas un ndmero distinto y que las sumas
alcanzaran a 10 (ver 82 celda de la 2% columna de la Tabla 6.1). Se puede observar que la
secuencia de Fabiola, 2.0, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 expresan numeros consecutivos falsos.
Posiblemente, ella queria llegar a 10 con nimeros de una cifra decimal. Se recuerda al lector
que Fabiola en su cuestionario arrojaba ejemplos afines con la discrecién (ver 5.3.7 del
Capitulo 5), quizés estas concepciones alternativas hayan influido en el proceso de su
desarrollo de la actividad.
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Tabla 6.1 Respuestas de la Actividad 1 por los profesores en formacion

Participante Sumandos a partir del nimero 1.5 | Sumandos a partir del nimero 2

Karina

Isabella

Melisa

Amanda £S5 g5ae

Ana

Nicolas

Olga

Oscar
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Con el animo de generar una conciencia metaconceptual, como propone Vosniadou
(1994), y de ampliar un poco mas el sistema de conocimientos de los participantes, se les
invitd a que aumentaran la expansion decimal de los sumandos en el siguiente ejercicio.

Se reinicia la actividad con el numero 2. Después de contar un minuto, cada uno de los
profesores en formacion mencion6 los numeros que registrd. Se distinguié que el marco
explicativo de varios participantes fue el uso y notacion de milésimos, diezmilésimos,
cienmilésimos, incluso hasta diezmillonésimos en los sumandos, como son los casos de
Karina, Isabella, Fabiola, Olga, Oscar, Melisa, Anay Nicolas (ver 3% columna de la Tabla 6.1
segun corresponda). Estos tres ultimos profesores en formacion habian escrito mas de dos
cifras en la parte decimal de un nimero durante la primera experiencia, igualmente lo
reflejaron en este segundo momento (ver filas correspondientes en la Tabla 6.1). Karen y
Amanda siguieron conservando la misma cantidad de cifras decimales que usaron en el
primer momento de la actividad.

La estrategia para ampliar la expansion decimal que justificaron los estudiantes para
profesor fue el proceso de agregar digitos en la parte decimal de un nimero. Por ejemplo, en
los ejercicios de Karina, Fabiola y Nicolas (ver, 32, 8y 92 celda de la 3% columna de la Tabla
6.1) se observa el reconocimiento de ceros en medio de la parte decimal de un nimero. Se
podria decir que Karina ya traia consigo esta idea a partir de algunas de sus respuestas al
cuestionario (ver 5.3.2 del Capitulo 5).

6.2.2 Desarrollo de la Actividad 2: Juego de sumas y restas

Los profesores en formacion realizaron el ejercicio en parejas sin inconvenientes con
respecto a las instrucciones durante la primera experiencia de la Actividad 2 (ver Capitulo 4,
seccién 4.3.2.2). No obstante, hubo uno que otro profesor en formacion que, escasamente,
repitié algin sumando y/o un sustraendo durante el proceso. Ellos comenzaron con nimeros
naturales, no hubo quien eligiera un nimero decimal para dar inicio a la actividad.

Conversaciones relevantes entre profesores en formacion e intervenciones por parte de
la docente, las cuales, muestran como ellos van ampliando su sistema de conocimientos en
el dominio nimero decimal mediante el reconocimiento de valores posicionales (décimos,
centésimos, etc.) de los nimeros decimales, se muestran en los siguientes parrafos.

Karina y Karen
Karina eligio el numero 2 y Karen el 7. Ambas participantes comenzaron sumando y

restando nimeros naturales respectivamente, y después, anotaron nimeros decimales. Karina
ponia mucho énfasis en el proceso de agregar ceros para que se pudieran cumplir las
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condiciones propuestas en la actividad. La siguiente transcripcion®* es un ejemplo de este
suceso:

Karina: -No puedes colocar 2.

Karen: -¢Por qué?

(Karen habia escrito 6 — 2 = 4; ver 22 celda de la 3? fila de la tabla en la Figura 6.1%°)
Karina: -Si colocas 2 la resta da 4.

(Se observa que Karen no entiende)

Karina: -Si, mira, 6 menos 2 es 4, y 4 es menor que 5.5, y debe ser mayor.

(Karina sefiala con su lapiz el 5.5, el resultado de la suma 5 + 0.5 = 5.5; ver 1? celda de
la 3% fila de la tabla en la Figura 6.1)

Karen: -Ah si! Ya no puedo escribir naturales.

Karina: -Aja.

(Karen borra la resta que tenia: 6 — 2 = 4)

Karen: -Coloco...

Karina: -Puedes colocar 0.2.

Karen: -Entonces 6 menos 0.2 es 5.8 [6 — 0.2 = 5.8]... listo!

Karina: -Bien, voy yo... 5.5 mas 0.001 es 5.501 [5.5 + 0.001 = 5.501]

(Es el turno de Karen, pero parece que se queda pensando)

Karina: -Simplemente escribe ceros y cualquier namero.

Karen: -¢0.02?

Karina: -Aja.

Karen: -Ah ya entendi!

(En ese momento Karen saca la calculadora, hace la respectiva operacién y registra 5.8

—0.02 =5.78 en la celda correspondiente de la tabla).

Karina le sugiere a su comparfiera el uso de ceros en medio de la parte decimal de un
numero para continuar con el procedimiento del ejercicio. Se recuerda al lector que Karina
mostrd en su cuestionario ejemplos de respuestas de pensamiento denso en los cuales subyace
la idea de un procedimiento infinito a través del proceso de agregar digitos y que pareciera
que esta pensando en intercalar ceros en el medio de la parte decimal de un nimero.

14 Video 14-feb, Actividad 2, min 3:21
15 Alli aparece la operacion 6 — 0.2 = 5.8, pero inicialmente Karen habia escrito 6 —2 = 4
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Figura 6.1 Karina y Karen respectivamente, Actividad 2

En esta experiencia también se aprecia que Karen, quien en su cuestionario mostro
respuestas que ponen de manifiesto un pensamiento discreto y que tiene la concepcion
alternativa de que un nimero decimal son las décimas Unicamente (mencionado en el tercer
parrafo de la seccion 6.2.1 del presente capitulo), ha extendido la cantidad de cifras decimales
(ver columna derecha de la tabla en la Figura 6.1). Esta ocurrencia pondria en evidencia un
cambio conceptual de manera paulatina, puesto que Karen estd ampliando su sistema de
conocimientos en el proceso de afiadir digitos, especialmente ceros en los sustraendos, para
interpretar que cada vez hay numeros decimales, y a partir de esto, méas adelante, comprender
la existencia de una infinidad de decimales entre dos dados.

Nicolas y Ana

Nicolas y Ana ponen en evidencia el empleo nimeros decimales cada vez mas pequefios
por medio del proceso de afiadir ceros (en los sumandos y sustraendos) para que las adiciones
y las sustracciones se aproximen, como se muestra en la experiencia observada®:

Ana: -Se ponen mas ceros, seria 0.00003 (ver 2% celda de la 122 fila de la tabla en la
Figura 6.2)

(En ese momento la docente interviene para preguntar por el significado de “se ponen
mas ceros”™)

Docente: -; A qué te refieres con “se ponen mas Ceros”?

Ana: -Que se agrega ceros aqui [sefiala con su lapiz la parte decimal del nimero
0.00003], pues creo que es la forma para que las restas no sean menores que las sumas.

Nicolas: -Aj4, asi los resultados se van acercando.

16 \/ideo 14-feb, Actividad 2, min 15:58
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Docente: -Es decir, ¢agregan ceros en los sustraendos para que las restas no sean mas
pequefias que las sumas?

Ana: -Si.

Docente: -De igual forma para los sumandos, para que las sumas no sean mas grandes
que las restas. ¢Si?

Ana y Nicolas: -Si.

Docente: -De lo contrario, si usaran digitos diferentes de cero, ;no se cumpliria estas
condiciones [condiciones de la Actividad 2]?

Nicolés: -Si, ya lo probamos y no, debe ser con ceros [es decir, si se agregaran digitos

diferentes de cero no se cumplirian las reglas de la Actividad].

Figura 6.2 Nicolas y Ana respectivamente, Actividad 2

Amanda y Fabiola

Amanda y Fabiola empezaron con nimeros muy cercanos, 3y 5 respectivamente, por lo
que fue mas visible que los resultados de las adiciones y sustracciones se aproximaran, como
se puede apreciar en los Gltimos renglones de la tabla (ver Figura 6.3).

Figura 6.3 Amanda y Fabiola respectivamente, Actividad 2
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Melisa e Isabella

Melisa eligié el numero O entre 0 y 5, e Isabella el 9 entre 5y 10. Sus marcos explicativos
consistio en iniciar con numeros localizados casi en los extremos. Sin embargo, ellas
realizaron numerosos procedimientos y al final los resultados se aproximaban a 4.1 por el
lado de Melisa, mientras que por el lado de Isabella a 6.6. Se puede decir que estas
expresiones numéricas se estaban acercando pese a que el proceso comenzo6 con 0y 9 (ver
Figura 6.4). Cabe mencionar que al final del proceso de la actividad, Isabella, al parecer, no
realizd correctamente las sustracciones en la calculadora (ver las dos ultimas celdas de la 22
columna). Concluyendo la actividad, la docente prosiguié preguntando a las participantes
queé observaron, especialmente a Isabella, ya que en su cuestionario mostré algunos ejemplos
relacionados con la discrecion®’:

Isabella: -Los decimales [los resultados de las sumas y restas] se van acercando.
Docente: -¢ Crees que en algin momento los resultados de las sumas y restas llegaran a
ser iguales?

Isabella: -No porque los decimales se vuelven méas pequefios y nunca llegarian a ser
iguales.

Docente: -;Qué quiere decir que los decimales se vuelven méas pequefios?

Isabella: -Cuando se ponen ceros [en medio de la parte decimal de un numero]... cada
VeZ Se ponen Ceros y Ceros y nunca termina.

Docente: -¢En los sumandos y sustraendos?

Isabella: -Aja.

Docente: -Bien, ;cémo esta relacionada la densidad de los nimeros decimales con la
actividad?

Isabella: -Que siempre se puede encontrar un decimal entre dos nimeros, y ya no va a
ver tanta diferencia en los resultados cuando se hacen las restas y las sumas.

Docente: -;Qué quieres decir que no va a haber tanta diferencia en los resultados?
Isabella: -Que se van acercando los decimales [los resultados de sumas y restas] y nunca

van a ser los mismos, y por eso la densidad, porque siempre se pueden encontrar otros.

Isabella estd ampliando su sistema de conocimientos en el dominio de nimero decimal
en el que, al parecer, comprende de manera gradual nociones acerca de la propiedad de

17 Audio 14-feb, Actividad 2, min 5:31
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densidad mediante el proceso de agregar digitos, especialmente ceros, en medio de la parte
decimal de un namero.

Figura 6.4 Melisa e Isabella respectivamente, Actividad 2

Oscar y Olga

Oscar y Olga hicieron diversas adiciones y sustracciones comenzando con 2 y 9
respectivamente. Pese a que los nimeros que escogieron al comienzo de la actividad estan
alejados en cuanto a distancia, las adiciones y sustracciones se fueron acercando, como se
puede apreciar en la Figura 6.5.

Figura 6.5 Oscar y Olga respectivamente, Actividad 2
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Inmediatamente, la actividad se efectud con todos los profesores en formacién. Cada
uno de ellos pasaba al pizarron a anotar la adicion o sustraccion correspondiente de tal manera
que se cumplieran las reglas de la actividad. En la Figura 6.6 se observa a dos profesores en
formacion realizando el procedimiento. Los primeros participantes eligieron 4 y 10 para dar
inicio a la actividad y no hubo dificultad durante el desarrollo de la misma.

10-0.1=99
a44-0.0]= %4

n-4.34 [
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= +
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Q

Figura 6.6 Profesores en formacion realizando la Actividad 2 en el pizarrén

Manifestaciones de varios profesores en formacién indicaron que la tactica para que la
suma debiera ser estrictamente menor que la resta escrita por su compafiero (profesor 2), y
que la resta debiera ser estrictamente mayor que la suma escrita por el primer profesor era
precisamente el hecho de agregar ceros en medio de la parte decimal de un namero.
Recurriendo a las ideas de Fischbein (2001), un elemento siempre se puede afiadir a otro para
que pueda haber una infinidad de elementos, en este caso una infinidad de ndmeros.
Reforzando la idea anterior, Vamvakoussi y Vosniadou (2012) mencionan que los
estudiantes que piensan en términos de decimales, “infinitamente muchos” significa algo mas
que una “gran cantidad”, significa una cantidad interminable de nimeros, en el sentido de
que siempre hay uno mas para ser encontrado, afiadiendo un digito decimal.

La importancia del uso de la calculadora fue expresada por los profesores en formacion
para poder hacer calculos agilmente, ya que para ellos tomaba tiempo hacer las operaciones, y
creen que para un estudiante de secundaria lo serd también. Un aspecto relevante que ellos
trajeron a colacion es la situacion de que los alumnos de secundaria solo conocen las décimas,
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y por mucho, las centésimas, y que la propiedad de densidad de los nimeros decimales podria
promover el refuerzo de los valores posicionales de los nimeros decimales a través de la
actividad.

6.3 Resultados de la tercera sesion relacionada con intervalos

Con las actividades propuestas para la tercera sesion, relacionadas con intervalos, se
quiso inducir al profesor en formacion el empleo de expansiones decimales con varias cifras
decimales y no limitarse a décimas o a centésimas. Se espera que lo anterior se vea reflejado
en los extremos del intervalo que encuadran al “nimero escondido o pensado” asi como
también dicho numero escondido o pensado.

6.3.1 Desarrollo de la Actividad 3: Encuadrar un numero decimal entre dos ndmeros
cuyas cifras decimales sean consecutivas

Inicialmente se sugirié a los estudiantes para profesor el empleo de niUmeros naturales
en los extremos del intervalo y el uso de décimas en el nimero escondido, posteriormente, el
empleo de més de una cifra decimal para esta actividad (Actividad 3, ver Capitulo 4, seccién
4.3.3.1).

Se describe a continuacion un dialogo*® de una pareja en la que una participante registro
el nimero 13.415 en un fragmento de papel y su compafiera trata de acertar el intervalo —
donde se halla el nimero— cuyos extremos deben ser nimeros con cifras decimales
consecutivas.

Amanda: -¢Entre 13 y 14? (ver 22 columna de la Figura 6.7).

Fabiola: -Si!

(Parece que Fabiola se expresa euféricamente, tal vez porque Amanda habia tardado en
mencionar el intervalo donde los extremos fueran consecutivos)

Amanda: -Bien... ahora con juna cifra decimal?

(Amanda pregunta si los extremos del intervalo deben tener una cifra decimal)

Fabiola: -Si.

Amanda: -¢Esta entre 13.5 y 14?

Fabiola: -No.

Amanda: -¢Entre 13y 13.5?

18 Audio 15-feb, Actividad 3, min 2:57
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Fabiola: -Si, pero més pequefio [se refiere a un intervalo més pequefio]

Amanda: -;13.4 y 13.5?

Fabiola: -Si, pero ahora con centésimas.

(Fabiola se refiere a que los extremos del intervalo deben tener dos cifras decimales)
Amanda: -;13.42 y 13.48?

(Hay silencio, parece que Fabiola se queda pensando)

Fabiola: -No.

Amanda: -;Esta entre 13.45y 13.47?

Fabiola: -No... [hay silencio, parece que nuevamente estd pensando], este intervalo esta
en el anterior que dijiste.

Amanda: -Ahhh... el nimero esta entre §13.42 y 13.43?

Fabiola: -Mmm... si, ah no!

Amanda: -Otra vez me confundi, queria decir si esta entre ;13.41 y 13.42?

Fabiola: -Si! Es el intervalo.

Amanda: -;,Cual es?

(Amanda pregunta por el namero escondido)

Fabiola: -13.415.

Lo,100) v :
Lo, %1v
£ 25,501 » & el
Lo, =

Figura 6.7 Desarrollo de la Actividad 3 por Amanda y Fabiola

Amanda habia registrado, al inicio, varios intervalos antes de acertar con el intervalo

cuyos extremos fueran naturales consecutivos para luego empezar a descomponer estos
extremos en décimos, y luego en centésimos, y asi como se requeria segun la cantidad de
cifras decimales del nimero escondido. Se observa que Amanda tenia tendencias a pensar de
manera discreta por los resultados reflejados en el cuestionario, en algunas respuestas ella
consideraba que no habia otro nimero entre dos nimeros dados (ver 5.3.5 del Capitulo 5).
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En el trabajo en parejas, algunos profesores en formacion se limitaron a escribir el
numero escondido hasta milésimas, otros hasta centésimas. Ellos indicaron que el tiempo fue
una limitacién para que pudieran considerar més cifras decimales, por ello, en la segunda
parte de esta actividad se intent6 que los participantes usaran mas cifras decimales.

La representacion numeérica hasta diezmilésimas en el nimero escondido fue tomada en
cuenta por los estudiantes para profesor en la etapa grupal. Se muestra en la Figura 6.8 un
ejemplo de un profesor en formacion quien escribid los intervalos mencionados por cada uno
de sus comparfieros e iba marcando con una equis cuéales no correspondian. ElI nimero
escondido es del orden de los diezmilésimos: 28.9306.

Figura 6.8 Intervalos considerados por los profesores en formacion en la 22 etapa de la Actividad 3

Se observa en la figura anterior como los profesores en formacion van describiendo
progresivamente el proceso de extender las cifras decimales, aunque muchos de ellos
empezaron a lograr ver este suceso en la Actividad 2 de la sesién anterior, se refuerza el
proceso en esta actividad. Ellos indicaron que consideran la propiedad de densidad de los
numeros decimales cuando deben buscar intervalos cuyos extremos son décimos, luego,
centésimos, y finalmente, milésimos, para encuadrar el niUmero escondido, como se aprecia
en la figura anterior. Es decir, a través de los extremos del intervalo, ellos apreciaron que
cada vez hay méas nimeros en dicho intervalo. Igualmente, ellos manifestaron que hubiese
ocurrido de la misma manera si el nimero escondido fuese del orden de los cienmilésimos,
y asi sucesivamente.

También se observa en la figura anterior que cuando se nombra el intervalo cuyos
extremos naturales son consecutivos, [28,29], en el que se encuentra el nimero pensado,
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algunos participantes mencionaron intervalos mas grandes al agregar cifras decimales. Por
ejemplo: [28.5,29.2], [28.5,29.8], [28.6,29.7]. Asi mismo se evidencia que un participante
manifestd el intervalo [28.9,29.0] en el que reconoce el cero en la posicion de las centésimas.

La existencia de un sucesor para el primer extremo del ultimo intervalo que
mencionaron, 28.930, fue debatida en el momento. Las siguientes son expresiones por
algunos profesores en formacion con respecto a esta tematica:

o “28.931 es el que le sigue”, por Olga.

e “28.931 es sucesor de 28.930 porque es mayor”, por Isabella.

e “Todos tienen sucesor, por ejemplo, el sucesor de 5.1 es 5.2 porque es mayor”, por
Ana.

e “Opuede ser 5.11” [en respuesta a la anterior expresion], por Amanda.

Ante estas concepciones alternativas, de que el sucesor es un nimero mayor, se permitio
que ellos mismos aprendieran de sus concepciones erréneas a través de las actividades
disefiadas en las siguientes sesiones hasta que sintieran insatisfaccion con sus conceptos
actuales y se produjera un cambio conceptual.

6.3.2 Desarrollo de la Actividad 4: Buscar el nUmero pensado

La Actividad 4 (ver Capitulo 4, seccion 4.3.3.2) se llevo a cabo con todos los profesores
en formacion. Al principio cada uno de ellos representaba en el segmento de 0 a 10 los
nameros decimales y los intervalos que cada uno iba diciendo. Después, la mayoria de los
estudiantes para profesor dejé de usar la recta numérica debido a limitaciones de tiempo dada
la dindmica de la actividad.

El desglosamiento fue la destreza que realizdé Olga para graficar las representaciones
numéricas en el segmento de 0 a 5 cuando el nimero pensado es 1.001 (ver Figura 6.9). Ella
sefiala el intervalo entre 1 y 2, posteriormente dibuja el segmento de recta entre 1.0 y 1.1,
hace diez particiones iguales y registra 1.05 en su posicidn correspondiente. En seguida, Olga
grafica el segmento comprendido entre 1.00 y 1.01 y nuevamente hace particiones iguales y
ubica el numero 1.001. El desglosamiento de un segmento de la recta numérica es una opcién
para que los alumnos de primaria y secundaria puedan visualizar cantidades pequefias. Cabe
mencionar que Olga reconoce que el cero pueda tener la Ultima posicion de un ndmero
decimal, por ejemplo, el nimero 1.00 que anotd en su hoja de trabajo.
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Figura 6.9 Desglosamiento de un segmento de recta elaborado por Olga

La discusion llevada a cabo en el aula por los profesores en formacion para identificar
el nimero pensado 1.001 —propuesto por su compafiera Fabiola— pusieron en juego sus
habilidades y destrezas, que se muestran en la siguiente transcripcion®®:

Oscar: -¢Esta entre 0 y 5?

Fabiola: -Si.

Ana: -, Tu nimero esta entre 3 y 5?

Fabiola: -Si.

Olga: -¢ Tiene dos decimales? [refiere si el nUmero tiene dos cifras decimales]
Fabiola: -No, no tiene dos decimales.

Nicolas: -¢ Tiene tres decimales?

Fabiola: -Si, tiene tres decimales

Docente: ¢Es decir, el nimero tiene tres cifras decimales?

Fabiola: -Si.

Docente: -Bien, continuamos.

Karen: -¢Esta entre 3 y 4?

Fabiola: -No.

Karina: ;Entre 4 y 5?

Fabiola: No.

(En ese momento parece que se genera confusion entre los participantes)
Oscar: -Pero... habias dicho que el numero estaba entre 3 y 5... no entiendo.
Fabiola: -Si... [observa su hoja y parece que estd pensando] el nimero no esté entre 3y
5... si, el nimero no esta entre 3 y 5... el numero esta a la izquierda.
Docente: -Bien, es decir, el nUmero se encuentra a la izquierda del intervalo entre 3y 5.
Voces: -Ah ok.

19 video 15-feb, Actividad 4, min 5:39
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Docente: -¢Continuamos?

Nidia?: -;Esta entre 2 y 3?

Fabiola: -No.

Isabella: -¢Entre 0 y 1?

Fabiola: -No.

Omar: -¢Entre 1y 2?

Fabiola: -Si, entre 1 y 2.

Docente: -Bien, observamos que el nimero tiene tres cifras decimales y estaentre 1y 2,
quiere decir que entre 1 y 2 podemos encontrar nimeros decimales, ¢si?

Karen: -Pero 1 y 2 son naturales, y pues no hay un decimal [refiere que no hay un
decimal entre 1y 2].

Docente: -Asi es, es solo que estamos en el contexto de los nimeros decimales.

Karina: -Si, mira, 1 es igual a 1.0, por ejemplo.

(Parece que Karen sigue con dudas)

Docente: -Se trata de equivalencia entre decimales, por ejemplo, una unidad son diez
décimos.

Karen: -O también, por ejemplo, ¢1 es 1.00?

Varios participantes: -Si, asi.

Nicolas: -Entonces, si 1 y 2 son decimales... 1.0 y 2.0 ;si?, podemos encontrar una
infinidad de decimales por la densidad.

Docente: -Asi es, la densidad de los nimeros decimales, que entre dos decimales, o dos
racionales, podemos encontrar siempre un namero decimal. ¢Si?

Varios participantes: -Si.

Docente: -¢Si qued6 claro? [mira a Karen].

Karen: -Si... es solo que no es normal ver a 1 y 2 como decimales, pero ya entendi que
1y 2 son decimales también. Gracias.

Docente: -Ok, ¢continuamos?

Ana: -Yo... ;el tercer decimal es multiplo de 5?

Fabiola: -Mmm... creo que no... no!

20 Nidia es una profesora en formacion que solo asistié a tres de cuatro sesiones del taller, razon por la cual no esta incluida
en el andlisis de datos (ver primeros apartados del Capitulo 5).
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Amanda: -;Estd entre 1.1y 1.4?

Fabiola: -No.

Olga: -¢Entre 1.44 y 1.48?

Fabiola: -No.

Docente: -Bien, recordemos que para facilitar el desarrollo de la actividad estamos
mirando, por ahora, el intervalo cuyos extremos tengan una cifra decimal, y que estas
cifras decimales sean consecutivas, ¢si?, como en la actividad anterior?®.

Voces: -Si.

Docente: -Bien, ¢quién va?

Nicol&s: -Yo... ;el tercer decimal es par?

Fabiola: -No, no es par.

Docente: -Es decir, el nUmero es impar.

Karen: -;El nimero estd entre 1.4 y 1.5?

Fabiola: -No.

Karina: -¢Entre 1y 1.1?

Fabiola: -Si!

Melisa: -;Quiere decir que estd entre 1.0y 1.1?

Docente: -Bien Melisa [en la grabacion se menciona su hombre verdadero].

Fabiola: -Si, el namero estd entre 1.0 y 1.1.

Nidia: -¢El nimero esta entre 1.05 y 1.07?

Fabiola: -No.

Melisa: -¢Es 1.011?

Fabiola: -No.

Isabella: -¢Es 1.015?

Fabiola: -No.

Oscar: -¢EIl primer decimal y el segundo decimal son ceros? [se refiere a la primera y
segunda cifras decimal].

Fabiola: -Si, son ceros.

Oscar: -Pues ya esta! Sigues tl [mira a Ana).

Ana: -; Tu namero es 1.003?

21 Hace referencia a la Actividad 3.
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Fabiola: -No.
Amanda: -¢Es 1.001?
Fabiola: -Si!

La insatisfaccion en los conceptos existentes de Karen se pone de manifiesto,
posiblemente, cuando ella expresa 1 como 1.00, ya que, al parecer, consideraba el 1 como
namero natural para cualquier conjunto de numeros, sea de decimales u otros. Siguiendo las
ideas de Posner y sus colegas (1982), las nuevas concepciones deben ser inteligibles para que
pueda ocurrir un primer paso hacia el cambio conceptual. Para Karen las nuevas
concepciones le son inteligibles, como el hecho de que los nimeros cuya parte decimal es
cero, son también numeros decimales si se refiere al conjunto de los nimeros decimales.

La existencia de un sucesor fue cuestionada, nuevamente, a los profesores en formacion.
Algunos de ellos expresaron que 1 y 2 son consecutivos si se habla de nimeros naturales
mientras que si se relacionan con el conjunto de los nimeros decimales no lo son (es decir,
por ejemplo, 1=1.0 y 2=2.0 son consecutivos falsos porque en medio de ellos se encuentra al
menos un namero distinto de éstos, como 1.5). Esta ocurrencia pone en evidencia un cambio
de sistema de conocimientos de dominio nimero natural a uno de dominio nimero decimal.
No obstante, hubo profesores que siguieron manteniendo la idea de la existencia de un
sucesor en el conjunto de los decimales, como es el caso de Amanda, para ella todavia el
sucesor es un nimero mayor.

Los estudiantes para profesor mostraron habilidades y destrezas para tratar de identificar
el nimero buscado propuesto por Fabiola. Es interesante ver como salen temas como el
multiplo de un numero, si el niUmero es par o impar, si hay ceros en la parte decimal, de igual
manera, la habilidad para prestar atencidn a las manifestaciones que se van refiriendo durante
el desarrollo del ejercicio.

6.4 Resultados de la cuarta sesion relacionada con la comparacion de nimeros
decimales

La secuencia didactica finaliza con la cuarta sesion. Se hicieron dos actividades
relacionadas con la propiedad de comparacion de nimeros decimales. Se espera gque a través
de la propiedad de comparacion de numeros decimales los profesores en formacién
descubran la existencia de un nimero entre un nimero menor y otro mayor. Antes de dar
continuidad a las actividades se hacen es esta sesidn la exploracion de los applets elaborados
por Antonija Horvatek.
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6.4.1 Exploracion de los applets elaborados por Antonija Horvatek

Los profesores en formacion hicieron uso de los applets (ver Capitulo 4, seccion 4.3.4.1)
para hacer una exploraciéon. Al comienzo, ellos manejaron el primer applet del bloque de
Decimal numbers, de Horvatek, correspondiente a particiones equitativas en un segmento
con sus respectivos nimeros decimales. Ellos observaron que entre dos nimeros cuyas cifras
decimales son consecutivas (por ejemplo, 3.21y 3.22) se pueden localizar nimeros en medio
de ellos. La concepcion alternativa de que los niimeros decimales son “consecutivos” fue
cuestionada también. Se quiso mostrar con el applet la localizacién de al menos nueve
numeros intermedios en los segmentos que aparecen alli, por lo que los decimales no podian
ser consecutivos, pese a que las cifras decimales son consecutivas en los extremos de dichos
segmentos.

Los estudiantes para profesor manifestaron que los segmentos que aparecen en los
applets solo mostraban 10 divisiones y que hubiese sido mas interesante si mostraran mas
subdivisiones. Una de las razones frente al cuestionamiento del porqué hubiese sido mas
interesante fue la de Fabiola: “Si, porque se veria la infinidad”. Expresiones como esta hace
que, posiblemente, el profesor en formacion, o en este caso Fabiola, después de tres dias de
taller, se esté apropiando del concepto de la propiedad de densidad. Por este tipo de respuestas
y por anteriores manifestaciones, como las de la conversacion descrita en la seccion 6.3.1 del
este capitulo, Fabiola, al parecer, estd modificando de manera gradual sus concepciones
alternativas. Ella, quizas, esta sintiendo insatisfaccion con sus conceptos existentes sobre la
finitud de numeros intermedios en un intervalo expresada en las respuestas al cuestionario.
Se relaciona la conversacién mencionada anteriormente debido a la habilidad que tuvo
Fabiola para aumentar la cantidad de cifras decimales en el nimero escondido, en la
resolucion al cuestionario ella solo usaba niumeros hasta centésimos.

Esta primera parte no solo gener6 una reflexion sobre el no sucesor, la equivalencia entre
decimales fue otro hecho relevante, especialmente para aquellos participantes quienes aln
enfrentaban dificultad para apreciar el mismo valor numérico entre un decimal con ceros en
las Gltimas posiciones y el mismo ndmero sin ceros. Se muestra una breve escena de lo
ocurrido al respecto??:

Docente: -Creo que puedes ver que 26.91 es lo mismo que 26.910.
Karen: -Si, igual el otro [se refiere al otro extremo 26.92 = 26.920].

Docente: -Asi es.

22 Audio 16-feb, Actividad con el applet de Antonija Horvatek, min 3:16
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Karen estd ampliando su sistema de conocimientos en el dominio de nimero decimal, y
por tanto un cambio conceptual en el sentido de que al parecer lleva a cabo un proceso de re-
significacion o re-conceptualizacion sobre la equivalencia entre nimeros decimales.

Se muestra a continuacion una breve conversacion?® sobre la interaccion con el segundo
applet del blogue Decimal numbers:

Oscar: -Mira... aqui esta el 2 [indica la parte entera].

Ana -Si, y luego el segmento [segmento correspondiente entre 2 y 3] se divide en 10
partes y sefiala 2.1 [indica 21 décimas]... ahora entre 2.1 y 2.2 [el segmento
correspondiente entre 2.1 y 2.2] se divide en 10 partes.

Oscar: -Son las centésimas.

Ana: -Aja... y aparece 2.10

Oscar: -Y entre 2.10 y 2.11 se divide en 10 partes.

Ana: -Milésimas, ¢verdad?

Oscar: -Si, ahi esta, 2.013

Ana y Oscar exploran el desglosamiento de un segmento de recta correspondiente al
nimero 2.153 (ver Figura 6.10), ademéas, emplean un lenguaje adecuado referente a los
valores posicionales como las centésimas y las milésimas.

Figura 6.10 Oscar y Ana realizando el desglosamiento de recta pertinente al nimero 2.103

Los estudiantes para profesor indicaron que la interaccién con el applet ayuda a un
alumno de secundaria a aprender y distinguir los valores posicionales de un nimero decimal.
Ellos refieren que primero se detalla la ubicacién de la parte entera del nimero en el segmento
correspondiente de la recta. Seguidamente, el programa realiza un zoom out de dicho
segmento y se divide equitativamente en 10 partes: las décimas, y se localiza la décima
correspondiente. En el tercer paso hay un desglosamiento nuevamente, en el que se muestran

23 Video 16-feb, Actividad con el applet de Antonija Horvatek, min 9:02
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las centésimas, y se ubica la centésima correspondiente del nimero. En el cuarto paso se
realiza una Gltima expansién mostrando las milésimas.

Los profesores en formacion también sefialaron que el programa tiene como limite la
visualizacion hasta las milésimas. Sin embargo, se discutié que podria ser un buen comienzo
para que un estudiante de secundaria no solo distinguiera los diferentes valores posicionales
sino que podria apreciar que la expansion decimal es infinita si se afiade un digito mas a
medida que se hacen més desglosamientos. Consecuentemente, podria conducir al estudiante
de secundaria a la idea de la propiedad de densidad.

6.4.2 Desarrollo de la Actividad 5: Jugando a la fila de nUmeros

Cada pareja de profesores tomd una hoja que tenia escrito un intervalo para que recibiera
los numeros comprendidos en él conforme la docente iba sacando de un sobre fragmentos de
papel en los que estaban escritos nimeros de cero hasta seis cifras decimales (Actividad 5,
ver Capitulo 4, seccion 4.3.4.2). En la siguiente experiencia observada® se evidencia cémo
Amanda por un momento conserva la concepcion alternativa de la existencia de un sucesor
de un decimal. También se muestra como ella relaciona la comparacion de nudmeros
decimales para justificar que 21.0002 esta entre 21.0001 y 21.00069:

Docente: -¢21.0002?

Amanda: -Nosotras! [El nimero esta entre 21.0001 y 21.00069, el intervalo que ellas
tenian en el momento].

Docente: -¢Por qué?

Amanda: -Mmm... porque 21.0001 va después de 21.0002 y esta antes de 21.00069.
Docente: -Bien... para ti ;21.0002 es sucesor de 21.0001?

Amanda: -Creo que si, pues 21.0002 es mayor que 21.0001.

Docente: -21.0002 es mayor que 21.0001, pero entonces ¢entre 21.0001 y 21.0002 no
hay otro decimal?

Amanda: -Ah no! Perdon... No son sucesores [se refiere a que 21.0001 y 21.0002 no

son consecutivos].

Ocurrencias como la anterior se evidencié también para el nmero 21.99 en el intervalo
[21.98, 22]; de igual forma para el nimero 21.089 como antecesor de 21.09 en el intervalo
[21.00999, 21.09]. Seguidamente, cada pareja de profesores en formacion paso al pizarrén a
poner la secuencia de nimeros de manera ascendente (ver Figura 6.11).

24 Audio 16-feb, Actividad 5, min 8:34
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Terminada esta parte, se socializd sobre el “no sucesor” asi como también del “no
antecesor” debido a concepciones alternativas de que los nimeros decimales son
consecutivos por algunos profesores en formacion. Con el animo de que el profesor en
formacion adquiera una conciencia metaconceptual de que la propiedad de densidad ayuda a
visualizar que los nimeros decimales no son consecutivos, se expuso que entre pares de
numeros consecutivos falsos se halla al menos un namero decimal, mayor que el primer
consecutivo falso y menor que el segundo consecutivo falso, por tanto, una infinidad.

0009 21.00003 21,000038 | 21.000039 (2],
2L B

2nuf 210411 108§ ;Zﬁl_nsj \

Figura 6.11 Profesores en formacion realizando la Actividad 5 en el pizarrén

Se sefialaron pares de nimeros en cada secuencia (cada secuencia es un renglén, como
se observa en la Figura 6.12). Por ejemplo, en el primer renglén (de arriba hacia abajo, ver
Figura 6.12) los numeros 21.00003 y 21.00004 (marcados con ”) son consecutivos falsos. Se
quiso entonces, mostrar que entre este par de nimeros decimales, con su orden habitual, se
localizan al menos dos numeros decimales, mayores que el primero y menores que el
segundo: 21.000038 y 21.000039. En el segundo renglon se identificaron dos ndmeros
decimales en medio del par de consecutivos falsos 21.04 y 21.05. Se visualizd mejor en el
tercer renglon, en el par 21.001 y 21.002 se encuentran los numeros 21.0011, 21.0017,
21.00175 y 21.0018, que son mayores que el primero y menores que el segundo.
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Expresiones como la de Isabella: “Si, ahi se ve, que los decimales no son consecutivos,
igual siempre se estdn poniendo ceros y ceros [se refiere a poner ceros en medio de la parte
decimal de un nimero]”, hace deducir que, posiblemente, hay una ocurrencia de cambio
conceptual. Ella tendia a pensar de manera discreta en algunas preguntas del cuestionario, en
consecuencia, pensaba que todos los nimeros tenian un sucesor. Al parecer, en esta actividad
ella reconoce que no existe un sucesor para un numero decimal.

Figura 6.12 Secuencias formadas por los profesores en formacién, Actividad 5

La existencia del niamero decimal méas pequefio fue socializada en esta sesion. Se
preguntd por el tema a Fabiola y a Olga, quienes en el cuestionario indicaron 0.01 y 0.1,
respectivamente, como el nimero decimal mas pequefio. Fabiola mencion6 que “viendo el
tema [la densidad] no hay uno mas pequefio”. En cambio, Olga refiri6 que si existe el decimal
mas pequenio, “el cero”, a lo que se le cuestiond por un nimero menor que cero. Olga
manifestd que -1, luego se pregunt6 por el mas pequefio entre los dos y respondié que -1.
Cabe resaltar que Olga anteriormente (en el cuestionario) no consideraba al cero como un
decimal.

Antes de continuar con la siguiente actividad, se quiso discutir cdmo iban ordenadas, de
manera ascendente, cada una de las secuencias, es decir, qué secuencia —cada renglon de
numeros que aparece en el pizarrén, ver Figura 6.12— iba en el primer lugar, cuél en el
segundo Yy asi sucesivamente. Los profesores en formacidn se guiaron por los extremos
izquierdos de cada secuencia para decidir desde el mas pequefio hasta el mas grande (se
aprecia hacia la derecha en la Figura 6.12 que el orden de las secuencias se encuentra marcado
por nimeros encerrados en circulos).

125



6.4.3 Desarrollo de la Actividad 6: Juego de menores y mayores

De manera individual, cada profesor en formacion completd los cuadros en blanco de
tal manera que se cumpliera la ordenacion que aparece escrita en la hoja de trabajo (Actividad
6, ver Capitulo 4, seccion 4.3.4.3).

Algunos profesores en formacion no percibieron la equivalencia entre decimales, son
los casos de Isabella, Olga, Oscar y Amanda.

e Olga agrega un cero en la posicion de las diezmilésimas (ver Figura 6.13).

e Olga e Isabella agregaron dos ceros en las posiciones cienmilésimas y millonésimas
del nimero 30.8712 (ver Figura 6.13 y Figura 6.14).

e Oscar agrego6 un cero en la posicion de las cienmilésimas el namero 30.8721 (ver
Figura 6.15).

e Amanda agreg6 un cero al final del nmero 30.87125 (ver Figura 6.16).

30871 < | 30,80 | <30.8711)30.8712 < |30+ 831200/ < 30.871201 30.8712 < 50.8+IQ;§< 30.871201

Figura 6.13 Olga, Actividad 6 Figura 6.14 Isabella, Actividad 6
308721 <| 30.93210 |<30.87213 30.87125 < | 30THW0 | <3087
Figura 6.15 Oscar, Actividad 6 Figura 6.16 Amanda, Actividad 6

Aunque ya se habia hablado de la equivalencia entre decimales en actividades anteriores,
se cree que estos profesores en formacion al ver que la expansion decimal del namero a la
derecha de cada cuadro es grande (hasta cienmilésimos), estén haciendo una transferencia de
una propiedad de los naturales a los decimales. Por ello, al agregar ceros al final de la parte
decimal del numero creen que este “nuevo nimero” es mas grande que el primero, y sin
embargo, estas expresiones numericas son equivalentes.

En esta parte de la secuencia:

30.8712 < < 30.871201

Olga e Isabella pensaron que antes de un “01” (las dos ultimas cifras de 30.871201) se
encuentran los numeros “00”, pero no se dieron cuenta que al poner 00 al final de 30.8712
equivale al mismo namero.
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Dos profesores en formacion cambiaron varias cifras por otras en la parte decimal de un
namero y posiblemente no se dieron cuenta que invirtieron el orden de ambos nameros (el
original y el que aparece en el cuadro). Son las situaciones de Karen y Olga.

e Karen cambid el digito 7 por el 5 en las centésimas y después agregé dos ceros, como
se aprecia en la Figura 6.17, pero 30.8500 no es mayor que 30.87213.

e Olga cambi6 el 1 por el 0 en la posicion de las diezmilésimas y agregd un 4 en la
posicion de las cienmilésimas (ver Figura 6.18); 30.87204 no es mayor que 30.8721.

Figura 6.17 Karen, Actividad 6 Figura 6.18 Olga, Actividad 6

Cinco estudiantes para profesor completaron la secuencia de manera correcta. En la
Figura 6.19 se observa el desarrollo de Melisa y Ana. Su estrategia fue detallar los ultimos
digitos de los nimeros que aparecen alli, y con base en ello, modificarlos, en otros casos,
afiadir digitos sin alterar la ordenacion.

Figura 6.19 Secuencias formadas por Melisa y Ana, hojas de trabajo, Actividad 6

Concluida la prueba individual se dio el siguiente paso para que los profesores en
formacion participaran escribiendo en el pizarrdn los nimeros registrados en sus hojas de
trabajo (ver Figura 6.20).
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Figura 6.20 Profesores en formacion realizando la Actividad 6 en el pizarrén

Nuevamente se cuestiond por el sucesor, a lo que varios profesores en formacion
respondieron que la propiedad de densidad si ayudaba a ver el hecho de que los nimeros
decimales no son consecutivos, ya que en medio de ellos hay muchos decimales; otros
manifestaron, una infinidad. Marcos explicativos como los siguientes refuerzan lo anterior:

e “La densidad no permite que los nimeros [decimales] sean consecutivos, hay
infinitos nimeros [se refiere a una infinidad de nimeros]”, por Ana.

e “Es que nunca podran ser sucesores [consecutivos] unos con otros, porque siempre
hay un nimero diferente entre dos nimeros”, por Amanda.

Sin embargo, se reforzo el tema con lo plasmado en el pizarrén (ver Figura 6.21) a través
de pares de numeros en los que se observaron decimales en medio. Se indicé que en el par
30.872y 30.8721, con el orden usual de decimales, hay otros mas, distintos a ellos, y que por
tanto, 30.872 y 30.8721 no son consecutivos (ver recuadro superior de la Figura 6.21). Se
cuestiono a los participantes si habia otras estrategias para hallar nimeros intermedios en esta
actividad. Nicolas mencioné “la media aritmética”. Se realizd un breve ejemplo con un par
de nimeros de la actividad para mostrar que con ella se puede hallar nimeros intermedios en
un intervalo.

Finalmente, cabe mencionar que también se realizaron las respectivas correcciones para
los numeros 30.8500 y 30.87210 que fueron anotados por los participantes en el pizarrén, el
primero no es mayor que 30.87213 y el segundo es equivalente a 30.8721 (ver recuadro
inferior de la Figura 6.21).
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Figura 6.21 Elaboracion de la Actividad 6 en el pizarron

En este capitulo, correspondiente a los modelos de los procesos cognitivos y de
comunicacion del Marco Teoérico Local, se han puesto de manifiesto indicios de cambios
conceptuales con respecto a varias concepciones alternativas de los estudiantes.
Concepciones alternativas como la discrecion en el conjunto de los nimeros decimales
debido a que algunos estudiantes para profesor solo consideraban nimeros hasta centésimos,
la existencia de un sucesor en el conjunto de los nimeros decimales y equivalencia entre
decimales. Y dos casos de profesores en formacion quienes, al parecer, consideraban la
existencia del nimero decimal mas pequefio.

En el capitulo siguiente se responderan a las dos preguntas de investigacion planteadas

al inicio de este informe, no obstante, se han ido respondiendo a estas preguntas en el Capitulo
5y en este capitulo.
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Capitulo 7

Conclusiones

La puesta en marcha de la experimentacion educativa a través de la aplicacion y
desarrollo del cuestionario y de la secuencia didactica con profesores en formacion, conlleva
a conclusiones que responden las preguntas de investigacion formuladas al inicio del
proyecto de investigacion cuyo informe es esta tesis.

7.1 Respuesta a la primera pregunta de investigacion

¢ Cuales son las concepciones, o marcos explicativos iniciales, que apropia un profesor en
formacion en matematicas con respecto a la propiedad de densidad de los numeros
decimales?

Los profesores en formacion respondieron un cuestionario de preguntas al inicio de la
secuencia didactica el cual arrojo resultados que fueron expresados a través de marcos
explicativos iniciales. Se exponen a continuacion, primero, aquellos marcos explicativos
relacionados con las categorias propuestas por Vamvakoussi y Vosniadou (2004) sobre
discrecion y densidad, y segundo, aquellos afines con la equivalencia entre representaciones
numéricas y valores posicionales de los nUmeros decimales.

En discrecion ingenua:
e Hubo estudiantes para profesor quienes consideraron que los extremos (fracciones
y/o decimales) de un intervalo son consecutivos y por ello aseguraron que no puede
haber otro nimero en dicho intervalo.

En discrecion avanzada:

e EIl proceso de particiones o subdivisiones finitas en un intervalo fue uno de los
argumentos que usaron los profesores en formacion para afirmar la existencia de una
cantidad finita de nimeros decimales, fracciones, y/o combinaciones, en el intervalo.
Posiblemente, algunos pensaron en la localizacion de nUmeros decimales y fracciones
en el segmento correspondiente.
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La concepcion alternativa de que solamente los décimos —a lo mucho centésimos—
son los numeros decimales puede estar influida en las respuestas relacionadas con
conjuntos finitos dentro de un intervalo. No obstante, algunos estudiantes para
profesor no se vieron afectados por lo anterior, es decir, independientemente de su
concepcion sobre el concepto de numero decimal se limitaron a escribir cierta
cantidad de nimeros en un intervalo.

Observaciones concernientes con el pensamiento discreto:

Los estudiantes para profesor, que a través de sus respuestas mostraron ejemplos de
pensamiento discreto ingenuo y pensamiento discreto avanzado, tuvieron la
concepcion alternativa de que los numeros, especialmente los decimales, son
consecutivos, en consecuencia, la consideracion de la existencia de un sucesor.
Algunos profesores en formacion creyeron que este sucesor es cualquier nimero
mayor, o los mayores que el nimero dado.

Por las respuestas del cuestionario solo Olga fue incluida en la categoria discrecion
ingenua mientras que los casos de Karen, Isabella, Amanda y Fabiola se ubicaron en
discrecion avanzada. Las cinco estudiantes para profesor coincidieron en la existencia
de un sucesor de un nimero diferente al de los naturales.

En densidad ingenua:

Hubo profesores en formacion que aseguraron la presencia de una infinidad de
nameros intermedios en un intervalo, pero sin justificacion alguna.

En densidad avanzada:

El proceso de agregar digitos en la parte decimal de un nimero, especialmente ceros,
fue la justificaciobn mas notoria para aseverar la existencia de una infinidad de
nameros decimales en un intervalo.

El proceso de subdivisiones infinitas correspondientes a numeros decimales, y
también a fracciones, fue uno de los argumentos usados por los profesores en
formacion para afirmar la infinidad de nimeros decimales y/o fracciones en un
intervalo.

En densidad-discrecion:

Fueron cinco profesores en formacion —Karina, Melisa, Ana, Nicolas y Oscar—
quienes mostraron en sus respuestas ejemplos de pensamiento discreto y pensamiento
denso. No obstante, ellos aseguraron la infinidad de ndmeros intermedios en un
intervalo (en algunas situaciones, no en todas las propuestas que aparecen en el
cuestionario), pero consideraron la existencia de un sucesor, especialmente en los
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nameros decimales, algunos refirieron el sucesor como un ndmero mayor.
Posiblemente, este acontecimiento se debid a que ellos se ubicaron en un sistema de
conocimientos de dominio nimero decimal para responder preguntas relacionadas
con la existencia de un sucesor en cualquier conjunto de nameros, a excepcion de los
naturales.

Otros marcos explicativos iniciales
e El profesor en formacion no se vio influenciado por la representacion simbélica de
los extremos de un intervalo para interpretar que hay decimales entre fracciones y
fracciones entre decimales. En consecuencia, el proceso de cambiar una
representacion fraccionaria a una con escritura decimal fue una de las explicaciones
mas evidente dada por ellos para indicar que hay nimeros decimales en un intervalo.
Sin embargo, varios de ellos no advirtieron que esta conversion no siempre produce
un namero decimal, es decir una expansion decimal finita. También hubo casos en
que el estudiante para profesor usé la equivalencia entre fracciones y nimeros con
escritura decimal (nimeros racionales) para sefialar que hay nimeros en un intervalo.

e El reconocimiento de valores posicionales de los nimeros decimales como décimos,
centésimos, milésimos, entre otros, fue uno de los marcos explicativos que usaron los
profesores en formacion para asegurar la existencia de nimeros decimales en un
intervalo.

e La equivalencia entre representaciones numéricas de los extremos del intervalo para
decidir la presencia de nimeros intermedios fue una indicacion que Ana y Nicolas
sugirieron antes de contestar las preguntas pertinentes con la finitud e infinitud de
dichos nimeros intermedios.

7.2 Respuesta a la segunda pregunta de investigacion

¢El modelo de ensefianza propuesto, a través de una secuencia didactica, promueve un
cambio conceptual de las concepciones o marcos explicativos relacionados con la propiedad
de densidad de los estudiantes para profesor en matematicas?, ¢,por qué?

El modelo de ensefianza, propuesto a través de la secuencia didactica, al parecer
promueve un cambio conceptual en las concepciones que tienen los profesores en formacion
acerca de la propiedad de densidad de los nimeros decimales. Sin embargo, se sugiere poner
un mayor énfasis en el tema de la inexistencia del sucesor en el conjunto de los decimales
debido a que algunos estudiantes para profesor comprendieron esta tematica en las ultimas
actividades del taller. Aungue ya se explicitaron ocurrencias de cambio conceptual durante
el transcurso del taller (Capitulo 6) se expone a continuacion justificaciones relevantes del
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porqué el modelo de ensefianza propuesto promovidé un cambio conceptual de los
participantes.

El marco explicativo mas representativo, durante la aplicaciéon y desarrollo de la
secuencia didactica, por la mayoria de profesores en formacion, fue la ampliacién de
la expansion decimal, en algunos casos, con ceros, en los nimeros decimales como
una forma de hallarlos en medio de un intervalo. Al inicio del taller, hubo profesores
en formacion quienes usaron prontamente este marco explicativo que les habia
servido para expresar el porqué se pueden encontrar nimeros decimales en un
intervalo, en preguntas del cuestionario. Por ejemplo, el caso de Nicolas. El ya traia
consigo tendencias a pensar de manera densa —salvo por cuestiones relacionadas con
la existencia de un sucesor en los decimales por lo que se le vincul6 con la discrecion-
densidad—, entonces, su acercamiento al pensamiento denso pudo haberle facilitado
su actuacion en las primeras actividades, de hecho, en todas las actividades.

Estudiantes para profesor, como Fabiola, Isabella y Olga, quienes mostraron
tendencias a pensar de manera discreta en la resolucion del cuestionario, aumentaron
la cantidad de cifras decimales —en algunas situaciones hasta diezmillonésimas— en
los numeros comprendidos entre el nimero escrito por la docente y el nimerol0
(Actividad 1). Amanda y Karen anotaron solo hasta centésimos en sus ejercicios de
la actividad.

De manera gradual, aquellos profesores en formacidén quienes habian tenido
dificultad en la comprensidn de la existencia de una infinidad de nimeros decimales
en un intervalo, fueron ampliando su sistema de conocimientos en el dominio nimero
decimal. Las profesoras en formacion Karen y Amanda reconceptualizaron su
concepcion alternativa sobre la finitud de nimeros en un intervalo al socializar sobre
la idea de afiadir un digito mas, una muestra méas de un posible cambio conceptual.

La socializacion sobre la existencia de un sucesor en el conjunto de los nimeros
decimales fue cuestionada durante el trascurso del taller. Varios estudiantes para
profesor aun incluian en su marco explicativo la existencia de un sucesor de un
decimal como un nimero mayor, o en algunos casos, como los nimeros mayores. La
reconceptualizacion o resignificacion sobre el tema se evidencié cuando los
profesores en formacion interactuaron con los applets de Horvatek y las actividades
relacionadas con la comparacién de nimeros decimales presentadas en la Ultima
sesion del taller. Para varios de ellos, la temética del sucesor no estaba relacionada
con la propiedad de densidad hasta que ellos visualizaron de manera clara y coherente
que entre dos numeros consecutivos falsos existe al menos uno distinto de ellos.
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7.3 Reflexiones acerca del modelo de ensefianza propuesto

e El modelo de ensefianza propuesto estd basado en actividades en las que,
posiblemente, se puede iniciar un proceso de ocurrencias de cambios conceptuales
con estudiantes, de manera paulatina, acerca de las concepciones que tienen sobre la
propiedad de densidad de los nimeros decimales.

e Se considera que la propuesta didactica es un modelo de ensefianza de innovacion
que puede ser de interés tanto para profesores en servicio como para estudiantes y
que puede ser impartido en primaria y en secundaria, antes de que los alumnos
estudien la propiedad de densidad de los nimeros decimales, o la de los racionales.

e La secuencia didactica se disefid y elaboré con actividades que no solo son para
resolver a lapiz y papel, también implementa el didlogo con su compafiero, en las
actividades de pareja, para compartir opiniones e inquietudes, especialmente revisar
sus conocimientos previos y creencias. De igual manera, a nivel grupal, en el que se
conoce el pensamiento de cada uno de los participantes.

e Las actividades iniciales, como las de las ligas y globos, tenian el objeto de acercar a
los docentes en formacidn a nociones sobre la propiedad de densidad, que pueden ser
aplicadas con nifios de primaria o jovenes de secundaria. Se espera que los profesores
en formacion que participaron en el taller puedan llevar a cabo estas actividades en
un aula con sus futuros alumnos, igualmente, las demas actividades de la secuencia
didactica.

e Laactividad elaborada con GeoGebra: puntos en un segmento, es un acercamiento a
la propiedad de densidad en la que un estudiante puede visualizar en un contexto
geométrico lo que pudiera ocurrir en un contexto numérico con nimeros intermedios
en un intervalo.

e La interaccion con los applets de Horvatek es un ejemplo para quienes enfrentan
dificultades acerca de la inexistencia de un sucesor de un namero diferente al de los
naturales, ya que se visualiza claramente que dos numeros decimales no son
consecutivos porque siempre se puede hallar uno en medio de éstos.

e Se recomienda en una proxima experimentacion socializar el concepto formal de la
propiedad de densidad y del nimero decimal con los participantes, asi mismo —por
las dificultades que los profesores en formacion evidenciaron al inicio de la secuencia
didactica— el concepto de nimero natural y del nimero fraccionario.

134



Finalmente, lo que se encuentra en esta tesis es la construccion de un Modelo Tedrico
Local (MTL) de la propiedad de densidad de los nimeros decimales. En el siguiente capitulo
se describiran las implicaciones para investigaciones futuras. Se puede hacer una revision de
la problematica tomando como punto de partida este MTL e iniciar un ciclo reiterativo para
la construccion de otro MTL con el que se pueda profundizar sobre los marcos explicativos
y los modelos de ensefianza que promuevan cambios conceptuales.
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Capitulo 8

Investigacion futura

Un modelo de ensefianza
para introducir la propiedad de densidad de los nUmeros decimales

Se muestra a continuacion la estrucutra de una investigacion futura en la cual se pretende
iniciar un proceso reiterativo para la costruccion de un nuevo Modelo Tedrico Local
partiendo del MTL propuesto en esta tesis.

8.1 Introduccién

La investigacion expuesta en esta tesis estuvo centrada en los marcos explicativos de los
estudiantes para profesor de secundaria en la especialidad de matematicas. A partir de una
experimentacion educativa, cuyos resultados mostraron inicios de un proceso de cambio
conceptual, se pretende extender el estudio con profesores en servicio y alumnos de
secundaria.

En los siguientes parrafos se exponen los lineamientos generales para llevar a cabo una
futura investigacion, en la cual se continuda la linea estructurada por medio del estudio cuyo
informe conforma los capitulos uno a siete de este documento.

8.2 Antecedentes

e Neumann (1998) realiz6 un estudio de investigacion en 1996 acerca de las ideas de
los estudiantes sobre la densidad de las fracciones en varias escuelas en Alemania.
Los estudiantes eran de séptimo grado de educacion elemental que asistian a cursos
de matematicas avanzadas. Neumann observd que los estudiantes asociaban
propiedades de los nimeros naturales al conjunto de las fracciones por lo que ellos
solo pensaban en un namero finito de nimeros en un intervalo. De igual manera, el
autor notd que algunos estudiantes consideraban la existencia de muchas fracciones
en el intervalo, pero no una infinidad.

e Khoury y Zazkis (1994) consideran que los profesores en formacion interpretan
numeros diferentes para un mismo valor numeérico, por ejemplo, 3/4 y 0.75 son
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diferentes nimeros para los estudiantes para profesor, por el hecho de que el primero
tiene una representacion fraccionaria y el segundo una representacion decimal. Segln
Vamvakoussi y Vosniadou (2004) ha habido evidencias sobre esta situacion, para
muchos estudiantes de educacion basica primaria y secundaria, 1/2 y 2/4 representan
numeros distintos por lo que responden que entre estos nimeros hay una determinada
cantidad finita o una infinidad de nimeros.

En términos de Broitman, Itzcovich y Quaranta (2003) los estudiantes de los Gltimos
grados de primaria creen que los numeros decimales son consecutivos por lo que
afirman que no hay otro numero entre ellos. De igual manera sucedié con algunos
profesores en formacion, en el estudio realizado por Tirosh, Fischbein, Graeber, y
Wilson, en el afio 1999, ademas de que otros consideraron una finitud de nimeros
intermedios en un intervalo.

El propdsito principal del estudio realizado por Vamvakoussi y VVosniadou, en el afio
2004, fue indagar los conocimientos previos de los estudiantes (15 afios) sobre la
propiedad de densidad de los numeros racionales, en una escuela en Atenas. Las
investigadoras sostienen que los estudiantes creen que en un intervalo hay una
cantidad finita de nimeros debido a que asocian esta idea con la discrecion de los
nameros naturales.

Investigaciones hechas por Vamvakoussi y Voshiadou (2007, 2010) y otra por
Vamvakoussi, Christou, Mertens y Van Dooren (2011) muestran una vez mas que la
presuposicion de la discrecion de los numeros naturales es una limitacion para que
los alumnos visualicen la presencia de una infinidad de nimeros intermedios en un
intervalo. Vamvakoussi y Vosniadou, por los resultados de sus estudios (2004, 2007,
2010), sefialan que la representacion simbdlica de los extremos de un intervalo afecta
el juicio del estudiante para decidir si hay una finitud o una infinitud de nimeros en
un intervalo, es decir, los alumnos sostienen que solo puede haber decimales entre
decimales y fracciones entre fracciones, pero no decimales entre fracciones y/o
fracciones entre decimales.

8.3 Planteamiento del problema de investigacion

Comprender la propiedad de densidad de los numeros decimales es uno de los mayores
problemas que el alumno enfrenta cuando no tiene sus ideas claras sobre el tema (Avila y
Garcia, 2008). Varios estudiantes tienen una concepcién de nimero decimal como aquel que
tiene una sola cifra decimal, y otros consideran los centésimos, segiin Avila y Garcia (2008),
por ello, se limitan a considerar una cierta cantidad finita de nameros en un intervalo. Se
mostré en la investigacion, descrita en esta tesis, que algunos profesores en formacion
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registraron una cantidad finita: nueve numeros con dos cifras decimales entre 1.2 y 1.3, como
respuesta a una pregunta del cuestionario aplicado al inicio de la experimentacién. Otros
pensaron que no habia un nimero en este intervalo porque consideraban los extremos como
consecutivos, los consecutivos falsos, es decir, en medio de dos nimeros decimales —cuyas
partes decimales son consecutivas— no hay otro numero.

La propiedad de discrecion de los numeros naturales es una limitacion para que un
estudiante comprenda la propiedad de densidad (Vosniadou, Vamvakoussi, y Skopeliti,
2008), es decir, el alumno asocia esta propiedad de los naturales y de los enteros a un conjunto
distinto de ellos. Brousseau (1981) sefiala que el conocimiento de los numeros naturales hace
que el nifio no estudie con facilidad los nimeros decimales. En este informe se evidencio
como varios estudiantes para profesor enfrentaron dificultades con respecto a la equivalencia
entre numeros decimales. Ellos, posiblemente, hicieron transferencia de una propiedad de los
naturales a los decimales por lo que cuando agregaron ceros al final de la parte decimal del
niimero creyeron que este ‘“nuevo nimero” era mas grande que el primero, sin notar que estas
expresiones numeéricas eran equivalentes.

La investigacion descrita en este documento proporcioné un Modelo Tedrico Local de
la propiedad de densidad de los nimeros decimales. Filloy (1999) indica que los Modelos
Teoricos Locales son apropiados para fendbmenos especificos en los cuales se toman en
cuenta cuatro componentes: Modelos de Ensefianza junto con los Modelos para Procesos
Cognitivos y de Comunicacion, y ambos relacionados con los Modelos de Competencia
Formal.

La secuencia didactica propuesta en esta tesis es un ejemplo de un Modelo de Ensefianza
que fue puesta en marcha con profesores en formacion y que se espera también ponerla en
marcha con maestros en servicio, pero con breves modificaciones con base en una prueba de
validacion, que se mencionard méas adelante. A partir de la aplicacion de la secuencia
didactica, se pretende que los profesores elaboren secuencias de ensefianza para sus
estudiantes. Los Modelos para Procesos Cognitivos y de Comunicacion incluyeron, en este
estudio, el conocimiento sobre las dificultades concernientes a la propiedad de densidad de
los nimeros decimales (ver Capitulos 5y 6), de igual manera, se espera en la investigacion
futura conocer las dificultades que enfrentan tanto profesores, como estudiantes de
secundaria. Y por ultimo, el Modelo del Componente Formal, descrito en el Capitulo 2,
contiene conocimientos que se espera que un profesor tenga sobre el tema, 0 conocimientos
que el investigador debe tener para entender los textos matematicos que producen los
estudiantes.

Con base en lo anterior y la problematica presentada en esta tesis se formularon las
siguientes preguntas de investigacion:

138



1. ¢Cudles son las concepciones, o marcos explicativos, de los profesores en servicio y
de estudiantes de secundaria con respecto a la discrecion y densidad de los nimeros
decimales?

2. ¢Cual es el papel del modelo de ensefianza propuesto en el caso de que se promueva
un cambio conceptual?

A partir de estas preguntas y con el propdsito de responderlas se disefiaron los siguientes
objetivos de la investigacion:

1. Indagar las concepciones alternativas que tienen los profesores en servicio y los
estudiantes de secundaria con relacion a la propiedad de densidad de los nimeros
decimales.

2. Evidenciar las actuaciones tanto de profesores, como de estudiantes que permitan
poner en cumplimiento la puesta en marcha de una secuencia didactica.

3. Caracterizar las partes de la secuencia didactica propuesta que jueguen un papel
relevante en la promocion de un cambio conceptual.

8.4 Marco Conceptual

El enfoque de desarrollo-cognitivo del Cambio Conceptual propuesto por Carey (1987)
sefiala la importancia de los sistemas de conocimientos de un dominio especifico. Ella dice
que el individuo se encuentra en un sistema de conocimientos cuando relaciona un
conocimiento de un concepto con otro, el nifio aprende un concepto y lo asocia con otros ya
aprendidos. Carey sefiala que los cambios que se producen entre la infancia y la edad adulta
son fuertes reestructuraciones de los conceptos, en las cuales se presenta un cambio
conceptual. Carey y Spelke (1994) argumentan que las personas estan dotadas de sistemas
de conocimientos de dominios-especificos, por ejemplo, el sistema de conocimientos de
dominio ndmero decimal, como se ha mostrado en esta investigacion. El profesor en
formacion se encontraba en un sistema de conocimientos de dominio nimero decimal cuando
relacionaba la densidad con el conjunto de los nimeros decimales, pero se ubicaba en un
sistema de conocimientos de dominio nimero natural cuando relacionaba la existencia del
sucesor de un numero. En consecuencia, cada vez que un alumno resuelva una situacion
problema se ubica en el sistema de conocimientos correspondiente. Por ejemplo, el nifio no
dejara de usar las nociones vinculadas con la multiplicacion de nimeros naturales por usar
nocion de multiplicacion de fracciones, él usara las primeras cuando la situacion lo requiera,
de igual manera con la segunda, y se ubicara en el sistema de conocimientos correspondiente.
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Vosniadou y Verschaffel (2004) mencionan que un sistema de conocimientos consiste
de varios elementos como presuposiciones, creencias y modelos mentales que proporcionan
una explicacion y una prediccion. El sistema de conocimientos de dominio-especifico se va
conceptualizando cada vez que el estudiante va aprendiendo, este aprendizaje puede ser
producido por sus experiencias y/o por alguna instruccion (Carey y Spelke, 1994).

Investigadores como Stafylidou, Vamvakoussi, Verschaffel y Vosniadou han usado el
enfoque de desarrollo-cognitivo del Cambio Conceptual propuesto por Carey (1987) y lo han
utilizado en el area de las matematicas. Vosniadou, en el afio 1994, propone un marco teérico
para el Cambio Conceptual como una modelizacidn, especialmente para areas relacionadas
con las ciencias como la fisica, la biologia, entre otras. Ella menciona que el nifio forma un
modelo mental —como una representacion mental- de un objeto o situacién. Segun la
investigadora, cuando el nifio entra a la escuela, dicho modelo mental es parcialmente
modificado, este nuevo modelo mental se llama modelo sintético. El estudiante tiene un
modelo sintético cuando recibe informacion nueva y ésta es inconsistente con los conceptos
construidos hasta el momento, proceso en el cual hace que el alumno acepte ciertas
afirmaciones, otras no. Por ejemplo, en un estudio hecho por Vamvakoussi y Vosniadou, en
el afio 2012, los estudiantes (15 afios aproximadamente) pensaban que solo habia una finitud
de nimeros en medio de un intervalo. Seguidamente, las autoras hicieron una actividad con
ellos y posteriormente, algunos alumnos ya no pensaban en la finitud de nimeros en un
intervalo, sin embargo, la representacion simbolica de los nimeros afectaba su juico para
decidir qué nimeros debian estar en un intervalo. Para los alumnos solo podia haber infinidad
de decimales entre decimales, pero no entre fracciones, de igual manera, al contrario:
infinidad de fracciones entre fracciones, pero no entre decimales.

En el afio 2008, Vosniadou propone que los modelos sintéticos que forman los
estudiantes sean distinguidos por medio de sus concepciones alternativas. Vosniadou define
las concepciones alternativas como interpretaciones que tiene un alumno sobre la nueva
informacidn adquirida, bien sea en una escuela o por fuera del ambito escolar. Se podria decir
que las expresiones modelos sintéticos y concepciones alternativas son expresiones
sindnimas, la diferencia esta en que los primeros dependen de los modelos mentales, mientras
las segundas son propias de cada quien en el momento de interpretar informacion.

Finalmente, el cambio conceptual requiere cambios en las presuposiciones y creencias
que el estudiante debe hacer en sus representaciones mentales para que pueda acceder a los
modelos cientificos, como sostiene Vosniadou (2013).

En el &ambito educativo de las matematicas, Stafylidou y Vosniadou (2004) y Voshiadou
y Verschaffel (2004) suelen usar marcos explicativos iniciales en lugar de modelos mentales,
marcos explicativos en vez de modelos sintéticos. Los marcos explicativos iniciales no son
las primeras observaciones que realiza el individuo —como sucede con los modelos mentales—

140



sino las primeras reflexiones que forman una estructura coherente y sélida sobre la naturaleza
que €l hace, junto con sus presuposiciones y creencias que lo rodean durante su proceso de
aprendizaje (Vosniadou y Verschaffel, 2004). En la investigacion cuyo informe es esta tesis
se observé que los profesores en formacidn tenian marcos explicativos iniciales con respecto
a la discrecion y densidad, el concepto de nimero decimal y el de fraccion, el proceso de
conversion de una representacion fraccionaria a una representacion con escritura decimal y
la existencia de un sucesor en el conjunto de los nimeros decimales (ver Capitulo 5).

Siguiendo las ideas a Stafylidou y Vosniadou (2004) y Vosniadou y Verschaffel (2004)
se puede decir que los marcos explicativos son las reflexiones que hace un estudiante acerca
de lo que percibe, de lo que ve, de lo que interpreta, y explica a su manera, con sus propias
palabras un concepto aprendido, como se evidencid en el Capitulo 6 durante la puesta en
marcha de la secuencia didactica con los estudiantes para profesor.

Marcos explicativos iniciales-
Modelos mentales

Marcos explicativos-Modelos Desarrollo de una
sintéticos, Concepciones Alternativas Conciencia
Metaconceptual

Modelos cientificos

Figura 8.1 Modelizacién de fendmenos y conceptos
que el estudiante adquiere durante su proceso de aprendizaje

Cuando el estudiante no es consciente de que las presuposiciones y creencias son
hipotéticas y limitan la forma en que interpreta la nueva informacion, es decir, cree que son
veridicas, que no se pueden refutar, se encuentra en —lo que Vosniadou (1994) llama— una
falta de una conciencia metaconceptual. VVosniadou (1994) pone énfasis en la importancia de
ensefar ciencia de tal manera que los estudiantes se conviertan en seres capaces de ser
conscientes de que sus presuposiciones no son hechos verdaderos sino hipotesis e
interpretaciones tedricas que deben ser sujetos a experimentacién. De ahi la importancia de
generar conciencia de los errores que tienen los estudiantes. La falta de conciencia
metaconceptual impide que los nifios cuestionen sus conocimientos previos y fomenta la
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asimilacion de nueva informacion a las estructuras conceptuales existentes generando
conceptos erroneos (loannides y Vosniadou, 1998).

En la Figura 8.1 se aprecia cdmo se piensa que el alumno pasa por un proceso de
diferentes etapas hasta llegar a los modelos cientificos, en los que se espera que logre un
cambio conceptual.

Voshiadou y Vamvakoussi cuando realizaron el estudio de investigacion en el afio 2004
propusieron cinco categorias relacionadas con la discrecion y densidad. Las investigadoras
se basaron en las respuestas de los estudiantes y las categorizaron, ver Tabla 8.1

Tabla 8.1 Caracterizaciones del pensamiento del estudiante
con respecto a la finitud e infinitud de nimeros en un intervalo
Estudiantes que piensan que no hay otro nimero entre dos nimeros racionales
Discrecion ingenua consecutivos falsos, es decir, se considera la existencia de un sucesor para un
namero racional.
Estudiantes que piensan que hay un nimero finito de nimeros entre dos nimeros
racionales consecutivos falsos.
Estudiantes que interpretan que entre dos nimeros racionales hay una cantidad
Discrecion-densidad infinita de nimeros en algunos intervalos, y en otros, que hay un nimero finito
de ndmeros intermedios.
Estudiantes que comprenden que hay una infinidad de nimeros en un intervalo,
pero no justifican con la propiedad de densidad. Ademas, en esta categoria se
encuentran los estudiantes que se ven afectados por la representacién simbélica
de los extremos del intervalo, es decir, creen gque solo puede haber una infinidad
de numeros decimales entre decimales y una infinidad de fracciones entre
fracciones, pero no fracciones entre decimales o, al contrario.
Esta categoria corresponde a una comprensién bastante sofisticada de la
propiedad de densidad por el estudiante. Para ser colocado en esta categoria, el
Densidad avanzada estudiante comprende que entre dos nimeros racionales hay una infinidad de
nameros racionales, independientemente de su representacion simbdlica,
ademas, de justificar con la propiedad de la densidad.

Discrecién avanzada

Densidad ingenua

8.5 Metodologia

Con base en la experimentacion educativa propuesta en la investigacion cuyo informe
es esta tesis, a continuacion, se muestra lo que constituye una propuesta de disefio y
elaboracion de una nueva experimentacion educativa:

1. Un cuestionario inicial y un cuestionario final, ambos de papael y lapiz, que incluyen
preguntas de opcién multiple y la opcion de justificar la respuesta elegida por el
participante. Por ejemplo:

¢Cuantos numeros decimales hay entre 1.2 y 1.3?

a. No hay un nimero entre éstos.
b. Un solo nimero, ¢cuéal?

142



Nueve nimeros, ¢cuales?

Una cantidad finita, ¢cuantos?
Infinidad de nimeros.

No lo sé.

-~ D a0

Justificacién de la respuesta elegida:

Ademas, con base en los resultados de la secuencia didactica con los profesores en
formacion, en el Capitulo 6, se quiere incluir nGmeros con mas de dos cifras decimales
como los milésimos, diezmilésimos, entre otros, en el disefio de las preguntas. Por
ejemplo:

¢ Cuantos numeros decimales hay entre 0.001 y 0.01?

2. Una secuencia didctica, con actividades que promuevan el cambio conceptual: de lo
discreto a lo denso. El disefio y elaboracion de las actividades se realizaran teniendo
como referencia la secuencia didactica presentada en el Capitulo 4.

La puesta en marcha de la experimentacion educativa se hara en tres fases:

En la primera fase se realizara una validacién de la experimentacién educativa con un grupo
de profesores de secundaria en alguna institucién educativa de Ciudad de México. Los
resultados obtenidos de esta experiencia seran fundamentales para hacer ajustes en el disefio
de las actividades, asi como de los cuestionarios inicial y final.

En una segunda fase, se convocard de manera abierta a profesores de secundaria, con
especialidad en matematicas, para hacer participes de la experimentacion educativa.

En una tercera fase, después del desarrollo de la experimentacion educativa con los
profesores se pretende lograr que ellos disefien y elaboren secuencias de ensefianza para sus

estudiantes con el fin de promover un cambio conceptual.

Finalmente, para identificar las concepciones alternativas de los participantes se capturaran
videos, audios y hojas de trabajo durante el proceso de la experimentacion educativa.
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Anexo: Convocatoria

INSCRIPCIONES

E1 taller tiene una duracion de 8 horas, dos
por cada sesion.

Inicio: Lunes 13 de febrero.

Finalizacion: Jueves 16 de febrero.

Hora: 4:00 2 6:00 pm.

Lugar: Cinvestav Zacatenco

{Av. Instituto Politécnico Nacional 2508,
con calzada Ticoman Delegacion Gustavo
A Madero)

Inscripciones (cupo limitado):

mayra suarez(fcmvestav.mx

Favor escribir nombre completo, edad v
semestre actual.

Al finalizar el taller se les entregard una
constancia.

Impartido por:
Lic. Mayra Zulay Sudrez Rodrizuez
Dra. Olimpia Figueras Movrut de Montpellier

149

Departamento de

Matematica Educativa

Taller sobre la Densidad de
Nimeros Decimales
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Los invitamos al taller que se llevara a cabo en las
instalaciones del Departamento de Matematica Educativa
del Centro de Investigacion v de Estudios Avanzados del
Instituto Politécnico Nacional (Cinvestav).

El taller tratard el tema de la densidad de nimeros
decimales a traves de actividades lidicas y herramientas
tecnologicas como GeoGebra.

El proposito de las actividades es generar reflexiones
acerca de la ensefianza del tema que les puedan servir en
un futuro con sus estudiantes, debido a que la densidad es
poco estudiada en las aulas, pero es importante en la
comprension v el uso de los nimeros decimales.




i Cual sera el
almero mas
pequefio? jel
mas grande?

¢+ Como hacer de la densidad de los

nimeros  decimales un  concepto
entendible para sus futuros estudiantes?

o Oué actividades crees que podrias
disefiar v/o realizar con respecto a la
densidad de los nimeros decimales?

Las actividades que desarrollards durante el
taller son dinamicas, en ellas podras ver
como a través del juego un estudiante de
secundaria puede acercarse a la nocidn de
densidad de nimeros decimales.
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PROGRAMACION DE ACTIVIDADES

Lunes 13
Inicio del taller. Reflexiones sobre [a ensefianza
de la densidad de mimeros decimales.
Actividad con ligas y globas.
Martes 14
Jugando a la mayer cantidad de sumandos.
Juggo de sumas y restas.
Miércoles 15
Encuadrar un mimero decimal entre dos
MUTMErOS.
Buscar el mimero pensado.
Jueves 16
Actividad con applets

Juego de menores v mayores.
Jugando a la fila de mimeros.




