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El objetivo de este trabajo fue identificar y explicar las dificultades relacionadas con el
entendimiento del concepto isomorfismo de grupos en estudiantes universitarios. Para ello hemos
elegido un marco que describe la interaccion del entendimiento del individuo en relacién a un
concepto matematico particular y su definicién formal, a saber, la perspectiva tedrica conocida

como imagen del concepto y definicion del concepto de Tall y Vinner (1981).

A fin de lograr el objetivo de investigacion, cinco estudiantes de licenciatura en matematicas que
habian tomado el curso de Algebra moderna Iy que iniciaban el curso de Algebra moderna II

fueron seleccionados y entrevistados individualmente.

Los resultados muestran cuatro principales dificultades asociadas al concepto isomorfismo de
grupos: 1) dificultad en dar una interpretacion correcta a la definicion formal de grupos
isomorfos, 2) dificultad para demostrar formalmente que dos grupos son isomorfos, 3) dificultad
en considerar mas de un isomorfismo entre dos grupos isomorfos y 4) dificultad en considerar

que un grupo pueda ser isomorfo a alguno de sus subgrupos.

Con base en nuestro analisis concluimos que los estudiantes que participaron en esta
investigacion han desarrollado algunas imagenes del concepto isomorfismo de grupos que son
inapropiadas, aunque poseen aspectos de la definicién formal, estas no son muy utiles o los

conducen a conclusiones equivocadas.

Este es un primer estudio realizado bajo un contexto especifico, seria importante ampliar la
investigacion para comparar los resultados con el tipo de dificultades presentadas por otros
estudiantes, a fin de obtener informacion suficiente que nos permita realizar sugerencias dirigidas

a mejorar la ensefanza y el aprendizaje del concepto.






ABSTRACT

The aim of this work was to identify and explain the difficulties related to the understanding of
the concept of group isomorphism in university students. For this purpose we chose a framework
that describes the interaction of the understanding of the individual in relation to a particular
mathematical concept and its formal definition, namely, the theoretical perspective known as

concept image and concept definition of Tall and Vinner (1981).

To achieve the research goal, five undergraduate students in mathematics who had taken the
Modern Algebra I course and who were beginning the course in Modern Algebra II were selected

and interviewed individually.

The results show four main difficulties associated with the concept of group isomorphism: 1)
difficulty in giving a correct interpretation of the formal definition of isomorphic groups, 2)
difficulty to formally prove that two groups are isomorphic, 3) difficulty in considering more
than one isomorphism between two isomorphic groups, and 4) difficulty in considering that a

group can be isomorphic to one of its subgroups.

Based on our analysis we concluded that student who participated in this research have developed
some concept images of group isomorphism that are inappropriate; although they have some

aspects of the formal definition, these are not very useful or lead to wrong conclusions.

This is a first study performed in a specific context; it would be important to extend the research
to compare the results with the type of difficulties presented by other students, in order to obtain
enough information to enable us to make suggestions aimed at bettering the teaching and learning

of the concept.
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INTRODUCCION

La ensefianza de las matematicas en el Nivel superior, de manera particular en una carrera de
licenciatura en matematicas se caracteriza, entre otras cosas, por la presentacioén de los conceptos
a partir de sus definiciones, por lo que se espera que los estudiantes logren entenderlos a partir de
estas. Podemos observar con ello que las definiciones juegan un rol importante; no obstante,
investigaciones han evidenciado que con frecuencia los estudiantes no forman nociones precisas

de las definiciones y no pueden razonar a partir de estas. El Algebra Abstracta no es la excepcion.

Como resultado de esta investigacion se presenta un estudio sobre algunas dificultades asociadas
al concepto isomorfismo de grupos, encontradas al entrevistar a un grupo de cinco estudiantes de

licenciatura en matematicas.

Hemos tomado en cuenta como marco de referencia un conjunto de investigaciones enmarcadas
dentro de la didactica del Algebra Abstracta. Lo anterior nos ha permitido apreciar cuatro
aspectos principales con relacion a esos trabajos de investigacion: 1. El interés por llevar a cabo
investigaciones que involucran un estudio sobre los problemas en la ensefianza y aprendizaje en
el Algebra Abstracta ha sido poco y relativamente reciente. 2. La mayoria de esas investigaciones
se han llevado a cabo considerando un contexto de la ensefianza que no es la tradicional. 3. En
particular, pocas investigaciones han tomado como tdpico principal de estudio al concepto
isomorfismo de grupos. 4. Existen pocas investigaciones cuyo objeto de estudio haya sido las

dificultades que presentan los estudiantes.

Los cuatro puntos descritos en el parrafo anterior han sido algunos de los motivos que nos han

impulsado a la realizacion del presente trabajo de investigacion.

En el Capitulo 1 se exhiben los antecedentes que como conjunto constituyen un marco de
referencia para esta investigacion, el objetivo y las preguntas de la misma. Ademas, el contenido

incluye elementos que consideramos justifican la presente investigacion y la pertinencia de esta.

En el Capitulo 2 se presenta el marco tedrico que sustenta este trabajo de investigacion.



En el Capitulo 3 como parte de los elementos metodologicos se describen las dos etapas por las
cuales se tuvo que pasar para lograr el objetivo de investigacion. En este apartado presentamos
los instrumentos que fueron utilizados para obtener la informacion escrita de los estudiantes, lo
que esperabamos obtener de ellos y los resultados que realmente se obtuvieron. También se

describe a la poblacién sujeto de estudio y algunos antecedentes académicos.

En el Capitulo 4 se presentan de forma detallada las cuatro dificultades encontradas en el analisis

de las entrevistas con los estudiantes participantes.

En el Capitulo 5 se sintetizan los resultados descritos en el Capitulo 4. Ademas se presentan otras
dificultades manifestadas por los estudiantes, que no estdn asociadas directamente con el
concepto isomorfismo de grupos, sino mas bien tienen su origen en el manejo de otros conceptos
relacionados con este, pero que jugaron un papel importante al enfrentarse a tareas que

involucraban el uso de ellos.
En el Anexo A se presenta el cuestionario utilizado como instrumento piloto.
En el Anexo B se presenta el cuestionario utilizado como instrumento de seleccion.

Finalmente, en el Anexo C se presentan las preguntas de la entrevista que fueron hechas a cada
uno de los estudiantes.
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Sobre el problema de investigaciony
antecedentes

En este capitulo presentamos los principales resultados de algunas investigaciones enmarcadas
dentro de la Didactica del Algebra Abstracta, en particular, aquellas que han involucrado al
concepto Isomorfismo de grupos como objeto central de estudio. Ademas, en este apartado se

presenta el planteamiento del problema, objetivo y preguntas de investigacion.

1.1 Antecedentes

1.1.1 Resultados de investigacion sobre la ensefianza y aprendizaje del

Algebra Abstracta

De acuerdo con las investigaciones, ;qué puede decirse respecto a la ensefianza y el aprendizaje

del Algebra Abstracta?

La ensefianza del algebra abstracta es un desastre, y esto es cierto de forma casi

independiente de la calidad de las clases.

[...] Y pensamos que hay un consenso bastante amplio sobre esto entre instructores
experimentados de algebra abstracta, y uno aun mas amplio entre los estudiantes con
experiencia (Leron & Dubinsky, 2005, p. 227).

El Algebra Abstracta es el primer curso en el cual los estudiantes deben ir més alla de aprender

“patrones de conducta imitativa” (Dubinsky, Dautermann, Leron & Zazkis, 1994, p. 268) y tienen
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que lidiar con conceptos abstractos; dichas particularidades propician el desarrollo, por parte de
los estudiantes, de una “actitud negativa hacia las matematicas en general y un miedo a la
abstraccion” (Clark, DeVries, Hemenway, St. John, Tolias & Vakil, 1997, pp. 181-182), sin dejar

de lado las grandes dificultades a las cuales se enfrentan.

Respecto al aprendizaje del Algebra Abstracta existen investigaciones que se han llevado desde
diferentes marcos teoricos y metodologicos. Desde el punto de vista cognitivo, las
investigaciones llevadas a cabo por RUMEC (Research in Undergraduate Mathematics Education
Community) con relacion al Algebra Abstracta y en particular sobre la Teoria de Grupos, se han
desarrollado a partir de la observacion de problemas en la ensefianza y el aprendizaje de algunos
topicos en este dominio. Bajo el enfoque de la teoria APOE (Accidn, Proceso, Objeto, Esquema)
se han propuesto, para algunos conceptos, descomposiciones genéticas, las cuales son modelos de
cognicion, sobre las cuales se basan estrategias de enseflanza para el aprendizaje de dichos

conceptos (Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews & Thomas, 1996).

Dubinsky y colaboradores (1994) dan auge a una discusion relacionada con la naturaleza del
conocimiento de los estudiantes referente a la Teoria de Grupos y como un individuo puede
desarrollar un entendimiento de los conceptos: grupo, subgrupo, clase lateral, normalidad y grupo

cociente, desde la perspectiva tedrica APOE.

Las observaciones discutidas en dicha investigacion se enfocaron en el aprendizaje de los topicos
arriba mencionados, en la naturaleza compleja de su entendimiento, el papel de los errores y las
concepciones inadecuadas (misconceptions); proponiendo, finalmente algunas sugerencias

pedagogicas con el fin de mejorar el éxito en el aprendizaje del Algebra Abstracta.

De acuerdo con Dubinsky et al. (1994) las grandes dificultades de entendimiento en Teoria de
Grupos parecen iniciar principalmente con el concepto de grupo cociente y el teorema de
Lagrange, clases laterales, multiplicacion de clases laterales y normalidad, razén por la cual se

hizo énfasis en ellos en su investigacion.

Los resultados de esta investigacion evidenciaron que la manera de entender los conceptos de
grupo y subgrupo por parte de los estudiantes, en una primera instancia consistio en verlos
principalmente como “conjuntos de elementos discretos”; posteriormente se pasé a una etapa en

la que “las operaciones asi como los elementos del grupo” fueron incorporados a la definicion y
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finalmente lograron construir un conocimiento profundo de “un grupo como objeto” donde fue

posible aplicar acciones sobre este (Dubinsky ef al., 1994, p. 273).

Una consecuencia de interpretar a un grupo en términos de sus elementos, es decir, como un
conjunto, fue la presentacion de una confusion respecto a isomorfismo, a saber, la idea de que la

cantidad igual de elementos entre dos grupos es razon suficiente para decir que son isomorfos.
Asi, se pens6 que “S; y Z son isomorfos pues ambos grupos tienen seis elementos” (Dubinsky

et al., 1994, p. 274).

Respecto a las dificultades con el tratamiento de los topicos de clases laterales, grupo cociente y
normalidad, se observo que la falta de entendimiento del concepto de normalidad impidi6 a los
participantes pensar en las operaciones entre clases y grupos cociente en el caso no-conmutativo;
mientras que otros mostraron una confusion entre ese concepto (normalidad) y la conmutatividad.
Justamente, para los participantes no parecio ser clara la relacion entre la propiedad de que un

subgrupo sea normal y cudndo la operacion de clase lateral satisface las propiedades de grupo.

El problema central de la complejidad del entendimiento del Algebra Abstracta se debe, entre
otras cosas, a que la carrera matematica temprana para muchos estudiantes consiste en aprender
algoritmos para resolver problemas que ademas son repetitivos, teniendo ahora que enfrentarse a
un inesperado cambio de estilo matematico de aprender algoritmos a entender conceptos y la

complejidad general de los objetos (matematicos) implicados en el curso (Dubinsky et al., 1994).

Al respecto, Clark et al. (1997) sefialan que en la experiencia primaria con los cursos de
matematicas antes del Algebra Abstracta, posiblemente a excepcion de la geometria, los
estudiantes tienen poca experiencia pensando en los conceptos que subyacen a dichas reglas,
tratando con estructuras o probando teoremas, ya que la mayoria involucran la aplicacion de

reglas o procedimientos memorizados.

Con el objetivo de ayudar a los estudiantes, Dubinsky et al. (1994) proponen plantearles una
contradiccion desequilibrante entre una concepcion y la experiencia a través del trabajo en equipo
y actividades que involucren el uso de computadoras. Ademas ellos sugieren un disefio curricular
mas acorde con como la gente puede aprender matematicas; dicha estrategia curricular necesitaria

reemplazar la secuencia lineal tradicional.

Una continuacion de esta investigacion se detalla en Asiala, Dubinsky, Mathews, Morics y Oktag

(1997), donde se declara que la perspectiva teorica utilizada (APOE), resulta util para describir
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las construcciones mentales llevadas a cabo por los estudiantes en el aprendizaje de los
conceptos: clases laterales, normalidad y grupo cociente. Asimismo afirman que en los
estudiantes que siguieron una estrategia de ensefianza basada en APOE, se observd una mejoria

en el entendimiento de los conceptos de normalidad y clases laterales.

Por otra parte, Hazzan (1999) seiiala que a pesar de que los profesores son conscientes de la
importancia del aprendizaje del Algebra Abstracta, muchos de ellos han reportado dificultades
por parte de los estudiantes para entender las ideas que les tratan de comunicar; pese a sus
intentos por encontrar formas para ayudarlos a entender los conceptos y buscar formas relevantes

para introducir los temas a los estudiantes, la verdad es que la situacion parece cambiar poco.

La situacion anterior, de acuerdo con la explicaciéon de Hazzan, se debe a que los estudiantes se
enfrentan por primera vez a un curso donde se les pide tratar con conceptos los cuales son
introducidos abstractamente; por lo tanto, es de esperar que el nuevo estilo matematico de
presentacion conduzca a los estudiantes a adoptar estrategias mentales con las cuales puedan

hacer frente tanto al nuevo enfoque como al nuevo tipo de objetos matematicos.

Dubinsky (2001) hace hincapi¢ en “la importancia del algebra abstracta tanto dentro de las
matematicas y para aplicaciones de las matematicas” (p. 711); por ejemplo, dos areas importantes
donde el Algebra Abstracta es aplicada son la teoria de la codificacion y ciencias de la
computacion; y en Matematicas es de suma importancia, ya que los conceptos fundamentales
tales como grupo, anillo, campo, homomorfismo, kernel, isomorfismo, etc., se encuentran en

varios temas matematicos.

Ademas, el Algebra Abstracta, que suele ser considerada como un tratamiento abstracto de las
operaciones de la aritmética, por ejemplo, sumar, restar, multiplicar, dividir, etc., es en esencia,
abstracta. Aunque hay aspectos concretos, sin embargo, ellos no son tan importantes en la
materia como lo es su naturaleza abstracta. Por lo tanto, en un curso en esta area de las
matematicas es de suma importancia el hecho de que dicha naturaleza sea confrontada y no hay

otra opcion para los estudiantes si es que desean tener éxito en el curso (Dubinsky, 2001).

Dubinsky puntualiza que los conceptos con los cuales frecuentemente se tienen problemas son:
clases laterales de un grupo y algunas ideas relacionadas con el teorema de Lagrange, normalidad
y grupos cociente. Al respecto sefiala que la prueba del teorema de Lagrange asi como su

enunciado es muy dificil para los estudiantes. Ademas, muchos fracasan cuando se enfrentan a
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ideas tales como normalidad o a la construccién e identificacion de grupos cociente; un caso
analogo sucede con las profundas conexiones entre homomorfismos y grupos cociente, las cuales

resultan ser extrafias para muchos estudiantes.

En este apartado abrimos un paréntesis para referenciar el trabajo de Hazzan y Leron (1996),
quienes investigaron las formas en que los estudiantes usan los teoremas, en particular, el

teorema de Lagrange y su reciproco.

Una de las preguntas hechas a 113 estudiantes que cursaban la carrera de ciencias de la

computacion de una Universidad Israeli de alto rango fue la siguiente:

Un estudiante escribié en un examen “Z; es un subgrupo de Z,”. En tu opinion, jes este un

enunciado verdadero, parcialmente verdadero o falso? Por favor explica tu respuesta (Hazzan
& Leron, 1996, p. 25)
Los resultados indicaron que 73 estudiantes respondieron la pregunta incorrectamente, 20 de los

cuales respondieron (con algunas variaciones) la siguiente declaracion:

Z, es un subgrupo de Z por el Teorema de Lagrange, porque 3‘6 (Hazzan & Leron, 1996,
p. 25)

Los autores concluyen, entre otras cosas, que los estudiantes no solo confunden el Teorema de
Lagrange con su reciproco, sino que también usan una version incorrecta del enunciado del
reciproco. Ademas, la tendencia de los estudiantes a invocar dicho teorema puede ser explicado

por su inseguridad y por el tipo de preguntas que se les plantean.

Cerramos el paréntesis y hacemos referencia ahora al trabajo de Siu (2001, p. 541) donde ¢l
sefiala que a pesar de “la utilidad del Algebra Abstracta”, éste “no es el inico objeto para
justificar su ensefianza”. El enfoca su investigacion en dos puntos, la relevancia y la abstraccion.
De acuerdo con Siu, las dificultades en la ensefianza se deben a la falta de atencion en estos dos

puntos.

Al referirse a la relevancia no se restringe a la discusion de esta con relacion a las aplicaciones,
mas bien se refiere a “una relevancia mas amplia que incluye las experiencias previas de

aprendizaje del estudiante y al pasado historico” (Siu, 2001, p. 542).

En lo que respecta a la abstraccion, Siu (2001) se refiere a esta como “el punto fuerte que le da a

las matematicas su poder, a pesar de que causa angustia en muchos” (p. 545). El autor menciona
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que deberia verse como un reto mas bien que como algo que hay que evitar. Apoyando este
punto, retomamos las declaraciones de Carlson (2004, p. 296): “los estudiantes necesitan
aprender a trabajar en un nivel abstracto”; y Dubinsky (2001, p. 710): “no hay que evitar la
abstraccion, sino que es posible y mejor ayudar a nuestros estudiantes a aprender a pensar de

manera abstracta”.

1.1.2 ;Por qué interesarnos en el aprendizaje del Algebra Abstracta?

Hay un reconocimiento de la importancia del aprendizaje del Algebra Abstracta, no sélo en las
matematicas avanzadas (Topologia, Geometria Diferencial, etc.) sino también en otros campos
como la fisica, la quimica, las ciencias de la computacion, sélo por citar algunas (Hazzan, 1999).
Vemos que tal como lo sefiala Siu (2001): “el Algebra abstracta es util [...] sin embargo, sus

aplicaciones van mas alla de lo que un plan de estudios generalmente abarca” (p. 541).

En la investigacion de Dubinsky et al. (1994) se evidenciaron dos aspectos importantes del
porqué interesarse en lo que sucede con los estudiantes cuando aprenden topicos de Algebra
Abstracta, en particular de la Teoria de grupos en el contexto estadounidense. El primero es que
un gran porcentaje de ellos seran futuros maestros de matematicas, lo que nos lleva a interesarnos
aun mas por la actitud (negativa) desarrollada por los estudiantes hacia la abstraccion
matematica; el segundo aspecto, no menos significativo, tiene que ver precisamente con la
abstraccion, siendo esta de suma importancia en las matematicas, en particular en el Algebra

Abstracta.

Es conveniente afiadir lo que menciona Dubinsky (2001) sobre la formaciéon del profesor. El
seflala que algunos maestros desarrollan miedo y odio por la abstraccion como resultado de su
curso de Algebra Abstracta; si un profesor se ha formado con esa vision, ;qué se puede esperar

de su desempeiio en clase? y ante esto, ;qué propuestas existen al respecto?

Hasta ahora hemos visto y seguiremos observando como las investigaciones llevadas a cabo
dentro del campo de la didactica de Algebra Abstracta han centrado su interés en el aprendizaje
de ciertos conceptos en esta drea de las matematicas. También, algunas de esas investigaciones se
han interesado en la ensefianza de esos conceptos; de esa manera, se han sugerido algunas ideas

que pudieran contribuir a mejorar la ensefianza del Algebra Abstracta.
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Todo parece indicar que la comprension de los estudiantes en esta area de las matematicas suele
ser reducida. Aunado a ello el desdnimo en que se ven envueltos los estudiantes, hace que ellos se

aparten de las matematicas abstractas y en particular, del Algebra Abstracta.

La situacion planteada en el parrafo anterior ha llevado a algunos investigadores a concluir que
“habria que modificar las formas de ensefianza” (Mena, 2011, p. 100). Dubinsky y Leron (1995)
y Dubinsky (2001) aluden a algo semejante a lo que proponen Dubinsky, Dautermann, Leron y
Zazkis (1994) y que consiste en reemplazar el método tradicional de ensefianza por aquellos
métodos interactivos que involucran el uso de computadoras, siendo su principal herramienta la
programacion el ISETL (Interactive Set Language), asi como el aprendizaje cooperativo, donde
los estudiantes construyen, por ellos mismos y a través de las discusiones en equipo, conceptos

matematicos y resuelven problemas.

Clark et al. (1997) sefialan un aspecto importante que esta relacionado con el problema existente
en el primer curso de Algebra Abstracta, el cual radica en que los instructores frecuentemente no
toman en cuenta la necesidad de asignar un tiempo adecuado para que los estudiantes reflexionen
sobre la materia nueva. Ademas, ellos se cuestionan respecto a cuando la actitud de los
estudiantes hacia las matematicas en general y el Algebra Abstracta en particular, mejorara como
resultado de un nuevo tratamiento instruccional, puesto que es claro que las actitudes de los
estudiantes estan influenciadas en gran medida por el éxito que ellos mismos perciben tener en el

aprendizaje de los contenidos del curso.

Carlson (2004) puntualiza la necesidad de tomar en cuenta factores que puedan afectar la
motivacion de los estudiantes hacia las matematicas superiores, en particular en lo que se refiere
al Algebra superior, ya que dichos factores juegan un papel importante en aprendizaje. Por
ejemplo, uno que afecta motivacionalmente a los estudiantes es la percepcion comun de que el
Algebra Abstracta no tiene una aplicacion practica, por lo que al ofrecerse como optativa, se

tiende a evitarla.

Finalmente, Carlson (2004) cita otros factores que pueden motivar a los estudiantes
positivamente; éstos incluyen la belleza, poder y frecuentemente la utilidad de las matematicas
mismas. Se tienen, por ejemplo, los factores individuales, los cuales involucran: la curiosidad
intelectual del estudiante, las experiencias previas de aprendizaje, la respuesta positiva al desafio,

y el deseo de obtener buenas calificaciones, solo por citar algunos. El autor agrega que también



Sobre el problema de investigacion y antecedentes

es importante fijar la atencion en los factores de grupo y los culturales; de igual importancia son
los factores pedagdgicos, los cuales pueden incluir el uso de la tecnologia, aprendizaje

colaborativo, etc.

1.1.3 Investigaciones en el aprendizaje de Teoria de Grupos

El Algebra abstracta en general, y la teoria de grupos en particular presenta un serio problema
educativo (Dubinsky, Dautermann, Leron & Zazkis, 1994, p. 268)
Las investigaciones que consideramos en este apartado dan cuenta de como los estudiantes
aprenden ciertos conceptos especificos y las dificultades para la comprensiéon de dichos
conceptos en la Teoria de Grupos, que surgen de la naturaleza abstracta de los objetos
involucrados (Dubinsky, Dautermann, Leron & Zazkis, 1994; Hazzan & Leron, 1996; Hazzan,

1999).

Lajoie (2001) sefiala que el aprendizaje de la Teoria de Grupos en los cursos de Algebra
Abstracta es a menudo débil y fragmentado. A pesar de ello, hay poca literatura de investigacion
en Educacion Matematica que ha sido dirigida hacia la ensefianza y el aprendizaje del Algebra
Abstracta (Hazzan, 1999); respecto a este asunto, Lajoie (2001) considera que “el poco interés en
los problemas en la ensefianza y el aprendizaje del algebra abstracta puede deberse a que la
cantidad de poblacion afectada es mucho menor que la de otros dominios como el célculo y el

algebra lineal” (p. 384).

Por otra parte, desde la perspectiva teorica de reduccion del nivel de abstraccion, Hazzan (1999)
examino el entendimiento de estudiantes universitarios con relacion a conceptos especificos del
Algebra Abstracta: grupos, subgrupos, clases laterales, el Teorema de Lagrange y grupos
cociente. De acuerdo con la autora, muchas respuestas y concepciones de los estudiantes pueden
ser atribuidas a su tendencia por trabajar en un nivel de abstraccion inferior (de manera
inconsciente) que aquel en el cual los conceptos se introducen en clase; con el objetivo de

hacerlos mentalmente accesibles (Hazzan, 2001; Hazzan & Zazkis, 2005).
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El proceso mental de reduccion del nivel de abstraccion indica que los estudiantes
encuentran maneras de lidiar con los nuevos conceptos que aprenden. Hacen estos
conceptos mentalmente accesibles, de esa forma, los estudiantes llegan a ser capaces
de pensarlos y manejarlos cognitivamente (Hazzan, 1999, p. 75).

De acuerdo con Hazzan (1999), el tema de reduccién de abstraccion se basa en tres
interpretaciones para los niveles de abstraccion, las cuales no son independientes ni mucho

menos agotan todas las interpretaciones posibles de abstraccion:

1. Nivel de abstraccion como la cualidad de relaciones entre el objeto de pensamiento
y la persona pensante

2. Nivel de abstraccion como reflexion de la dualidad proceso-objeto

3. Nivel de abstraccion como el grado de complejidad del concepto matematico de
pensamiento

(Hazzan, 1999, p. 75).

En conclusion, Hazzan sefiala que el nivel de abstraccion en el cual los conceptos de Algebra
Abstracta son usualmente presentados a los estudiantes en las clases, y la falta de tiempo para
actividades que puedan ayudarles a comprender esos conceptos, pueden llevar al fracaso de los
estudiantes al construir objetos mentales para las nuevas ideas y en asimilarlas con su
conocimiento existente. Por lo tanto, “reducir el nivel de abstraccion les permite basar su
entendimiento sobre el conocimiento actual, y proceder hacia la construcciéon mental de

conceptos matematicos concebidos sobre un nivel superior de abstraccion” (Hazzan, 1999, p. 84).

En un caso especifico, desde la perspectiva de reduccion del nivel de abstraccion, Hazzan (2001)
analizo los procesos mentales de estudiantes universitarios al realizar la tarea de llenar una tabla
de operacion para cuatro elementos (a, b, ¢, d) de tal manera que dicha tabla representara un

grupo de orden cuatro.

La autora identifico tres formas por las cuales los estudiantes reducen el nivel de abstraccion

cuando construyen la tabla:

* Retroceder a estructuras matemdaticas familiares. Algunos estudiantes tienden a creer que
el tinico elemento en un grupo el cual es su propio inverso, es el elemento identidad del

grupo, dicha creencia no les permite completar la tabla de operacion.

En lugar de pensar en un grupo general, los estudiantes tienden a pensar en nimeros (entidades

matematicas que les son familiares), los cuales son objetos matematicos concretos para ellos.
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* Uso de procedimientos canonicos. Los estudiantes encuentran suficiente el procedimiento
canoénico para llenar la tabla; algunos de ellos admiten no entender como o por qué su uso
es apropiado para encontrar la solucion. En una tabla de operacion de grupo, todos los
elementos del grupo aparecen en cada renglon y en cada columna. Eso implica que cada
elemento aparece exactamente una vez en cada renglon y exactamente una vez en cada

columna.

Esta situacién se considera como reduccion del nivel de abstraccion porque los estudiantes
ignoran la naturaleza matematica de los conceptos involucrados en el problema y lo resuelven
meramente por aplicaciéon de operaciones sobre esos conceptos. Asi, los estudiantes pueden
ejecutar algin procedimiento automaticamente, sin necesariamente entender las ideas

matematicas detras del procedimiento o su adecuacion a la solucidon del problema en cuestion.

* Adoptar una perspectiva local. Los argumentos de los estudiantes sobre grupos son

reemplazados con argumentos sobre los elementos del grupo.

Se dice que los estudiantes reducen el nivel de abstraccion cuando prefieren manipular
mentalmente elementos en lugar de trabajar con el conjunto; es posible que esta seleccion se haga
inconscientemente. Por ejemplo, en este caso, en lugar de argumentar que “ya que hay sé6lo dos
grupos de orden cuatro, el grupo requerido deberia ser isomorfo a alguno de esos grupos”
(Hazzan, 2001, p. 170), los estudiantes prefieren manipular mentalmente elementos, por ejemplo
al preguntarse sobre cudl deberia ser el elemento identidad, cudl deberia ser el inverso de cierto

elemento o donde colocar cierto elemento.

La autora sugiere que a partir de dichos resultados sean tomadas en cuenta las estrategias
mentales que pueden llevar a cabo los estudiantes cuando se enfrentan a problemas de Algebra

Abstracta, ademas de disefiar actividades apropiadas para ellos.

Otras investigaciones tales como la de Brown, DeVries, Dubinsky y Thomas (1997) indagan
sobre el entendimiento de los estudiantes respecto las estructuras bésicas del Algebra Abstracta,
en particular sobre los conceptos: operaciones binarias, grupos y subgrupos. La ya citada
investigacion de Asiala, Dubinsky, Mathews, Morics y Oktag (1997) se enfoco en el
entendimiento de los estudiantes sobre el uso de las estructuras abstractas para construir otras
estructuras, tales como clases laterales, normalidad y grupo cociente. Ambas investigaciones se

realizaron desde la perspectiva tedrica APOE.

10
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Otro topico dentro de la Teoria de Grupos que ha sido objeto de investigacion es el de grupo
ciclico. Lajoie y Mura (2001) evidenciaron dificultades que los estudiantes tienen con dicho

concepto.

Los resultados mostraron que los estudiantes participantes tuvieron dificultades al recordar lo que
es un grupo ciclico; “todos ellos asociaron dicho concepto con un ciclo o una permutacion

ciclica, asi como la idea de volver al punto o elemento de partida” (Lajoie & Mura, 2000, p. 29).

Estas ideas de los estudiantes los condujeron a pensar, por ejemplo, que un grupo ciclico es
finito, rechazando en toda instancia a un grupo ciclico infinito, y por otra parte, en caso de
proponer una definicion correcta de un grupo ciclico como un grupo en el cual un elemento

genera a todos los demas, por "potencias" ellos se referian inicamente a las potencias positivas.

Ademas, la interpretacion de los términos “ciclico” o “ciclo” como algo que debe volver a la
identidad o al elemento inicial llevo a los estudiantes a imaginar el grupo de elementos ordenados
en una secuencia circular o vinculado por algun tipo de funcion que mapea cada elemento con el
siguiente y el Ultimo con el primero; mientras que otros estudiantes conservaron el significado
cotidiano sobre la idea de ir a lo largo del ciclo repetidamente. Ante esta situacion, las autoras
sugieren que el origen de las dificultades observadas yace en buena parte en la tendencia de los
estudiantes en relacionar el significado ordinario del adjetivo “ciclico” y el sustantivo “ciclo” con
el objetivo de dar sentido al término “grupo ciclico”; podemos observar entonces una tendencia

en reducir el nuevo concepto que no es familiar a otro que si lo es.

Lajoie y Mura instan a ser conscientes de las limitaciones de los modelos intuitivos, no
desacreditando su papel esencial en el proceso de aprendizaje y su utilidad como herramientas
heuristicas una vez establecidas las definiciones formales, para garantizar un uso adecuado de

tales herramientas.

Finalmente, referenciamos el trabajo de Findell (2002) donde se analizan las formas en que una
estudiante uso las tablas de operacion para apoyar su razonamiento sobre los conceptos de grupo,
subgrupo, asi como operaciones binarias y sus propiedades. La investigacion da evidencia de
como la estudiante basé su razonamiento muy fuertemente apoyada en los aspectos visuales de la

tabla de grupo, mas que en la reflexion sobre la operacion binaria involucrada.

Se dice que las tablas de operacion sirvieron para mediar la abstraccion en el sentido de que el

trabajar con una representacion concreta permitio acceder a los objetos abstractos y sus

11
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propiedades. Asi, una tabla de operacion de grupo hace al grupo mas concreto al hacer los

aspectos de su forma directamente visible.

A partir de la apariencia de las tablas y del proceso de renombrar y reordenar los elementos en
esas tablas, la estudiante reconocid isomorfismos entre varios grupos de orden cuatro,

conjeturando que sélo hay dos de esos grupos (salvo isomorfismo).

Los resultados de esta investigacién mostraron que las tablas de operacion pueden jugar un papel
metaforico importante en el pensamiento de los estudiantes sobre Teoria de Grupos debido al
soporte conceptual que la metafora puede proveer; sin embargo, el autor insta a tomar en cuenta

sus limitaciones.

1.1.4 Investigaciones relacionadas con el concepto Isomorfismo de

Grupos

La naturaleza misma de las matematicas ha sido la causa de muchas dificultades, tanto para la
ensefanza de los conceptos (por parte del profesor), como para su aprendizaje (por parte de los

estudiantes).

El profesor de matematicas puede disefar sus clases considerando una secuencia de definiciones,
teoremas y sus demostraciones, continuar definiendo nuevos conceptos y probando nuevos
teoremas y asi sucesivamente. El profesor puede asumir que de esa manera el estudiante adquiere
el significado del concepto, sin embargo, estaremos de acuerdo en sefialar que conocer una
definicién no garantiza su entendimiento. La evidencia sugiere que en la ensefianza deberian
tomarse en cuenta los procesos psicologicos de adquisicion del concepto y el razonamiento
logico.

Hemos visto de manera general que para el estudiante resulta complicado el tratamiento de su
primer curso de Algebra Abstracta; para la mayoria de ellos es su primer encuentro con un
tratamiento axiomatico de matematicas; en particular, se ha sefialado que el aprendizaje de la
Teoria de Grupos presenta un problema educativo serio. El fracaso de la mayoria de los
estudiantes al abordar dichos contenidos es significativo; ello ha motivado el estudio por parte de

diversos investigadores, entre ellos de los del grupo RUMEC (Research in Undergraduate

12
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Mathematics Education Comunity) liderado por Ed Dubinsky, quienes se han interesado en
describir las estructuras mentales (Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas) construidas por los
estudiantes respecto a algunos conceptos de la Teoria de Grupos, tales como: grupos, subgrupos,

clases laterales, normalidad y grupo cociente.

Dentro de la propia matematica es indiscutible la importancia del concepto isomorfismo, no solo
en la Teoria de grupos, sino también por su relevancia en otras estructuras, tales como: anillos,
campos, modulos, espacios vectoriales, entre otras. A pesar de la importancia tanto dentro como
fuera de las matematicas, existen pocas investigaciones que involucran al concepto en cuestion, y
solo en algunas de ellas, las dificultades han sido objeto de estudio (Lajoie, 2001). De hecho, el
interés en la investigacion de las dificultades referentes al Algebra Abstracta, en particular en la

Teoria de Grupos, es relativamente reciente (Nardi, 2000).

Debido a los problemas de los estudiantes para entender el concepto de isomorfismo de grupos,
Thrash y Walls (1991) sugieren una estrategia de enseflanza basada principalmente en la
manipulacion de tablas de grupos (de orden pequefio). Los autores afirman que trabajar en ese
contexto permite a los estudiantes adquirir algunas habilidades concretas para mejorar su
capacidad para trabajar y manipular grupos, ya que hay muchas cosas que los estudiantes pueden

realizar mediante la utilizacién de tablas de Cayley.

Thrash y Walls proponen problemas y ejercicios que, segin ellos, permitiran a los estudiantes
comprender casi desde el principio el concepto de isomorfismo de grupos; ademas de facilitar el

entendimiento de los conceptos de subgrupos y grupos cocientes.

Por su parte, Leron, Hazzan y Zazkis (1995) se interesaron en estudiar como los estudiantes

universitarios en su primer curso de Algebra Abstracta aprenden el concepto de isomorfismo de

(3 (13

grupos. Discuten sobre la distincion entre la version “ingenua” y la definicion “formal” de
isomorfismo. La primera estd mas relacionada con la intuicion; la segunda, involucra la
construccion del concepto funcion e isomorfismo como objeto, es decir, mucho mas dificil de

construir.

Haciendo énfasis en la diferencia senalada en ¢l parrafo anterior, se tiene que, informalmente, dos
b b
grupos son isomorfos si ellos son “el mismo excepto por la notacion” (Leron, Hazzan & Zazkis,
. . Visic i u ualqui u
1995, p. 154). Desde esta vision, al considerar un grupo G cualquiera y renombrar sus elementos

asi como su operacion, se obtiene una copia isomorfa del mismo grupo, el grupo G’

13
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(correspondencia implicita) ; mientras que, la definicién formal sefala que: “un isomorfismo de

un grupo (G,O) a un grupo (G’,O’) es una funcién funo a uno de G sobre G',que satisface

f (a Ob)= f (a)O’ f (b) para todo a,ben G (funcidn explicita). Dos grupos son isomorfos si existe

un isomorfismo de uno al otro” (Leron, Hazzan & Zazkis, 1995, p. 154).

De acuerdo con Leron, Hazzan y Zazkis (1995), el significado de isomorfismo en cualquiera de
las dos interpretaciones anteriores, “preserva la estructura de grupo” (p. 155), es decir conserva

todas sus propiedades abstractas (su cardinalidad y su operacion).

A continuaciéon se mencionan algunas caracteristicas influyentes en los resultados de la

investigacion a la que hemos estado haciendo referencia:

* EI empleo de un método de ensefianza no tradicional que involucra el uso de
computadoras (programacién en ISETL) y el trabajo en equipo.
* Introduccion temprana del concepto isomorfismo usando la idea intuitiva.
* Presentacion final de la definicion formal y discusion de su relacion con la version
intuitiva.
Los resultados en la investigacion de Leron, Hazzan y Zazkis evidenciaron los siguientes

aspectos:

i) Para determinar cuando dos grupos dados son isomorfos, el proceder de los
estudiantes fue calcular el orden de sus elementos (order type). Tal procedimiento,
aunque puede servir para mostrar que dos grupos no son isomorfos, el problema surge
al concluir que si los elementos son del mismo orden implica que los grupos son

isomorfos.

Los autores hacen referencia a algunos procesos mentales que pueden dar cuenta del fendémeno

antes mencionado:

* EI papel de los nimeros naturales. Puesto que los numeros son un tipo de objeto
matematico que sin duda los estudiantes han logrado construir; ello pudiera motivar la
preferencia por aquellas propiedades de grupo que hagan referencia a un lenguaje familiar

(que involucra niimeros) y dejar de lado otras.
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* La experiencia que han tenido los estudiantes con grupos de orden pequefio y que
efectivamente, igual orden de los elementos de los respectivos grupos determinan
isomorfismo.

* Una confusion de los estudiantes entre una proposicion y su reciproco.

Al respecto, Lajoie (2000, pp. 147-148) anade que los errores cometidos por los estudiantes
pueden ser explicados por el hecho de que estos “parecidos” resultan relativamente faciles de
identificar entre dos grupos porque no requieren de una particular atencion sobre las estructuras.

Ademas, ellos generalmente requieren del uso de procedimientos canénicos (Hazzan, 1999).

ii) Cuando los estudiantes llevan a cabo tareas que involucran isomorfismo y que
implican la eleccion de una secuencia de propiedades (normalmente son elegidas
aquellas que son consideradas como simples), sus elecciones dependen del “tipo” de
tarea (que involucra grupos en general vs. grupos especificos) y del tipo de

complejidad involucrada (sintactica vs. de calculo).

En la investigacion, los resultados mostraron que, para las tareas que involucraban cuestiones
referentes a grupos en general, por ejemplo cuando se les preguntd, ;qué propiedades son
preservadas bajo isomorfismo?, hubo preferencia por parte de los estudiantes por enlistar
propiedades las cuales son sintdcticamente simples, de entre ellas la conmutatividad; mientras
que en las tareas que involucraban cuestiones sobre grupos especificos, hubo mayor preferencia

por aquellas propiedades que requieren de calculos simples, como el del orden de los elementos.

iii) Los estudiantes presentaron algtn tipo de bloqueo o estancamiento en el tipo de tareas
en que se les pedia construir un isomorfismo entre grupos especificos, lo cual es visto
por los investigadores como un caso especial del fendémeno general de la necesidad

por los procedimientos canénicos.

Tomando en cuenta la presencia del cuantificador existencial involucrado en la definicion: existe
una funcion, el fendbmeno antes mencionado es comprensible y aceptable si se considera la
vivencia de los estudiantes en niveles anteriores, donde han tenido mayor experiencia con

procesos que involucran calculos mas que con la existencia de objetos abstractos.

iv) Se identificaron expresiones usadas por los estudiantes al tratar con los conceptos de

cuantificador existencial y de funcionde Ga G'.
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Segun los autores, dichas expresiones corresponden a diferentes niveles de desarrollo de
concepcion, mismas que muestran diversos grados de personificacion y localizacion en su
lenguaje; por ejemplo “puedo encontrar una funcion que manda cada elemento de G a cada

2]

elemento de G'” vs. “existe una funcionde G a G'”.

Finalmente, Leron, Hazzan y Zazkis (1995) apoyan la idea de introducir un tépico complejo a
través de su version “ingenua”, sefialando que para el objeto matematico en cuestion, la relacion
de “ser isomorfo” es mucho mas simple de formular y aprender que el “objeto de isomorfismo”;
de esta manera, proponen invertir el orden que en la ensefianza frecuentemente se sigue respecto

a homomorfismo, luego isomorfismo, arribando a grupos isomorfos.

Desde otra vision, Weber (2002) enfatiza la importancia de la construccion de pruebas
(demostraciones) como una herramienta crucial en las matematicas avanzadas, asi mismo, sefiala

que la mayoria de los estudiantes carecen de esta habilidad.

En particular, la investigacion de Weber se enfocd en las dificultades que ocho estudiantes
presentaron en la construccion de pruebas relacionadas con isomorfismo de grupos. Weber
describe dos diferentes tipos de pruebas, basadas en los dos tipos de entendimiento que se
describen mas adelante: la prueba instrumental que se refiere a la prueba en la cual uno hace uso
principalmente de definiciones y manipulaciones légicas, y la prueba relacional como aquella en
la cual uno hace uso de su entendimiento intuitivo de un concepto como base para construir un

argumento formal.

Desde este punto de vista, en el contexto de isomorfismo de grupos, un individuo con un
entendimiento instrumental de dicho concepto deberia saber que dos grupos G y H son isomorfos
si existe un homomorfismo biyectivo f de G a H, tener conocimiento de los teoremas basicos
asociados con isomorfismo de grupos y ser capaz de aplicar esos teoremas; mientras que un
individuo con un entendimiento relacional del concepto en cuestion puede reconocer que los

grupos isomorfos son esencialmente el mismo y que uno es simplemente una re-etiqueta del otro.

Para el caso particular de probar que dos grupos son o no isomorfos, una prueba instrumental
consistiria en la construccion de un homomorfismo biyectivo entre los grupos o argumentando
que no hay un mapeo biyectivo entre ellos, respectivamente; por otra parte, una prueba relacional
consistiria en determinar primero si los grupos en cuestion son esencialmente el mismo y

posteriormente formalizar ese razonamiento intuitivo.
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Los resultados de Weber evidenciaron que la mayoria de los estudiantes universitarios que
participaron en dicha investigacion fallaron al construir pruebas a pesar de tener un conocimiento
instrumental requerido para hacerlo, evidencidndose asi que poseer un entendimiento
instrumental de un concepto matematico no implica que se puedan probar efectivamente

enunciados sobre ese concepto.

Por otra parte, la forma de proceder de los estudiantes de doctorado que participaron en la
investigacion de Weber fue probar que dos grupos eran isomorfos mostrando que fuesen “el
mismo” y para el caso en que no eran isomorfos, casi siempre intentaron encontrar una propiedad
estructural presente en un grupo y ausente en el otro; rara vez emplearon la definicion de grupos

isomorfos.

El autor sugiere que para que los estudiantes construyan un mejor entendimiento relacional de
isomorfismo de grupos deberian presentarseles ejemplos cuidadosamente seleccionados de
grupos isomorfos y grupos no isomorfos; posteriormente, una vez que los estudiantes hayan
entendido la esencia de ese concepto, posiblemente puedan generar para si mismos una

definicion.

En definitiva, a pesar de reconocer el papel importante que juegan las definiciones formales en
las matematicas avanzadas; la investigacion de Weber dio evidencia de como los estudiantes con
experiencia fuerte en la logica no pueden probar adecuadamente trabajando con las definiciones y

teoremas si ellos no usan su entendimiento relacional (entendimiento intuitivo).

Otra de las investigaciones pertenecientes al area de las matematicas a la que hemos estado
haciendo referencia es la de Nardi (2000). La autora identificod y exploré las dificultades de los
estudiantes de matematicas en su encuentro con la abstraccion matematica. De manera particular,
la autora se enfoc6 en el aprendizaje de los conceptos de clase lateral, orden de un elemento y el

primer teorema de isomorfismo.
Los resultados presentados por Nardi dan evidencia de las siguientes dificultades:

* Dificultades conceptuales (dualidad estatica y operacional) y lingiiisticas (abreviacién

usada del término) con el orden de un elemento (\ g|), generador (< g>) y la operacion del

grupo.

Dichas dificultades parecen tener su origen en:
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- La falta de claridad en la concepcion de “orden” de un elemento.

- La dualidad resultado de la definicion de \ g‘ y el teorema ‘ g‘ = ‘< g> , ya que el orden de un

elemento es un concepto que contiene tanto una caracteristica estatica de < g> (el nimero

de sus elementos) y la informacion acerca del proceso de obtener esos elementos (cuantas

veces es necesario tomar las potencias de g a fin de cubrir < g>).

- El uso de expresiones como ‘“veces” y “potencias de” vagamente y en ocasiones

intercambiablemente para generar < g>.

* Dar significado al concepto de clase lateral a partir de los usos ambivalentes de imagenes

metaforicas.

Al igual que en el caso de la nocion de orden de un elemento, con las clases laterales se
presento la insistencia de otorgar significado a los conceptos; dicho acto se caracterizd por
una tendencia a usar imagenes de figuras geométricas regulares a fin de construir una imagen
mental del nuevo concepto involucrado (clases de equivalencia como lineas rectas paralelas y

cuadrados como clases laterales).
* Dificultades conceptuales con el primer teorema de isomorfismo para grupos.

Ante las dificultades presentadas en su investigacion, Nardi sefiala que descomponer el
teorema en sus elementos constituyentes es una herramienta potencialmente util para

favorecer su aprendizaje.

La autora concuerda con Leron, Hazzan y Zazkis (1995) en que “el concepto de isomorfismo es
una expresion formal de muchas ideas generales acerca de similaridad y diferencia, en particular,
la idea de que dos cosas diferentes pueden ser vistas como similares bajo un apropiado acto de
abstraccion” (p. 171); este problema tiene su origen justamente en la dificultad de los estudiantes

para entender la relacién que un isomorfismo de grupos define.

Una investigacion que da cuenta de las dificultades de las y los estudiantes universitarios en el
estudio de los conceptos de grupo, subgrupo e isomorfismo de grupos fue el trabajo llevado a
cabo por Lajoie (2001)', donde la autora sefiala que existe evidencia informal de que el primer

curso de Algebra Abstracta genera un disgusto por parte de los estudiantes hacia las mateméticas

LRl trabajo de Lajoie (2001) forma parte de una investigacion mas amplia, Lajoie (2000), donde se estudiaron las dificultades que
tienen los estudiantes universitarios con los conceptos de grupo, subgrupo, grupo ciclico e isomorfismo de grupos.
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abstractas. Al igual que los investigadores anteriormente citados, Lajoie declara que a pesar de la
atencion puesta a la ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas en el nivel universitario, ha
habido poco interés hacia el Algebra Abstracta; por lo tanto, para Lajoie es importante aprender a
profundidad lo que los estudiantes encuentran dificil o poco atrayente de esta area de las

matematicas.

En su investigacion doctoral, Lajoie (2000) observod que algunos estudiantes son incapaces de
pensar significativamente sobre las relaciones entre conceptos y no tienen claras las definiciones.
La autora detectd cinco dificultades fundamentales en los estudiantes con el tratamiento del

concepto isomorfismo de grupos:

- Dificultad en considerar que los grupos isomorfos son grupos similares, la interpretacion
que le dan los expertos.

- Dificultad para mostrar formalmente que dos grupos son isomorfos.

- Dificultad en considerar posible mas de un isomorfismo entre dos grupos isomorfos.

- Dificultad para ver al isomorfismo a la vez como una relacion de equivalencia y como una
correspondencia particular entre dos grupos isomorfos.

- Dificultad en reconocer una utilidad al concepto de isomorfismo en Algebra.

La autora senala que, en la raiz de las dificultades relacionadas con el aprendizaje de la teoria
elemental de grupos, hay ciertas componentes de las imdagenes conceptuales (de los
procedimientos, de las definiciones) de los estudiantes, que entran en conflicto con las
definiciones formales pero que son validas en ciertos contextos, lo cual los hace dificiles de

cambiar.

Desde otra vision, Larsen (2009) investigd como los estudiantes pueden llegar a entender la teoria
abstracta de grupos, en particular el concepto de grupo e isomorfismo, mediante la exploracion de

las simetrias de una figura geométrica (triangulo equilatero).

Respecto al concepto de isomorfismo, la investigacion de Larsen da cuenta de las dificultades
encontradas en un par de estudiantes, por una parte, respecto a las ideas intuitivas para construir
un procedimiento para determinar cuando dos grupos son esencialmente el mismo. Dichas

dificultades estan estrechamente relacionadas con los aspectos siguientes:

* Una definicién limitada, por parte de las estudiantes, sobre grupos equivalentes.

* El tipo de tareas presentadas.
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- Las diversas interpretaciones dadas a una misma cuestion.

- Empleo de tablas para representar a los grupos.

- El uso de un mismo conjunto de simbolos para representar a los grupos.

- Trabajar con grupos en general vs. grupos especificos (que son familiares).

- Trabajar con grupos de orden finito vs. grupos de orden infinito.

Por otra parte, se presentaron algunas dificultades en la construccion de la definicion formal; por
ejemplo, formular la definicion de isomorfismo en términos de funcion biyectiva resultd natural a
las estudiantes, sin embargo, la propiedad requerida de un isomorfismo, la preservacion de la

operacion, no surgio facilmente; no obstante, implicitamente hicieron uso de ella.

Recientemente, Mena (2011) llevo a cabo una investigacion basada en la teoria APOE; ¢l se

intereso en el siguiente teorema de isomorfismo:

Sean G,G'gruposy f :G — G' un homomorfismo de grupos de niicleo N( f)e imagen

Im( /) . Entonces finduce un isomorfismo f de GIN(f) a Im(f),i. e, G/N(f)=1Im(f)

La esencia de la demostracion del teorema estd en que el isomorfismo implicado sea bien

definido; sin embargo, Mena sefiala que probar que la funcion f esta bien definida es, para el
alumno, mas dificil de abordar que demostrar que ella es un morfismo e incluso probar que es
una biyeccion. Incluso, es comun que el estudiante no vea la necesidad de probar que la funcion

que se define naturalmente estd bien definida.

La propuesta de Mena se baséd en el disefio de una descomposicion genética del teorema del
isomorfismo, con la finalidad de apoyar la reflexion sobre su aprendizaje, también con el fin de

especificar un modelo cognitivo en el cual se puedan sustentar propuestas de ensefianza.

A grandes rasgos, la descomposicion genética del teorema del isomorfismo de grupos propuesta,
pasa por la separacion del teorema en dos etapas: una que se refiere a su aspecto conjuntistico
(sin estructura algebraica inmersa) y otra que se ocupa del aspecto de Teoria de Grupos. Este
planteamiento parte de la afirmacion que para los estudiantes es mas sencillo trabajar sobre la

version conjuntistica de dicho teorema que en su version que aparece en la Teoria de Grupos.
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1.2 Problema de investigacion

La literatura en el campo de la ensefianza y el aprendizaje del Algebra Abstracta es reducida en

comparacion con la cantidad de trabajos existentes en otras areas de las matematicas.

La revision de una considerable cantidad de tal literatura nos permite constatar que, en efecto, el
aprendizaje del Algebra Abstracta da lugar a dificultades en los estudiantes, siendo estas de
diversa indole. Sin embargo, tales dificultades han sido detectadas sin que en varios de esos

trabajos se hayan ocupado especificamente sobre el estudio de ellas (Lajoie, 2000).

Ademas, destacamos el hecho de que algunas de esas investigaciones se han llevado a cabo
considerando un tipo de ensefianza no tradicional, donde se ha utilizado principalmente el
lenguaje de programacion ISETL; sin oposicion a esta propuesta, consideramos que, en nuestro
caso, donde generalmente predomina el tipo de ensefianza tradicional, es indispensable hacer una

exploracion profunda de las dificultades en este contexto.

El primer contacto que tienen los estudiantes con el Algebra Abstracta, también conocida como
Algebra Moderna, es en el Nivel Superior y consiste en el estudio de estructuras algebraicas; de
manera particular, en un curso de Algebra Moderna I, se pone énfasis en el estudio de los
elementos de la Teoria de Grupos, donde precisamente se ubica el objeto matematico

isomorfismo de grupos, topico de interés en nuestra investigacion.

Existe evidencia de que en un primer acercamiento al Algebra Abstracta algunos estudiantes
llegan a perder interés por las matematicas e incluso desarrollan un sentimiento de temor hacia
ellas. Esto quizéd se deba a que los estudiantes tienen que lidiar desde el principio y de manera
permanente durante todo el curso, con conceptos abstractos y con la nula percepcion de una

aplicacion practica, entre otras cosas.

Hemos visto, en la revision de los trabajos, provenientes principalmente de paises como Estados
Unidos, Canada e Israel, entre otros, los problemas a los que se enfrentan los estudiantes al
abordar ciertos conceptos de la teoria de grupos, tales como: grupo, subgrupo, clases laterales,

normalidad, grupos cociente, grupo ciclico; todos ellos indagados desde diferentes enfoques
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tedricos. Algunos de estos estudios dirigen su atencion hacia la propuesta de métodos de

ensefianza y otros mas hacia el aprendizaje y el entendimiento en Algebra Abstracta.

En este trabajo hemos querido iniciar un estudio de las dificultades en estudiantes universitarios

en relacion con el entendimiento del concepto isomorfismo de grupos.

Con dicho problema en mira, en esta investigacion se pretende estudiar las dificultades
presentadas por un grupo de estudiantes universitarios quienes hayan concluido un curso de
Algebra Moderna I; dicha indagacion se basa principalmente en la identificacion y explicacion de
aquellas dificultades que se presentan cuando la imagen del concepto de isomorfismo de grupos,
que los estudiantes han desarrollado, entra en conflicto con la definicion del concepto (Tall

&Vinner, 1981).

Desde esta postura tedrica se pone de manifiesto que no podemos esperar que los estudiantes
aprendan un concepto con la simple presentacion de su definiciéon formal; reconociendo de esta
manera que resulta primordial dentro del proceso ensefianza-aprendizaje, tomar en cuenta la

estructura cognoscitiva del estudiante.

Como se ha sefialado antes, hemos considerado esta investigaciéon como un primer acercamiento
al estudio de dificultades de los estudiantes con el entendimiento del concepto isomorfismo de
grupos en el contexto especifico mencionado; los resultados reportados no tratan de generalizar
que tales dificultades se presentan en todos los estudiantes y en cualquier clase de Algebra
Moderna. Tomando en cuenta las caracteristicas de la poblacion de estudiantes participantes es
que podemos sefialar que nuestra contribucion con la deteccion de dichas dificultades consistiria
en la aportacion de elementos importantes no s6lo como referencia para su mejora, sino también

para pensar en disefios de estrategias de ensefianza y actividades para los estudiantes.

1.3 Objetivo y preguntas de investigacion

El interés por estudiar las dificultades con el entendimiento del concepto isomorfismo de grupos
se debe, entre otras cosas, a una experiencia como estudiante. Fue interesante observar como los
estudiantes, en su mayoria, presentan problemas en su curso de Algebra Abstracta (Algebra

Moderna); en particular, en la Teoria de Grupos, el concepto de isomorfismo se vuelve complejo.
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Respecto al concepto en cuestion, algunas investigaciones como la de Leron, Hazzan y Zazkis
(1995) dan cuenta de como los estudiantes aprenden el concepto de isomorfismo de grupos en su
primer curso de Algebra Abstracta; Thrash y Walls (1991) y Larsen (2009) sugieren estrategias
de ensefianza con el objeto de ayudar a los estudiantes en el entendimiento de dicho concepto;
Weber (2002) investigd las causas de las dificultades de los estudiantes en la construccion de
pruebas que involucran el concepto de isomorfismo de grupos; por ultimo, Lajoie (2000) centro
su investigacion en las dificultades que tienen los estudiantes con las nociones de grupo,

subgrupo, isomorfismo de grupos y grupo ciclico, asi como los origenes de dichas dificultades.

Como se puede apreciar, existen pocas investigaciones que involucran el concepto de
isomorfismo de grupos a nivel mundial y mas aun, cuyo objeto de estudio sean las dificultades
con su entendimiento. Ello ha motivado al planteamiento del siguiente objetivo de

investigacion:

Identificar y explicar las dificultades encontradas en los estudiantes universitarios con el

concepto isomorfismo de grupos.
Para lograr dicho objetivo, hemos planteado la siguiente pregunta general de investigacion:

(Cudles son las dificultades que presentan los estudiantes universitarios con el entendimiento del

concepto isomorfismo de grupos?

Para responder a esta cuestion general nos hemos apoyado de las siguientes preguntas

especificas:

(Cudles son las definiciones y explicaciones del concepto isomorfismo de grupos en las que se

apoyan los estudiantes participantes?

(Cudles son las principales imdgenes del concepto isomorfismo de grupos usadas por los

estudiantes participantes ante las situaciones planteadas?
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Considerar la problematica del aprendizaje de las matemadticas en términos de procesos
cognitivos y no so6lo como adquisicion de competencias y de habilidades, ha permitido
evolucionar de estudios enfocados en los errores y las dificultades de los estudiantes hacia

investigaciones centradas en el conocimiento que subyace a tales dificultades.

Las investigaciones de corte cognitivo centran su atencion en los procesos relacionados con el
aprendizaje de conceptos matematicos, donde, entre otras cosas, se reconoce que la forma en que
se aprende no suele coincidir con la manera logico-formal de presentar un concepto matematico

ante la comunidad matematica.

La siguiente cita de Edwards y Ward (2008) nos permite abrir la discusion sobre la ubicacion de

nuestro problema de investigacion y la precision de ciertos términos mencionados hasta ahora.

Las definiciones matemadticas son de fundamental importancia en la estructura
axiomatica que caracteriza a las matematicas [...] Pero las definiciones también
juegan un rol en las experiencias de los estudiantes en sus cursos de matematicas, en
el sentido de que las definiciones son usadas frecuentemente como un vehiculo hacia
un entendimiento mas robusto de un concepto dado (p. 223).

Carlson (2004) sefiala que una de las componentes fundamentales en el entendimiento de las
matematicas modernas es el reconocimiento de la importancia de las definiciones y la habilidad
para trabajar con estas; sin embargo, se ha evidenciado que, precisamente, el entendimiento de
los estudiantes en Algebra Superior con relacion a las definiciones y sus roles son generalmente

imperfectos.

De manera general, también se ha evidenciado que la definicion crea un problema serio en el

aprendizaje de las matematicas (Vinner, 1991; Moore, 1994; Edwards & Ward, 2008).
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Un marco que describe la interaccion del entendimiento del individuo sobre un concepto
matematico particular y su definicion formal es el acercamiento conocido como imagen del

concepto/ definicion del concepto (Tall &Vinner, 1981).

Los términos imagen del concepto y definicion del concepto fueron formulados por Shlomo
Vinner y discutidos ampliamente en distintos articulos (Vinner & Hershkowitz, 1980; Tall &
Vinner, 1981; Vinner, 1983; Vinner, 1991). Fueron introducidos con el fin de diferenciar los
aspectos del conocimiento matematico que, por un lado, son dados por la definicién matematica
formal de un concepto y, por otro lado, la interpretacion subjetiva que hace un individuo de un
concepto, es decir, el concepto tal como se refleja en la mente del estudiante (Vinner &

Hershkowitz, 1980).

Al principio, Vinner y Hershkowitz (1980) analizaron coémo los estudiantes conciben figuras
geométricas simples y las relaciones entre ellas. Los dos términos antes mencionados fueron
introducidos para categorizar las emergentes dificultades de los estudiantes debido a su tendencia
a favorecer el aprendizaje prototipico. Los estudiantes que participaron en esta investigacion se

enfocaron en los ejemplos tipicos y descuidaron informacion dada por la definicion matematica.

Con los términos imagen del concepto 'y definicion concepto, Tall y Vinner (1981) establecen una
distincion “entre los conceptos matematicos definidos formalmente y los procesos cognitivos que
sirven para concebirlos” (p. 151), en otras palabras, entre los diferentes resultados del proceso de
adquisicion y representacion de un concepto (matematico) en la mente de cada individuo y la
definicion formal del mismo. A continuacidén profundizaremos acerca de este modelo utilizado en
la investigacion de los procesos cognitivos implicados en el aprendizaje de los conceptos

matematicos.

2.1 Imagen del Concepto/Definicion del Concepto

Tall y Vinner (1981) establecen la definicion del concepto como “las palabras usadas para
especificar el concepto. Puede ser personal o formal, siendo esta ultima la que es aceptada por la

comunidad matematica” (Tall y Vinner, 1981, p. 152), o como lo sefialan Vinner y Hershkowitz

26



Marco teorico

(1980) y Vinner (1983), es “la definicién verbal que explica con precision el concepto en una

forma no circular” (Vinner y Hershkowitz, 1980, p. 177; Vinner, 1983, p. 293).

“Todos los conceptos matematicos, excepto los primitivos, tienen definiciones formales” (Vinner
& Dreyfus, 1989, p. 356); muchas de estas definiciones son presentadas a los estudiantes en

alglin momento determinado.

La ensefianza de las matematicas en el nivel universitario se distingue, entre otras cosas, por un
aspecto fundamental, a saber, los conceptos son presentados frecuentemente a partir de sus
definiciones formales, y las propiedades de esos conceptos deben obtenerse por medio de
deducciones logicas. No obstante, el estudiante no necesariamente hace uso de la definicion
cuando decide si un objeto matematico es un ejemplo o un contraejemplo del concepto, sino que,

en la mayoria de los casos, toma una decision basandose en la imagen del concepto.

El término imagen del concepto se usa para describir la estructura cognitiva completa
que esta asociada con el concepto, con inclusion de todas las imagenes mentales, las
propiedades y los procesos asociados al mismo. Se construye a lo largo de los afos,
mediante experiencias de todo tipo, cambiando segun el individuo madura y se
encuentra con nuevos estimulos (Tall y Vinner, 1981, p. 152).

Tall y Vinner se refieren con imagen mental al conjunto de todas las imagenes asociadas al
concepto en la mente de un individuo, incluyendo cualquier representacion del concepto (grafica,

numérica, simbolica, etc.), si es que se cuenta con alguna.

La imagen que desarrolla el estudiante es ‘“el resultado de su experiencia con ejemplos y
contragjemplos del concepto” (Vinner & Dreyfus, 1989, p. 356), pero el conjunto de objetos
matematicos considerados por los estudiantes a ser ejemplos del concepto no necesariamente es
el mismo que el conjunto de objetos matematicos determinados por la definicidon; en estos casos,

el comportamiento del estudiante puede diferir de lo que el profesor espera de €l.

La imagen del concepto es algo no verbal asociado en nuestra mente con el nombre
del concepto. Puede ser una representacion visual del concepto, en caso de que el
concepto cuente con alguna; también puede ser una coleccion de impresiones y de
experiencias asociadas con el nombre del concepto que pueden trasladarse en formas
verbales, pero es importante recordar que esas formas verbales no fueron la primera
evocacion en nuestra memoria (Vinner, 1991, p. 68).

En particular, la imagen del concepto contiene “la definicion personal de un concepto, que se
refiere a la reconstruccidon personal que hace el estudiante de una definicion” (Tall & Vinner,

1981, p. 152), es decir, las palabras que el estudiante usa para su propia explicacion; en algunos
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puede no existir, en otros puede ser incompleta o quiza contener palabras y frases aprendidas de

modo rutinario.

En la figura 2.1 se presentan las ideas antes sefialadas de los diferentes aspectos del conocimiento
matematico concernientes a las nociones de imagen del concepto y definicion del concepto, segun

Rosken y Rolka.

“I Concepto Matematico

DEFINICION FORMAL DEL CONCEPTO
Definicion verbal, que explica con precision el concepto

@ Propiedades

IMAGEN DEL CONCEPTO
Estructura cognitiva completa que estd
asociada con el concepto, la cual incluye
todas las imdgenes mentales y las
propiedades y procesos asociados| prrrtc1oN (PERSONAL)
DELCONCEPTO
La reconstruccion personal
del  estudiante de la
definicién.

Imédgenes
mentales

Experiencias

Figura 2.1. Ejemplificacion de la imagen del concepto y la definicion del concepto (Rosken & Rolka, 2007, p. 184).

La imagen del concepto no siempre es un todo coherente, sus partes se construyen o inhiben de
manera diferente y en distintas circunstancias. De hecho, algunas de esas partes (de la imagen del
concepto o de la definicidon del concepto) pueden incluso entrar en conflicto unas con otras; estas
son conocidas como “factores de conflicto potencial” (Tall & Vinner, 1981, p. 153). La presencia
de este tipo de factores no asegura la aparicion de un conflicto cognitivo; realmente, si los
factores de conflicto potencial son evocados en momentos diferentes, la persona puede no
percatarse de alguna contradiccion. Sin embargo, si ellos son evocados simultaneamente, dan
lugar a los “factores de conflicto cognitivo” (Tall & Vinner, 1981, p. 154); es en ese momento
donde la persona puede tomar consciencia de una contradiccion en sus declaraciones o

simplemente manifestarse por un vago sentido de inconformidad.

Finalmente, Tall y Vinner (1981) sefalan otro tipo mas serio de factor de conflicto potencial en la
imagen del concepto que tiene que ver con “un conflicto con la definicién formal del concepto, es
decir, con la definicion aceptada por la comunidad matematica; tales factores pueden impedir el
aprendizaje de la teoria formal” (Tall y Vinner, 1981, p. 154). Un estudiante que tiene este tipo de

factor de conflicto potencial en su imagen del concepto puede manifestar una seguridad de su
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propia interpretacion de las nociones implicadas y considera a la teoria formal simplemente como

inoperante y superflua.

Como investigadores no podemos tener acceso a la imagen del concepto, considerada como un
todo, ya que no podemos esperar comprenderla en su totalidad. Sin embargo, contamos con los
diversos elementos de la imagen del concepto activados en diversos contextos, es decir, las
imdgenes del concepto evocadas (Tall & Vinner, 1981), aunque debemos tomar en cuenta que

esto no es todo lo que un individuo realmente conoce acerca de cierta nocion.

2.1.1 ;Como adquieren los estudiantes los conceptos?

Desde este acercamiento se asume que para adquirir un concepto se necesita formar una imagen

del concepto, puesto que la definicion de este no garantiza su entendimiento.

A fin de explicitar la importancia del modelo imagen del concepto/ definicion del concepto, en
los trabajos de Vinner y Hershkowitz (1980) y Vinner (1983; 1991) se hace alusion a un contraste

en la formacion del concepto entre los contextos técnicos y los contextos de la vida cotidiana.

Vinner (1991, pp. 67-68) explica como en contextos de la vida diaria, las imagenes del concepto
juegan un rol fundamental, mientras que la definicién formal no es muy relevante; esto contrario
a lo que sucede en contextos técnicos, donde son esenciales; por ejemplo, en Matematicas,

estaremos de acuerdo en que es indispensable considerar todos los aspectos de una definicion.

De acuerdo con Vinner (1991), si asumimos la existencia de dos celdas en nuestra estructura
cognitiva, una para la definicion del concepto y otra para la imagen del concepto; una celda o
ambas pueden estar vacias o puede haber una interaccion entre las dos aunque ellas pudieran
haberse formado independientemente.

Vinner sefala que un proceso similar ocurre cuando un concepto es introducido primero por
medio de una definicidn, en este caso, la celda de la imagen del concepto estd vacia, después de
varios ejemplos y contragjemplos es llenada gradualmente, lo que no necesariamente refleja todos
los aspectos de su definicion; sin embargo, en el proceso de formacion del concepto la relacion

entre la imagen del concepto y la definicion del concepto es reciproca (Figura 2.2).
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Definicioén del concepto | €| Imagen del concepto

Figura 2.2. Interaccion entre la imagen del concepto y la definicion del concepto (Vinner, 1991, p. 70).

La Figura 2.3 ilustra lo que muchos maestros esperan que suceda, a saber, que la imagen del
concepto quede determinada y controlada completamente por medio de la definicion del

concepto, lo que indicaria una adecuada formacion del concepto en los estudiantes.

Definicion del concepto | w3 Imagen del concepto

Figura 2.3. El desarrollo cognitivo de un concepto formal (Vinner, 1991, p. 71).

Aunado al proceso de formacion del concepto estd el proceso de su aplicacion (resolucion de
problemas o realizacion de tareas). Cuando una tarea cognitiva le es presentada a un estudiante,
las celdas de la imagen del concepto y de la definicion del concepto se supone que son activadas.

Las siguientes figuras (2.4, 2.5 y 2.6) representan las diferentes formas en las cuales un sistema
cognitivo puede funcionar. Nuevamente observaremos que los modelos implicitamente aceptados

y esperados por muchos maestros no reflejan la practica.

Un comportamiento
Salida intelectual
(una respuesta)
Definicion del concepto Imagen del concepto
\
Una tarea cognitiva
Entrada (identificacién o
construccion)

Figura 2.4. Interaccion entre la definicion y la imagen (Vinner, 1991, p. 71).
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Salida

Definicion del concepto Imagen del concepto

—_

Entrada

Figura 2.5. Deduccion puramente formal (Vinner, 1991, p. 72).

Salida
Definicion del concepto [€ Imagen del concepto
Entrada

Figura 2.6. Deduccion siguiendo el pensamiento intuitivo (Vinner, 1991, p. 72).

Las tres figuras anteriores apuntan a un proceso deseable, distinto al que sucede en la practica,
esto es, se esperaria que antes de formular una solucidn a la tarea se consultara la definicion del

concepto; pero no hay manera de forzar a una estructura cognitiva para usar definiciones.

Algunas definiciones son complicadas para tratar con ellas, no ayudan a crear
imagenes del concepto en la mente de los estudiantes; ademas, existen definiciones
que tienen sentido pero al momento en que son dados algunos ejemplos por el
maestro o por el libro de texto, la imagen del concepto es formada de manera tal que
para el estudiante le es suficiente para manejar el concepto, donde las definiciones
previas pueden quedar inactivas o ser olvidadas. (Vinner, 1991, p. 72)

De esta manera, el modelo que se considera mas adecuado, que refleja el proceso que realmente

ocurre en la practica, es el que se muestra en la siguiente figura 2.7:
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Salida

\

Definicién del concepto Imagen del concepto

/

Entrada
Figura 2.7. Respuesta intuitiva (Vinner, 1991, p. 73).

Lo que esta imagen muestra es que, la celda de la definicién del concepto, si bien no esta vacia,

no es consultada durante el proceso de resolucion del problema.

En definitiva, “conocer la imagen del concepto creada por los estudiantes resulta importante, ya
que no so6lo permite un mayor entendimiento de lo que hace actuar al estudiante como lo hace,
sino también para tomar en cuenta aspectos para la ensefianza” (Vinner & Hershkowitz, 1980, p.
180).

Hemos visto que una imagen del concepto puede contener diferentes ideas, concepciones,
imagenes, ejemplos, etc., y que algunos de esos elementos pueden entrar en contradiccion con la
teoria oficial. Tall y Vinner (1981, p. 160) sefialan que ciertas partes de la imagen del concepto
son mas fuertes que otras, quiza aun mas fuertes que la definicion del concepto y por lo tanto son

mas resistentes, dando origen a ciertas dificultades importantes.

En nuestra investigacion nos hemos propuesto indagar las dificultades que tienen los estudiantes
con el entendimiento del concepto isomorfismo de grupos con un enfoque particular en esta

perspectiva teorica.
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Elementos metodolégicos

En este capitulo se presentan los elementos metodoldgicos de esta investigacion. De forma
detallada se discuten las etapas por las cuales se tuvo que pasar para el disefio y aplicacion del
instrumento de seleccion realizado a los estudiantes a fin de lograr nuestro objetivo inicial de
investigacion.

En una primera etapa se llevo a cabo la revision de tres libros de texto de Algebra Abstracta que
constituyen la bibliografia basica del programa de estudios de la carrera de Licenciado en
Matematicas para la asignatura de Algebra moderna | (obligatoria) ubicada en el quinto semestre
del plan de estudios de la Facultad de Ciencias de la UNAM. La finalidad de esta revision fue
analizar hacia donde conduce a los estudiantes el tratamiento dado al concepto isomorfismo de
grupos y a qué tipo de iméagenes del concepto en cuestion contribuyen. Posteriormente, se ubicé a
un grupo de Licenciatura en Mateméaticas de la UNAM quienes iniciaban su curso de Algebra
moderna | y se entrevistaron a cinco de esos estudiantes (voluntarios) antes de que se abordara en
clase el tema de interés. El propdsito de esta entrevista fue obtener informacién referente a la idea

intuitiva que pudiera tenerse respecto a isomorfismo de grupos.

Haciendo un recuento de toda la informacién obtenida y de los resultados ya reportados por otras
investigaciones, se disefid y posteriormente se aplicd un primer cuestionario (cuestionario piloto)
a cinco de los ocho estudiantes del grupo antes mencionado. Debido a que la cantidad de alumnos
que iniciaron el curso se redujo en el transcurso del semestre, sélo uno de los estudiantes a
quienes se entrevistd en un inicio participd en esta segunda ocasion. El cuestionario fue
considerado como un primer acercamiento hacia la indagacion de cuales podrian ser algunas de
las imagenes del concepto isomorfismo de grupos en estudiantes quienes tomaban su primer

curso de Algebra moderna y que habian trabajado con el topico en cuestion.



Elementos metodoldgicos

En una segunda etapa, después del andlisis del cuestionario piloto, a fin de lograr el objetivo de
esta investigacion, se pensd en la entrevista semi-estructurada como un instrumento de
recoleccion de informacién mas adecuado para profundizar en el pensamiento de los estudiantes.
Asi, se disefid y aplico un segundo cuestionario a tres grupos de Licenciatura en Matematicas de
la Facultad de Ciencias de la UNAM y a un grupo de Licenciatura en Matemaéticas de la Escuela
Superior de Fisica y Matematicas del IPN, quienes ya habian tomado el curso Algebra moderna I;
obteniendo en total 36 cuestionarios. Finalmente, se eligieron diez estudiantes para llevar a cabo
las entrevistas; para ello se tomaron en cuenta, principalmente, los resultados finales de este
segundo cuestionario. Sin embargo, al hacerles la invitacion a los estudiantes no todos aceptaron,
teniendo entonces que invitar a otros y finalmente, la disponibilidad de los voluntarios jugd un

papel importante.

3.1 Primera etapa: Los libros de texto, primera entrevista y

cuestionario piloto

3.1.1 Los libros de texto

Los libros de texto desempefian un papel importante para el profesor y también para los
estudiantes. Para el profesor representan un recurso de suma importancia para planificar sus
clases, llevarlas a cabo, asi como reflexionar sobre los resultados; mientras para el estudiante
influyen en gran medida en el desarrollo de las imagenes de los conceptos, en particular, en la
construccion de sus definiciones personales, formadas a partir de la interpretacion de las
definiciones presentadas por el autor o quiza por medio de los ejemplos y los ejercicios tratados y

que pueden discrepar de las definiciones formales de los conceptos.

Para los fines de nuestra investigacion se llevd a cabo la revision de tres libros de texto de
Algebra Abstracta que constituyen la bibliografia basica del programa de estudios de la carrera de
Licenciado en Matematicas para la asignatura de Algebra Moderna | ubicada en el quinto

semestre de la Facultad de Ciencias de la UNAM.
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Conviene aclarar que no fue nuestra intencion hacer una revision de todos los libros de texto
existentes de Algebra abstracta, mas bien, hemos seleccionado esos tres porque forman parte de
la bibliografia béasica o complementaria en diversos programas de estudio de Algebra Moderna I,

y los estudiantes, en su mayoria, tienen acceso a ellos.

En esta revision nos enfocamos en observar y describir el tratamiento dado al tépico isomorfismo
de grupos en los diferentes textos, incluyendo la definicién presentada por los autores, los
ejemplos, asi como los ejercicios y problemas propuestos. La finalidad de considerar una revision
de este estilo, en general, fue analizar hacia donde conduce a los estudiantes dicho tratamiento y a

qué tipo de imagenes del concepto en cuestion contribuyen.

Ante esta situacion se consider6 apropiado destacar las ideas intuitivas expuestas por los autores
de los libros de texto, ya que forman parte de su imagen del concepto. Al respecto, Lajoie (2000)
ha sefialado que “las ideas intuitivas de los expertos resultan un reto para los estudiantes, ya que
se espera que las interpreten como sinénimos de la definicion formal, de la misma manera que lo

hacen los conocedores en el area” (p. 79).

Antes de iniciar con el analisis conviene hacer algunos sefialamientos generales acerca de los

libros tratados.

En los tres libros: Fraleigh (2003), Herstein (1975) y Rotman (1995) se aprecia una buena
estructura en lo que respecta a su aspecto matematico, es decir, dentro de un esquema
formalizado del lenguaje. Sin embargo, también se aprecia poca contemplacion, en su disefio, del
aspecto didactico. Asi, como plantea Mena (2011), el autor esperaria que sus lectores, entre ellos,
los estudiantes, comprendieran su contenido basandose en la coherencia logica de su

presentacion.

Se observo que mientras algunos autores como Herstein (1975) y Rotman (1995) prefieren
avanzar rapidamente enunciando definiciones, teoremas y sus demostraciones; Fraleigh (2003),
por su parte, procura avanzar paulatinamente, deteniéndose en la presentacion de ejemplos y
ejercicios.

Hemos visto en los libros revisados, que es habitual encontrarse con las definiciones de
homomorfismo de grupos, de isomorfismo de grupos y de grupos isomorfos, en ese orden. Ante

esta observacion, conviene mencionar que con relacién al tratamiento y seguimiento, que
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frecuentemente también se da en la ensefianza, se ha encontrado que los investigadores no

siempre estan de acuerdo (Leron, Hazzan & Zazkis, 1995; Lajoie, 2000).

Tomando en cuenta los aspectos sefialados al inicio de este apartado, a continuacion se presentan

los elementos extraidos de la revisién de dichos textos.

Topics in Algebra de Herstein

Para el topico que nos interesa, isomorfismo de grupos, Herstein aborda algunos temas que han
de anteceder a este, por ejemplo, el de grupo, posteriormente subgrupo, clases laterales, subgrupo
normal, grupos cociente y homomorfismos; sobre este ultimo nos referiremos en la siguiente
definicion:
DEFINICION: Una aplicacion ¢ de un grupo G en un grupo G se dice que es un
homomorfismo si para cualesquiera a,b € G siempre se tiene ¢(ab)=g(a)p(b) (Herstein,

1975, p. 55).

La idea a la cual hace alusion el autor con la definicion anterior tiene que ver con la aplicacion de

un sistema algebraico a un sistema analogo que preserva la estructura.

Después de presentar algunos ejemplos y lemas referentes a homomorfismos se llegan a las
siguientes definiciones:
DEFINICION: Un homomorfismo ¢ de G en G se dice que es un isomorfismo si ¢ es

uno a uno (Herstein, 1975, p. 58).

En otro libro de Herstein (1976), encontramos que ante esta Ultima definicién se hace el
sefialamiento que “en la actualidad es frecuente Ilamar a tal homomorfismo, monomorfismo,
reservando el término isomorfismo para los homomorfismos que son, a la vez, inyectivo y

suprayectivo” (Herstein, 1976, p. 64).

DEFINICION: Dos grupos G, G* se dice que son isomorfos si hay un isomorfismo de G

sobre G". En este caso escribimos G ~G" (Herstein, 1976, p. 58).
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A continuacion se propone al lector verificar los siguientes hechos:
1) G=G.
2) G~G" implica G'~G.
3) G~G", G"~G"™ implica G~G™.
A saber, la relacion ~ de isomorfismo es una relacién de equivalencia en cualquier conjunto de

grupos.

La idea intuitiva expuesta por el autor de este texto con relacién a grupos isomorfos e

isomorfismo la encontramos plasmadas de la siguiente manera:

Cuando dos grupos son isomorfos, entonces, en cierto sentido, son iguales. Difieren
en que sus elementos se denominan en forma distinta. EI isomorfismo nos da la clase
de esta diferencia de denominacion, y con ella, conociendo un determinado célculo en
un grupo, podemos efectuar el calculo andlogo en el otro. El isomorfismo es como un
diccionario que nos permite traducir una frase de un idioma a una frase, de igual
significacidn, en otro idioma [...] puede ser de poco interés saber que dos grupos son
isomorfos, y ser realmente interesante el propio isomorfismo. Asi siempre que
probemos que dos grupos son isomorfos, intentaremos exhibir una aplicacion precisa
que produzca este isomorfismo (Herstein, 1975, p. 58)

El estudiante pudiera interpretar las anteriores palabras de diversas maneras. El experto sabe
perfectamente que los grupos isomorfos son estructuralmente iguales (independientemente de la
naturaleza de sus elementos y de cémo puedan estar definidas sus operaciones); el estudiante, por
su parte, pudiera no enlazar la idea expuesta por el autor con la definicién formal de grupos

isomorfos.

Observamos un interés por parte del autor de que se exhiba un isomorfismo cuando se pruebe que
dos grupos son isomorfos; al hallar un isomorfismo entre dos grupos se esperaria que el
estudiante concluyera que los grupos son “en cierto sentido, iguales”, que “se comportan de la

misma manera”, en otras palabras, que son isomorfos.

Herstein (1975) no proporciona ejemplos en el tratamiento del topico; méas adelante propone una

serie de problemas con las siguientes caracteristicas:
e Dada la aplicacion, probar que dicha aplicacién es un isomorfismo, por ejemplo:

* 2. Sea G un grupo cualquiera y g un elemento fijo de G . Definamos ¢:G — G por

¢(X)= gxg_l. Pruébese que ¢ es un isomorfismo de G sobre G (p. 64).
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* 3. Sea G un grupo abeliano finito de orden o(G) y supongamos que el entero n es primo
relativo con o(G) . Pruébese que todo geG puede escribirse como g=X" con xeG

(Sugerencia: Considérese la aplicacion ¢:G — G definida por ¢(y): y", y pruébese que esta
aplicacion es un isomorfismo de G sobre G) (p. 64).

Probar que dos grupos son isomorfos, por ejemplo:

* 7. Sea V el conjunto de todos los nimeros reales, y para a,b reales, con a =0, definimos

7,,:V >V por 7,(x)=ax+b. Sea G={r,,[a,b seanreales ya =0} y sea N ={z,, €G}.

Pruébese que N es un subgrupo normal de G y que G/N = grupo multiplicativo de los
nameros reales distintos de cero (p. 65).

*11. Si G es un grupo no abeliano de orden 6, pruébese que G = S; (p. 65).
* 15. Sea G el grupo de los nameros complejos no nulos bajo la multiplicacion y sea N el
conjunto de los nimeros complejos de valor absoluto 1 (esto es, a+bieN si a’+b*=1).

Demuestre que G/N es isomorfo al grupo de todos los nimeros reales bajo la multiplicacion (p.
65).

Demostrar que dos grupos son isomorfos exhibiendo explicitamente un isomorfismo entre

ellos, por ejemplo:
* #16. Sea G el grupo de todos los nimeros complejos no nulos bajo la multiplicacién y sea G

a
el grupo de todas las matrices 2x 2 con entradas reales de la forma (

b
j, donde ambos a y
a

b no son 0, bajo la multiplicacion de matrices. Demuestre que G y G son isomorfos
exhibiendo un isomorfismo de G sobre G (p. 65).

Dentro de este compendio de problemas no son considerados aquellos donde el estudiante tenga

que enfrentarse a los casos en que los grupos no sean isomorfos. Ademas, el tratamiento de tablas

de Cayley no es considerado por el autor.

An Introduction to the Theory of Groups de Rotman

El texto de Rotman es interesante; él parte del tratamiento de los topicos siguientes:

permutaciones, ciclos, semigrupos, grupos, en ese orden, arribando al tema de homomorfismos

donde se puede ubicar isomorfismo, el tema que nos ocupa.
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En el apartado de homomorfismos, el autor, exhibe, entre otras cosas, los siguientes dos ejemplos
de grupos: El grupo G cuyos elementos son los nimeros 1y -1, con la operacion multiplicacion

y el grupo H como el grupo aditivo Z,. En seguida muestra las dos tablas de multiplicacion

correspondientes a los grupos mencionados:

T o] | o] |
T 11 TR

(Rotman, 1995, p. 16)

Las observaciones extraidas por el autor al comparar las anteriores dos tablas de grupos se
remiten a la apreciacion de que; por una parte, G y H son grupos distintos, y por otro lado, que
no hay diferencia significativa entre ellos; lo anterior llega a ser mas preciso con la siguiente
definicion:

Definicién. Sean (G,*) y (H,o) grupos. Una funcién f :G — H es un homomorfismo si,

paratodo a,beG,
f(axb)= f(a)o f(b).

Un isomorfismo es un homomorfismo que también es una biyeccion. Decimos que G es

isomorfo a H , denotado por G = H, si existe un isomorfismo f :G — H (Rotman, 1995,

p. 16).
Los grupos de dos elementos G y H, cuyas tablas de multiplicacion fueron dadas anteriormente,
son isomorfas: definiendo f:G —H por f(1)=[0] y f(-1)=[1].
El autor explica lo siguiente: dado que f :G — H es un isomorfismo, y siendo a;,a,,...,a, una
lista de los elementos de G que no se repiten, como f es una biyeccion, todos los elementos de
H aparecen exactamente una vez en la lista f(al), f(az) f(an), con la cual se puede formar

una tabla de multiplicacion para H .
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La idea intuitiva sobre isomorfismo y grupos isomorfos expuesta por Rotman es muy parecida a
la propuesta por Herstein (1975); basandose en las observaciones hechas en las tablas de los

grupos G y H vistas anteriormente, sefiala:

Que f sea un homomorfismo, es decir, f(ai *aj): f(a)o f(a ) significa que si se

J
superpone la tabla de multiplicacion de G sobre la de H, entonces las tablas “coinciden”.
En ese sentido, los grupos isomorfos G y H tienen las “mismas” tablas de multiplicacion.
Informalmente, uno se refierea G y H como esencialmente el mismo, la nica distincion es
que G esta escrito en Inglés y H estd escrito en Francés; un isomorfismo f es un
diccionario gue traduce uno al otro (Rotman, 1995, p. 17).

El autor se refiere a los grupos isomorfos como esencialmente el mismo, la Unica distincion entre
ellos seria el idioma en el que estan escritos; comparando de esta manera al isomorfismo con un

diccionario que traduce uno al otro.

Si observamos el uso dado por los expertos al término isomorfismo, éste denota la
correspondencia que es posible establecer entre dos grupos similares, que los hace, precisamente,
ser isomorfos. Asi, para un experto, el isomorfismo es visto a la vez como una correspondencia
particular entre dos grupos isomorfos, asi como una relacion de equivalencia sobre los grupos, de

donde se esperaria una interpretacion igual por parte de los estudiantes.

A continuacién presentamos las caracteristicas del tipo de ejercicios propuestos por Rotman

(1995), incluyendo ejemplos para cada categoria.
e Demostrar que dos grupos son isomorfos, por ejemplo:

* 1.48. Si G denota el grupo multiplicativo de todas las raices n-ésimas complejas de la unidad
(ver ejercicio 1.35.), entonces G =Z, (p. 19).

Ejercicio 1.35. Sea n un entero positivo y sea G el grupo multiplicativo de todas las raices n-ésimas

complejas de la unidad; es decir, G consiste de todos los nimeros complejos de la forma e?"™/"

donde k e Z . ;/Cuél es la identidad de G ? Si a G, (Cual es su inverso? ;Cuantos elementos tiene
G ?(p. 15)
* 1.52. (ii). Sea G el grupo aditivo de Z[x] (todos los polinomios con coeficientes enteros) y sea

H el grupo multiplicativo de todos los nimeros racionales positivos. Prueba que G=H .
(Sugerencia. Usa el Teorema Fundamental de la Aritmética.) (p. 19).

e Dada la aplicacion, probar que dicha aplicacion es un isomorfismo, por ejemplo:
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* 1.39. Sea f:X —Y una biyeccion entre los conjuntos X e Y . Demuestra que

ar> foao f™ esunisomorfismo S, — S, . (p. 18).

* 1.47. Si a es un elemento fijo de un grupo G, definimos 7, :G — G por ;/‘,,1(x):a>!<x>1<<':1‘1

(7, se llama conjugacion por a).

(i) Prueba que y, es un isomorfismo (p. 18).

e Construir una tabla de Cayley:

* 1.38. (i). Escribir una tabla de multiplicacion para S, (p. 18).

e Al igual que Herstein (1975), también se pide demostrar que la relacion de isomorfismo es

una relacion reflexiva, simétrica y transitiva entre grupos:

* 1.43. (iii). Si C es una clase de grupos, muestra que la relacién de isomorfismo es una relacién

de equivalencia en C (p. 18).

e Ejercicios que pueden ser Utiles para romper con algunas ideas erroneas de los estudiantes,
por ejemplo:
* 1.40. Los grupos isomorfos tienen el mismo nimero de elementos. Prueba que el reciproco es
falso mostrando que Z, no es isomorfo al 4-grupo V definido en el Ejercicio 1.36 (p. 18).

Ejercicio 1.36. Prueba que las siguientes cuatro permutaciones forman un grupo V (llamado el 4-
grupo): L(1 2)3 4),(1 3)2 4).(1 4)2 3) (p. 15).

El siguiente ejercicio conduce a la reflexion de que “es posible considerar mas de un isomorfismo
entre dos grupos isomorfos” (Lajoie, 2000, pp. 167-169), lo cual resulta ser dificil de concebir

para algunos estudiantes, de acuerdo con la investigacion de Lajoie (2000).

* 1.49. Describir todos los homomorfismos de Z,, en si mismo. ¢Cuéles de esos son isomorfismos?
(p. 19).

A First Course In Abstract Algebra de Fraleigh

En su parte introductoria, el autor sefiala que para muchos estudiantes, el Algebra abstracta es su
primera experiencia ampliada a un tratamiento axiomatico de las matematicas; dicho aspecto es

tomado en cuenta en la manera de abordar el contenido del libro.
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Fraleigh inicia el texto abordando algunos temas preliminares como conjuntos Yy relaciones. En la
Parte | titulada Grupos y Subgrupos, en la seccién 1, se introduce un breve tratamiento de los
numeros complejos. En la seccion 2 referente a operaciones binarias, se define cuando una
operacion binaria en un conjunto dado es asociativa y cuando es conmutativa y finalmente, cémo

para un conjunto finito, se puede hacer uso de una tabla para definir una operacion binaria.

Las Estructuras Binarias Isomorfas se ubican en la seccion 3. Una estructura algebraica binaria
<S,*> se define como un conjunto S junto con una operacién binaria * en S.

Previo a enunciar una definicion formal de isomorfismo, el autor introduce a partir del contexto

de las tablas de Cayley la idea intuitiva del concepto, a fin de precisar lo que significa que dos

estructuras algebraicas binarias sean consideradas como estructuralmente iguales.

Al comparar las siguientes tablas

« | a | b | c % | & # | x| Y|z
a | c | al]6b # | & | # |9 x | x| Y| z
b | a | b |c $ | #|% | & Yy LY |z | «x
c | b|c | a & | $ | & | # z z | x| Y
Tabla 3.1 Tabla 3.2 Tabla 3.3
Y | x|z * [ a | b | c « [a | b |c
Yyl z |V ] «x a | b | b |b a | c|al|b
x | Y| x|z b | b | b |b b1 b | c|a
z | x|z |} c | b [ b |D c|al|b|ec
Tabla 3.4 Tabla 3.5 Tabla 3.6

(Fraleigh, 2003, p. 29)
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Fraleigh sefiala que al reemplazar en la Tabla 3.1 en todos los casos a por #, b por $ y c por

&, usando la correspondencia uno a uno
ao#t b co&

justo se obtendria la tabla 3.2; la diferencia entre ellas esta sélo en los simbolos (o nombres) que

denotan a los elementos y los simbolos * y #' para las operaciones.

Ahora, al reescribir la tabla 3.3 cambiando el orden x,y,z por y, X,z se obtendria la tabla 3.4

(aqui no se establecid alguna correspondencia uno a uno; sélo se enlistaron los mismos elementos

en un orden diferente). Al reemplazar en la tabla 3.1 en todos los casos a por y, b por x y ¢

por z, usando la correspondencia uno a uno

aco>y box coz

justo se obtendria la tabla 3.4. Por lo tanto puede decirse que las tablas 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4 son
estructuralmente iguales. Las cuatro tablas difieren Unicamente en los nombres (o0 simbolos)
para sus elementos y el orden en que dichos elementos estan enlistados como “encabezados” en

las tablas.

Por el contrario, podemos observar que la tabla 3.5 con la operacion binaria * y la tabla 3.6 con
la operacion binaria # sobre el conjunto S = {a,b,c} son estructuralmente diferentes entre si, asi
como de la tabla 3.1; por ejemplo en esta ultima, cada elemento aparece tres veces mientras que
en la tabla 3.5 aparece unicamente el elemento b. En la tabla 3.6, s#s (diagonal), para todo
s e S se obtiene el mismo valor ¢, mientras que en la tabla 3.1 se obtienen tres valores diferentes
(diagonal).

Por lo tanto, de las tablas 3.1 a 3.6 se observan sélo tres operaciones binarias estructuralmente
diferentes en un conjunto de tres elementos, siempre que pasemos por alto los nombres de los

elementos y el orden en el cual ellos aparezcan como encabezados en las tablas.
Siguiendo la idea del parrafo anterior, Fraleigh (2003, pp. 28-29) sefiala que:

dicha situacion es parecida a los nifios en Francia y en Alemania quienes estan
aprendiendo la operacién binaria de adicion en el conjunto Z*. Los nifios tienen
diferentes nombres (un, deux, trois,...versus ein, zwel, drei...) para los nimeros, pero
estan aprendiendo la misma estructura binaria. En este caso, estan usando también los
mismos simbolos para los numeros, por lo que sus tablas de adicion parecerian la
misma si enlistaran los numeros en el mismo orden.
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A continuacion, el autor hace referencia al estudio de diferentes tipos de estructuras que las

operaciones binarias pueden proveer en los conjuntos que tienen el mismo nimero de elementos:

Al considerar a dos estructuras binarias (S,*) y (S'*") como estructuralmente iguales, se

tendra una correspondencia uno a uno entre los elementos x de S y los elementos x' de S’
tal que

Si x<> X'y y<> VY, entonces Xxxy<«>X'*y . (1)
La correspondencia uno a uno existe si los conjuntos S y S’ tienen el mismo nimero de
elementos, esto es, existe una funcién ¢ uno a uno que mapea S sobre S’. Ahora bien,
considerando para dicha funcion ¢ la ecuacion ¢(x)= X", tomando en cuenta la pareja uno a
uno X <> X'; en términos de ¢, la correspondencia <> final en (1), la cual afirma que la
estructura algebraica en S’ es la misma que en S, puede ser expresada como

H(xxy)=g(x)* ¢(y) )

La funcion (2) que muestra que dos sistemas algebraicos son estructuralmente iguales, es
conocida como un isomorfismo (Fraleigh, 2003, p. 29).

En seguida el autor presenta la siguiente definicion formal:

Definicion 3.7. Sean (S,*) y (S',*') estructuras algebraicas binarias. Un isomorfismo de S
con S’ es una funcién uno a uno ¢ que mapea S sobre S’ tal que

P(x*y)=4(x)* ¢(y) paratodo X,y eS.
propiedad de homomorfismo

Si tal mapeo ¢ existe, entonces S y S’ son estructuras binarias isomorfas, las cuales
denotaremos por S = S’ (Fraleigh, 2003, pp. 29-30).

A continuacion, el autor profundiza en el tema a fin de discutir sobre como determinar cuando

dos estructuras binarias son isomorfas y cuando no lo son:

¢ Como demostrar que dos estructuras binarias son isomorfas?

Fraleigh muestra como proceder de la Definicion 3.7 para demostrar que dos estructuras binarias

(S,x)y (S') son isomorfas.
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Paso 1. Definir la funcion ¢ que da el isomorfismo de S con S’. Esto significa que tenemos

que describir, de alguna manera, ¢(s) que debe ser definido paratodo s€S.

Paso 2. Demostrar que ¢ es una funcién uno a uno. Suponer que ¢(x)=¢(y) en S'y
deducir deestoque X=Yy en S.
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Paso 3. Demostrar que ¢ es sobre S’. Suponer que s’ € S’ es dado y demostrar que existe
seS tal que ¢(s)=s'.

Paso 4. Demostrar que ¢(x*y)=g(x)* @(y) para todo X,y €S . Esto es solo cuestién de
calculo. Calcular ambos lados de la ecuacion y ver cuando ellos son el mismo.

(Fraleigh, 2003, pp. 30-31).

El autor proporciona dos ejemplos:

Ejemplo 3.8. Demostrar que la estructura binaria <ER+> con la operacion usual suma es
isomorfa a la estructura <ER+> donde - es la multiplicacion usual.

Paso 1. Hay que convertir de alguna manera la operacion de suma a multiplicacion.
Recordando que a°*° = (ab XaC), la suma de exponentes corresponde a la multiplicacion de

dos cantidades. De esta manera tratamos de definir ¢: 9 — R* por ¢(x)=e* para x € R.

Note que e* > 0 paratoda X € R, en efecto, ¢(x) eR".

Paso 2. Si ¢(x)=¢(y), entonces €* =e’. Tomando el logaritmo natural, vemos que X =y,
asi ¢ es uno a uno.

Paso 3.Si r e ", entonces In(r)e R y g(Inr)=e™ =r. Asi ¢ essobre R*.

Paso 4. Para X,y € R, se tiene g(x+y)=e*" =e*-e’ = ¢(x)-¢#(y) Asi vemos que ¢ es
un isomorfismo.

Ejemplo 3.9. (Es un ejemplo de una estructura binaria que es isomorfa a una estructura que
consiste de un subconjunto propio bajo la operacion “inducida”, en contraste con el ejemplo
3.8 donde las operaciones son totalmente diferentes).

Sea 2Z :{Zn‘neZ}, asi que 2Z es el conjunto de todos los enteros pares, positivos,

negativos y el cero. Se afirma que (Z,+) es isomorfo a (2Z,+), donde + es la suma usual.

Paso 1. La funcién ¢:Z — 2Z a tratar es dada por ¢(n)=2n paraneZ .
Paso 2. Si ¢(m)=¢(n), entonces 2m =2n asi m=n. Por lo tanto ¢ es uno a uno.

Paso 3. Si ne2Z, entonces n es par, entonces N=2m para m=n/2eZ . Por lo tanto
#(m)=2(n/2)=n, asi que ¢ es sobre 2Z .

Paso 4. Sean N,me Z . La ecuacion ¢(m+n)=2(m+n)=2m+2n=g(m)+g4(n). Por lo
tanto hemos demostrado que ¢ es un isomorfismo.

(Fraleigh, 2003, pp. 30-31).
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Y, ¢como saber cuando no lo son?

Que dos estructuras binarias (S,*) y (S',*') no sean isomorfas significa que no hay

una funcion ¢ de S sobre S’ con la propiedad @(x*y)=g(x)* #(y) para toda
X,y € S (Fraleigh, 2003, p. 31).

El autor sefiala que en general, resulta poco factible tratar toda funcion posible uno a uno que
mapee S sobre S’y comprobar si tiene esta propiedad; sin embargo en el caso cuando no hay
tales funciones, que ocurre precisamente cuando S y S'no tienen la misma cardinalidad, se
puede usar este hecho para demostrar que no son isomorfas. Sirvase para ello observar el
siguiente ejemplo:
Ejemplo 3.10. Las estructuras binarias (Q,+)y (®,+) no son isomorfas porque Q tiene
cardinalidad &, mientras que \SR\ #NX,. Asi que no basta con decir que Q es un subconjunto

propio de R (como en el Ejemplo 3.9) (Fraleigh, 2003, p. 31).

Notemos que este es uno de los casos en los que si ambos conjuntos no tienen la misma
cardinalidad ocurre que no son isomorfos, pero puede haber conjuntos con la misma cardinalidad

sin que estos sean isomorfos (ver ejemplo 3.11).

A continuacién, el autor destaca el rol que juega una propiedad estructural de una estructura
binaria, la cual debe ser compartida por toda estructura isomorfa. Esta no se refiere a los nombres
0 algunas otras caracteristicas no estructurales de los elementos; tampoco tiene que ver con el

nombre de la operacion binaria. Como vimos anteriormente, el nimero de elementos en un

conjunto S es una propiedad estructural de (S,*).

En seguida, el autor expresa:

En el caso en que no hay un mapeo uno a uno de S sobre s’, por lo general demostraremos

que (S,*) no es isomorfo a (S',*') (si este es el caso), al demostrar que uno tiene alguna

propiedad estructural que el otro no posee.

Ejemplo 3.11. Los conjuntos Z y Z* ambos tienen cardinalidad &, , y hay muchas

funciones que mapean Z sobre Z*. Sin embargo, las estructuras binarias <Z,-> y <Z*,~>,

donde - es la operacidn usual multiplicacion, no son isomorfas. En <Z> hay dos elementos
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X tales que X-X=x, a saber, 0 y 1. Sin embargo, en <Z*,~> hay un solo elemento 1
(Fraleigh, 2003, p. 32).

En seguida, Fraleigh enlista algunos ejemplos de posibles propiedades estructurales y

propiedades no estructurales de una estructura binaria <S*>

Posibles propiedades estructurales Posibles propiedades NO
estructurales
1. El conjunto tiene 4 elementos. a. El nimero 4 es un elemento.
2. La operacion es conmutativa. b. La operacion es llamada “suma”.
3. X*X=Xparatoda XeS. c. Los elementos de S son matrices.
4. Laecuacion a*x=Db tiene una d. S es unsubconjunto de C .
solucion x en S para todo
a,besS.

(Fraleigh, 2003, p. 32).
Ademas, el autor declara que un buen entendimiento de la nocién de estructuras binarias

isomorfas deberia evidenciar que tener un elemento identidad para * es una propiedad estructural

de una estructura <S*> Posteriormente anuncia el siguiente teorema:

Teorema 3.14. Sup6ngase que (S,*) tiene un elemento identidad e para *. Si ¢:S — S’

es un isomorfismo de (S,*) con (S}, entonces ¢(e) es un elemento identidad para la

operacion binaria *" en S’ (Fraleigh, 2003, p. 33).

Fraleigh finaliza esta seccion con tres ejemplos mas que muestran por medio de propiedades

estructurales que ciertas estructuras binarias no son isomorfas.

Ejemplo 3.15. Demostramos que las estructuras binarias (Q,+)y (Z,+) bajo la suma usual
no son isomorfas. (Ambos Q y Z tienen cardinalidad ¥, por lo que hay varias funciones
uno a uno que mapean Q sobre Z .) La ecuacién X+ X =C tiene una solucién x para todo
ceQ, peronoeselcasoen Z . Porejemplo, la ecuacion x+ x =3 no tiene soluciénen Z .

Ejemplo 3.16. Las estructuras binarias (C,-) y (R,) bajo la multiplicacion usual no son

isomorfas. (Se puede demostrar que C y ‘R tienen la misma cardinalidad.) La ecuacion
X+ X =C tiene una solucién x paratodo c € C, pero X+ X =—1 no tiene soluciénen ‘R .

Ejemplo 3.17. La estructura binaria <M2(ER),-> de matrices 2x 2 con entradas reales con la

operacion usual multiplicacion de matriz, no es isomorfa a <5R> con la multiplicacion de
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nimero habitual. (Puede demostrarse que ambos conjuntos tienen cardinalidad \ER\ ) La
multiplicacion de numeros es conmutativa, pero la multiplicacion de matrices no.
(Fraleigh, 2003, p. 33).

Los ejercicios, problemas asi como los ejemplos que presentan los autores, conducen a los
estudiantes hacia la busqueda de una funcion “adecuada” entre grupos, es decir, aquella funcion

que ademas de ser biyectiva, preserve la estructura de ellos.

Como observamos en Fraleigh (2003, pp. 30-31), cuando se pretende demostrar que dos
estructuras binarias dadas, en particular, dos grupos, son isomorfos, bastaria con seguir los cuatro
pasos que él explica detalladamente, a saber:

1) definir la funcion ¢ que da el isomorfismo de un grupo S con S’,

2) demostrar que ¢ es una funcion uno a uno,

3) demostrar que ¢ es sobre S’y 4) demostrar que ¢(x*y)=g(x)* ¢(y) para todo
X,YeS;

en otras palabras, exhibiendo un homomorfismo biyectivo, para lo cual pudiera suceder que “una
mala interpretacion del cuantificador existencial [...] conduzca a los estudiantes a exhibir una
funcion entre dos grupos y que, después de mostrar que no se trata de un isomorfismo, se

concluya que los dos grupos no son isomorfos” (Lajoie, 2000, p. 80).

Por otra parte, para el estudiante pudiera resultar mas facil demostrar que dos grupos no son
isomorfos, ya que su proceder seria la busqueda de alguna propiedad algebraica que un grupo

posea y el otro no, mas para ello es importante saber cudles son “invariantes” y cuales no.
Los tipos de ejercicios propuestos por el autor son los siguientes:

e Demostrar que dos estructuras binarias son isomorfas, por ejemplo:

a -b
* 33. Sea H el subconjunto de MZ(ER) que consiste de todas las matrices de la forma [b a }

para a,b € R . El Ejercicio 23 de la Seccion 2 muestra que H es cerrado bajo la suma de matrices
y la multiplicacion de matrices.

a. Demuestra que (C,+) esisomorfoa (H,+).

b. Demuestra que (C,-) es isomorfoa (H,-) (p. 36).

e Dada la aplicacion, probar que dicha aplicacién es un isomorfismo, por ejemplo:
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En los ejercicios del 2 al 10, determine cuéndo el mapeo ¢ dado es un isomorfismo de la primera

estructura binaria con la segunda. Si no es un isomorfismo, ¢por qué no?
*2.(Z,+) con (Z,+) donde g(n)=—n para neZ (p. 34).

*5. (Q,+) con (Q,+) donde ¢(x)=Xx/2 para xeQ (p. 34).
*8. <M2(ER)> con (R,) donde ¢(A) es el determinante de la matriz A (p. 34).

En los ejercicios del 11 al 15, sea F el conjunto de todas las funciones f que mapean R en R con

derivadas de todos los 6rdenes. Sigue las instrucciones de los ejercicios 2 al 10.
*11. (F,+) con (F,+) donde ¢(f )= f', laderivadade f (p.34).
*15. (F -} con (F,) donde ¢(f }(x)=x- f(x) (p. 34).
e Al igual que los anteriores autores, también se pide demostrar que la relacion de ser isomorfo
es una relacion reflexiva, simétrica y transitiva:

* 28. Prueba que la relacion = de ser isomorfo, descrita en la Definicién 3.7, es una
relacion de equivalencia en cualquier conjunto de estructuras binarias. Puede citar
simplemente los resultados que se le pidié probar en los anteriores dos ejercicios en los
lugares apropiados en su prueba (p. 36).
e Ejercicios que pueden ser utiles para romper con algunas ideas erroneas de los estudiantes,
por ejemplo:
* 1. ¢;Qué tres cosas se deben comprobar para determinar cuando una funcién ¢:S — S’

es un isomorfismo de una estructura binaria (S,*) con (S',*")? (p. 34).

*En los ejercicios 21 y 22, corregir la definicion del término en cursiva sin hacer
referencia al texto, si necesita correccién, de modo que esté en una forma aceptable para
su publicacion.

21. Una funcién ¢:S — S’ es un isomorfismo si y sélo si g¢(a*b)=g(a)* ¢(b) (p. 35).
En la seccion 4 de la parte | se ubica el tema de Grupos. En particular, los Grupos son ciertos
tipos de estructuras binarias, por lo que, la Definicion 3.7 también les pertenece.

A partir de la construccion de tablas de Cayley de uno, dos y tres elementos (los conjuntos:

{e} {e.a}, {e,a,b} con la operacion binaria *), respectivamente, el autor muestra la manera de

manipular dichas tablas para que estas tengan estructura de grupo.
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Si llamamos G al grupo de tres elementos al cual se hace referencia en el parrafo anterior y si se
tuviera una tabla de otro grupo G’ también con tres elementos, si enlistaramos sus elementos de

la misma manera que el grupo (G,*)={e,a,b}, y los renombraramos, la tabla resultante para G’

deberia ser la misma que la que se obtuvo para G .

Este cambio de nombre da un isomorfismo del grupo G’ con el grupo G [...] todos
los grupos con un so6lo elemento son isomorfos, todos los grupos con sélo dos
elementos son isomorfos, y todos los grupos con solo tres elementos son isomorfos
(Fraleigh, 2003, p. 45).

Finalmente, el autor sefiala que la frase salvo isomorfismo es usada para expresar la anterior
identificacion usando la relacién de equivalencia = . De esa manera se puede decir que: Hay un

grupo de tres elementos, salvo isomorfismo.

“El isomorfismo de grupos es tanto una funcion particular entre dos grupos isomorfos como una
relacion de equivalencia sobre los grupos” (Lajoie, 2000, p. 81). El tratamiento de este topico en
las obras revisadas indica que es asi como lo ven los expertos; quienes dejan como ejercicio
demostrar que la relacion de isomorfismo es de equivalencia; este es enunciado més o menos de

la siguiente manera:

Sea X un conjunto de grupos, si para G,H € X definimos G ~H si y sélo si G es

isomorfo a H, entonces “~” es una relacion de equivalencia en X .

Es bien sabido que una de las tareas importantes en matematicas es clasificar objetos segun sus
propiedades, en este caso, clasificar grupos en clases de isomorfismo. Aqui el término
“isomorfismo” es utilizado para “denotar que dos grupos son isomorfos”; en otras palabras, se
puede hablar de isomorfismo entre dos grupos “sin necesariamente referirse a una aplicacion

particular entre los dos” (Lajoie, 2000, p. 81).

La idea anterior nos lleva a tener que trabajar con un grupo abstracto. “Un grupo abstracto esta
determinado por la ley de multiplicacion de sus elementos, independientemente de su naturaleza,
de modo que grupos concretos distintos pero isomorfos se pueden considerar como modelos del

mismo grupo abstracto” (Aleksandrov et al., 1973).

La investigacion de Lajoie (2000, pp. 170-177) da evidencia de cémo los estudiantes no llegan a

establecer una conexién entre estas dos ideas.
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Los tipos de ejercicios que propone Fraleigh (2003) para este apartado se muestran a

continuacion:

Demostrar que dos grupos son isomorfos, por ejemplo:
*10. Sea n un entero positivo y sea NZ = {nm\m € Z}.
a. Demuestra que (NZ,+) es un grupo.
b. Demuestra que (NZ ,+) = (Z,+) (p. 45).

* 40. Sea <G> un grupo. Considere la operacion binaria * en el conjunto G definida por

a*b=b-a para a,beG. Demuestra que (G,*) es en realidad isomorfo a (G,-). (Sugerencia:

Considera el mapeo ¢ con ¢(a)=a’ para acG.) (p. 49).

Dada una aplicacion entre dos grupos, probar que dicha aplicacién es un isomorfismo, por

ejemplo:

* 41. Sea G un grupo sea g un elemento fijo de G . Demuestra que el mapeo ig(x): gxg’ para
x € G, es un isomorfismo de G con si mismo (p. 49).

Demostrar que dos grupos no son isomorfos:
* 9. Demuestra que el grupo (U,-) no es isomorfo ya sea a (R,+) o <SR> (Los tres grupos

tienen cardinalidad [R|.) (p. 45).
Ejercicios que pueden ser Utiles para romper con algunas ideas erroneas de los estudiantes,
por ejemplo:

* 20. Este ejercicio demuestra que hay dos estructuras de grupo no isomorfas en un conjunto de 4
elementos.

Sea el conjunto {e,a,b,c}, con elemento identidad e para la operacion del grupo. La tabla de

grupo tendria que empezar de la manera mostrada en la Tabla 4.22. El cuadrado marcado por el
signo de interrogacion no puede ser llenado con la letra a. Debe ser llenado ya sea con el
elemento identidad e, o con un elemento distinto de e y a. En este Gltimo caso, no se pierde
generalidad al suponer que este elemento sea b . Si este cuadrado se llena con e, la tabla puede
completarse de dos maneras para dar un grupo. Encuentra esas dos tablas. (Una vez mas, no es
necesario comprobar la ley asociativa.) De las tres tablas que tienes ahora, dos son grupos
isomorfos. Determina cuales son esas dos tablas, y da la funcién uno a uno sobre el cambio de
nombre el cual es un isomorfismo.

a. ¢Todos los grupos de 4 elementos son conmutativos?

b. ¢(Qué tabla da un grupo isomorfo al grupo u, (U, = {z e C|z" =1} , las raices n-ésimas de la

unidad) si sabemos que la operacién binaria definida por la tabla es asociativa?
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c. Demostrar que el grupo dado por una de las otras tablas (de las que resultan al llenarse la Tabla
4.22) es estructuralmente el mismo que el grupo en el Ejercicio 14 (el grupo de todas las matrices
diagonales nxn con todas las entradas en la diagonal 1 o —1 bajo la multiplicacion de
matrices), para un valor particular de n, si sabemos que la operacion binaria definida por esa tabla
es también asociativa.

Tabla 4.22

a |a |?
b b
c | ¢

(Fraleigh, 2003, pp. 46-47)

* 25. Marque cada uno de los siguientes si es verdadero o falso.
b. Cualesquiera dos grupos de tres elementos son isomorfos (p. 47).

3.1.2 Primera entrevista

Se entrevistaron a cinco estudiantes (voluntarios) de Licenciatura del Departamento de
Matematicas de la Facultad de Ciencias de la UNAM quienes iniciaban el curso de Algebra

Moderna | (materia obligatoria), ubicada en el quinto semestre de la carrera.

El propdsito de la entrevista fue obtener informacion referente a la idea intuitiva que algunos
estudiantes pueden tener respecto a Isomorfismo de grupos; era de nuestro interés que dicho
topico no hubiese sido abordado en clase cuando se llevé a cabo la entrevista. No obstante, el
profesor responsable del curso, durante sus clases, previo a presentar una definicion formal, habia

hecho mencion de una idea “vaga” de este y de algunos ejemplos de grupos isomorfos.

Cuatro estudiantes cursaban exclusivamente la carrera de Matematicas, y otro estudiante también

cursaba la carrera de Ciencias de la computacion en la Facultad de Ciencias de la UNAM.

A continuacion se presentan extractos de las entrevistas con los estudiantes. Durante la entrevista,

con la excepcidn de E5 se discutid con los participantes sobre dos grupos que les eran familiares,
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a saber, Z, y el 4-grupo de Klein (V). Durante la entrevista debido a un error de la entrevistadora

se mencion6 que dichos grupos eran isomorfos (aunque esto no es cierto) y como lo veremos a
continuacion, cada uno de los estudiantes lo aceptd. Sin embargo no hay evidencia de que esto
haya afectado los resultados de la entrevista ya que se pretendia obtener explicaciones en cuanto

a “qué hace que dos grupos sean isomorfos”.

Entrevista con E12

E: En la clase el profesor ha mencionado algunos ejemplos de grupos que son isomorfos, por
ejemplo el grupo Z, y el 4-grupo de Klein, ¢anteriormente has oido o visto en clase dicho
concepto?

E1: Lo he visto como funcién, o sea una funcion es, por ejemplo en las transformaciones en
geometria analitica, [...] las rotaciones y las reflexiones pertenecen a ese grupo, ¢/no?, a los
isomorfismos, que es como parecido, es lo mismo, como que conserva propiedades y eso
como gue te permite trabajar ahi, y precisamente también lo vi en lineal, también con
funciones [...] definiendo funciones lineales, ya si es inyectiva pues es monomorfismo, si es
suprayectiva es epimorfismo y es biyectiva es isomorfismo, ¢no? [...]. Y en Algebra cuando
lo menciona el profe, asi, es isomorfo, es asi como que parecido, ;no? [...].

E: ¢Podrias platicarme respecto a tu curso de Algebra Lineal cuando vieron el tema de
transformaciones lineales y se habl6 de isomorfismo?

E1: Vimos lo que era una funcién isomorfa o cual es grupo isomorfo o asi.
E: Ah, bien.

E1: Si, asi como que me dijeran, asi mira no aplicado a funciones o algo asi, sino que algo
general, no especifico, para funciones o transformaciones, ¢no?, isomorfo es esto y ti ves
como lo aplicas, ¢no? En algo especifico.

E: Respecto al ejemplo mencionado al principio; el grupo Z, y el 4-grupo de Klein son
isomorfos, ¢como lo entendiste?

E1: Ah, pues Z,, tienen los mismos elementos, ¢no?, 0, 1,2y 3y a, b, c y el neutro.

E: Entonces entiendes que son isomorfos por esa caracteristica, ¢por la misma cantidad de
elementos?

Ya que se entrevistaron a cinco estudiantes, “E1” representa en este caso al primer estudiante entrevistado y asi para los demas;
mientras que “E” representa a la entrevistadora.
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El: ¢(Por elementos?, no, es que también tengo la idea de que es por las operaciones que
puedas hacer en los grupos, entonces por eso es isomorfo, no sé, como que comparten
propiedades, esa es mi idea, 0 sea, hay propiedades, pero esas propiedades vienen de las

operaciones que se hacen en esos grupos [...] por ejemplo Z, y el 4-grupo de Klein son

cuatro elementos y cuatro elementos, como que digamos que son isomorfos porque tienen
como que el mismo nimero de elementos, pero no son los mismos elementos, jeso esta

claro!, ino? Pero yo siento gue como se opera en Z, y a las operaciones que tenemos en el
4

grupo 4 de Klein pues son las mismas, entonces como que esa es una propiedad, no debe
importar tanto qué clase de elementos sean, sino que puedas aplicar esa propiedad, o sea que
puedan cumplirla.

OBSERVACIONES:

E1 no parece estar en desacuerdo con la afirmacion “Z, es isomorfo a V ”, pero tampoco se le
pidié averiguarlo; recordemos que esto no era de interés por ahora, puesto que E1, asi como la
mayoria de los demas participantes no contaban hasta este momento con los elementos para

hacerlo.

La caracterizacién que forma parte de la concepcion de E1 sobre isomorfismo la vemos plasmada
en su comentario al referirse a este como parecido, es lo mismo, como que conserva propiedades

y te permite trabajar ahi.

Para E1, no es importante el tipo de elementos que componen los grupos, en este caso,
Z,=1{0123} y V={eab,c}; mas bien, E1 sefiala que los grupos isomorfos comparten
propiedades (por ejemplo, misma cantidad de elementos) y que estas vienen de las operaciones
(que son las mismas, en la forma en que se opera en ambos grupos). La falta de precision en sus
argumentos nos hace pensar que cuenta con una idea poco clara del papel que desempefia la
operacion.

Los comentarios sugieren que, para E1, la cantidad de elementos es importante y lo vemos
explicitado en tres ocasiones cuando reitera las siguientes expresiones como argumentos: tienen
los mismos elementos, Z, y el 4-grupo de Klein son cuatro elementos y cuatro elementos y tienen
mismo numero de elementos. Para E1, la cantidad de elementos es una propiedad necesaria pero

no suficiente ya que hace el sefialamiento de que las operaciones que puedes hacer en los grupos
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también forman un tipo de propiedad determinante; sin embargo, como ya hemos sefialado, se

puede apreciar que hasta este momento no tiene claro en qué consiste.

Entrevista con E2

E: En clases pasadas el profesor ha mencionado algunos ejemplos de grupos isomorfos, por
ejemplo, el grupo Z, y el 4-grupo de Klein, ¢has visto en clases anteriores dicho concepto?

E2: Si conocia la definicion de isomorfismo, pero la verdad no la recordaba, lo que si
recuerdo es, isomorfo es que tiene la misma forma o una forma parecida [...] que Z, y el 4-
grupo de Klein son isomorfos, pues, es de imaginarse que iban a serlo.

E: Entonces, ¢cudl es tu idea respecto a isomorfismo?

E2: Mmm, pues mi idea de isomorfismo de grupos es que, asi como funciona tu operacion en
un grupo, es muy similar como funciona en el otro.

E: Bien, entonces no son isomorfos sélo por tener la misma cantidad de elementos.

E2: No necesariamente, de hecho pueden tener mas elementos, pero pues a fin de cuentas si
tienes un elemento mas, por ejemplo en este caso, este, tendria que ser generado por alguno
de los del grupo.

OBSERVACIONES:

En el caso de E2, que Z, y V sean isomorfos es algo muy evidente, apoyandose de la concepcion

de que isomorfo significa que tiene la misma forma o una forma parecida.

Vemos que también E2 menciona algo referente a las operaciones de los grupos; de hecho, para
E2, isomorfismo esta asociado a un funcionamiento similar de la operacion en cada uno de los
grupos; sin embargo, con ello no podemos asegurar que él tenga claro en qué consiste este

funcionamiento de la operacion.

Algo interesante en el comentario de E2 cuando se le pregunta implicitamente si la cantidad igual
de elementos en los grupos es razon suficiente para decir que ellos son isomorfos, fue mencionar
que dos grupos isomorfos pueden no tener la misma cantidad de elementos, ya que si uno de los
grupos tuviera un elemento mas, este seria generado por algun elemento del grupo. Esto tiene

que ver con la concepcion de que el elemento generado lleva de alguna manera las mismas
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caracteristicas de los elementos generadores, lo que probablemente para el estudiante no cambia

la “similitud” entre los dos grupos isomorfos.

Entrevista con E3

E: Recordaras que en la clase el profesor ha mencionado ejemplos de grupos isomorfos.

E3: Si.

E: Y cuando el profesor lo menciond, ¢con qué idea te quedaste con respecto a isomorfismo
de grupos?

E3: No sé, como una funcién entre grupos, es como que mi idea principal, podria decir
biyectiva pero no podria decir bien todavia.

E. En particular, el grupo Z, y el 4-grupo de Klein ¢por qué crees que son isomorfos?

E3: Algo asi como si fueran similares, bueno yo tengo como que la idea de similaridad, en
teoria de conjuntos, entre dos conjuntos ordenados, algo asi que bajo las operaciones de uno
se preservan en el otro.

E. Ah, muy bien.

E3: Es como que la idea que tengo, ahorita que estoy llevando Teoria de conjuntos, los estoy
relacionando; es asi como una similaridad. Entonces tienes que cuando son similares tienes
una funcién inyectiva de una en otra, biyectiva, de hecho [...]. Es la idea que tengo, una
funcion que manda los elementos de uno y que se va a preservar como que la operacion que
tienes en el otro grupo.

OBSERVACIONES:

Hasta el momento E3 es el Unico estudiante que se refiere a isomorfismo como una funcién
(posiblemente) biyectiva y que se va a preservar la operacion que tienes en el otro grupo.
Cuando se le solicita su opinion de por qué “Z, y V son isomorfos”, E3 hace alusion a que son

similares, agregando que bajo las operaciones de uno se preservan en el otro. A pesar de que E3
tiene una idea de grupos isomorfos muy cercana a la definicion oficial, no podemos asegurar que

la este entendiendo a plenitud.
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Entrevista con E4

E: Bien, durante la clase se han dado ejemplos de grupos que son isomorfos [...] cantes ya
habias escuchado hablar de isomorfismo?

E4: Bueno, la he visto bajo contexto, por ejemplo en la clase de Algebra Lineal, en la clase
de Célculo, la clase de Teoria de los dominios, he visto la definicion de isomorfismo que se
aplican a varios objetos matematicos.

E: Y, ¢respecto a Algebra Moderna?
E4: Aqui en laclase [...] aun no nos la ha mencionado, ha dado algunos ejemplos [...]
E: Pero, ¢qué idea tienes a partir de los ejemplos que ha dado?

E4: Pues que, bajo ciertas reglas son equivalentes, tanto puedan ser en forma como en las
funciones que se puedan definir en el objeto, en este caso, grupos, es la idea que tengo aqui
en la clase de Algebra.

E: Equivalencia.

E4: Bueno, mas que equivalentes, que se puedan poner en correspondencia, que tienen la
misma forma en cuanto a las propiedades que tienen, no sé si me doy a explicar [...]. Tu

mencionaste a Z, y el 4-grupo de Klein, ;no? [...]

E: Asi es.

E4: ;Qué imagino entonces? [...] mmm [...]. En este caso pueden ser grupos que tienen el
mismo numero de elementos y que podemos establecer relaciones entre sus subgrupos, por
ejemplo, algo asi.

OBSERVACIONES:

E4 es el estudiante que cursa dos carreras, Matematicas y Ciencias de la computacion, es en esta
ultima que tuvo la oportunidad de ver en sus clases el concepto de isomorfismo, aplicado a otros

objetos matematicos, como €l lo sefiala.

Cuando se le pregunta especificamente por su clase de Algebra Moderna, E4 sefiala que los
grupos isomorfos bajo ciertas reglas son equivalentes. Aunque no especifica cuales son esas
reglas, destaca aspectos importantes relacionados con el término equivalentes, a saber, que tienen
la misma forma, refiriéndose con esta frase a la estructura de los conjuntos, pues mas adelante lo

asocia con las propiedades que tienen los grupos. Por otra parte, también menciona algo
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relacionado con las funciones que se puedan definir en el objeto (grupos); muy posiblemente el
estudiante pudiera estar pensando en el isomorfismo como aquello que hace a los grupos ser “el
mismo excepto por el nombre de los elementos”, de ser esta su idea, hasta este momento no

parece tenerla muy clara.

Vemos como E4 también hace alusion principalmente a una propiedad vista de los grupos Z, y el

4-grupo de Klein mencionada por los otros participantes, el mismo nimero de elementos; ademas

de sefialar que es posible establecer relaciones entre sus subgrupos, sin ejemplificar.

Entrevista con E5

E5: Empecé estudiando matemaéticas y estoy en el proceso de terminar mis materias, habia
abandonado la carrera practicamente, incluso, ahora por cuestiones laborales [...] por eso
estoy de regreso, ya no estaba muy interesado.

E: Aqui en la clase se han dado ejemplos de grupos que son isomorfos, ¢anteriormente habias
visto una definicion formal?

E5: Antes, no. Es la primera vez que llevo esta materia [...]. Pues asi una idea muy intuitiva
es que tienen la misma forma, que tienen propiedades y caracteristicas comunes, viéndolo
como, que no lo es, pero si lo fuera, una funcién, es biyectiva, ;no? Lo que sucede en uno
sucede en el otro, bueno una idea informal, intuitiva, seria eso, que tienen propiedades y
caracteristicas en comdn; que a final de cuentas no importa la forma, terminan siendo uno
contenido en el otro.

E: ¢A qué te refieres cuando dices uno contenido en el otro?

E5: Que hay una equivalencia; lo estaria entendiendo como equivalencia entre los grupos.

OBSERVACIONES:

E5, por su parte, comparte la idea intuitiva de que los grupos isomorfos tienen la misma forma,
que comparten propiedades y caracteristicas y que no importa la forma de los grupos. Aqui
vemos cémo ES5 esta usando la expresion “forma” en dos sentidos diferentes. En la primera parte
de la oracién probablemente se refiere a la estructura de los conjuntos, y en la segunda a los

simbolos que se usan para denotar sus elementos.
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E5 asocia también al isomorfismo con una funcidn biyectiva, aunque parece no estar muy seguro

acerca de esto.

OBSERVACIONES GENERALES:

Recordemos que esta entrevista fue hecha antes de ver la definicién formal de isomorfismo de
grupos. No podemos saber exactamente coOmo estas ideas intuitivas, de permanecer, podrian
influir en el aprendizaje del concepto en cuestion. Sin embargo, consideramos importante
identificarlas para saber con qué concepciones previas los estudiantes empiezan a abordar el

tema, asi como cudles y de qué manera pueden modificarse a lo largo de su aprendizaje.

Hay que tomar en cuenta que la mayoria de los estudiantes ya contaban con algunas ideas del
concepto isomorfismo de grupos, formadas quiza a partir de los comentarios de su profesor del
curso. Posiblemente algunos de los participantes hubiesen consultado por su propia iniciativa la
definicién formal en los libros de texto o bien, debido a haber trabajado algo de isomorfismo en
otras materias, no aplicado precisamente a grupos sino a otros objetos matematicos, como lo

expresaron en sus comentarios.

Los estudiantes mencionaron que existen “propiedades” que comparten los grupos isomorfos, de
ellas la mas destacada de entre sus comentarios: “misma cantidad de elementos”, reconocida por
ellos como una propiedad necesaria pero no suficiente para determinar si dos grupos son
isomorfos, sin embargo, esta parecio ser, si no la Unica, la propiedad a la que méas se recurrid

hasta este momento.

También se hizo mencion explicita de que los grupos isomorfos preservan las operaciones (E3) y
de un reconocimiento de la importancia de estas (E1 y E2); sin embargo, a pesar de que pudiera
considerarse que las operaciones forman un tipo de propiedad, todavia no se entiende en qué
consisten. Mas bien, observamos claramente que la idea intuitiva desarrollada por los estudiantes
los conduce hacia la busqueda de “parecidos” en el sentido literal de la palabra, mas

estrictamente relacionados con los elementos de los grupos.
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3.1.3 Cuestionario piloto - analisis a priori

Con el proposito de obtener un primer acercamiento hacia la indagacion de cuéles podrian ser
algunas de las concepciones respecto a isomorfismo de grupos que pudieran tener estudiantes
quienes tomaban su primer curso de Algebra Moderna y que habian trabajado con el concepto en

cuestion, fue que se pensoé en la aplicacion de este primer cuestionario.

El cuestionario consistié de cuatro preguntas y fue aplicado a un grupo de cinco estudiantes de
Licenciatura en Matematicas de la Facultad de Ciencias de la UNAM, quienes estaban por
concluir su curso de Algebra Moderna 1, donde uno de ellos también participé en la primera

entrevista.

Para el disefio de este cuestionario se tomaron en cuenta aspectos que aportaron la revision de los
libros de texto; los resultados de algunas investigaciones llevadas a cabo dentro de la didactica
del Algebra Abstracta, en particular, aquellos que han involucrado al concepto isomorfismo de

grupos; asi como la informacidn obtenida de la primera entrevista.

A continuacion presentamos el disefio del instrumento donde exponemos la intencion de cada una

de las preguntas que lo componen:

Pregunta 1. ;Qué significa que dos grupos G y G'sean isomorfos? Explica ampliamente.

Pregunta 2. /Qué significa que dos grupos G y G NO sean isomorfos? Explica

ampliamente.

Mediante el planteamiento de estas preguntas lo que se pretendia era explorar el entendimiento de
los estudiantes respecto a los grupos isomorfos, donde se esperaria que usaran elementos del
concepto isomorfismo. De este ultimo concepto, se ha evidenciado que “existe dificultad en ver al
isomorfismo a la vez como una relacion de equivalencia sobre los grupos y como una

correspondencia particular entre dos grupos isomorfos” (Lajoie, 2000, pp. 170-177).

La investigacion de Lajoie (2000) también da evidencia de que la preservacion de las operaciones
no es percibida en la definicién formal de grupos isomorfos, razon por la que no llega a ser una

preocupacion para los estudiantes cuando tratan de usar dicha definicion.

En nuestro caso, se espera que los estudiantes basen sus respuestas considerando aspectos como:
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e Ladefinicion formal (considerada en clase o tomada de algun libro).

e Ejemplos particulares de grupos isomorfos como argumento para sus explicaciones.

e EIl cumplimiento de algunas propiedades que preserven o no dichos grupos; por ejemplo, que
ambos grupos tengan la misma cantidad de elementos o no, el hecho de que ambos grupos

sean ciclicos o no, etc.

Se ha considerado importante plantear la pregunta 2, puesto que no suele hacerse énfasis en “no-
ejemplos” en clase, es por eso que nos parece interesante conocer la apreciacion que se tiene por

parte de los estudiantes.

También, pudiera suceder que una interpretacién incorrecta del cuantificador existencial
involucrado en la definiciébn formal de grupos isomorfos conduzca a los estudiantes a

conclusiones equivocadas al momento de determinar si dos grupos son o0 no isomorfos.

El texto de Fraleigh (2003) formo parte de la bibliografia sugerida para el curso a los estudiantes
participantes. Como se mostré en la seccion 3.1.1, el autor presenta un apartado de cémo
demostrar que dos estructuras algebraicas binarias no son isomorfas y hace usos de los elementos
que se espera que los estudiantes consideren para apoyar su respuesta a la pregunta 2.

Pregunta 3. ;Qué significa que una propiedad sea preservada bajo isomorfismo? Explica

ampliamente.

De alguna manera, los estudiantes entrevistados (primera entrevista) hicieron alusion a ciertas
propiedades gque se conservan bajo isomorfismo o en palabras de los estudiantes: propiedades
que comparten los grupos isomorfos; nos interesa averiguar si los estudiantes saben por qué
sucede esto ya que no nos interesa sélo tener un listado de ellas, aunque se espera que los
estudiantes mencionen algunas de esas propiedades (invariantes), por ejemplo, el orden, ser

abeliano, ser ciclico de orden dado, etc.
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Ejercicio 4. Observa la siguiente tabla del grupo G y da un ejemplo de otro grupo G' que

sea isomorfo a G . Justifica tu respuesta.

Thrash y Walls (1991) sefialan que la manipulacion de las tablas de multiplicacion de grupos es
una estrategia enriquecedora para el desarrollo del entendimiento del concepto isomorfismo de
grupos.

A los estudiantes participantes se les presentaron durante el curso ejemplos de algunos grupos
finitos y sus respectivas tablas, tales como Z,,Z,,Z,, el 4-grupo de Klein 'y S,, por citar algunos.
No obstante, cuando se present6 el tema de isomorfismo de grupos no se hizo referencia a algin

ejemplo con el uso de tablas. Por lo tanto, resultd interesante analizar el razonamiento de los

estudiantes en este contexto.

Ademas, en investigaciones como las de Findell (2002), Lajoie (2000), Larsen (2009), Leron,
Hazzan y Zazkis (1995) y Weber (2002) se hizo uso de las tablas de Cayley obteniéndose de ello
resultados interesantes sobre el tipo de razonamiento empleado por los estudiantes, asi mismo,

sobre las dificultades que surgen al trabajar con ellas.
Hemos elegido la tabla que representa al 4-grupo de Klein (v), que se esperaria que los

estudiantes identificaran, ya que dicha tabla les fue presentada en clase. Basandonos en los

resultados de la primera entrevista, donde los estudiantes aceptaron sin cuestionar que z, y V

eran isomorfos, ya que ambos grupos poseen cuatro elementos; queremos ver si con un
razonamiento bajo este contexto se obtienen resultados diferentes. Ademas, es una actividad que

se presta bastante para la exploracion de las propiedades de los grupos.

También existe la posibilidad que los estudiantes no puedan contestar esta cuestion.
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3.1.4 Resultados del cuestionario piloto

Pregunta 1. ; Qué significa que dos grupos G y G' sean isomorfos? Explica ampliamente.
Los cinco estudiantes® respondieron esta cuestion, revelando los siguientes aspectos principales:

Tres estudiantes hicieron explicita su idea sobre la existencia de una funcion (aplicacion)
biyectiva entre los dos grupos, pero sélo dos de ellos dicen algo mas referente a la estructura de
los grupos isomorfos con relacion a dicha funcion. Presentamos las siguientes respuestas de

Armando, José y Fernando para mostrar lo anterior.
Armando considera que:

El que dos grupos sean isomorfos significa que existe una funcion biyectiva de uno al otro

que preserve la misma estructura de grupo.
En concordancia con lo que continda explicando este estudiante, en su respuesta podemos
apreciar que su interpretacion de que preserve la misma estructura de grupo se basa en la
consideracién del comportamiento de los elementos de los grupos (isomorfos) con relacion a sus

respectivas operaciones, asociado a los tres axiomas de grupo, como lo veremos en seguida:

Que sus elementos estén en correspondencia respecto a la estructura de grupo, es decir, que el
neutro en G opere de la misma forma que el neutro en G, lo mismo con el inverso, la
asociatividad sea fielmente correspondida en uno y otro.

José, por su parte, responde esta pregunta haciendo referencia a la definicién formal, de hecho,
muy parecida a la proporcionada en clase:
Se dice que G = G’ si existe una aplicacion ¢:G — G’ que cumple con: i) ¢ es
homomorfismo, i. e, ¢(ab)=g(a)p(b); ii) # es monomorfismo, i. e, ¢ es inyectivo; y iii)
@ es epimorfismo, i. e, ¢ es suprayectivo.
José afiade que los grupos isomorfos son estructuralmente iguales:

Si son idénticos salvo por el nombre de los elementos y las operaciones.

% Los nombres de los estudiantes fueron cambiados.
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Se puede entender esta idea mas claramente al analizar sus respuestas a las otras cuestiones,
donde podemos observar como José considera que los grupos isomorfos son grupos que tienen el
mismo ndmero de elementos, que los drdenes de sus elementos son iguales, que ambos son

abelianos o0 no, en general, que poseen las mismas propiedades.

Fernando también hace alusion a la existencia de una funcion biyectiva entre los grupos, sin

embargo, como veremos a continuacion, muestra imprecision en su explicacion:

Que G y G’ sean isomorfos significa que existe una funcién biyectiva entre ellos, que dado

un grupo G exista un monomorfismo con G' ademas que sea un epimorfismo y exista un

homomorfismo entre ellos.
Por otra parte, la respuesta de Ana nos induce a pensar que no percibe o no toma en cuenta al
cuantificador existencial involucrado en la definicion formal de grupos isomorfos; respuesta
considerada como imprecisa al igual que Fernando, originada quiza por un intento de reproducir

lo que memorizaron de la definicion o al tratar de formular su propia definicion:

Significa que es homomorfismo inyectivo y suprayectivo.

Finalmente, la nocion de similaridad aparece plasmada explicitamente en la respuesta de Hugo; al

referirse a los grupos isomorfos como se muestra a continuacion:

Que son similares y se comportan de la misma forma aunque no sean iguales.

Aqui muy probablemente el estudiante se esta refiriendo con la expresion forma a la estructura de
los conjuntos, tratando de sefialar, al igual que José, que sus propiedades se conservan de tal

manera que en lo que si son iguales es en su comportamiento.

Hugo hace referencia en todo momento a los espacios vectoriales, tanto en sus ejemplos como en

las explicaciones que proporciona. Asi, para esta cuestion apoya su respuesta proponiendo a R’

y C como ejemplo de estructuras isomorfas, sin describir un isomorfismo entre las dos.

De las respuestas de los estudiantes podemos apreciar como la mayoria hace referencia a los
grupos isomorfos y de manera particular al isomorfismo como homomorfismo biyectivo. Si bien
algunos de los estudiantes sefialan que los grupos isomorfos son estructuralmente iguales, no
parecen asociar esta idea con la propiedad de homomorfismo. Para los estudiantes, la

preservacion de la estructura es una expresion conocida pues frecuentemente aparece en los
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libros de texto y también suele ser usada por los profesores, pero observamos aqui que los
estudiantes le atribuyen un significado diferente a aquel que los expertos manejan.

Veremos mas adelante cdmo la concepcion de grupos isomorfos como grupos similares (el caso
de Hugo) cuando no es relacionada con la preservacion de las operaciones, solo lleva a la

observacion de propiedades parciales de los grupos, tales como el nimero de elementos.

Pregunta 2. ¢(Qué significa que dos grupos G y G" NO sean isomorfos? Explica

ampliamente.

La respuesta de Ana a esta pregunta nos induce a pensar que si bien la estudiante pudiera estar
considerando que dos grupos son isomorfos en tanto que exista un homomorfismo biyectivo, por
su respuesta a la pregunta 1; podemos observar como ahora en su interpretacion de grupos no
isomorfos no hace referencia a la propiedad de homomorfismo, sino sélo al hecho de que no

exista una biyeccion entre los grupos:

Que no hay una biyeccién entre esos 2 grupos.

Por otra parte, Armando provee una respuesta la cual pudiera significar que para el estudiante en
caso de agotar todas sus posibilidades por construir un isomorfismo, pudiera concluir con ello

que los grupos no son isomorfos.

Que no se pueda hallar una correspondencia (funcién) de uno a otro que preserve la
estructura de grupo, en el mismo sentido que el inciso 1.
En la respuesta de José observamos claramente lo que sefialdbamos anteriormente, acerca del
significado atribuido por este estudiante con relacién a que dos grupos sean estructuralmente

iguales.

G no es isomorfo a G” si no existe ¢:G — G” homomorfismo inyectivo y suprayectivo.

En otras palabras quiere decir que G y G* no son estructuralmente iguales, i.e, G 0 G" no
tiene alguna propiedad que el otro si.

Observamos también coémo el problema de probar la “no existencia” es trasladado a la busqueda

de una propiedad que un grupo posee Yy el otro no.

Las respuestas de Fernando y Hugo nos recuerdan a un ejercicio antes mencionado en la revision

de los textos, méas especificamente, el ejercicio 1 propuesto por Fraleigh (2003, p. 34) donde se
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solicitan las tres cosas que deben verificarse para determinar cuando una funcién ¢ es un

isomorfismo de una primera estructura binaria con la segunda; no obstante, si una funcién
particular no resultara ser isomorfismo al fallar alguna de esas tres condiciones, ¢garantiza ello

que los grupos no son isomorfos?;depende de la funcion (aplicacion) que se dé?

Presentamos a continuacion la respuesta dada por Fernando y hemos omitido la de Hugo ya que
fue similar:

Que no sean isomorfos significa que no cumplen alguna de las tres

i) monomorfismo

ii) epimorfismo

iii) homomorfismo

Pregunta 3. ;Qué significa que una propiedad sea preservada bajo isomorfismo? Explica
ampliamente.

Para esta pregunta los estudiantes proveen respuestas breves. Por ejemplo, se encontraron en su
mayoria del estilo: si un grupo posee cierta propiedad, también la poseera algun grupo que sea
isomorfo a este. Sirva para ejemplificar lo dicho anteriormente las respuestas de Armando, José y

Fernando:

Si un grupo cumple una propiedad, también sera valida en otro grupo que sea isomorfo a él,
independientemente que sus elementos sean distintos.

La respuesta de Armando muestra que esta pensando en un tipo de equivalencia, pero no esta
claro qué entiende por ‘propiedad’:

La propiedad incluso puede denotarse de manera distinta en el otro grupo pero es equivalente
al del grupo original.

Maés adelante cuando responde a la pregunta 4, al intentar proponer un grupo isomorfo a G, es
evidente que el estudiante tampoco tiene claro algunas propiedades invariantes bajo isomorfismo,

al contestar:

No sé si ciclico se preserve bajo isomorfismo pero en su caso el otro grupo tendria que no ser
ciclico.

La respuesta de José indica que esta pensando en que los grupos isomorfos tienen las mismas

propiedades, como se muestra en seguida:
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Significa que la propiedad que tiene un grupo G latiene el grupo G’ al que es isomorfo.

Ademés, como veremos en su respuesta a la pregunta 4, esta idea la utiliza al hacer la
comparacion entre los dos grupos, es decir, identifica el elemento identidad en G y en G',
observa que cada elemento es su propio inverso, que ambos grupos son abelianos, calcula el
orden de los elementos para cada uno de los grupos G y G'; estableciendo de esta manera que

dichos grupos poseen las mismas propiedades.

En la siguiente respuesta de Fernando observamos mas claramente como él hace énfasis en los

elementos de los grupos:

Que la propiedad que se cumple entre los elementos del grupo G, también se cumple entre
los elementos del grupo G'.

Finalmente, las respuestas de Ana y Hugo revelan los siguientes aspectos:
En el caso de Ana, como hemos visto a lo largo del andlisis, sus respuestas han sido imprecisas,
para esta cuestion ocurrio exactamente o mismo.

Que las operaciones que tenga un grupo se puedan realizar en el otro grupo de donde es el
isomorfismo.

No podemos saber con exactitud lo que la estudiante quiso expresar con sus palabras ya que
como puede observarse, no es muy claro. Pudiera interpretarse que ella estd pensando en dos
grupos isomorfos, al utilizar la expresion de donde es el isomorfismo, donde estos grupos se
llamasen, por ejemplo, (G,x) y (H,*'). Ahora bien, los célculos que se lleguen a realizar en G
bajo *, cuando se refiere a las operaciones que tenga un grupo, estaremos de acuerdo en que no
necesariamente seran las mismas en H bajo #', al decir que se puedan realizar en el otro grupo,
como lo plantea Ana. Sin embargo puede estar refiriéndose a la preservacion de resultados de las

operaciones entre los elementos correspondientes bajo el isomorfismo.
Finalmente, Hugo responde a esta cuestion argumentando lo siguiente:

Que la propiedad se comporta igual en ambos lugares sin importar que sean diferentes.

El comportamiento igual al cual alude Hugo en su anterior respuesta se ve reflejado en el ejemplo

que propone; ya que considera que R* y R* son estructuras isomorfas, basando su argumento en

que en ambos la suma vectorial conmuta (la propiedad se comporta igual).
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Ejercicio 4. Observa la siguiente tabla del grupo G y da un ejemplo de otro grupo G' que

sea isomorfo a G . Justifica tu respuesta.

Hugo propuso como ejemplo a Z,; creemos que el estudiante en realidad se estaba refiriendo a
Z, ya que en su explicacion sefiala que tienen el mismo numero de elementos al referirse a
misma dimension:

Z, ya que es abeliano misma dimensién y se puede establecer una f biyectiva entre G y
Z,.

Podemos observar como el estudiante toma en cuenta principalmente propiedades que comparten
ambos grupos, como el numero de elementos y el que sean abelianos, para proponer su ejemplo.

También hace hincapié en que es posible establecer una f biyectiva entre ambos grupos, aunque

no proporciona alguna, tampoco menciona algo relacionado con las operaciones de los grupos.

En el caso de Fernando, él propuso la siguiente tabla de G':
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Observamos una tabla de cuatro elementos de la cual podemos deducir que el estudiante, después

de identificar al elemento identidad de G, (q) centrd su atenciénen: ' =q, rt=r,st=sy

t™' =t ; que cada elemento es su propio inverso, proponiendo la siguiente biyeccion:

En su ejemplo, no esta claro si el estudiante esta considerando al grupo Z, bajo la operacion +,

(suma mdédulo 4); donde puede notarse que hace el arreglo necesario para el cumplimiento de que

cada elemento sea su propio inverso. Obviamente Z, no cumple con las operaciones indicadas y

el estudiante no usé otros simbolos, pero da evidencia de comprender que siendo ¢ isomorfismo,

¢ existe.

Dos estudiantes (Armando y Ana) no lograron proponer algin ejemplo de grupo isomorfo a G ;
sin embargo, ellos identificaron algunas propiedades que deberia cumplir dicho grupo. Por

ejemplo, Ana menciona que:

Para poder construir otro grupo isomorfo necesito que sea de 4 elementos ya que G es de
orden 4 que cumpla las mismas propiedades que se hace con G .

Y Armando:

a) Podemos ver que el grupo no es ciclico.
b) Viendo que el neutro es g y cualquier elemento es su inverso.

Solo basta encontrar un grupo de orden 4 que cumpla b) y que cumpla una propiedad
preservada bajo isomorfismo.
En las respuestas de Ana y Armando, se puede observar cdmo los estudiantes no tienen una idea
clara sobre cuales son aquellas propiedades que permanecen invariantes bajo isomorfismo,
aunque, quiza sin saberlo, hacen mencion de algunas de ellas; por ejemplo, el nidmero de
elementos del grupo vy la ciclicidad, respectivamente. En el caso de Ana se aprecia que hace
referencia a propiedades que debe cumplir el grupo isomorfo a G, pero no dice cudles son esas

propiedades. Algo similar, aunque no exactamente lo mismo, se puede decir de Armando, por lo
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que menciona en b); podemos interpretar que al referirse a cualquier elemento es su inverso, esta
haciendo alusion a la observacion de que cada elemento es su propio inverso. De la manera en
que concluye su respuesta, si bien el estudiante tiene claro que el grupo buscado G’ para ser
isomorfo a G debe tener el mismo orden, parece desconocer qué propiedad algebraica es la que

preserva, no puede ser cualquiera, y tampoco tiene que ser Unica.

Finalmente, José propone correctamente al grupo Z, xZ,

+ [(00)((01) |(L0) | (LD)
(0,0)[(0,0){(0) [(1L,O)| @D

(0D {(0Y) {(0,0)| (1.1) [(1,0)

1L0)(@10) | (11) |(0,0)| (01
@D @y |@0) |01 [(0,0)

A esta tabla agrega que:

Se puede dar el isomorfismo ¢:G — G’ definido por

(0,0)si g=qg

(01)sig=r e
9> 4(9)= (1,0) si g=s =6=6

(L1) si g =t

La respuesta de José es apoyada con la verificacion del cumplimiento de algunas propiedades

para asegurarse de que ambos G y G’ las poseen:

G G’

Id q (0,0)
Inverso El mismo El mismo
Abelianos N4 v
Orden 1 q (0.0)
Orden 2 r,st (01,10, 1)
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Podemos observar que los estudiantes, en caso de establecer una biyeccion o decir que es posible
hacerlo, no dicen algo con relacion a la preservacion de las operaciones; parece haber mayor
concentracion en el cumplimiento de propiedades entre dos grupos presumibles a ser isomorfos.
En otros casos pareciera que la condicion determinante para decidir que dos grupos son

isomorfos es el nUmero de elementos.

3.2 Segunda etapa: Instrumento de seleccion y entrevista

3.2.1 Segundo cuestionario (de seleccidn) - andlisis a priori

El instrumento se disefié considerando el enfoque tedrico Imagen del concepto/Definicion del
concepto (Tall &Vinner, 1981) con el objetivo de proveer informacion sobre las imagenes del
concepto isomorfismo de grupos que los estudiantes han desarrollado, la cual incluye sus
definiciones personales. Ademas, para este disefio se tomaron en cuenta los resultados obtenidos
de la aplicacion del cuestionario piloto.

Con el permiso de las y los profesores titulares, el cuestionario fue aplicado a tres grupos de
Licenciatura en Matematicas de la Facultad de Ciencias de la UNAM y a un grupo de
Licenciatura en Matematicas de la Escuela Superior de Fisica y Matematicas del IPN, quienes ya
habian tomado un curso de Algebra Moderna | e iniciaban su curso de Algebra Moderna II;
obteniéndose un total de 36 cuestionarios contestados. La informacion arrojada por este segundo
cuestionario fungié como criterio de seleccion de los estudiantes que participarian en la

entrevista.

A continuacion presentamos el disefio del instrumento donde exponemos la intencion de cada una

de las preguntas que lo componen:
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1. Las afirmaciones que se presentan a continuacién fueron hechas por estudiantes que
habian tomado un curso de Algebra moderna. Para cada una, sefiala si estas de acuerdo, en

desacuerdo o parcialmente de acuerdo. Explica por qué.
i) Que dos grupos sean isomorfos significa que bajo ciertas reglas son equivalentes.

ii) Dos grupos son isomorfos si existe una funcion biyectiva de uno al otro que preserve la

misma estructura de grupo.
iii) Dos grupos isomorfos son simplemente grupos del mismo orden.
iv) Que dos grupos sean isomorfos significa que son similares.

La redaccion del enunciado principal se inspir6 en la lectura de otros trabajos tales como los de
Hazzan y Leron (1996) y Lajoie (2000). Ademas se extrajeron fragmentos de respuestas
obtenidas desde el inicio de la investigacion, por ejemplo, (i) se extrajo de la entrevista con E4
(remitase a la seccién 3.1.2) tomada debido al interesante planteamiento que hace el estudiante.
En su explicacion E4 no dice cuales son esas reglas, pero lo que si es claro es que lo que le
permite catalogar de equivalentes a los grupos isomorfos esta muy estrechamente ligado con
ellas. E4 relaciona la palabra equivalentes con tener la misma forma, refiriéndose con ello a las
propiedades que comparten los grupos, pero también en su explicacion hace referencia a las
funciones que se puedan definir en los grupos. Nétese que en su explicacion él no dice una Unica
funcion sino las funciones; pudiéndose interpretar que el isomorfismo es aquello que hace a los
grupos ser el mismo excepto por el nombre de los elementos y que no existe un unico

isomorfismo.

El extracto del inciso (ii) fue tomado del mismo estudiante como respuesta a la pregunta 1 del
cuestionario piloto y como podemos observar es mas cercana a la definicion oficial, razén por la
que pudiera ser aceptada en su mayoria por los estudiantes. Ademas, sera interesante averiguar
qué interpretacion dan los estudiantes a la expresion que preserve la (misma) estructura de
grupo, ya que como vimos en los resultados del cuestionario piloto, suelen darseles distintas

interpretaciones.

Respecto al inciso (iii), pudimos observar en los resultados de otras investigaciones, como la de
Lajoie (2000), Dubinsky et al. (1994), asi como los resultados de la primera entrevista y el
cuestionario piloto; que algunos estudiantes basan sus argumentos en algunas propiedades,

principalmente, el orden del grupo. Asi, suele pensarse que Z, y V (4-grupo de Klein) son
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isomorfos ya que ambos grupos tienen orden cuatro; incluso Lajoie (2000) evidenci6 que algunos

estudiantes suelen pensar que es “la unica condicion para que dos grupos sean isomorfos” (pp.
135-136).

Finalmente, con relacion al inciso (iv), hemos visto que Leron, Hazzan y Zazkis (1995) sefialan
que la relacién de ser isomorfo, en su version ingenua, es intuitiva y no requiere del concepto
funcion para entenderse, siendo mucho mas simple que el objeto de isomorfismo (como
homomorfismo biyectivo). Por su parte, Lajoie (2000) afirma que “aunque pudiera parecer facil
entender que dos grupos isomorfos son grupos similares o idénticos, tendria que darsele toda la
idea y el sentido que se le atribuye a esta” (p. 82). Ese sentido al que se refiere la autora tiene que
ver con el isomorfismo como una relacion de equivalencia, que “incluye, en particular, la

concepcion de isomorfismo como objeto” (p. 82).

En nuestro caso, en el cuestionario piloto, Hugo sefiala que los grupos isomorfos son grupos
similares; sin embargo, con esta idea en mente el estudiante solo se concentr en la observacion
de propiedades parciales de los grupos, de entre ellas, el orden del grupo; asi, la preservacion de

las operaciones puede no ser percibida a través de esta idea.

En general, lo que se pretende es que los estudiantes a partir de afirmaciones provenientes de
terceras personas, expresen sus ideas relacionadas con isomorfismo de grupos. De esta forma
pretendemos obtener informacion sobre sus concepciones y comprender mejor sus dificultades

con este objeto matematico.

Pregunta 2. Para ti, ¢qué significa que dos grupos sean isomorfos?

Es una pregunta abierta que también se planted en el cuestionario piloto, el interés particular fue
examinar las definiciones y explicaciones de los estudiantes respecto a grupos isomorfos e

inherentemente la de isomorfismo de grupo.

Pregunta 3. ;Como explicarias a un estudiante que toma su primer curso de Algebra
moderna lo que significa que dos grupos NO sean isomorfos? Cita al menos un ejemplo con
el que apoyarias tu explicacion.

Con esta pregunta se espera gque se revele informacion de los estudiantes con relacion a grupos
NO isomorfos. A diferencia de la pregunta 2 del cuestionario piloto, aqui se solicita una
explicacion del estudiante a otro quien inicia un curso de Algebra Moderna.
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La cuestion 3 invita a los estudiantes a exponer sus definiciones personales o ideas relacionadas
con los conceptos involucrados. Ya en los resultados del cuestionario piloto se mostraron algunas
concepciones de estudiantes que en ese momento se encontraban en su primer curso de Algebra
Moderna y que sin duda muestran algunos problemas ante esta pregunta. Se espera que surjan
algunas dificultades con relacion a la interpretacion del cuantificador existencial involucrado en

la definicion de grupos isomorfos.

4. Observa la siguiente tabla del grupo G y da un ejemplo de otro grupo G” que sea

isomorfo a G. Justifica tu respuesta.

~ N | s Qo Wwm
|+ | O |~

=S| |~ »n| o
O | » =

*
q
r
S
t

Este ejercicio se retoma del cuestionario piloto, la diferencia es que ahora los elementos no estan
colocados de la manera usual en que suele encontrarse en los libros de texto, o como
comUnmente se presenta en clase. Podemos observar que el elemento identidad no aparece
colocado al principio y asi para los otros elementos.

De los resultados del cuestionario piloto se pudo apreciar que para algunos estudiantes esta tarea
no resulta ser muy sencilla; pudimos observar que su proceder para este ejercicio suele consistir
en explorar las propiedades del grupo G y de esa manera proponer un grupo G’ que también
cumpla con ellas. Ademas, como argumento de que ambos son isomorfos, los estudiantes suelen

considerar suficiente establecer una biyeccién entre los dos.

5. Sup6n que se tienen dos grupos G y G*. Para cada una de las afirmaciones siguientes,
indica si es Verdadera o Falsa. Justifica tu respuesta.

i) G esisomorfoa G si ambos son conmutativos.

i) G y G” son isomorfos si sus elementos y sus operaciones son idénticamente iguales.

iii) Si G y G no tienen el mismo orden, entonces no son isomorfos.
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iv) Si G esun subgrupode G*, G” esisomorfoa G.

Mediante estos cuatro incisos se pueden explorar algunas ideas particulares de los estudiantes
respecto a grupos isomorfos. A continuacion mostramos algunos resultados que se han obtenido

anteriormente con relacion a estos:

Para el inciso (i), sabemos que si se tienen dos grupos G y G" isomorfos, si G es conmutativo
entonces G" también lo es, pero que dos grupos sean conmutativos no implica que sean
isomorfos. En la revision de la literatura se ha encontrado que algunos estudiantes suelen hacer

deducciones de este tipo.

Respecto al inciso (ii), Lajoie (2000) dio evidencia de que algunos estudiantes consideran que
“los grupos isomorfos estan provistos necesariamente de la misma ley de composicion (en
sentido estricto) y/o que sus elementos son necesariamente de la misma naturaleza” (Lajoie,
2000, p. 135, pp. 142-145, p. 148). Por otro lado, la manera como esta escrito el inciso acepta una
respuesta afirmativa. Igual que en el inciso anterior, los argumentos del estudiante nos daran

elementos para identificar su concepcion.

Con relacion al inciso (iii), Lajoie (2000) evidencié que algunos estudiantes no saben si los
grupos isomorfos tienen necesariamente el mismo nimero de elementos o por qué deberia ser asi.
En nuestro caso, en la primera entrevista, E2 sefiala que los grupos isomorfos no tienen
necesariamente la misma cantidad de elementos; mientras que otros, sobre la base de esta

propiedad es que determinan si dos grupos lo son o no.

Finalmente, respecto al inciso (iv), Lajoie (2000, pp. 196-203) detectd dificultad por parte de los
estudiantes participantes en considerar que un grupo infinito dado pueda ser isomorfo a uno de
sus subgrupos. Todo parece indicar que la idea en mente de que un grupo es comunmente mas
grande que sus subgrupos siembra la duda al tratar con “el isomorfismo en el contexto de grupos
infinitos”, todo esto a pesar de lograr definir un homomorfismo biyectivo entre ellos. Aqui como

respuesta correcta se esperaria que se considere no hay suficiente informacion para concluir.

6. Da un ejemplo de grupos isomorfos. Argumenta tu respuesta.

Tomando en cuenta lo que sefialan Vinner y Dreyfus (1989, p. 356) con relacién a que la imagen
que desarrolla el estudiante es “el resultado de su experiencia con ejemplos y contraejemplos del

concepto”, se considero importante examinar los ejemplos (al menos uno) que pudieran proveer.
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3.2.2. Resultados del cuestionario de seleccion

A continuacion presentamos cada una de las preguntas, junto con las respuestas obtenidas y su

analisis.

1. Las afirmaciones que se presentan a continuacion fueron hechas por estudiantes que
habian tomado un curso de Algebra moderna. Para cada una sefiala si estas de acuerdo, en

desacuerdo o parcialmente de acuerdo. Explica por qué.

1) Que dos grupos sean isomorfos significa que bajo ciertas reglas son equivalentes.

De acuerdo | Desacuerdo Parcialmente de acuerdo Otra No contesto

13 5 14 3 1

De acuerdo con las respuestas dadas por estos estudiantes, los grupos isomorfos pueden ser
considerados como grupos equivalentes debido a que bajo isomorfismo (homomorfismo
biyectivo) se preserva la estructura/respetan las operaciones (tomese en cuenta las
interpretaciones dadas a dichas expresiones por los estudiantes), no siendo determinante la
manera en que los elementos sean denotados. Otros mas dicen que los grupos isomorfos son
esencialmente el mismo porque independientemente de los objetos con los que se estén

trabajando, comparten las mismas propiedades.

Por otra parte se pudo apreciar que las ideas que se tienen sobre grupos isomorfos llevan a
algunos de los estudiantes a sentirse satisfechos con establecer una biyeccion entre los grupos.
También fue comdn la idea de que los grupos isomorfos poseen las mismas propiedades, por
ejemplo, tener la misma cardinalidad, ser abelianos, ser ciclicos, etc. Sin duda el papel de las
operaciones aqui es importante; sin embargo, no es utilizada, en la mayoria de los casos, para
verificar que la funcion conserve las operaciones, es decir, la propiedad de morfismo. A

continuacion se presentan de manera mas detallada los resultados obtenidos para esta pregunta:

e De los 13 estudiantes que dicen estar de acuerdo con este enunciado, tres de ellos no

justifican su respuesta.
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Los argumentos dados por los otros 10 estudiantes revelan los siguientes aspectos principales
referentes a sus definiciones personales o ideas relacionadas con los conceptos de isomorfismo y

grupos isomorfos:

» |somorfismo

o Cinco estudiantes se refieren al isomorfismo como homomorfismo (morfismo) biyectivo;
todos ellos lo asocian con una funcion biyectiva que preserva/respeta estructura o bien que
respeta operaciones, relacionando esto Gltimo con la propiedad de homomorfismo. Por lo
menos uno de ellos lo hace explicito en su respuesta (véase extracto (1)) y en el caso de los
otros esta idea se pudo apreciar al analizar sus respuestas a las otras cuestiones. Sirva para
mostrar lo dicho anteriormente, los siguientes tres extractos que forman parte de esta

clasificacion:

(1). Sean (G,+) A (G';*) dos grupos isomorfos es decir 3 f G—>G' > f
es biyectiva A > f preserve la estructura del grupo es decir

f(x+y)=f(x)xf(y) VxyeG A f debe cumplir lo mismo >
fofi=Il, A frof=Ig, por como es la definicién de isomorfismo de
grupos yo digo que dos grupos son equivalentes si son isomorfos.

(2. G—5C' G,G’ grupos
¢ morfismo grupos
@ inyectiva y supra. (biyectiva)

Estoy de acuerdo pues ¢ preserva la estructura de grupo sin importarnos los
elementos del grupo.

(3). De acuerdo. Son equivalentes algebraicamente puesto que se conserva la
estructura algebraica bajo un isomorfismo (funcién que es un homomorfismo y
es biyectiva).

o Un estudiante dice del isomorfismo que este preserva la estructura de los conjuntos o que

respeta las operaciones definidas en los conjuntos:

(4). De acuerdo: Es que el isomorfismo preserva la estructura de tus conjuntos y
con estructura me refiero a lo importante desde un cierto punto de vista, que en
este caso es el algebraico de grupos. De hecho se podria decir que si son
isomorfos son “el mismo tipo con diferente atuendo”.

77



Elementos metodoldgicos

Al analizar sus posteriores respuestas, por ejemplo, la dada en 1 (iii) se puede apreciar que se
refiere con ello a cbmo se comportan los conjuntos bajo sus respectivas operaciones; por lo tanto,
los conjuntos preservan la estructura algebraica. Para el caso en que los grupos son isomorfos,

por ejemplo, si uno es abeliano entonces el otro también sera abeliano:

(5). Desacuerdo ya que si tomamos al grupo \{il,ii,ij,ik}\:S, no es

abeliano y en cambio Z; es abeliano y tiene el mismo orden pero debido a que
uno es abeliano y otro no, no pueden ser isomorfos.

o Un estudiante se refiere al isomorfismo como la regla que hace a los grupos isomorfos,

equivalentes, sin que explique qué esta entendiendo por este ultimo término:

(6). Cierto. Que dos grupos sean isomorfos es que tengan su estructura
algebraica similar. Y la regla que las hace equivalentes es el isomorfismo que
existe entre ellos.

= Grupos isomorfos

o Dos estudiantes proporcionaron definiciones similares a la definicion oficial de grupos
isomorfos; para ilustrar esto véanse nuevamente los extractos (1) y (2) ubicados al inicio de
este analisis.

o Dos estudiantes, uno de los cuales se refiere al isomorfismo como la regla que hace
equivalentes a los grupos isomorfos, dicen de estos ultimos que tienen misma/similar
estructura (algebraica). Del estudiante al cual se esta haciendo énfasis, se pudo apreciar que él
asocia esta expresion con cémo esté definido el conjunto con su operacion, razén por la que
en su respuesta a 1 (ii) dice que la estructura es similar y no la misma, como a continuacion

se muestra:

(7). Cierto, parcialmente. EI isomorfismo si es una funcién biyectiva que
preserva la estructura de grupos. Pero no es la misma, sino una parecida.

Ejemplo R y SR>°:{teiR\t>O}. Son isomorfos bajo el isomorfismo

h:®—>R°, ht)=€'. Pero R y R° no tienen la misma estructura
algebraica.
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o Dos estudiantes, uno de los cuales sefiala que el isomorfismo preserva la estructura de los
conjuntos, dicen de los grupos isomorfos que son en esencia el/lo mismo. Sirva para

mostrar lo dicho en este parrafo, la siguiente respuesta dada por uno de los estudiantes:

(8). Si de acuerdo. Un isomorfismo entre grupos nos dice que son practicamente
lo mismo (se operan igual tienen las mismas propiedades solo cambian los
objetos con los que se estan trabajando).

o Un estudiante indica que dados dos grupos, estos se pueden relacionar y aunado a ello,

implicitamente, que no hay una Unica manera de hacerlo:

(9). Cierto. Podemos proponer dos grupos ya sea G y H y mediante
homomorfismos relacionarlos

e C(Cinco estudiantes dicen estar en desacuerdo argumentando que las expresiones “ciertas
reglas” y/o “equivalentes” son ambiguas. A continuacion se muestran dos extractos que

forman parte de esta clasificacion:

(10). No estoy de acuerdo, no esta clara la palabra “equivalencia” y mucho
menos “ciertas reglas”.

(11). No. Es muy ambiguo “ciertas reglas”.

e De los 14 estudiantes que dicen estar parcialmente de acuerdo con este enunciado, uno de
ellos no justifica su respuesta y cinco estudiantes se limitan a decir que las expresiones

“ciertas reglas” y/o “equivalentes” no les dicen mucho, por ejemplo:

(12). Estoy parcialmente de acuerdo, esta definicion no nos dice nada, faltaria
especificar bajo que reglas.

(13). Parcialmente de acuerdo, pues el término equivalente no es precisado

o Los argumentos dados por otros ocho estudiantes revelan los siguientes aspectos
principales referentes a las definiciones personales o ideas relacionadas con los conceptos

de isomorfismo y grupos isomorfos:
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Isomorfismo

Un estudiante da una definicion similar a la definicion oficial de isomorfismo entre dos
grupos. Al comparar esta definicion con su respuesta a la pregunta 2, podemos decir que
muy probablemente aqui se equivoco en la notacion de su definicion de homomorfismo,

ya que si se tienen dos grupos (G,) y (G'x), una funcion f:G —G’ se llama

homomorfismosi f(a-b)= f(a) f(b),va,beG.

(14). Parcialmente de acuerdo, pues no se menciona que reglas es necesario
mencionar, que un isomorfismo que vade ¢:G — G’ preserva la estructura, es
decir si (G,-) y (G',*) son grupos|Va,beG ¢(a-b)=g(a’)*#(b')| donde ¢
es una biyeccién entonces de cierta forma puedes trabajar en uno de esos grupos
y sabes lo que sucede en el otro.

Un estudiante solamente indica que el isomorfismo preserva la estructura, sin explicar a

qué se refiriere con ello:

(15). Parcialmente de acuerdo, ya que el isomorfismo preserva de cierta manera
la estructura.

La respuesta de un estudiante no es muy clara, pero refleja que se refiere a la ambiguedad

en el enunciado.

(16). No estoy totalmente de acuerdo pues la respuesta seria muy ambigua para
alguien que no hubiese tomado Algebra moderna o estudiado matematicas, sin
embargo reflejaria un poco la esencia de la idea de isomorfismo si cambiamos
“ciertas reglas” por “ciertas consideraciones o condiciones”.

Grupos isomorfos

Dos estudiantes sefialan que la(s) estructura(s) algebraica(s) de los grupos isomorfos
es/son equivalente(s). Al analizar la informacion extraida del cuestionario se pudo
apreciar que muy probablemente se estan refiriendo al comportamiento del conjunto bajo
su operacion, asi, por ejemplo, dados dos grupos isomorfos, la(s) estructura(s)
algebraica(s) es/son equivalente(s) ya que la operacion en ambos grupos es conmutativa.

Lo anterior se puede deducir al observar sus respectivas respuestas a la pregunta 3. A
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continuacion mostramos dos extractos de uno de los estudiantes ante esta cuestion y la

correspondiente a la pregunta 3 para visualizar lo dicho en este parrafo:

(17). Parcialmente de acuerdo. Son equivalentes en cuanto a su estructura
algebraica.

(18). Que dos grupos no sean isomorfos significa que existe una propiedad
algebraica que se cumple en uno pero no en otro.
Ejemplo. Para S; y Z/6Z . S, es no conmutativo y Z/6Z es conmutativo.

Esta propiedad s6lo depende de su operacidon como grupos, es decir, de su
estructura algebraica.

Un estudiante relaciona el término “equivalentes” con el hecho de que los grupos

isomorfos tienen el mismo nimero de elementos:

(19). Parcialmente de acuerdo, ya que de cierta manera la equivalencia hace que
sean del mismo orden

Un estudiante sefiala que los grupos isomorfos estan relacionados entre si, puesto que
comparten propiedades, por ejemplo, ambos poseen la misma cardinalidad entre otras.

(20). Parcialmente de acuerdo; puesto que un isomorfismo no implica en si que
los grupos sean equivalentes, mas bien indica que podemos relacionarlos de
manera muy particular por cumplir propiedades casi semejantes.

Un estudiante se concentra en dar significado a las expresiones ‘“ciertas reglas y
“equivalentes”, a fin de dar sentido al enunciado. Todo parece indicar que al referirse a
una funcion con ciertas propiedades, esta haciendo alusién al isomorfismo como una
“funcion especial”. Mas adelante en su respuesta a la pregunta 2 (obsérvese el extracto
(94)) hace mencion de la preservacion de las propiedades, es decir, que los grupos
isomorfos comparten propiedades, como el orden de los elementos, la conmutatividad,
etc. Asi, cuando dice “preservacion de una estructura” pudiera estarse refiriendo a lo

mismo al utilizar tales expresiones:

(21). Estoy parcialmente de acuerdo, porque no sé que quiera decir con que sean
equivalentes, pero si se refiere a la preservacion de una estructura tal vez si esté
de acuerdo, y eso de bajo ciertas reglas, lo veo como si se refiriera a una funcion
con ciertas propiedades.
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(22). Estoy parcialmente de acuerdo pues puede que por “similares” quiera decir
que se preserva la estructura de los grupos bajo cierta funcion.

Las respuestas de tres estudiantes se clasificaron dentro de la casilla titulada “otra” ya que no
indican estar de acuerdo, en desacuerdo o parcialmente de acuerdo con la afirmacion. Tales
respuestas proporcionaron la siguiente informacion relacionada con sus ideas respecto a
isomorfismo y grupos isomorfos:

o Un estudiante da evidencia de ver al isomorfismo posiblemente como una relacion de

equivalencia:

(23). Es redundante, se define la equivalencia de 2 grupos G, F , de forma que
G~F <3 ¢:G—>F ¢ isomorfismo.

o La respuesta de un estudiante muestra que para él pudiera ser suficiente con establecer
una biyeccién entre los grupos, ya que no dice algo con relacion a las operaciones. Esta
idea se pudo apreciar aun mas al observar sus respuestas a 4 y 6 (remitase a (124) y
(194)); ya que €l da ejemplos de grupos cuyo orden es igual, en este caso cuatro, donde

implicitamente ese parece ser su Unico argumento:

(24). Que dos grupos sean isomorfos quiere decir que existe una transformacion
isomorfa i.e que es biyectiva por eso podria decirse que esta es la regla y si se
puede trabajar en cualesquiera de los dos por ello son en esencia equivalentes.

o Finalmente, la respuesta dada por un estudiante da evidencia de que para él es importante
verificar que se preserve la estructura. Esta idea es apoyada por el analisis de las
respuestas posteriores de dicho estudiante, en particular en la 1 (iii) y 4 (véase (49) y
(131)), donde se puede apreciar que él estd entendiendo por ello que ambos grupos
compartan las mismas propiedades, por ejemplo, si uno es ciclico, el otro también lo es y

asi:

(25). De manera informal podria interpretarse asi. Considerando que dichas
reglas son de preservacion estructural.

Un estudiante no proporciono respuesta alguna.
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ii) Dos grupos son isomorfos si existe una funcion biyectiva de uno al otro que preserve la

misma estructura de grupo.

De acuerdo | Desacuerdo Parcialmente de acuerdo Otra No contestd

31 1 4 - -

De las respuestas de los estudiantes se pudo apreciar que la mayoria de ellos considera este
enunciado como verdadero argumentando que es por definicion de isomorfismo/grupos

isomorfos; mientras que uno de ellos dice que esta no es la definicion mas elemental.

Ademas, se pudo observar tanto en las respuestas dadas a 1 (i) y en esta, que la interpretacion que
se dio a la frase preserva la (misma) estructura de grupo, fue por lo menos de tres tipos distintos,
a saber, 1) con la propiedad de homomorfismo, 2) las propiedades que se preservan bajo
isomorfismo y 3) como se comportan los conjuntos subyacentes bajo su operaciéon. Con relacion
a 3), explican que puede haber propiedades que no compartan los grupos aunque sean isomorfos,
por eso puede decirse que no es la misma estructura. En otros casos los estudiantes no explican a

que se refieren cuando utilizan esa expresion o dicen desconocer lo que significa estructura.

e De los 31 estudiantes que dicen estar de acuerdo con este enunciado, seis de ellos no
justifican su respuesta. De las respuestas de los 25 estudiantes restantes se obtuvo la siguiente

informacion:

22 estudiantes dicen estar de acuerdo con este enunciado, argumentando que es por definicion. Al
realizar esta clasificacion se han tomado en cuenta aspectos interesantes que se han destacado en
las respuestas de los estudiantes. Veremos como ellos parecen referirse indistintamente a la

definicién de isomorfismo como a la de grupos isomorfos:

o Seis estudiantes dicen explicitamente que esta es la definicion de isomorfismo de grupos:

(26). De acuerdo, es la definicion de isomorfismo de grupos.

(27). Si de acuerdo. Es la definicion de un isomorfismo, es que exista una
funcion biyectiva que respete las operaciones es decir la estructura.
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En la respuesta al ejercicio 4 el mismo estudiante propone (correctamente) al grupo de Klein, que
es isomorfo a G . Podemos apreciar en su argumento que se basa en el orden de los grupos, que
en ambos es 4; y también en lo que nombra como “propiedades” que se cumplen, la inyectividad
y suprayectividad. Aqui posiblemente el estudiante pudiera estar pensando que dado que ambos

grupos son del mismo orden entonces puede establecerse una funcién biyectiva entre ellos; sin

o 16 estudiantes dicen explicitamente que es la definicion de grupos isomorfos:

(28). Si estoy de acuerdo; pues G,G’ son isomorfos si existe @:G — G’
(biyectiva) tal que ¢(9, % g,)=¢(g,)*, #(0,)

(29). Totalmente de acuerdo pues la existencia de la funcién biyectiva que
preserva la misma estructura hace que no podamos distinguir entre el grupo
dado.

(30). De acuerdo. La definicion es clara, sin embargo falta indicar qué significa
que una funcion preserve estructura de grupo.

o Dos estudiantes dicen estar de acuerdo destacando la condicion de la preservacion de la
estructura, donde uno de ellos no deja claro a qué se esta refiriendo al utilizar dicha

expresion (31), mientras que el otro lo asocia con la propiedad de homomorfismo (32):

(31). De acuerdo, las estructuras deben preservarse.

(32). De acuerdo, por eso se pide homomorfismo para preservar estructura.

o El comentario de un estudiante induce a pensar que el establecer una biyeccion entre los

grupos pudiera ser suficiente, al no mencionar algo con relacion a las operaciones:

(33). Cierto. Al momento de establecer un isomorfismo lo que nos interesa es
establecer una biyeccién entre ambos grupos, es decir, inyectividad vy
suprayectividad, cabe resaltar que esto se puede lograr mediante los teoremas de
isomorfismos aplicando un cociente a un subgrupo normal y aplicando otro
homomorfismo al grupo que se desea y verificar que se cumpla la inyectividad y
suprayectividad y claro que el diagrama conmute.

embargo, la propiedad de la preservacion de las operaciones no es mencionada.

84




Elementos metodologicos

(34). Propongamos el grupo de Klein tal que e,a,b,ab dara a> =e y b’
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Dado que poseen la misma cardinalidad y cumplen las mismas propiedades que
son la inyectividad y la suprayectividad. Son isomorfos.

e EIl argumento de un estudiante cuya resolucion es en desacuerdo con el enunciado planteado

se baso en su descontento por el empleo del término “estructura”:

(35). En desacuerdo. Hasta el uso de la frase “funcion biyectiva” pero, ;en
matematicas qué significa estructura?

Cinco estudiantes dicen estar parcialmente de acuerdo con este enunciado. Para dos de ellos, las
razones que los llevan a esta consideracion es debido a la interpretacion dada a la expresion
“preserva la misma estructura de grupo”. A continuacion se muestran las respuestas de dos de

ellos y en (7) podra ubicar la respuesta de otro de los estudiantes:

(36). Parcialmente ya que nos falta homomaorfismo.

(37). Parcialmente de acuerdo pues si f : A— B con A B grupos tales que f
es isomorfismo algunas propiedades de A son ciertas para B .

o Un estudiante dice que el enunciado presentado no es la definicion “mas elemental” de

grupos isomorfos:

(38). Parcialmente de acuerdo. Razdn: Es una condicion suficiente para que se
tenga un isomorfismo, mas no es la definicion “elemental”.

iii) Dos grupos son isomorfos si son grupos del mismo orden.

De acuerdo | Desacuerdo | Parcialmente de acuerdo Otra No contesto

7 23 1 4 1
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La mayoria de los estudiantes participantes estuvo en desacuerdo con este enunciado y el
argumento base fue el no considerar el orden del grupo como la Unica condicion para decidir si
dos grupos son isomorfos. Entre los contraejemplos utilizados destacan aquellos cuyo orden es

igual y sin embargo uno es ciclico y el otro no; uno es conmutativo y el otro no.

Entre quienes dijeron estar de acuerdo con este enunciado, destacaron la importancia del orden de
los grupos solo para decir que si es distinto entonces no podria establecerse una biyeccion entre
ellos. También se obtuvieron respuestas dadas por dos estudiantes quienes podrian estar
considerando que el orden del grupo es la Unica condicion para decidir si dos grupos son
isomorfos (véase (43) y (44)).

Por otra parte, un estudiante duda que para el caso de los grupos infinitos esto se cumpla y otro
mas propuso un ejemplo de un par de grupos cuyo orden es distinto y, segun él, son isomorfos.
Mas detalles sobre los resultados obtenidos de los estudiantes que estuvieron de acuerdo con este

enunciado se muestran en seguida:

e De los siete estudiantes que dicen estar de acuerdo, uno de ellos no justifica su respuesta.
o Dos estudiantes argumentan sobre la importancia de que los grupos deban tener el mismo
orden para poder establecer una biyeccion, donde ademéas veremos cémo uno de ellos

hace la observacion de que si existe un isomorfismo, este no es tnico (39):

(39). De acuerdo. Ya que si dos grupos tienen el mismo orden entonces tenemos que
tienen la misma cardinalidad y podemos definir entre ellos una funcion biyectiva,
entonces sabemos que existe al menos una funcion que preserva la estructura de
ambos.

(40). De acuerdo, deben de tener el mismo orden, sino no seria posible establecer la
biyeccion.

o Los grupos isomorfos tienen el mismo orden, pero igual orden no implica que los grupos
sean isomorfos. La explicacién que proveen dos estudiantes se basa en considerar como
hipétesis que los grupos son isomorfos, razon por la que dicen estar de acuerdo con este

enunciado:

(41). De acuerdo, el orden es invariante bajo isomorfismo.

(42). De acuerdo. Debido a que si G y H son grupos tal que G = H = existe una
biyeccidn entre ellos, lo cual implica que el orden de ambos grupos es el mismo.
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o Dos estudiantes basan sus respuestas en sus conocimientos de Algebra Lineal. Bajo
isomorfismo se preserva la cardinalidad de dos grupos. Sin embargo, igual cardinalidad,
no implica que dos grupos sean isomorfos. En el ejemplo que propone el estudiante, como
se puede ver en el extracto (44), el argumento se basa en la propiedad de ser abelianos y

no solo en el orden.

(43). De acuerdo. No recuerdo bien la definicion de orden, pero recordando términos
del algebra lineal, dos espacios vectoriales son isomorfos si tienen la misma
dimension.

(44). Cierto. Cabe destacar gque esta afirmacion es un si y so6lo si y es uno de los
teoremas mas importantes que el algebra que no s6lo esta presente en grupos sino en

espacios vectoriales. Un ejemplo es S, el cual es isomorfo a un grupo no abeliano de

orden 6. Dado que la cardinalidad de S, es n! y donde S, es un grupo no abeliano.

e De los 23 estudiantes que dicen estar en desacuerdo, tres de ellos no justifican su respuesta.
o La idea comun encontrada en 17 de los 20 estudiantes restantes se basa en el argumento
de que para los grupos que no son isomorfos, también sucede que pueden tener el mismo
orden, por lo que no puede considerarse como suficiente para decidir si los grupos son

isomorfos; véanse por ejemplo los siguientes dos extractos:

(45). Desacuerdo. Existen funciones biyectivas entre conjuntos no isomorfos.
Como existe una funcién biyectiva entre los grupos tienen que tener el mismo
orden.

I
(46). No, ejemplo |A;|= 2 = pero no son isomorfos

52
2

o Seis estudiantes proponen grupos que tienen igual cardinalidad pero uno abeliano y el
otro no para mostrar que no son isomorfos. Dentro de esta clasificacion ubicamos el
ejemplo de un estudiante quien por su respuesta al ejercicio 4, utiliza el argumento de que

Z, es abeliano y el 4-grupo de Klein no lo es:

(47). En desacuerdo. Los grupos D®y el grupo de los cuaternios tienen el mismo orden
que es 8 pero no son isomorfos. (53,0), (Z/62,+) son del mismo orden pero no son
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isomorfos pues (Sg,o) es no conmutativo y (Z/6Z,+) sf lo es.

(48). Desacuerdo: Razon: Grupo de Kleiny Z, no son isomorfos.

o Como contra-ejemplo cuatro estudiantes proponen grupos que tienen igual cardinalidad

pero uno es ciclico y el otro no:

(49). No, pues no necesariamente tendrian la misma estructura algebraica, por ejemplo,
se puede tener dos grupos finitos del mismo orden y uno ser ciclico y otro no. Por

ejemplo: |Z/6Z|=6=1S,|, |Z/6Z| esciclicoy |S;| no, més si es finitamente generado.

(50). Falso Z, , no es isomorfo a Z, y son del mismo orden. Que sean del mismo
orden, no implica que la funcion preserve la “estructura” de la cual se hablé en i)

o Tres estudiantes sefialan que no es suficiente con que exista una funcion biyectiva sino
que es necesario que esta respete las operaciones/preserve estructura. Al analizar a detalle
las posteriores respuestas de los estudiantes observamos que uno de ellos se refiere con
esta idea a la propiedad de homomorfismo (51), mientras que los otros dos parecen
asociarlo con las propiedades que comparten los grupos isomorfos, por ejemplo, que

ambos grupos sean conmutativos, que sus elementos tengan el mismo orden, etc.:

(51). Desacuerdo, aunque es una consecuencia de que dos grupos sean
isomorfos, no es suficiente para asegurar que se preserve la estructura.

(52). No. Pues que un grupo tenga el mismo orden que otro solo significa que
hay una funcién biyectiva entre ellos pero no necesariamente esa funcion respeta
las operaciones.

(53). Desacuerdo, dependeria basicamente de los conjuntos que se tienen ya que
existen conjuntos que son de orden igual mas su estructura es disjunta
completamente.

* Un estudiante argumenta que dos grupos pueden ser isomorfos aunque el orden sea distinto. Se
puede observar en el ejemplo que propone que estd pensando en una biyeccion mas que en un

isomorfismo.

(54). Este enunciado es falso pues Z =Z_ con ne N bajo lasuma A el orden de Z

es distinto al orden de Z, donde la f quevade Z —Z, acada x € Z lo mandaria a
su residuo [...] se divide entre N , Si X>N A sino le asocia ese mismo valor.
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* Otro estudiante menciona que en el caso de grupos infinitos el enunciado puede ser falso.

(55). En desacuerdo porque me parece que se puede demostrar para grupos
finitos pero no para cuando son infinitos pero no lo tengo muy claro.

* Un estudiante propone dos grupos cuyo orden es el mismo, sin embargo no justifica por qué no
son isomorfos.

(56). Desacuerdo ya que
2y X e Zq
(6,0) = ;F{n’\=\= ‘(‘\‘“v(‘;)
(6, 1) !
(6, 2) 2 $(
(n.0 :,
(z, &) 5 (-' ((oll)a )= Lo, S oy
(1,1} (%
(1,2) 1 £i6,2) = 28
g
(2,0
(2,2)

e Un estudiante dice estar parcialmente de acuerdo; s6lo menciona establecer una biyeccion y
no dice algo relacionado con las operaciones (57). A pesar de que en su respuesta a la

pregunta 2 (véase el extracto (100)) dice de la funcion f que debe ser biyectiva y respetar

operaciones, en su respuesta a la pregunta 3 (extracto (58)) sélo habla del caso en que entre
los grupos no pueda existir esa f , esto es, cuando los conjuntos no tienen la misma

cardinalidad:

(57). Parcialmente de acuerdo porque habria que encontrar una biyeccion.

(58). Teniendo en cuenta el concepto de orden de un grupo; le diria que pensara

qué grupo parece tener mas elementos que el otro y asi quedaria una idea de por
qué no pueden ser isomorfos.

e Cuatro estudiantes se clasificaron dentro de la casilla titulada “otra” ya que no sefialan estar
de acuerdo, en desacuerdo o parcialmente de acuerdo con el enunciado. Sin embargo, dichas

respuestas nos proveen la siguiente informacion:

o Tres estudiantes hacen alusién a que es importante verificar que se respeten las
operaciones 0 que se preserve la estructura:
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(59). No necesariamente, tienen que respetar las operaciones o estructura del
grupo.

(60). No sé, porque si tiene el mismo orden hay una biyeccién pero quién sabe si
respete la estructura.

o Un estudiante provee un ejemplo de dos supuestos grupos (uno de ellos no lo es), donde
la intencion fue mostrar que basarse en el orden no es suficiente para determinar que dos
grupos sean isomorfos. Su observacion a este enunciado esta en el empleo del término

“orden”, mostrando el caso de “un campo con caracteristica cero” (N0 existe un entero

€ 9

positivo mas pequefio “p” para el cual se cumpla que 1+1+1+...+1 sea igual a cero, para
%/—/

p-veces

algan entero positivo p):

(61). No necesariamente, tomemos a (G,+) Y a (G,e)

|01 0 1 no siempre podemos definir orden
00 1 0]0 1 por ejemplo en un campo con
111 o 110 1 caracteristica 0.

e Un estudiante no proporciond respuesta alguna.

iv) Que dos grupos sean isomorfos significa que son similares.

De acuerdo | Desacuerdo | Parcialmente de acuerdo Otra No contestd

7 11 14 3 1

Se pudo apreciar que la mayoria de los estudiantes no utilizan el término similares para referirse a
los grupos isomorfos, al contrario, dicen de éste que es ambiguo. Mas bien, es empleado para
sefialar ciertos parecidos entre los grupos isomorfos o para indicar que ciertos parecidos no son

suficientes para determinar que dos grupos sean isomorfos o no.
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Asi, quienes consideran a los grupos isomorfos como similares o idénticos lo asocian con como
se comportan los conjuntos bajo sus respectivas operaciones y “no suele darsele toda la idea y el
sentido que se le atribuye a esta”, que tiene que ver con el isomorfismo como una relacion de
equivalencia, que “incluye, en particular, la concepcion de isomorfismo como objeto” (Lajoie,

2000, p.82). Mas detalles sobre los resultados obtenidos se muestran en seguida:

e De los siete estudiantes que dicen estar de acuerdo, uno de ellos no justifica su respuesta. En
las respuestas dadas por los seis estudiantes restantes se puede apreciar cdmo se buscan
ciertos “parecidos” entre los grupos para dar sentido al término “similares”:

o Dos estudiantes relacionan el término “similares” con la estructura de grupo/que se
respeta estructura:

(62). Si. Al menos bajo la estructura de grupo.

(63). Si, ya que si son isomorfos 3 f funcién > es biyectiva y respeta
estructura.

o Dos estudiantes lo relacionan con las propiedades que comparten los grupos isomorfos:

(64). De acuerdo. Por la explicacion de la primer respuesta. Aunque por
similares me refiero a propiedades que se cumplen.

(65). Si, aunque similares en el aspecto de cdmo se comportan bajo las
operaciones.

o Un estudiante lo relaciona con la biyeccion:

(66). De acuerdo, en cierta forma la biyeccién te permite ir de uno en otro

o Un estudiante como respuesta a la pregunta 1 i), indica que “por como es la definicion de
isomorfismo de grupos, dos grupos son equivalentes si son isomorfos” (remitase a (1)); en
este caso, el estudiante relaciona el término “similares” con “equivalentes”, considerando

como verdadero este enunciado:

(67). Si por similares entiendo que sean equivalentes es verdadero este enunciado.
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e 11 estudiantes dicen estar en desacuerdo con este enunciado, siete de los cuales sefialan que
“similares” es un término ambiguo; de estos, uno trata de relacionar el término tomando en

cuenta el cémo estan definidos los conjuntos con sus respectivas operaciones (69):

(68). Desacuerdo, esta muy ambigua la palabra similar.

(69). Desacuerdo, similares es un término ambiguo, por ejemplo si tuviéramos dos
grupos uno numerable y el otro no numerable, pero con operaciones idénticas.

e Un estudiante indica que esta es una definicion imprecisa de isomorfismo:

(70). Estoy en desacuerdo, esta es una definicion muy vaga de isomorfismo.

e Un estudiante relaciona la palabra “similares” con la biyeccion:

(71). Desacuerdo, ya que la semejanza no basta para que la correspondencia sea
biunivoca.

e Otros dos estudiantes no proveen suficiente informacion con sus respuestas respecto a la

razon.

(72). En desacuerdo. Puede existir una definicién matematica de la palabra similar en
teoria de grupos gque nada tiene que ver con que sean dos grupos isomorfos

(73). Falso: No es necesario que sean similares siendo isomorfos

e 14 estudiantes dicen estar parcialmente de acuerdo con este enunciado; de tales respuestas se
extrajo la siguiente informacion:

o Dos estudiantes dicen que el término “similares” es ambiguo y no dicen mas:

(74). Parcialmente de acuerdo, pues el término “similares” aunque da una idea
heuristica del concepto, tiende a ser ambiguo.

o Cuatro estudiantes relacionan el término similar con la estructura, sefialando que los
grupos isomorfos son grupos similares ya que se preserva la estructura o que son similares

en la estructura (algebraica). Analizando las respuestas al cuestionario completo, vemos
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que de los cuatro estudiantes, uno de ellos se refiere a la propiedad de homomorfismo (el

autor del extracto (75)) y los demas a las “propiedades” como la conmutatividad, etc.:

(75). Parcialmente de acuerdo. Ya que son similares en la estructura, pero no significa
gue tengan los mismos elementos.

(76). Parcialmente de acuerdo. Razdn: nuevamente hay ambigliedad, si son similares
puesto que tienen la misma estructura, pero en elementos pueden ser diferentes.

o Contrario a los cuatro estudiantes anteriores, otros dos sefialan que la similaridad no

garantiza el que se preserve la estructura:

(77). Parcialmente de acuerdo. Pues la similitud no implica necesariamente una
equivalencia estructural.

(78). Parcialmente de acuerdo, més bien es que si G y H son isomorfos es que tienen la
misma estructura de grupo por ejemplo el neutro de G va a dar al neutro de H , etc.

o Dos estudiantes sefalan que “ciertos parecidos” entre dos grupos no son suficientes para

determinar que sean isomorfos:

(79). Parcialmente. Por ejemplo yo considero que Q y R son similares como grupos
aditivos (jsu operacion es la misma!) pero claramente no son isomorfos. O también Q" y
R

(80). Parcialmente ya que hay isomorfismos entre distintos espacios (diferentes objetos)

o Dos estudiantes intrinsecamente relacionan el término “similares” con el hecho de que los

grupos isomorfos son el mismo/indistintos:

(81). Parcialmente de acuerdo, mas bien que bajo las operaciones los conjuntos son
indistintos, indistinguibles, irreconocibles.

(82). Parcialmente de acuerdo; podemos decir que son el mismo grupo sélo que los
elementos cambian de nombre.

o Dos estudiantes asocian el término “similares” con 10s elementos de la definicion de

grupos isomorfos:

(83). Parcialmente de acuerdo. Porque existe una funcién que relaciona a sus elementos y
gue preserva la estructura pero la naturaleza de sus elementos puede ser muy distinta.
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(84). Parcialmente, el hecho de que dos grupos tengan la misma cardinalidad y que por
tanto exista una funcion biyectiva entre ellos ya hablaria de cierta similitud, ya con las
propiedades de morfismo (respetar cierta estructura) ya hablaria de equivalencia.

e Las respuestas dadas por tres estudiantes se clasificaron en la casilla titulada “otra”, ya que no
indican estar de acuerdo, desacuerdo o parcialmente de acuerdo. Estos tres estudiantes solo

dijeron que la palabra “similares” era ambigua o que no tenian una definicion para ella:

(85). No sé que sea similares asi que no podria contestar

(86). No recuerdo lo que significa similar

e Un estudiante no dio respuesta alguna.

2. Para ti, ¢qué significa que dos grupos sean isomorfos?

Ante esta cuestion se obtuvieron las siguientes definiciones personales o ideas relacionadas con

los conceptos de grupos isomorfos e isomorfismo:

e Los grupos isomorfos son esencialmente el mismo grupo/se comportan igual, s6lo cambia la
manera en que se denotan los elementos y las operaciones. Seis estudiantes hacen alusién a
ideas como estas, de los cuales, dos dicen algo interesante con relacion a las operaciones, ya
que parecen tener en cuenta que estas tienen que funcionar igual para ambos conjuntos y no

simplemente que estén definidas de manera diferente:

(87). Un grupo es isomorfo a otro si es el “mismo” grupo pero diferentes nombres.

(88). Tratando de evitar los tecnicismos de teoria de grupos lo mas que se pueda, podria decirse de
las siguientes maneras:

Dos estructuras de estas (grupos) son isomorfas cuando a excepcion de los nombres o
denotaciones de los elementos y las operaciones las dos estructuras se comportan de la misma
manera, en el sentido de operacion de sus elementos, algo asi como que al colorear a los elementos
del primero y su operacion como las del segundo ya no hay diferencia con el segundo, esto en
cuanto a cantidad de elementos y comportamiento.

Sin embargo entre los compafieros y colegas la ii) de la pregunta 1 es la mas usual, y esta
adoptaria.

e Los grupos isomorfos tienen la misma/similar estructura algebraica/su estructura es

equivalente. Cuatro estudiantes hacen alusién a una idea como estas, dos de los cuales
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también dicen de la cardinalidad, que esta debe ser la misma en ambos grupos. Aqui cabe
destacar que la expresion “tienen la misma/similar estructura algebraica”, es interpretada de
manera distinta; dos de dichos estudiantes la asocian con la propiedad de homomorfismo,
entre ellos el autor del extracto (89), mientras que los otros dos estudiantes se refieren a
particularidades de los grupos, tales como ser abelianos, como es el caso del autor del
extracto (90):

(89). Que tengan la misma estructura algebraica y que tengan el mismo orden.

(90). El significado de que dos grupos son isomorfos es que su estructura construida con las
operaciones es equivalente. Es decir, no importa cdmo sean sus elementos, visto como
estructuras son equivalentes.

El isomorfismo es Unico. Al utilizar la expresion “dicha relacion es unica”, un estudiante da
evidencia de que pudiera tener una idea de este tipo, sin embargo, valdria la pena averiguar a
profundidad si en realidad esta es su idea o se esta refiriendo a otra cosa:

(91). Que dos grupos sean isomorfos (G Yy G'), significa que hay un elemento en G’ que
se comporta como otro elemento de G . Dicha relacion es Unica.

Dados dos grupos isomorfos (G,x) y (G',*), si en G se cumple alguna propiedad

(invariante), entonces G’ también la cumple. Tres estudiantes se refieren a una idea como

esta, uno de los cuales destaca una “utilidad” del isomorfismo:

(92). El poder estudiar propiedades de grupos que son invariantes bajo morfismos
biyectivos. i.e, si en G se cumple cierta propiedad = en G’ también se cumplira

(p:G—>G)

(93). Que A y B son isomorfos quiere decir que se puede trabajar o extraer cierta
informacidon de alguno de ellos de tal manera que para el otro sea verdadera. La ventaja es
gue hay grupos muy muy bien estudiados que resultan ser isomorfos a otros digamos
“complicados” y que resulta mas facil trabajar con ellos de manera “indirecta”

(94). Que tengan el mismo orden y que bajo cierta funcion con un grupo se obtenga el otro,
preservando todas las propiedades del mismo
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e Dos grupos (G,x) y (G') son isomorfos si existe ¢:G—>G' biyectiva, tal que

También, dentro de esta clasificacion se ubicaron cinco respuestas, donde valdria la pena indagar
mas a fondo respecto a la definicion de homomorfismo de grupos y su notacién, ya que pudiera

pensarse que las operaciones de ambos grupos deban ser estrictamente las mismas, o bien las
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plaxb)=p(a)* p(b) Va,beG . 18 estudiantes proporcionan una definicion de grupos

isomorfos similar a la definicién oficial:

(95). Sean (G,+) y (F,A) dos grupos; decimos que F y G son isomorfos (notacién
F = G) si existe una funcion h: G — F que es isomorfismo; es decir, h es biyectiva y
cumple h(g, +9,)=h(g,)ah(g,) Vg9, G.

(96). Dos grupos son isomorfos si existe f ;tal que f esunhomomorfismo biyectivo

(97). Para mi, que dos grupos sean isomorfos significa (intuitivamente), que podemos
obtener un grupo a partir del otro, tan solo, al intercambiar sus elementos (mediante un
homomorfismo entre ellos).

(98). Que existe un isomorfismo entre ellos.

operaciones no se toman en cuenta:
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(99). Dos grupos son isomorfos si 1 una biyeccion entre ambos, es decir, un
homomorfismo que sea inyectivo y suprayectivo.

(100). Cuando puedo formar una biyeccion f entre 2 grupos, donde f(eG):eH y
f(a+b)=f(a)+ f(b) (notacion aditiva).

(101). Significa que existe un isomorfismo y esto no es otra cosa que una funcion que
preserva estructura y que es biyectiva G—>G’' donde G , G' son grupos.

pla+Ab)=g(a)+ Ap(b). En el caso que se pueda abusar de la notacién de la operacién
del grupo.

Otros dos estudiantes utilizan la expresién que preserve/respete las operaciones; uno de ellos
no proporciona alguna aclaracién (102) y del otro estudiante (103), podemos observar en su
respuesta a la Pregunta 3 que la expresion “respeta las operaciones” la asocia con el hecho de

que estas ultimas en ambos grupos sean conmutativas (vease (107)).

(102). Que exista una biyeccion que respete la operacion binaria de cada conjunto.

(103). Dos grupos son isomorfos si puedes describir a los dos de la misma manera, es decir,
se comportan igual, la definicion es que hay una biyeccion que respeta las operaciones, asi
gue puedes describirlos sin especificar quienes son.
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también que la funcidn o correspondencia debe ser biyectiva:

(104). Dos grupos son isomorfos si existe una funcion ¢:G — H tal que ¢ preserve la
estructura de grupo, para esto ¢ debe ser biyectiva.

(105). Dos grupos son isomorfos si existe una correspondencia biyectiva, que ademas
preserva la estructura de grupo.

Dos estudiantes utilizan la expresion que preserve la estructura de grupo, mencionando

3. ¢Como explicarias a un estudiante que toma su primer curso de Algebra moderna lo que

significa que dos grupos NO sean isomorfos? Cita al menos un ejemplo con el que apoyarias

tu explicacion.

Entre los principales argumentos utilizados por los estudiantes ante esta cuestion, se encuentran

los siguientes:

operacion sea la adicion y en el otro la multiplicacion:

(106). Que dos grupos no sean isomorfos significa que existe una propiedad algebraica que
se cumple en uno pero no en otro. Ejemplo. Para S; y Z/6Z . S, es no conmutativo y

Z/6Z es conmutativo. Esta propiedad s6lo depende de su operacion como grupos, es
decir, de su estructura algebraica.

(107). Dos grupos no son isomorfos si uno se comporta distinto al otro por ejemplo Z no
es isomorfo a las matrices con el producto ya que la operacion multiplicacion de matrices
no conmuta y las operaciones de los enteros si.

(108). Que exista un isomorfismo el cual nos preserve el orden bajo la operacion del grupo,

por ejemplo, 2 x XL 7_’,_! vZ

(109). Dos grupos NO son isomorfos hablando coloquialmente si no se comportan de la
misma manera, es decir, si alguno de ellos goza de propiedades (en general algebraicas)
que el otro no tenga. Consideraria como ejemplo algun grupo aditivo y otro multiplicativo.

Dos grupos no son isomorfos si uno posee una propiedad (algebraica) que el otro no. En las
respuestas dadas por nueve estudiantes se pueden vislumbrar, a través de sus ejemplos,
principalmente tres propiedades estructurales, a saber, la conmutatividad, el orden del grupo y

el orden de los elementos. Uno de los estudiantes sugiere dos grupos donde en uno la
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Dos grupos no son isomorfos si no existe una funcién biyectiva/no es posible establecer una
biyeccion entre ellos. Los argumentos dados por siete estudiantes, algunos de los cuales se
hacen acompafiar del ejemplo solicitado, se basan, principalmente, en las respectivas
cardinalidades de los conjuntos subyacentes, centrandose exclusivamente en el caso en que
estas son distintas y por lo tanto no puede existir una funcion biyectiva entre los grupos o no

es posible establecerse una biyeccion:

(110). “Dos grupos no son isomorfos si no se puede encontrar una funcion biyectiva entre
ellos”. Ejemplo: (R,+) y (Z/nZ ,+) no son isomorfos.

(111). Dos grupos NO son isomorfos si no existe una funcion biyectiva ¢:G — H , en

principio si sabemos (G|#|H| entonces & # ¥.. Realmente no estoy segura de ahora

poder dar una explicacién mas intuitiva.

(112). Para empezar tiene que haber una biyeccion por lo que un ejemplo seria R y N .

Dos grupos no son isomorfos si sus estructuras son distintas/no se preserva la estructura
(algebraica). Las respuestas dadas por seis estudiantes hacen referencia a que dados dos
grupos, si estos no son isomorfos, entonces no se cumple que se “preserva la estructura” o
que “sus estructuras son distintas”; donde a cada una de las anteriores dos expresiones suelen

interpretarse de forma diferente:

(113). Un grupo G no es isomorfo a otro si tienen una diferente estructura, y la manera de
operarse no se respeta i.e) se operan de manera diferente]. Z,y Z no son isomorfos ya que

no son biyectables ademés de que a*a*a=*...-0 VaeZ y a*...xa=0 VaeZ.
n

(114). Dos grupos no son isomorfos si su estructura, construida con una operacion es

diferente. Z, es un grupo lconmutativol, mientras que el grupo de Klein no lo es.

(115). Cuando no poseen la misma estructura algebraica, es decir cuando es distinto
y(a+b)= y(a)+ y(b) donde y es una funcién, a,b e A donde A es un grupo.

Dos grupos no son isomorfos si no se cumple al menos una de las dos condiciones siguientes:
i) biyectividad u i) homomorfismo. Por lo menos dos estudiantes hacen el sefialamiento de

que al fallar al menos una de tales condiciones, los grupos no seran isomorfos; resultara de
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interés averiguar si para estos estudiantes el que dos grupos sean o no isomorfos dependa de

la funcién que se dé:

(116). Que falla al menos una de las condiciones para que sea isomorfo. Z, no es isomorfo
a Z; no puede haber una biyeccion.

(117). Si al establecer los homomorfismos entre ellos no se cumple la existencia de la
inyectividad y suprayectividad.

(118). Dependiendo que tan bien haya llevado sus cursos previos al de Algebra moderna
seria el ejemplo. Sin embargo podriamos poner distintos tipos de ejemplos en el que se
resalte una de las partes de la definicion que no funciona o no se cumplan en el ejemplo.
Para la parte de la biyeccién, ejemplo con grupos de simetria con diferentes elementos, el

tridngulo, el cuadrado, o incluso figuras con volumen, o (Z,+) y (%,+) y viendo que no
hay tal biyeccion. Para la parte del comportamiento de la operacién, un ejemplo de algo
conmutativo con otro que no, las matrices y (ER+) 0 algo asi.

Dos grupos no son isomorfos si no existe una funcién biyectiva entre ellos tal que preserve la
estructura de grupo/que preserve las operaciones. Por lo menos nueve estudiantes hacen
referencia a una expresion de este tipo; de entre ellos hay quienes mencionan que no existe
funcién tal que sea biyectiva 0 que respete las operaciones; donde la interpretaciéon a esta

ultima condicion no es asociada directamente con la propiedad de homomorfismo:

(119). Para explicar eso daria dos grupos en los cuales no pueda existir una funcion
biyectiva entre ellos > preserve la estructura entre grupos, el ejemplo serfa (G,+)=(Z,+)

A (G’,-)=(Q,-), tanto Z como Q son grupos bajo su operacién respectiva, pero al
definir f:Z—>Q > xeZ—>f(X)=x-x=x*€Q  2,«z, * Z
Claramente  f(x+y)=(x+y)-(x+y)=x*+2xy+yeQ , con x,yeZ A

f(x), f(y)=(x-xNy-y)=xy*> A son distintos. Ademas los inversos aditivos de Z
son distintos a los inversos multiplicativos de Q.

(120). Si dada cualquier funcion biyectiva entre los grupos (si es que existe) no existiera
ninguna que respete las operaciones. Ejemplo ..

i) Tienen el mismo nimero de elementos = si existe una funcion biyectiva. En Z, hay un

elemento de orden 4 y en Z,xZ, no hay ningln elemento de orden 4 = cualquier
funcion no respeta las operaciones. .. No son isomorfos.

(121). Que no exista f funcion > sea biyectiva 0 homomorfismo. . +# #%~ porque no
Z,/=3

existe f biyectiva entre ellos ya que \ZS\ =5,
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e Dos estudiantes proporcionaron respuestas cuya informacion fue poco clara o que se

percibieron contradicciones en ellas. Por ejemplo un estudiante indica que (C,+) no es

isomorfo a (SRZ,+) y cuando se le solicita un ejemplo de grupos isomorfos propone el mismo:

(122).

¢

(€+)

=
atve —> (b)

cm,+)

(123). Haria que quedaran muy claros
los  términos: grupo,  funcién,
biyectividad y explicar con ejemplos
muy literales cuando no se cumpla la
definicion de isomorfismo. Con
ejemplos literales me refiero a dibujos,
objetos, colecciones, etc.

Como se pudo apreciar, se presentaron situaciones en las que uno de los supuestos grupos que se

propusieron no lo eran realmente, por lo que resultara de interés considerar ello para averiguar si

pudiera haber algun tipo de dificultad en dichos estudiantes con el concepto de grupo.

4. Observa la siguiente tabla del grupo G y da un ejemplo de otro grupo G' que sea

isomorfo a G . Justifica tu respuesta.

q
S
t
q

r
t
S
r

mwi s o wm
— O | = |+

*
q
r
S
t

r

q

t|s

¢ Nueve estudiantes no proporcionaron respuesta alguna.

e Cuatro estudiantes proponen al grupo (Z4,+4). Entre sus estrategias utilizadas se encuentran

las siguientes:

o La cardinalidad:
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o La cardinalidad, identificar al elemento identidad y establecer una biyeccién entre los dos
grupos:

(125).

(’-'-_io,-,z,BS e oGS G A0

G = Deliniow 4 G —+ G

5> 0

ar—> |

G (=

$——> 3

o Lacardinalidad y establecer una biyeccion entre los dos grupos (problemas al definir a los
elementos de Z,):

(126).

_‘m&m Yoo &G6= #G* Ny
_._ 6'5\6 Ve g‘moa-‘ L \ S X

hyo c va
n

V3amag Y 13™ 0 e

o Sefalar que solamente existen dos grupos de orden 4 y la conmutatividad:

(127). Z,. Solamente existen dos grupos de orden 4. El grupo de Kleiny Z,.
El grupo que se da es conmutativo y el grupo de Klein no lo es, luego el grupo
es Z,.

Un estudiante propone un conjunto de cuatro permutaciones de grado seis. Observamos que

no es subgrupo de S, pues no es cerrado bajo la operacion composicion:

(128). El subgrupo {O‘, ,(71,0'2,(73} permutaciones donde o, es la identidad,
o,:(b,ac.d.ef) o,:(abdcef) o:(abecd,f,e)
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e Cuatro estudiantes no dan un ejemplo especifico, sin embargo, dos de ellos reconocen que

solamente existen dos grupos de orden cuatro, pero no saben a cuél de ellos es isomorfo G :

(129). Recuerdo que los unicos grupos de orden 4 son Z, y Z,xZ, asi que
alguno de estos dos grupos es isomorfo.

(130). No recuerdo biensiesa Z, o el grupo V, de Klein.

o Un estudiante, a partir de la tabla del grupo G, identifica al elemento identidad "s",
observa que cada elemento es su propio inverso, que G es abeliano, el grupo es de orden
cuatro y no es ciclico; entonces para el estudiante, algiin grupo isomorfo a G debe poseer

las mismas propiedades:

(131). Notese que “s” es la identidad de G . Ademas VaeG se tiene que

a=a'. También G es abeliano. Demos otro grupo abeliano, cuyos
elementos coincidan con su inversa y que conste de 4 elementos pero no
ciclico.

o Un estudiante propone como un posible ejemplo a las transposiciones, sin ser preciso:

(132). Recuerdo varios grupos que coinciden en una o dos caracteristicas pero

no en todas, por ejemplo las transposiciones cumplen que (ab)2 = (ab)(ab) =e
pero de la cardinalidad no estoy seguro que cumplan.

e Ocho estudiantes consideran que el isomorfismo pudiera consistir en un cambio de nombre de

los elementos y de la operacion; de esa manera es posible obtener uno a partir del otro:

(133). (134).

| 2101020 A, 0O, |
LA Ak 4 g ’ S 2
@—6:‘1("’0(:} S = (H, {:;‘" BVNCrD G a /\:O i Vl'i
%(@\‘yﬁ © '\/ (q'e p{,l J § ; / * ;\1 \‘/1 O

. i »(‘/\ [;{ LR m ( (;('(/z. % /7. O | % | {4
,::\7 7 —6)(;)1( s Un \ SO Mo - - Q} \ o ’/"I. \4 ‘. X
/= - |

—1— \/ )

@~ 4
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e Siete estudiantes proponen a los grupos Z,xZ, 0 Z/2Z xZ/2Z , utilizando los siguientes
argumentos:
o Los Gnicos grupos de orden cuatro son Z,xZ, 0 Z/2ZxZ/2Z,y Z, 0 Z/4Z , basandose

en el orden de los elementos:

(135). s es laidentidad, g|=2, [r|=2, t|=2 (136). Z,x Z,
Es un grupo de 4 elementos, es abeliano, yo + | o) ;'«,..,‘@,o) L)
propondria a| (nol|tee [ ue) “(ou)
o) .‘\(m) [to,0) | (O) | (1.0)

2/22x2/22 ={(00).(10).(02).(L1)} que en| (g en e 0
clase vimos que los Gnicos grupos de orden 4 son | (.0 (e (o) <t e

" , =(o, L=C1,0).
el que mencioné 'y Z/AZ ya todos los demés son 8= (1:0) c=(00) s=(° o) 1,1)
isomorfos a estos. Z/4Z no es isomorfo a G
pues el orden de 3, por ejemplo, es 4, y sin es biyectiva y respeta las operaciones.
embargo G no tiene elementos de orden 4.

o Establecer una biyeccion entre los dos grupos y verificar o decir que se preservan las
operaciones:

(137). Notemos que S-X=X S es el neutro y que X-X=S=> cada elemento
es su propio inverso. Entonces recordando el ejemplo anterior G Z, xZ,.

s—0 r—(1,0)
qg—01) t->@1

Se puede comprobar que se respetan las operaciones.

Como podemos observar en las respuestas de los estudiantes, surgieron dos formas de hacer

corresponder a los elementos de ambos grupos, mismos que satisfacen la preservacion de la

estructura:
s —(0,0) s —(0,0)
. t—(11) , t—(11)
- |a—>(0) - a0
r—(01) r - (1,0)
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Un estudiante propone al 4-grupo de Klein. Los argumentos de este estudiante se basan en la
observacién de propiedades que comparten ambos grupos, como la cardinalidad. Parece que
para el estudiante, es suficiente con que la funcién candidata a ser un isomorfismo sea
biyectiva (véase (105)).

Dos estudiantes proponen al  subgrupo (G'e) de GL(2,%) , donde

o[ 36 e )

corresponder a cada matriz de G’ con cada elemento de G ; pero s6lo uno de ellos menciona,

(_01 OJ} con la multiplicacion de matrices, haciendo

sin verificar, que las operaciones son preservadas. Los dos argumentan que a partir de las

tablas se puede ver que son la misma:

(138). En M,_,(R) sea G'={l O),(_l O),(l OJ.
o 1/{lo 1)lo -1

grupo con la multiplicacion. En base a la tabla se puede decir que S es la identidad en G, asi sea

f:G -G’ dadapor f(s):((:; cl)j f(r):(_ol SJ f(Q)Z((l) _OJ, f(t)z(—ol _Oj

De esta manera se verifica que f resulta ser biyectiva por construccion y mas adn, la tabla de

1 O e verifica que G’ es
0 -1

operaciones resultante con esta operacion seria la misma que de G, por base f preserva las

operaciones en los grupos, i.e, f(i* j)=f(i)- f(j) Vi, je{a,r,s,t}

(_01 OJ} pues claramente es conmutativoy Va e G’

o[ 35 e

10
a’ :1:(0 1) y pues si haces las cuentas las tablas de multiplicacion de G y G’ son las

mismas.

5. Supongamos que se tienen dos grupos G y G*. Para cada una de las afirmaciones
siguientes, indica si es Verdadera o Falsa. Justifica tu respuesta.

i) G esisomorfoa G si ambos son conmutativos.

Verdadera Falsa Otra No contestd

1 31 2 2
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e Un estudiante dijo que esta afirmacion era verdadera basando su argumento en que la

conmutatividad es una propiedad invariante bajo isomorfismo:

(140). G = G’ si ambos son conmutativos. Verdadero. Pues ser conmutativo es una propiedad que
se preserva

e De los 31 estudiantes que sefialan que este enunciado es falso, tres de ellos no justifican su
respuesta; de los 28 restantes, sus argumentaciones se basaron en diferentes elementos:
o 16 estudiantes mediante su explicacion y ejemplo, sefialan que pueden haber grupos que

son conmutativos pero de cardinalidades distintas:

(141). (G) y (G*,f). No pues puede ser que tengan distintos elementos.

(142). Falso (Z,+) 7-2/( (‘R+) ambos son conmutativos pero no podemos dar una biyeccion entre
ellos VARSI

(143). Z,y {6} son ambos abelianos y por iv) 7Zq ’%l t61.

(144). Falso porque Z esabelianoy Z,, (p primo) es abeliano y no son isomorfos

o Seis estudiantes mediante su explicacion y ejemplo, sefialan que puede haber grupos que

son conmutativos y de cardinalidades iguales, sin ser isomorfos.

(145). Falso (Z,+) y (Q,+) no son isomorfos, y ambos son conmutativos.

(146). Falso G=Z7, y G'=Z, x Z, ambos son conmutativos; pero 4 ¥4’

(147). EI primer enunciado es falso pues sea (G,+)=(Z,+) A (Q,), son grupos conmutativos
pero no son isomorfos viendo el ejemplo que di en el 3)

(148). Falso, (C,+), (%,-). Ambos conmutan pero no son isomorfos. ¢(i)=¢?, por ejemplo.

o Un estudiante proporcion6 un ejemplo de grupos donde uno era conmutativo y el otro no,

y sefiald que los grupos son isomorfos, sin intentar construir el ‘isomorfismo’:
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(149).
(3
(SR Q es s (e <Y s cmba son covmmdledig;
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o Dos estudiantes sefialan que hay grupos donde ambos no son conmutativos y a pesar de

ellos son isomorfos:

(150). Falso. S; y un grupo no abeliano de orden 6. Son isomorfos pero ninguno de los dos es
conmutativo

(151). Falso si G no es conmutativo = G’ tampoco deberia serlo si son isomorfos

o Dos estudiantes sefialan que no basta con que los grupos sean conmutativos para decir que

sean isomorfos:

(152). Falso, G y G" no tienen que ser conmutativos

(153). Falso. Tienen que tener el mismo orden para que “tal vez” puedan ser isomorfos, aqui no
basta con que los 2 sean conmutativos

o Un estudiante indica que depende de la estructura del grupo:

(154). Falso; depende de la estructura del primero.

e Respecto a los dos estudiantes que no dicen si es verdadero o falso el enunciado, sus

respuestas sefialan que para ellos no es suficiente que los grupos sean conmutativos para ser

isomorfos:
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(155). No, no necesariamente podemos tomarnos a | (156). Desde luego, no es suficiente para garantizar
los siguientes grupos. Sea G = Grupo Diédrico y a | el isomorfismo entre ellos.

G" como Z, con p primo = # G = # G esto

es igual si y solo si el numero de polino es primo,
pero no siempre pasa.

¢ Dos estudiantes no proporcionaron respuesta alguna.

i) G y G" son isomorfos si sus elementos y sus operaciones son idénticamente iguales.

Verdadera Falsa Otra No contestod

24 10 2 -

e De los 24 estudiantes que califican este enunciado como verdadero, cuatro de ellos no
justifican su respuesta.
o 13 estudiantes sefialan que se trata del mismo grupo; siete de ellos proponen al

isomorfismo como la identidad:

(157). Verdadero. Si G =G" porque tienen los mismos elementos y la operacion binaria esta
definida, pues claramente son isomorfos

(158). Verdadero. La biyeccion resulta ser f :G — G’ dada por f(x): X VxeG'. Dado que
tienen la misma operacion y elementos, esta resulta ser biyectiva y preserva operaciones

(159). G=G" Verdadero. Podemos dar un isomorfismo y creo que en tal caso se llama
Automorfismo.

(160). Si sus elementos y las operaciones son idénticas estamos hablando del mismo grupo, y se
puede decir que un grupo es isomorfo a si mismo.

o Un estudiante indica que este enunciado es verdadero ya que como los grupos son el

mismo entonces poseen las mismas propiedades:

(161). Verdadero, pues de eso, 0 méas bien en eso se basan las propiedades de un grupo en sus
elementos y su operacion, si son idénticos en dos grupos, entonces tendran las mismas
propiedades.

107



Elementos metodoldgicos

o Cinco estudiantes aceptan este enunciado como verdadero ya que satisfaria que existe una

funcidn biyectiva y citan la propiedad de homomorfismo/conservacion de estructura:

(162). Si ya que por tener elementos iguales es 3 f biyectiva y respeta estructura por hipétesis.

(163). Si, refleja la idea de la biyeccién y la de homomorfismo.

(164). Verdadero. Puesto que si tienen los mismos elementos, tiene el mismo orden y sus
operaciones son las mismas se conserva la estructura.

o Un estudiante provee una respuesta confusa:

(165). Verdadero, si en principio las funciones son idénticas y estan definidas en conjuntos
idénticos, podemos dar una funcién morfismo de grupos entre ellos.

e De los 10 estudiantes que dicen que este enunciado es falso, dos no justifican su respuesta.
o Ocho estudiantes argumentan que los conjuntos y/u operaciones no necesariamente tienen

que ser iguales:

(166). Falso. Aungue es una sentencia particularmente cierta no es necesario que se cumpla esto, es
muy restrictivo.

(167). Falso.
K€ LyxTs —> = (ay\) aeZ,, beZ

Y2y — Y=Y dovde v o5 el vestduwo
de Midlr eatve 1S,

(168). Falso. El isomorfismo de (SR) a (SR+,+) dada por X > e*, es un isomorfismo de un grupo
multiplicativo a un grupo aditivo.

169). Falso. Las permutaciones pares e impares son isomorfas debido a que cada una tiene orden
n! . . . -
5 pero sus elementos no son iguales debido a que la permutacion par manda 1 y la permutacion

impara —1

e De los dos estudiantes que no dicen concretamente si este enunciado es verdadero o falso, sus
respuestas dejan ver que no estan de acuerdo con él. Sus argumentos se basan en sefialar que

no es una condicion suficiente.

‘ (170). G y G™ no tienen que tener las mismas operaciones

108



Elementos metodologicos

iii) Si G y G no tienen el mismo orden, entonces no son isomorfos.

Verdadera Falsa Otra No contestd

32 2 1 1

e De los 32 estudiantes que dicen que tal enunciado es verdadero, seis no justifican su

respuesta.
o 18 estudiantes aceptan este enunciado como verdadero argumentando que si los grupos no
tienen el mismo nimero de elementos no puede existir una funcion biyectiva o no podria

establecerse una biyeccion entre los dos grupos.

(171). Verdadero, no puede haber una biyeccion si el orden de G y G* son distintos
(172). Cierto. Si dos conjuntos no tienen mismo cardinal, nunca existira una funcion
biyectiva. Entonces menos un isomorfismo.

(173). Verdadero. Al menos para grupos finitos esto es cierto pues no sera posible
construir una funcién biyectiva

o Un estudiante contesta pensando en condiciones necesarias y suficientes para que dos

grupos sean isomorfos:

‘ (174). Verdadero, es necesario, pero no suficiente que tengan mismo orden ‘

o Siete estudiantes dicen que es una consecuencia de que los grupos sean isomorfos.

(175). Cierto; si G = G' = G| = G'| pues el isomorfismo es una biyeccion,

(176). Verdadero, ya que de ser isomorfos existiria un isomorfismo, que es, en particular
un biyeccion.

e Dos estudiantes indican que este enunciado es falso; uno de los cuales no justifica su
respuesta y el otro hace referencia al ejemplo propuesto en 1 (iii) (véase (54)) donde se indica

que los grupos son isomorfos y sus cardinalidades son distintas:

(177). Este es falso pues por el 1) iii) dije que Z =Z_ A sus 6rdenes son distintos pero si

son isomorfos con la (+)
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La respuesta de un estudiante se clasifico dentro de la casilla “otra” puesto que no esta claro
si considera verdadero o falso al enunciado. Este estudiante duda ante la posibilidad de que

para grupos infinitos llegue a cumplirse:

| (178). Si son finitos no ¢pero infinitos? |

iv) Si G esun subgrupo de G*, G*esisomorfoa G.
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Verdadera Falsa Otra No contestd

1 25 7 3

Un estudiante dijo que este enunciado era verdadero sin justificar su respuesta.

De los 25 estudiantes que dicen que este enunciado es falso, tres de ellos no justifican su

respuesta. De los restantes 22 estudiantes, se obtuvo la siguiente informacion:

o El argumento de 18 estudiantes se basé en afirmar que puede suceder que ambos tengan
distinta cardinalidad, seis de los cuales proponen como ejemplo al subgrupo trivial de un

grupo arbitrario:

(179). No, ya que el orden es distinto
(180). Falso, Q <R pero no hay una funcion biyectiva por las cardinalidades

(181). Falso. (N,+) es subgrupo de (%,+) pero no son isomorfos
(182). Falso. {0}<G VG grupo. Si G = {0} = ‘{0}‘ <G| .. nose pueden biyectar,

(183). Falso. Si G es subgrupo propio, no puede existir ¢ que biyecta G con G”

o Un estudiante indica que el Gnico caso en que es posible es cuando los grupos son el

mismo:

(184). Falso. Que sea subgrupo no significa que exista una funcién biyectiva que
preserve operaciones. Esto es cierto, en general, solo si G =G*

o Dos estudiantes sefialan que no es posible tomar un subgrupo al azar, es decir, que no

siempre sucede:

(185). Falso. No se puede tomar un grupo al azar para establecer un isomorfismo
requiere que cumpla determinadas propiedades
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o Un estudiante a pesar de indicar que este enunciado es falso, muestra inseguridad:

(186). Falso. Lo creo pero estoy un poco inseguro yo lo probaria

De los siete estudiantes que no dijeron si este enunciado era verdadero o falso, se obtuvo la
siguiente informacion:
o Tres estudiantes indican que para el caso de que los grupos sean infinitos, puede

cumplirse:

(187). Ningun subgrupo propio de un grupo finito puede ser isomorfo, pero si el orden
del grupo es infinito si se puede dar el caso de ser isomorfo

o Un estudiante considera que la cardinalidad es importante, ya que si es distinta, entonces

no es posible:

(188). No siempre, el nimero de elementos lo echa a perder.

o Un estudiante da un ejemplo donde se cumple:

(189). Depende. Ejemplo 2Z = Z .

o Un estudiante sefiala que pudiera no cumplirse alguna propiedad, por ejemplo, el orden de

los elementos.

(190). Si G es un subgrupo de G no siempre G* es isomorfo a G . Si tomamos G”
un grupo de orden 4 y un elemento en G~ tal que o (a)# 4 entonces o(a) es102y

<a> <G. .. G"noesisomorfoa <a>=G

o Un estudiante parece confundido con el enunciado.

(191). No sé que responder; pues un subgrupo preserva las operaciones del grupo que
lo contiene pero no recuerdo lo del orden.

Tres estudiantes no proporcionaron respuesta alguna.
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6. Da un ejemplo de grupos isomorfos. Argumenta tu respuesta.

e Cuatro estudiantes no proporcionaron respuesta alguna.
e Tres estudiantes propusieron Z, =7, xZ, 0 Z/AZ =7 /2Z xZ/2Z , cuyo argumento se baso

principalmente en sefialar que es posible establecer una biyeccion entre los grupos:

192). B} 4

(192) = 2 r 2,
o —_— (b.l' 0}
' 5 (1, o)
z — (o, A)
b —2 (1, 1

(193). Z/4Z es isomorfo a Z/2Z xZ /2Z pues es posible construir una biyeccion con sus operaciones
usuales y sus modulos

(194). Z,xZ,=Z,

e Un estudiante propuso Dy=S,, parece ser que implicitamente este estudiante estd

considerando que ambos grupos son del mismo orden al indicar que es posible asociar cada

permutacion a la simetria del triangulo que le corresponda:

(195). Dy y S; son isomorfos. D es el grupo de transformaciones de un tridnguloy S; el grupo

simétrico en tres letras, por ejemplo el grupo de transformaciones de {1,2,3}. El isomorfismo se
puede ver numerando los vértices del tridngulo.

@

La transformacion del triangulo que le corresponde es la transformacion de {1,2,3} es
dependiendo de qué vértice se mande a qué vértice.

e Un estudiante propuso (Q,+)=(R,+), dado por f(x)=x; obsérvese que Q y R poseen

distinta cardinalidad:
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(196). Q y R son isomorfos como grupos pues
f:G'>G
f(x)=x esisomorfismoy f(x+y)=x+y=f(x)+ f(y)

f(1)=1 .. esisomorfismo de grupos

e También hubo cuatro respuestas donde ambos o al menos uno de los supuestos grupos

propuestos, no lo eran realmente, por ejemplo:

(197). (ER) A (EW) basta tomar f(x)zeX

(198). N=Z",con N y Z* son grupos con la suma usual
f:n—>n
Z+

Por construccién f es inyectivay como \N\: = f essuprayectiva.

f(n+m)=n+m=f(n)+f(m) .. f esisomorfismo.
(N,+)=(2N,+)
(199). ¢: N — 2N 2N ={2n:neN}
N 2n

e La idea de un estudiante fue proponer el ejemplo Z (V,W); Mat donde

I(V,W):{I':V —>Wﬂ' es Iineal}, V y W espacios vectoriales de dimension n y m

respectivamente sobre el cuerpo F .

(200). Ejemplo de grupo isomorfo: El grupo de las transformaciones lineales en un
espacio vectorial de dimensién n con el grupo de matrices asociadas a la dicha
transformacion lineal anterior.

e Un estudiante propuso Z =nZ:

(201). :nZ ->Z (nZ,+) ¢(na)—n

o Dos estudiantes propusieron (C,+)= (SRZ,I):
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(202). Sea (C,+) un grupo y (iRz,l) donde C son los complejos A la suma usual; donde R es el
R xR con la suma usual de vectores.

defino f:C —R* 5VzeC esdecir z=a+ib——(a,b)

= f(z+w)conzeC A weC (w=c+di) esiguala=(a+c,d+b)
A f(z)+ f(w)=(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)

= f(z+w)=f(z)+ f(w) estoesunhomomorfismo.

Por como es construida f se ve claro que es inyectiva pues sean z,weC>z=a+biaAw=c+di si
f(z)= f(w) =(ab)=(c,d)=a=cab=d
=7I=W

A f también es sobreyectiva por cémo es construida f pues a todo punto C le asocia un punto en
R A lo llena.

. f eshiyectiva =3 f*>5 fof'=Id. A f'of=Id
R =C

R2 "

e Tres estudiantes propusieron (Z,+)=(2Z,+):

(203). Z y 2Z . Tiene la misma cardinalidad.
12

el cual respeta las operaciones .. son isomorfos.
X > 2X

e Dos estudiantes propusieron a Z xZ =Z 0 Z/nZxZ/mZ=Z/nmZ , donde n,m son

primos relativos:

(204). Z,,=Z,xZ,, si n,m son primos relativos. La prueba usa el teorema chino del residuo el cual
habla de solucién a sistemas de congruencias con la condicién de que n,m sean primos relativos

e Cinco estudiantes propusieron como ejemplo a los grupos Z,xZ,=Z, o0

Z/3Zx2/2Z=27/6Z:

(205). Zy=Z,xZ, Ambos con la suma. Un teorema nos dice que como (3,2)=1:> los grupos
son isomorfos
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e Un estudiante propuso G =G dado por f(x)=x:

(206). Sea G un grupo. Notemos que G =G bajo el isomorfismo G =G
id:G—>G

) . Es evidente que es un isomorfismo.
x —id(x)=x

e Un estudiante propuso (®,+)= (R*,-), dado por f(t)=e':

(207).
el PoTas (.{(‘
Loty an ey g
C\Ox:\d(“*‘ _ 18
r . 'Pq it Q{ (‘k\ e
P E S 5 @/
. én\,-r = e-\ '@r = Ley(’L €
i et~ ’1\ e
lceona e < \
Q( c\ce l
= E— NN

e Un estudiante propuso (Q )= (P(2)+):

(208). (Q‘{O},-); (P(Z),+) Q con el producto, polinomios con coeficientes enteros.

{a+ b\E, a,be Z} con la suma es isomorfo a los enteros Gaussianos con la suma.

e Un estudiante propuso (U,,)=(Z,.+,); donde U, =1{z e C[z" =1}:

(209). Un ejemplo muy ilustrativo y geométrico es el de Z/nZ y las n-ésimas raices
de la unidad W, con 0<k<n
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e Cuatro estudiantes dieron algun ejemplo con (Z,,+,):

(210) Lasraices de x* -1 R(x*—1)={t1} esteesisomorfoa (Z,,+)

r
{0 l Pj_ of 1 -.'\‘

o ~n 1| 1 =
4 o, ke o

211
(1) Y Es isomorfo a Z, basta hacer ¢(a)=0, ¢(b)=1y

[N
o b es facil verificar que las operaciones cumplen lo
h

q
b o que deben cumplir

(212) Z,y S, yaque Z, =2y [S,/=2y los grupos de orden p primo s6lo son
Z

p

e Un estudiante implicitamente parece reconocer que solamente existen dos grupos de orden
seis salvo isomorfismo y como ejemplo, en general, indica que S; es isomorfo a cualquier

grupo de orden seis no abeliano:

(213). S, y grupo no abeliano de orden 6. Poseen la misma cardinalidad

3.2.3 Seleccion de los participantes

La seleccion de los y las participantes se basd, como ya se menciond al inicio de este capitulo, en
los resultados obtenidos de los 36 cuestionarios aplicados, los cuales se presentaron en la seccién
3.2.2. Para esta seleccion se tomaron en cuenta aspectos sobresalientes de sus respuestas,
centrandonos, por ejemplo, en los procedimientos utilizados y sus definiciones dadas, también
surgid curiosidad por averiguar por qué no se contestaron algunas preguntas o no se dio alguna
justificacion.

En un inicio se seleccionaron 10 estudiantes y se les visitd en sus instituciones correspondientes,
algunos aceptaron la invitacion inmediatamente y se program6 la fecha para la entrevista; sin
embargo, otros quedaron en confirmar su participacion via e-mail, sin que eso llegara a hacerse.

Se les reitero la invitacion por el mismo medio sin recibir respuesta nuevamente, razon por la que
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tuvo que recurrirse a la invitacion de otros estudiantes. Es por ello que al inicio de este capitulo se
aclaré que la disponibilidad de los voluntarios jugd un papel en los resultados que se reportan en

esta investigacion.

Finalmente, se contd con la participacion de cinco estudiantes de Licenciatura en Matematicas,
dos de la Facultad de Ciencias de la UNAM (Alejandro y Diana) y tres estudiantes de la Escuela
Superior de Fisica y Matematicas del IPN (Miguel, Victor y Rodolfo®).

3.2.4 Disefno del instrumento de entrevista

A fin de lograr el objetivo de investigacion se penso en la entrevista semi-estructurada como un
instrumento de recoleccién de informacion mas adecuado para profundizar en el pensamiento de

los estudiantes que aquel que nos puede ofrecer Unicamente el cuestionario escrito.

Nos estamos refiriendo con una entrevista semi-estructurada a que el instrumento de entrevista se
disefia previamente como una guia y contiene las preguntas que se haran a cada entrevistado,
pero que dependiendo de las respuestas y reacciones de ellos se pueden hacer otras preguntas y
éstas pueden ser diferentes para cada individuo.

Especificamente, los objetivos de la entrevista fueron los siguientes:

e Indagar y conocer a fondo las imagenes que han desarrollado los estudiantes participantes
respecto al concepto isomorfismo de grupos; lo anterior permitird observar como tales
iméagenes influyen en su entendimiento cuando se enfrentan a situaciones que involucran
dicho concepto.

e ldentificar e interpretar las dificultades presentadas, bajo el enfoque de Tall y Vinner

(1981), que manifiesten los estudiantes en sus argumentaciones.

Las entrevistas se llevaron a cabo en el Departamento de Matematica Educativa del
CINVESTAV-IPN, las cuales fueron audio-grabadas, contando con las condiciones necesarias

para realizarlas.

En seguida ofrecemos una explicacidn general del tipo de preguntas utilizadas para explorar las

dificultades presentadas por los participantes con relacion al concepto isomorfismo de grupos.

4 .
Todos los nombres fueron cambiados.
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Las preguntas empleadas para la entrevista tuvieron su inspiracion en las utilizadas en la
investigacion de Lajoie (2000), a fin de indagar las concepciones de los estudiantes con relacion a
la nocién de isomorfismo de grupos, las cuales forman parte de su imagen de dicho concepto y
nos permiten dar explicacion a las dificultades presentadas cuando trabajan con este. Asi,
consideramos que a partir del andlisis de tales concepciones podremos entender e interpretar sus
respuestas a los ejercicios propuestos y en general las dificultades presentadas a lo largo de la

entrevista.

Con estas ideas en mente, a fin de obtener un panorama méas amplio y poder tener mas elementos
para interpretar respuestas posteriores, la entrevista se inicidé con la aclaracion a los resultados
obtenidos de cada uno de los estudiantes al cuestionario. Otro tipo de preguntas fueron planteadas
con la finalidad de invitar al participante a la reformulacion personal de las definiciones
matematicas involucradas, mas bien que solicitar la definicion formal. Lo anterior tuvo la
finalidad de obtener respuestas que nos aportaran informacion sobre las concepciones de los
estudiantes y no solo la recitacion de una definicion la cual pudo haberse aprendido de modo

mecénico. En seguida presentamos dos ejemplos de tales preguntas:

¢Como explicarias Isomorfismo de grupos a un estudiante quien toma su primer curso de Algebra Moderna?

¢Cbémo procedes a encontrar un isomorfismo?

También se tomaron en cuenta aquellas preguntas que invitaban a la persona entrevistada a
aportar mas que sus definiciones personales, por ejemplo, consejos que darian a un estudiante
ante alguna situacion, los comentarios sobre respuestas dadas por terceras personas y la solicitud
de ejemplos especificos que les darian a otros estudiantes para ayudarlos a entender los conceptos
en cuestion y la explicacion del porqué de su eleccion. Este tipo de preguntas nos permitirian
observar una variedad de exposicion de ideas sobre los conceptos involucrados, las cuales se
espera que aporten informacion sobre sus concepciones y con ello se pretende entender las

dificultades que se presenten.

El siguiente extracto (en negrita) que se te presenta a continuacion fue la respuesta dada por un estudiante ante la
siguiente pregunta: ¢Por qué no hay isomorfismo entre los grupos (A,A) y (B,o)?, donde A= {f 0, h,i} y

B= {j, kI, m}. Explica tu respuesta.
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Al T 19 |h 1 o ] |k |1 m
flnlil|flg itk [ml|i |
o |i |h|o|t K {m |1 [k | ]
h|f|g|n|i Lk m
i (g | fli|n mib ) m

“Definiendo la funcion @:A—B tal que f+ j,g—>kh—lir—>m . Observamos que
o(fAi)=p(g)=k noesiguala ¢(f)og(i)= jom=1I.Asi que no hay isomorfismo entre Ay B™.

e ;Cual es tu opinion al respecto?
¢ Estas de acuerdo o en desacuerdo?
¢Por qué?
=  Sijestas en desacuerdo:

¢Como procederias para demostrar que no hay isomorfismo entre esos dos grupos?

También se les presentaban a los estudiantes algunos problemas, los cuales tenian el propoésito de
observar con mayor precision su razonamiento y por tanto, el tipo de dificultades que se
presentaran ante su resolucion. Se trataban de problemas que no son muy comunes a los vistos en

clase o de los que puedan presentarse en los libros de texto:

A continuacion se te presentan dos tablas de operacion de grupos:

G= {h,i, j,k,l,m}, con laoperacion * y G'= {S,t,u,V,W,X}, con la operacion o

s [ h i [J |k |1 |m o |s |t Ju v |wl|X
h im | J |i | k S |v [ X |w|s |u |t
i I mik [J |h i t Julv |s |t | x|w
J |k | h |1 i m | u |t |w|ix |u/|s |V
kK ) |1 h | m|i k v |[s |t Ju|v |w]|X
I i k {m|h |] ]I wilx |u/|lt |w]|v s
m|h |i J [k |1 m X |wi|s |v [x |t |u
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e ;Los grupos anteriores son isomorfos?
Si la respuesta es afirmativa
¢ Como sabes que son isomorfos?
¢Hay otra manera de saberlo con certeza?
Si la respuesta es afirmativa
¢Hay alguna que te parezca mas convincente?
Si la respuesta es afirmativa
¢Cual? ¢Por qué?
e ;Cual podria ser un isomorfismo entre ellos?
Si propone alguno
¢Como sabes que es un isomorfismo?
¢Podria haber otro?
¢Cémo lo sabes?
Sino

¢Cémo lo sabes?

Cabe mencionar que el empleo de tablas para indagar sobre el razonamiento de los estudiantes,
ya fue empleado desde el cuestionario piloto, el cual tuvo su primera inspiracion en la lectura de

Leron, Hazzan y Zazkis (1995) y posteriormente Lajoie (2000).

En capitulo 4 se presenta el instrumento de entrevista completo asi como su descripcion.
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Analisis de las entrevistas y resultados

En este capitulo se presenta el andlisis de los resultados obtenidos de la entrevista realizada a
cinco estudiantes de Licenciatura en Matematicas; todos ellos ya habiendo cursado Algebra
Moderna | y al momento de la entrevista cursaban Algebra Moderna I1. Tres de ellos, Miguel,
Rodolfo y Victor son estudiantes de la escuela Superior de Fisica y Matematicas del IPN; los
otros dos, Alejandro y Diana son estudiantes de la Facultad de Matematicas de la UNAM.

A continuacion presentamos el instrumento de entrevista empelado y su descripcion:

Las preguntas 1 al 6 son las mismas que constituian el cuestionario de seleccion (segundo
cuestionario). EI emplearlas nuevamente para la entrevista tenia la finalidad de profundizar mas
en la informacion obtenida de las respuestas de los cinco estudiantes en el cuestionario, aclarar

algunos de los términos utilizados, los ejemplos, entre otras cosas.

1. Las afirmaciones que se presentan a continuacion fueron hechas por estudiantes que habian
tomado un curso de Algebra moderna. Para cada una, sefiala si estas de acuerdo, en desacuerdo o
parcialmente de acuerdo. Explica por qué.

1) Que dos grupos sean isomorfos significa que bajo ciertas reglas son equivalentes.

if) Dos grupos son isomorfos si existe una funcion biyectiva de uno al otro que preserve la misma

estructura de grupo.
iii) Dos grupos isomorfos son simplemente grupos del mismo orden.
iv) Que dos grupos sean isomorfos significa que son similares.

2. Para ti, ¢qué significa que dos grupos sean isomorfos?



Resultados

3. (Como explicarias a un estudiante que toma su primer curso de Algebra moderna lo que
significa que dos grupos NO sean isomorfos? Cita al menos un ejemplo con el que apoyarias tu
explicacion.

4. Observa la siguiente tabla del grupo G y da un ejemplo de otro grupo G™ que sea isomorfo a G.

Justifica tu respuesta.

* g r|s|t
QIsitjajr
rit|s|ri|q
s|a|r|s|t
tir{ag|t|s

5. Supon que se tienen dos grupos G y G*. Para cada una de las afirmaciones siguientes, indica

si es Verdadera o Falsa. Justifica tu respuesta.

i) G es isomorfo a G* si ambos son conmutativos.

i) Gy G” son isomorfos si sus elementos y sus operaciones son idénticamente iguales.
iii) Si Gy G" no tienen el mismo orden, entonces no son isomorfos.

iv) Si G es un subgrupo de G*, G"es isomorfo a G.
6. Da un ejemplo de grupos isomorfos. Argumenta tu respuesta.

La intencion de emplear el tipo de preguntas que solicitan la explicacién o algunos consejos a
un(a) amigo(a) o compafiero(a) estudiante sobre algun topico particular, tiene la finalidad de
aportar informacion relacionada con las definiciones personales o reconstrucciones de las
mismas y no la simple definicion formal, la cual pudiera haber sido aprendida de manera
mecanica; tal es el caso de las preguntas 7, 8 y 9. Su disefio se basa en las preguntas empleadas

por Leron, Hazzan y Zazkis (1995) y Lajoie (2000) en sus respectivas investigaciones.

7. ;Como explicarias grupos isomorfos a un estudiante quien toma su primer curso de Algebra

Moderna?
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8. Si tuvieras que dar algunos consejos a un(a) amigo(a) a fin de determinar si dos grupos son o

no isomorfos, ¢cudles serian esos consejos?

9. ¢Como explicarias isomorfismo de grupos a un estudiante quien toma su primer curso de
Algebra Moderna?

e ;COmo procedes para construir un isomorfismo?

e (El isomorfismo es Unico?

Otro tipo de preguntas solicitaba la opinion del estudiante con relacion a una idea expuesta por
una tercera persona, con el fin de obtener a partir de estas una variedad de concepciones
relacionadas con las nociones involucradas; las preguntas 10 y 11 son de este tipo. Fue de
interés preguntar del caso en que no hay isomorfismo ya que no suele ser coman y valdria la
pena averiguar cudl es el proceder del estudiante ante esa situacion. El caso particular de (%,+)
y (Q,+) (pregunta 11) fue manifestado por un estudiante cuando se le solicitdé un ejemplo de
grupos isomorfos en el cuestionario, interesa saber el porqué de esa respuesta y en general
obtener informacién de los cinco estudiantes participantes respecto a la interpretacion del
cuantificador existencial involucrado en la definicién formal de grupos isomorfos y si ello
pudiera ser causa de alguna dificultad para los estudiantes; también, pudiera resultar que, como
evidencio Lajoie (2000) algunos de los estudiantes no sean capaces de determinar si dos grupos

son 0 no isomorfos cuando la funcién (aplicacién) no les es dada.

10. El siguiente extracto (en negrita) que se te presenta a continuacion fue la respuesta dada por

un estudiante ante la siguiente pregunta: ¢Por qué no hay isomorfismo entre los grupos (A, A) y

(B,o)?, donde A={f,g,h,i}y B={j,k,I,m}. Explica tu respuesta.

Al T 19 h |i o | J |k |1 |m
flh |i f |19 J |k [m|]J |1
g |i h |9 | f k | m|lI k |}
h f 19 |h |i I J |k |1 m
i |9 | f i [h mil | J |m}lKk
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“Definiendo la funcion ¢: A—B tal que f+ j,g—>k,h—=lir>m . Observamos que
o(fAi)=g(g)=k no es igual a ¢(f)og(i)= jom=1. Asi que no hay isomorfismo entre A y
B”.
e (Cudl es tu opinion al respecto?

¢ Estas de acuerdo o en desacuerdo?

¢Por qué?

= Si estés en desacuerdo:

¢Como procederias para demostrar que no hay isomorfismo entre esos dos grupos?

11. El siguiente extracto (en negrita) que se te presenta a continuacion es la opinién que tiene un

estudiante respecto a los grupos (R,+) y (Q,+):

“Los grupos (SR+) y (Q,+) no siempre son isomorfos. Hay que decir que depende de la
aplicacion (funcion) que se dé”.

e ;Estas de acuerdo?, ;en desacuerdo? o ¢parcialmente de acuerdo? Argumenta tu respuesta.

El tipo de ejercicios propuestos a los estudiantes eran en dos contextos, los grupos (finitos)
presentados a partir de sus tablas de operacién (ejercicio 12) y en otro posiblemente mas
conocido y trabajado por ellos (ejercicio 13). Referente a las preguntas que constituyen el
ejercicio 12, como ya se comento en la seccion 3.2.4, su disefio se basé en las investigaciones de
Leron, Hazzan y Zazkis (1995) y Lajoie (2000). Por otra parte, la idea para la elaboracion de las
preguntas que constituyen el ejercicio 13 fue tomada de Lajoie (2000), por la particularidad de
los conjuntos A y A,, donde al primero quiza sea rechazado a ser grupo por considerar que no
posee elemento identidad usual; mientras que el segundo no lo es, pues no es cerrado. Ademas

resultara interesante el conocer la opinién de los estudiantes respecto a que pueda existir mas de

un isomorfismo entre dos grupos isomorfos.
12. A continuacion se te presentan dos tablas de operacion de grupos:

G =1{h,i, j,k,I,m}, con la operacién * y G’={s,t,u,v,w,x}, con la operacion o
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= | h |1 J [k |1 m o s |t u |v [|w]X
h |m|J |i I k | h S |v | X |w]|s |u |t
i I mik | ] |h |Ii t (u v s |t [x |w
i Lk lh |1 |i|mlj u it |wix [u/|s |V
K | j | hlmli |k v |s |t |u|Vv [w]|X
| i [k Imlnlij |1 Wi X |[u /|t |w| Vv |s
mln | 'NPRE m X |wi|s |v |[x |t |u

e ;Los grupos anteriores son isomorfos?
Si la respuesta es afirmativa
¢ Como sabes que son isomorfos?
¢Hay otra manera de saberlo con certeza?
Si la respuesta es afirmativa
¢Hay alguna gue te parezca mas convincente?
Si la respuesta es afirmativa
¢ Cuél? ¢Por qué?
e ;Cual podria ser un isomorfismo entre ellos?
Si propone alguno
¢ COomo sabes que es un isomorfismo?
¢Podria haber otro?
¢ Cbmo lo sabes?
Sino
¢ Coémo lo sabes?
13. A continuacion se te presentan cinco conjuntos con sus respectivas operaciones, ¢cuales de

entre ellos son grupos isomorfos?

A =El conjunto {[2] [4][6][8]} = Z,,, con la multiplicacién médulo 10.
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A, ={1),(12)34),(13)24),(14)23)} = S, , con la composicién de permutaciones.
A, ={Li,~1,-i}, con la multiplicacion.

A, =EI conjunto constituido de las tres reflexiones de un triangulo equilatero y de la identidad,

con la composicion de transformaciones.
A, ={1}[2][3][4]}=z,", con la multiplicacién médulo 5.

e ;COmo sabes que son isomorfos?
¢ Cudl podria ser un isomorfismo entre ellos?
¢Cdémo sabes que es un isomorfismo?
¢ Podria haber otro?

¢ Coémo lo sabes?

Finalmente, un ultimo ejercicio, también tomado de Lajoie (2000), resultd de interés al analizar
las respuestas de los estudiantes a la pregunta 5 iv) del cuestionario de seleccién, donde la
mayoria de los estudiantes indican que es falso que un grupo pueda ser isomorfo a alguno de sus
subgrupos; para abordar este asunto se considera el caso del grupo ciclico infinito, esperando
obtener quiza una respuesta diferente. Aunque también la idea de que un subgrupo de un grupo
es menor (en cuanto a cardinalidad), pudiera impedir a los estudiantes tratar de analizar el caso
a profundidad.

14. A continuacion se te presenta el siguiente grupo: G = (a)= {a” ne Z}

e ;Puede G tener un subgrupo al cual sea isomorfo? Argumenta tu respuesta.
Sisi

e ;Cudl podria ser un isomorfismo entre ellos?
¢ COmo sabes que es un isomorfismo?
Sino

e /Como lo sabes?

(Implicitamente, ¢un grupo puede ser isomorfo a alguno de sus subgrupos?, ¢Siempre?, ;Nunca?,

¢Tal vez?)
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Las entrevistas se llevaron a cabo en condiciones favorables en la Biblioteca central del
CINVESTAV-IPN. Para un mejor analisis de cada una de las entrevistas, estas fueron audio-
grabadas y transcritas. En este capitulo presentamos Unicamente las principales dificultades que
fueron encontradas en los estudiantes participantes en esta investigacion, mismas que estan

asociadas con el entendimiento del concepto isomorfismo de grupos.

4.1 Algunas dificultades asociadas con el concepto

iIsomorfismo de grupos

4.1.1 Dificultad en dar una interpretacion correcta a la definicion formal

de grupos isomorfos

Para Diana, “dos grupos que son isomorfos tienen que cumplir ciertas propiedades en comun”.
Esta concepcion que posee la estudiante involucra la idea de la existencia de una (Unica) funcion
biyectiva de un grupo al otro, Gnica porque los elementos correspondientes a cada uno de los
grupos se deben comportar igual (bajo su operacién). Las propiedades a las que se refiere estan
relacionadas con los “parecidos” que ella observa entre los elementos, mismoS que le permiten
establecer una relacion biunivoca entre ellos (el isomorfismo). La interpretacion dada a la
expresion “que se preserve la misma estructura de grupo” la asocia con esas “propiedades que
comparten” los grupos que son isomorfos, de entre ellas, el orden del grupo, que considera
suficiente para concluir que dos grupos son isomorfos.

E: [...] parati, ¢;qué significa que dos grupos sean isomorfos? [...].

D: Si, bueno, que entre los grupos exista una funcién biyectiva y ¢lineal?, no creo que ahi

vaya, Yy que asocie a los mismos relacionandolos con propiedades comunes que existan entre

ellos [...].
Cuando se discute sobre el enunciado 5. (i) del cuestionario donde se planteaba que un grupo G
es isomorfo a otro grupo G’ si ambos son conmutativos, tanto Diana como Miguel dicen que el
enunciado es falso; si bien ambos pudieran estar considerando que si dos grupos son

conmutativos no es condicion suficiente para que sean isomorfos, es de interés observar los
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argumentos que cada uno utiliza. Diana dice que dados dos grupos, ambos conmutativos, “uno de
ellos puede tener elemento identidad y el otro no necesariamente”, por lo tanto no serian
isomorfos; mientras que Miguel dice que lo que €l haria para probar la falsedad de ese enunciado

seria “tomar un grupo no conmutativo y hacerlo isomorfo a uno que si es conmutativo”.

La idea predominante que tiene Miguel sobre los grupos isomorfos es que ellos “poseen la misma
estructura algebraica bajo cierta funcion”; de esta manera los grupos isomorfos son para él,
grupos “equivalentes”. Cabe hacer énfasis en como utiliza la expresion “poseen la misma
estructura algebraica”, la cual es de dos formas distintas; la primera esta relacionada con la
propiedad de homomorfismo (aunque no se refiere a ella con ese nombre) al reconocerla como
una condicion (regla) que debe cumplir dicha funcion. (La segunda se explicara mas adelante.)
M: Pues que sea [...] que nuestra equivalencia sea f una funcién que va de un conjunto A
a un conjunto B , nos tomamos dos elementos de A , entonces ya definimos que
f(a+b)= f(a)+ f(b) y la multiplicacién, sea f(a-b)= f(a)- f(b) y es lo que siempre
buscamos para ver si dos grupos son isomorfos.
La respuesta anterior surgié después de cuestionarle respecto a como explicaria isomorfismo de
grupos a un estudiante quien toma su primer curso de Algebra Moderna, ya que como se mostro
en el extracto anterior, en un principio Miguel se referia a dos operaciones para que la funcién
sea un isomorfismo cumpliéndose las siguientes reglas:
i)f(a+b)=f(a)+ f(b)
ii)f(a-b)=f(a)- f(b)
Ademas, esta idea se hace mucho mas evidente cuando es analizada su respuesta dada en 1. (ii)
en el cuestionario cuyo enunciado dice que dos grupos son isomorfos si existe una funcion

biyectiva de uno al otro que preserve la misma estructura de grupo.

M: Aj4, si, porque la funcién es biyectiva, es decir, inyectiva y sobre; ademas esta funcién
preserva la misma estructura algebraica de ambos grupos, que es esto que te digo, es lo
mismo sumar un grupo con los elementos y ya cuando le aplicas la funcion es lo mismo, y ya,
cuando le aplicamos f pues ya estamos obteniendo un grupo.

Observando como finaliza su respuesta en el extracto anterior, podemos apreciar la otra manera
con la que Miguel se refiere al isomorfismo de grupos: que estos poseen (preservan) la misma
estructura algebraica, pero pensando en la estructura del grupo en términos de cumplimiento de

los axiomas de grupo.
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E: [...] ¢qué significa que se preserve la misma estructura de grupo?

M: Que la suma y la multiplicacion sea cerrada y que el grupo, es lo que hace que un
conjunto sea grupo, que cumpla con las condiciones para ser grupo.

E: ¢Cuales son las condiciones?

M: Que sea cerrado, que haya el elemento neutro, el inverso, para mi eso significa que se
preserve la estructura de grupo.

Cuando se le solicita un ejemplo a partir del cual explique su afirmacion de “que dos grupos
isomorfos son similares en la estructura algebraica” que poseen, Miguel no es capaz de
construirlo, mostrando dificultades con la comprensién de conceptos relacionados con el de

grupos isomorfos.

E: Y parati, ;en que serian similares los grupos isomorfos?

M: En la estructura algebraica son similares porque es lo mismo sumar aqui gue aca, bajo la
funcion. Ademas, las mismas operaciones que podemos hacer en un grupo, bajo la funcion
podemos seguir teniendo las mismas, podemos seguir operando de la misma manera y
también se cumple en el otro grupo.

E: ¢Cual seria un ejemplo de lo que estas diciendo?

M: Mmm, a ver, el 0, -1, 1 (construye una tabla cuyos encabezados son esos tres elementos)
con el producto, creo que si funciona siempre; creo que hay un teorema, no sé si sea cierto,

que algln grupo de cardinalidad p, lo puedes hacer isomorfoa Z , paraalgin p.
E: Y ese, (€5 grupo?, ;,como estas operando?

M: No sé; con la multiplicacion normal en R .

-110]1
-1 1|0\ -1
00 ofo0o>

1| -1]/] 1

Pero creo que no, porque tendria que estar uno de cada uno en cada linea y aqui hay puros
ceros (se refiere a la segunda columna y a la segunda fila en su tabla).

E: Y, ¢por qué tendria que ser uno en cada linea?

M: Ah, no sé muy bien (hace la propuesta de otra tabla donde el operador es +):
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+ (=110 |1
-110|-1/0
0
1

iAh, tampoco me da!
E: Pero, ¢es la suma usual?, entonces (—1)+(=1) [...].
M: Seria O, ¢y éste por qué?, no, no se puede con la suma, me salgo, no es cerrado, no,
olvidémoslo, me quedo acé.
En resumen, Miguel asocia la nocion de isomorfismo de grupos con preservar la estructura de

grupo bajo cierta funcion, pero no esté claro qué papel juega la funcion.

Victor, por su parte, dice de los grupos isomorfos que “son iguales respecto a sus propiedades

algebraicas”.

V: Si tienen la misma estructura algebraica [...] bueno si no tienen ninguna propiedad
algebraica que los distinga; son isomorfos si no tienen ninguna propiedad que dependa de la
operacion que los hace grupo. Entonces, algebraicamente, respecto a sus cualidades
algebraicas, serian igual [...].
La concepcion que posee el estudiante lo lleva hacia la exploracion de propiedades que le
permitan, en primer lugar, determinar cuando dos grupos NO son isomorfos a partir de encontrar
alguna contradiccion, es decir, que alguno de los grupos posea una propiedad (algebraica) y el

otro no; sin hacer mencidn alguna sobre la preservacion de las operaciones.

Ademas, durante la discusion de los cuatro enunciados de 5 y de 1. (iii), Victor opina que no son
condiciones suficientes para garantizar que dos grupos sean isomorfos, por ejemplo, que ambos
sean conmutativos, que tengan el mismo orden. Sin embargo, el argumento mas utilizado por él
para construir un isomorfismo entre dos grupos y por lo tanto concluir que son isomorfos se baso
en el calculo del orden de los elementos, haciendo corresponder a los elementos cuyo orden era
igual; al respecto, Leron, Hazzan y Zazkis (1995) dan cuenta de como los estudiantes
participantes en su investigacion proceden de esa manera. El breve extracto que se presenta a
continuacion es parte de la respuesta dada por Victor durante la entrevista con relacion al

ejercicio 12.
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V: [...] voy a intentar como que la correspondencia [...] vamos a ver, deben haber elementos
de orden finito, entonces intento ver cudntos elementos de orden finito tiene este y ver
cuantos elementos de orden finito tiene este y ya ahi intento hacerlos corresponder, por

ejemplo, bueno, aqui ya sé que el elemento identidad es, vamos a ponerle (G,m) y (G’,v),
[...] vamos a ver el h de qué orden es, entonces h+h me da m, entonces es de orden dos:
=2
ij=2
kl=2
[...] el orden es propiedad algebraica, entonces de ahi ya sospecho mas que si son y pues
intento renombrarlos, a ver si los puedo hacer corresponder [...] pues la identidad juega un

papel algebraico importante; aparte si hubiera un isomorfismo pues preserva la identidad,
aqui era la identidad m+— V. Después los elementos de orden tres que son dos [...]

hi>t

i w

jP X

ki>s

I—u

me v
En resumen, Victor asocia la nocién de isomorfismo de grupos como algo que hace iguales a los
grupos que son isomorfos, lo que preserva sus cualidades algebraicas. No menciona

explicitamente la preservacion de las operaciones.

Para Alejandro dos grupos son isomorfos “si existe una funcion biyectiva que ademas es un
morfismo (abre la operacion)”. De acuerdo con el estudiante, los isomorfismos preservan la
misma estructura de grupo, es decir, “todas las caracteristicas del grupo”, por ejemplo, el
elemento identidad, el orden del grupo, los subgrupos, etc. Con esta idea, si dos grupos son
isomorfos entonces bajo la funcidn van a poseer caracteristicas comunes.

E: [...] parati, ¢qué significa que dos grupos sean isomorfos?

A: [...] cuando yo puedo formar una biyeccion entre dos grupos, que cumple dos
condiciones; que la funcion manda al elemento neutro en un elemento neutro al otro grupo y
que cumple esta caracteristica, la funcién, digamos que abre la operacién, esto es en una
notacion aditiva.
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y F o Roncitn  qua Cumple
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E: ¢ Te refieres a la propiedad de morfismo?

A: Si, porque puede ser una biyeccion pero necesita ser un morfismo también, ¢no?; porque
si no fuera morfismo, entonces no se puede hacer el isomorfismo; entonces, que fuera un
morfismo y que fuera una biyeccion ese morfismo [...].

Para Alejandro los grupos isomorfos son similares, por ejemplo, en “el orden” y en “los
subgrupos” que tienen; sin embargo, concluir a partir del orden de los grupos o que sean
conmutativos no es valido; en particular, utiliza como contraejemplo a los grupos Z, = {0,1,2,3} y
Z,®2,={0,0),(01),(1,0),(L1)} ya que ambos son de orden cuatro (ademas conmutativos) y no
son isomorfos. El estudiante senala que la diferencia que hay entre dos grupos isomorfos es “la

manera de nombrar a los elementos”; aunque al principio duda si se puede decir lo mismo de las

operaciones, concluye finalmente que estas también pueden ser distintas.

Cuando se discute respecto al ejercicio 4 del cuestionario, donde es solicitado un ejemplo de un
grupo G’ isomorfo al grupo G dado a partir de su tabla de operacién, es interesante el proceder
del estudiante: él inicia con la observacién de las caracteristicas de G, donde de antemano ya se
sabe que G es grupo. Posteriormente identifica s como elemento identidad de G, ya que como
él mismo dice, “deja fijos a los otros elementos al operarse con este”. Sin embargo parece
considerar posible que un grupo pueda tener mas de un elemento neutro, ya que al observar la
tabla dice, “podemos ver si tiene mas neutros pero yo digo que no, por ejemplo; no, no tiene mas

neutros porque si no, aqui habria una q repetida”.

En la resolucién de este ejercicio inicia explorando el comportamiento de los elementos al
operarse consigo mismos, observando que cada elemento es su propio inverso. Como no logra
concluir algo basandose en sus observaciones, se le proporciona su respuesta del cuestionario

donde dijo que “los Unicos grupos de orden 4 son Z, y Z, ® Z,”. Dudando de esa respuesta dice

que él estaba pensando en proponer a (Z4,-4), pero que no veia como pudieran ser isomorfos.
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Cabe aclarar que (24,~4) no es grupo. Finalmente propone G'=Z7, ® Z,, ya que observa que en
dicho grupo también se cumple que cada elemento es su propio inverso, identifica al elemento
identidad de G’; en seguida procede a construir correspondencia entre los elementos. Bajo f

manda el neutro de G en el neutro de G’ y para los tres elementos restantes no parece haber

alguna manera en particular para la correspondencia, debido posiblemente a lo que él habia
observado, que todos cumplian que eran sus propios inversos.
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Alejandro ahora procede a verificar que f sea morfismo; lo hace Gnicamente para un caso,
tomando un par de elementos diciendo que es posible verificar que para los deméas también se
cumple. El dltimo paso que realiza es determinar que f es efectivamente biyectiva, en

concordancia con la idea que él tiene de grupos isomorfos.

A: [...] Ahora, hay que ver que cumpla todas estas cosas, que f de quién, de a méas b es
iguala f(a) mas f(b):
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[...] bueno, habria que ver con todos los casos posibles, ¢no?; o sea, yo 1o daria asi porque
son poquitos elementos pero ya en un grupo mas grande pues ya esta dificil porque tendrias
que ver todos los casos [...] y luego habria que ver que es inyectiva y que es suprayectiva.

E: Y, ¢si cumple con ello?

A: Que es suprayectiva, si, porque lo definimos uno a uno y que es inyectiva pues también
porque el Gnico que puede ir al cero es el cero.
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Para Alejandro, dos grupos son isomorfos si existe un homomorfismo biyectivo entre ellos. El es
uno de los estudiantes junto con Rodolfo (de €l hablaremos més adelante), quienes se refieren a
los grupos isomorfos de esta manera. En cuanto a Alejandro pudimos observar que para el caso

de grupos finitos y en el contexto de tablas de operacion, en particular los grupos (G*) y
G'=Z,®Z, (ejercicio 4), es capaz de construir sin mayor dificultad un isomorfismo entre ellos.

Sin embargo, en el ejercicio 12 donde se presentaban dos grupos de orden 6 (véase la seccion
4.1.2) también dados a partir de sus tablas de operacion, el estudiante presenta dificultades para

determinar si los grupos en cuestion son o no isomorfos.

El origen de la dificultad si bien no esta en desconocer el “procedimiento” para averiguar si dos
grupos son o no isomorfos, si pudiera deberse a la idea intuitiva que tiene de ellos. Si
recordamos, Alejandro dice de los grupos isomorfos que “preservan todas las caracteristicas de

grupo”. En este caso él recurre al calculo del orden de los elementos, ya que si (G,*) y (G',o)

(ejercicio 12) son isomorfos tendrian la misma cantidad de elementos de un orden dado, lo cual le
permitiria hacerlos corresponder como lo hizo en el ejercicio 4, y estar en condiciones de
construir un isomorfismo. Para el caso del ejercicio 12 al observar que hay mas de una manera de

hacer corresponder los elementos no puede continuar y no logra concluir algo con relacion a
(Gx)y (G'e).

En resumen, Alejandro se refiere a isomorfismo de grupos como una funcion biyectiva que
ademéas es un morfismo. Sin embargo, aun conociendo la definicion el estudiante present6

dificultades al utilizarla cuando le fue solicitado demostrar si dos grupos eran 0 no isomorfos y

también al proponer sus propios ejemplos.

Finalmente, la concepcion que tiene Rodolfo respecto a los grupos isomorfos es que ellos son
“estructuras iguales” o “son similares estructuralmente”, que “poseen las mismas propiedades
(estructurales)”, como el ser abelianos, ciclicos, etc. Rodolfo también se refiere a los grupos
isomorfos como “iguales salvo el nombre de los elementos y salvo las operaciones”; asi, la inica

diferencia entre dos grupos isomorfos es la manera en que son nombrados.

R: [...] formalmente pues se dice que dos grupos son isomorfos si existe un isomorfismo
entre ellos, es decir, una funcion biyectiva tal que o que es un homomorfismo biyectivo, que
se le llama isomorfismo, asi es la definicion, asi formal [...] Esta definicion, por supuesto, se
dedujo a partir de estar checando cdmo se comportaban estos grupos y entonces a partir de
aqui, gracias a esas ideas de que son iguales, te digo, salvo que este se llama aqui a y este
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aqui b, entonces a partir de ahi [...] primero se vio como que estos son iguales y a partir de

ahi [...] no hay otra manera de expresar que sean iguales, salvo los elementos, ;cémo lo

dices?, pues mediante mapeos, mediante funciones.
Otras expresiones utilizadas por Rodolfo al hablar de los grupos isomorfos fueron las siguientes:
“son estructuralmente una misma entidad”, “son idénticos salvo que se llaman diferente”, “uno es
idénticamente el otro salvo los nombres de los elementos y salvo las operaciones”, “son
estructuras iguales”, “son copias, lo que los cambia es la manera de nombrarlos” y si dos grupos
son isomorfos “podemos obtener un grupo a partir del otro tan solo al intercambiar sus elementos

via el isomorfismo™.

Ademas, cuando se analiza el enunciado 5. (i) del cuestionario, el estudiante expresa que no hay
condiciones (haciendo referencia a las propiedades estructurales) a partir de las cuales se pueda
concluir que dos grupos sean isomorfos, por ejemplo, que ambos sean conmutativos, que sean
ciclicos, de un orden dado, etc. (“su tipo de estructura”). Al igual que Alejandro, Rodolfo cita la
definicion formal, por ejemplo en el enunciado 1. (ii) del cuestionario dice que esa es la
definicion que es “ensefiada”, que “dos grupos son isomorfos si existe una funcion biyectiva de

uno al otro que preserve la misma estructura de grupo (propiedad de homomorfismo)”.

R: No hay, la definicion solamente [...] no he visto en algdn libro que diga que G sea

isomorfo a G* si cumple tal propiedad, la definicion es la rigurosa [...] que exista la
biyeccion y que sea un homomorfismo de grupos y ya, no hay que sea conmutativo [...] que
tenga el mismo orden, le puedes poner muchisimas hipotesis y claramente siempre vas a
encontrar un ejemplo [...] aunque td le pongas todas las propiedades, que sea ciclico, que sea
finito, eso te diria, jah, como que si!, como que a partir de ahi decir ese “como que si”, pero
ese “como que si” no te garantiza que en efecto sean, mas, salvo que encuentres la biyeccion.

29 ¢

La idea de que los grupos isomorfos son “iguales”, “idénticos”, no parece ser tan clara para el
estudiante en el caso en que los grupos son de cardinalidad infinita; ahi no parece ser tan visible
el hecho de que “se pueda obtener un grupo a partir del otro tan solo al intercambiar sus
elementos”, como lo fue en el caso de los grupos de orden finito. Rodolfo destaca tres pasos a
seguir a partir de la definiciéon formal para averiguar si dos grupos son isomorfos, expuestos de
manera parecida a los que enuncia Fraleigh (2003, pp. 30-31), de los cuales se hablara en la
siguiente seccion 4.1.2.

En resumen, Rodolfo se refiere a isomorfismo de grupos como una funcion biyectiva que

preserva estructura de grupo, es decir, que f(a-b)= f(a)+ f(b). Sin embargo, aun conociendo la
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definicion presentd, al igual que Alejandro, dificultades al utilizarla cuando le fue solicitado
demostrar si dos grupos eran o no isomorfos y también al plantear sus propios ejemplos.

Comentarios

La imagen formada por algunos de los estudiantes les impide dar una interpretacion correcta a la
definicion de grupos isomorfos. Por ejemplo, Diana dice de estos que tienen que cumplir ciertas
propiedades comunes, es decir, que “los elementos deben comportarse igual (bajo su operacion)”,
por lo tanto, debe existir una Unica manera de relacionarlos. Ademas, con esta concepcion la
estudiante en ningn momento ve necesario verificar la preservacion de las operaciones; como se
mostro en el analisis de esta seccion, ella se concentra en establecer relaciones exclusivamente

entre los elementos de los grupos.

La interpretacion dada a la expresién con la que suele referirse a los grupos isomorfos,
“preservan la misma estructura algebraica” es utilizada de manera distinta por los estudiantes en
esta investigacion. Por ejemplo, Miguel hace uso de ella para referirse simultdneamente a la
propiedad de homomorfismo y a los axiomas de grupo; Diana la asocia con las propiedades
comunes que comparten los elementos cuando dos grupos son isomorfos, Alejandro se refiere a

las propiedades (algebraicas) que comparten los grupos isomorfos.

La imagen desarrollada por Victor con relacion a los grupos isomorfos como “iguales respecto a
sus propiedades algebraicas” no requiere de la exploracion de la definicion formal de grupos
isomorfos. Por ejemplo, en los ejercicios que involucran grupos de orden finito en el contexto de
tablas de operacidn, el estudiante se concentra precisamente en explorar las propiedades de los
grupos, principalmente para encontrar una contradiccion entre ellos y concluir que no son
isomorfos mediante el cumplimiento de una de ellas en un grupo y en el otro no. Si bien tanto
Victor como los demaés estudiantes reconocen que no hay manera de determinar que dos grupos
son isomorfos a partir de saber, por ejemplo, que los grupos tengan el mismo orden, o que sean
conmutativos, podemos observar el procedimiento empleado por Victor para construir un

isomorfismo entre (G,*) y (G',o) en el ejercicio 12 (p. 114), donde a partir del orden de los

elementos (propiedad algebraica) puede construir una correspondencia biunivoca (un

isomorfismo) y concluir que los grupos son isomorfos, sin averiguar la propiedad del morfismo.
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Vinner y Dreyfus (1989, p. 356) sefialan que la imagen que desarrolla el estudiante es “el
resultado de su experiencia con ejemplos y contracjemplos del concepto”. En el caso de los
estudiantes que entrevistamos, observamos que la mayoria presentaron dificultades para proponer
y justificar por qué los grupos que proponian eran ejemplos de grupos isomorfos o grupos no

isomorfos.

4.1.2 Dificultad para demostrar formalmente que dos grupos son

iIsomorfos

Como se describio en la seccion 4.1.1, la imagen desarrollada por Diana con relacion a los grupos
isomorfos esta asociada con la existencia de una unica funcién biyectiva de un grupo al otro. Para
Diana, los grupos isomorfos “comparten propiedades comunes”, que a Su vez se relaciona con los

elementos “parecidos” que ella observa entre los grupos isomorfos.

Cuando se le pregunta sobre los consejos que daria a un(a) amigo(a) para determinar si dos
grupos son o no isomorfos, Diana dice que es importante observar primero si los grupos tienen la
misma cardinalidad, ya que de no ser asi, no serian isomorfos; y posteriormente, construir la

funcién biyectiva de un grupo al otro, el isomorfismo.

D: Checar primero que la funcion es biyectiva, mmm, y la cardinalidad, yo creo que es
importante la cardinalidad.
En el ejercicio 12 donde se presentaban dos grupos de orden 6 dados a partir de sus tablas de
operacion, como una primera respuesta, basandose en el comportamiento de los elementos, Diana
dice que los grupos G y G’ no son isomorfos. Podemos observar como ella implicitamente

piensa en la correspondencia biunivoca “elemento a elemento” seglin su posicion en las tablas.

D: [...] pero mira, aqui en esta v y en esta m, perdon, acd, ahi como que ya se rompe ese
isomorfismo que queremos ver.
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Posteriormente la estudiante corrige y dice que si son isomorfos, apoyada de la idea de que los
grupos isomorfos tienen el mismo numero de elementos y que en realidad, la correspondencia no
es “elemento a elemento”, sino mas bien tendria que construirse basandose en las “relaciones”

que hay entre los elementos bajo su operacion.

D: [...] iAh, espérate!, es que estoy pensando otra cosa, no me habia dado cuenta de eso, (0
si? A ver, jno, estoy mal!, si son isomorfos porque tienen la misma cardinalidad, son
conjuntos isomorfos.

D: A ver [...] no pueden ir término a término porque no se cumple precisamente lo que yo te
decia de las propiedades estas que te he estado mencionando; no tienen que ir elemento a
elemento [...].

A continuacién se muestra el procedimiento empleado por Diana a fin de construir la
correspondencia biunivoca entre los elementos de ambos grupos, centrandose mas en la busqueda

de “parecidos” entre ellos, sin llegar a construir, en realidad, un isomorfismo.

D: [...] la relacion que existe aqui, jmira!, éste, h compuesto con él mismo, me manda a m
que es el elemento 6, h*1 me manda a |, que es el segundo, o sea, quiero hacer como la
asociacion de término a término, pero con esa relacion aca abajo [...] lo que quiero ver es que
“s compuesto o bueno, bolita, con algo” (refiriéndose al operador arbitrario - de G") me
mande al Ultimo, o sea, asi como lo esta haciendo aqui (se refiere a h*h que lo manda al
sexto elemento ubicado en G = {h,i, j,k,l,m}, es decir, al elemento m), o sea, aqui s con
éste, que me manda al Ultimo, o sea, asi si podria hacer la asociacion del isomorfismo que yo

digo que hay:
c.G>G’ 123456
h*i— 1 , SoX—>Ww 17375 &
h*J_)k f SoS—>V G'Z{S,LU,V,W,X}
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[...] Dada la operacion * en G manda el elemento 1—>6, 2—5, 3—>4,. y el

isomorfismo con G’ se relaciona con la operacion o al mandar al elemento
16, 2—5,... (como en el anterior).
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Nuevamente, en el ejercicio 13 donde se le presentan a la estudiante cinco conjuntos con sus
respectivas operaciones y se le pregunta cuéles de entre ellos son grupos isomorfos, Diana
concluye que todos son grupos y ademas que todos son isomorfos entre si, ya que tienen la
misma cardinalidad. Ademas, es interesante observar cémo procede a construir lo que ella
considera como “un isomorfismo” para ciertos pares de esos grupos, respectivamente; es
interesante por las “relaciones” que ella parece apreciar entre los elementos de esos conjuntos y
que le permiten construir esa “funcion biunivoca” requerida.

E: Bien, entonces ¢cuales de entre ellos son isomorfos?

D: Pues todos son isomorfos entre todos porque tienen la misma cardinalidad, para empezar;
por ejemplo, un isomorfismo entre A, y A, seria como el que te decia hace un rato,

elemento a elemento tal cual estan ordenados en las tablas, ahi si.

% = {1, i,—l,—i}, con la multiplicacion. As — {[1]’ [2], [3]’ [4]}: Zs* | con la muliplicacin
madulo 5.
AR NN E
2z 41113
aplyidfe
4 3 2l 6

[...] Si consideraramos ahora a A, con A, el isomorfismo seria, a ver [...] es el que manda a

cada elemento de A, con su respectiva reflexion; ésta, por ejemplo, que es la que me esta

dejando los fijos, la mandaria con la que me manda el triangulito al mismo triangulito; ésta,
la que me manda, ya sea a ésta o ésta, cualquiera [...] a ver, es la que manda cada elemento

con la respectiva reflexion, es decir, la identidad en A, manda a la identidad en A,; y [...]

ésta, por ejemplo, ¢cémo llamarla?, la que me manda a su negativo o a su contrario con, si, la
operacion en A, que da el elemento negativo, mandarlo con la reflexion en [...] la reflexion,
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ésta, 0 sea que me lo cambia al otro lado, con la reflexién, ;como le pongo?, las nombraré
como R,R,,R;,R, [...]

A3 = {1, i,—l,—i}, con la multiplicacion. A4 = EI conjunto constituido de las tres reflexiones de un

tridngulo equilatero y de la identidad, con la composicién de
transformaciones.
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E: ¢Como sabes que es un isomorfismo?

D: Pues estoy tratando de poner, jmiral, por ejemplo, ésta, que le asocié al 1, bueno, el i-1
me lo deja fijo con éste, ;{no?; y las otras las estoy asociando como la cosa que cambia, ¢no?,
como el vértice que me estad cambiando, o sea, lo estoy asociando como con un elemento de

esos, aja. También, A es isomorfo con A, y A,, igual de la misma forma como te digo,
término a término.

[...]Enelcasode A; conel A,, pues primero, a los que me los deja como la identidad con
el 1al i, alos que me cambia, el primero con el Gltimo, que es éste.

s> (1)
T, (1a)(23)
4 ,__,(11)(34)
1 e (13) ()

[...] En esa asociacion, el i es el que me cambia primero y Gltimo, uno y cuatro, aja, que es
éste, uno-cuatro con dos-tres, aja; después -1 es el que me cambia el uno por el dos; y el otro
es el que me cambia el uno por el tres. Ahi estoy asociando a cada elemento del renglon
como cada elemento de, también de la columna que tengo aqui:
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[...] bueno; en este caso, éste lo asocio con el que me los deja igual (se refiere al 1); al uno,
dos, tres, cuatro; el que mueve al primero y al Ultimo que es uno y cuatro, entonces que me
deja como cuatro, dos, tres, uno, aja, es éste (se refiere a i);y a éste, al que me cambia al uno
y al dos (se refiere a -1); y éste, pues no estoy muy segura pero fue el que me quedé ahi (se
refierea —1).

E: Entonces los vas relacionando elemento a elemento, como dices, tomando en cuenta su
comportamiento.

D: Si, busco una relacién entre ellos.

La concepcion de Victor respecto a los grupos isomorfos como grupos “iguales con relacion a sus
propiedades algebraicas”, es decir, que “no tengan ninguna propiedad algebraica que los
distinga”, lo llevan precisamente a la exploracion y andlisis de éstas, buscando principalmente
entre los grupos alguna propiedad que cumpla uno de ellos y el otro no, para demostrar que no
son isomorfos, preferentemente mas que demostrar que lo son; notamos esto claramente cuando
se le solicitan algunos consejos que daria a un(a) amigo(a) a fin de determinar si dos grupos son o

no isomorfos.

V: Pues, primero intentar ver si no son, ¢no?, 0 sea, encontrar alguna propiedad algebraica
gue se pueda sospechar que son distintos, ¢no?, y ya, si ve que en todas coincide, pues
intentar, o sea, pues como ya hizo muchos ejemplos, intentar dar el isomorfismo.

En el ejercicio 13 Victor concluye erroneamente que dos conjuntos A y A, no son grupos. Del
primero dice que no posee elemento identidad, ya que [1] no esta y del segundo realiza de manera

incorrecta un calculo por el cual dice que no es conmutativo; agrega que ademas no posee

inversos. De A, concluye correctamente que no es grupo y de A, y A, que si lo son.

Para averiguar si A, y A, son isomorfos o no, Victor procede a calcular el orden de los

elementos de ambos grupos; identifica que para cada uno hay dos elementos de orden 4, uno de

orden 2 y uno de orden 1 y que como ambos son conmutativos, concluyendo que son isomorfos.

V: [...] vamos a ver los érdenes de los elementos, que es lo mas facil que se puede averiguar,
con la multiplicacion, —1\:2, porque la identidad aqui es 1 [...] a ver este tiene orden

cuatro (calcula el orden de todos los elementos en ambos grupos) [...] este tiene dos
elementos de orden 4, uno de orden 2 y uno de orden 1, que es la identidad y este igual y
como ambos son conmutativos, aparte son grupos finitos conmutativos y tienen el mismo
numero de elementos del mismo orden, pues ya podria decir que son isomorfos porque hay
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un teorema que dice eso, pero también podria, yo creo que también podria dar la
correspondencia haciendo corresponder, pues los de orden dos, los de orden 3.

Cuando se le pregunta al estudiante que como podria estar seguro de que A, y A, son isomorfos,

Victor inicia construyendo las tablas de operacion de esos grupos y hace la correspondencia de

los elementos de A, con los elementos de A, tomando en cuenta el orden de cada uno de ellos;

observa que las tablas coinciden y concluye que son isomorfos.

V: [...] de hecho no afectaria en la tabla (construye las tablas de ambos grupos):

* |1 |2 |3 |4

Ll
!
N
w
N

W
W
=
o
N

151
4—--1
2 i
3o i

# 1 i -1\ -1

1 1 I -1 -1

i i | -1 -i] 1

-1]-1] -1 1 |

—1 | =1 1 I -1

[...] vemos que coinciden las tablas.
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A propésito se le pregunta a Victor si pudiera haber otra manera de saber si son isomorfos, él

recurre a representaciones graficas de ambos grupos con el fin de buscar relaciones entre ellos.

E: ¢Puede haber otra manera de saber si son isomorfos?

V: Pues es que estas son las raices, entonces las podriamos ver, son cuatro, entonces es un
cuadrado, como las raices, este, con la multiplicacion, como en el plano complejo; si, estas
son como rotaciones; es que las dos se pueden ver asi, ¢no?, estas se ven mas naturalmente,
como este es el i y ya sabemos que la multiplicacién compleja; bueno, pues si ya tienes este,
lo rotas 90°con el i o con el otro, que es el —i, que es igual; y el —1 seria la reflexion, asi; y
estas pues , igual, se podria ver asi [...] podemos hacer un grafo, igual, damos los elementos
1,2,3,4,y del 1 podemos pasar al 2 [...] Si las representamos con un grafo podemos ver que
igual mas o menos coinciden; por ejemplo, que del 2, podemos pasar a cualquier otra, pero

de esta que tiene orden 1s6lo podemos pasar de la del 4 a la del 1y al revés, entonces por
ahi también se puede ver, por los 6rdenes, pues.

Para Miguel dos grupos son isomorfos si hay una funcion (regla de correspondencia) no
necesariamente biyectiva tal que bajo la regla (condicion) “ f(aob): f(a)* f(b)”, se puede
decir que los grupos isomorfos tienen (preservan) la misma estructura algebraica.

Ademas, para Miguel dos grupos pueden ser o no isomorfos “dependiendo de la funcién que uno
proponga”; si ella no es un isomorfismo entonces se puede concluir que no son isomorfos bajo
esa funcién, pero también uno puede proponer otra que sea un isomorfismo y entonces se puede

decir que los grupos son isomorfos bajo esa funcion.

E: [...] ¢Qué consejos darias a un(a) amigo(a) a fin de determinar si dos grupos son o0 no
isomorfos?

M: El truco esta en la funcion que uno dé, porque puede cumplir con la condicion o no [...]
Se me ocurre como ejemplo que te agarras asi como un grupo y a esa funcion la das como
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constante, entonces a cada f(a) lo mandas a un b dnico, y acé tienes otro grupo y tienes su
elemento b, entonces va a ser:
f(a)=b

Entonces ya al sumar, no importa a quién me tome, puede ser:
f(a+a,)=b

[...] porque @, + @, tiene que estar en nuestro conjunto por ser grupo. Estoy suponiendo que
hallas un grupo, eso suponiendo que A={a1,...,an}, y lo hago bajo una cierta operacion
(A,*) [...] y tengo otro grupo (B,o) , entonces doy una funcion, la defino asi
f(a)=b VbeB, Viel.,n, entonces f(a*a,)=b, luego f(a)*f(a,)=2b,
entonces f(a, *a,)= f(a)* f(a,), la funcién que propuse no es isomorfismo, entonces
puedo decir que no son bajo esta funcion f , pero igual puedo construir otra que si, por
ejemplo, R? = C. La funcion, no me acuerdo bien como va, pero si es isomorfo con la suma
y el producto usuales y entonces yo puedo decirle que estos no son isomorfos bajo la funcion,
doy otra funcidn y veo que si son y ya después le digo, pero con esta funcion vas a ver que si

son isomorfismos. Para mi seria un buen ejemplo, porque también les diria que si tengo una
funcidn que no los hace isomorfos, este, no necesariamente los grupos son isomorfos [...].

Con esta misma idea Miguel también intuye que los grupos (ER+) y (Q,+) pudieran ser
isomorfos bajo una cierta funcion.

E: [...], me gustaria mostrarte un pequefio extracto y quisiera tu opinion respecto a él: Los
grupos (R,+) y (Q,+) no siempre son isomorfos. Hay que decir que depende de la funcién
gue se dé.

M: Estoy de acuerdo, yo creo que si, porque para empezar, COmo conjuntos, este tiene mas
elementos que este, porque este tiene la cardinalidad de N, y este tiene la cardinalidad del
continuo y creo que es N\, ; pues yo creo que van a ser isomorfos cuando te agarras a Q

como subconjunto de R, porque imaginate todos los elementos de R, por ejemplo los
irracionales, ¢a donde los mandarias?, 0 no sé donde se mandarian, es que si depende de la
aplicacion; aunque yo creo, bueno no sé, es que es muy confuso porque como conjuntos no se
puede construir una funcion biyectiva, ;se puede o no se puede? No pues si, hay que dar la
funcion, a lo mejor a alguien se le ocurre una funcién muy bonita y ya.

Cuando trabaja con grupos de orden finito, tal es el caso de los ejercicios 4 y 12, por ejemplo, del

primero corrige diciendo que él propuso a Z, por ser un grupo de orden 4 igual que

G= {Q, r,s,t}, por lo que es posible construir una funcion biyectiva entre ellos, sin embargo no es
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suficiente ya que tendria que verificarse que dicha funcion cumple con la propiedad de

isomorfismo, algo que no tenia presente cuando contesto el cuestionario.
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M: Bueno, creo que puse eso, como estuve de acuerdo con la 3, que decia que dos grupos son
isomorfos si son del mismo orden entonces dije que Z, 0 a mi se me ocurrio en ese momento

que Z, como tiene, también es de orden cuatro y como este grupo es de orden cuatro, podian

ser isomorfos, pero, como ya lo dije hace un momento que, puedo hacer existir la funcion
biyectiva, pero no que, bueno no la funcién necesariamente va a cumplir con la propiedad de

isomorfismo, por eso fue que di Z,, es que estuve de acuerdo con la 3, pero ahorita ya vi que

no.

Cuando se le pide que proponga un grupo isomorfo a G rapidamente da como respuesta G’ =G,
bajo la funcién identidad, presentando dificultades cuando se le pide que proponga un grupo
G' # G, diciendo explicitamente que no tiene idea de cual podria ser y termina por hacer una
copia de G nombrando a los elementos de otra manera. Para asegurarse de que G Y el grupo que

propuso son isomorfos, hace para un caso la comprobacion de “la condicion” de que la funcién

f que propuso es un isomorfismo.

M: [...] iAh bueno!, lo que puedo hacer es copiarlos, ;no?; entonces por ejemplo puedo
hacer que a=(, de cada elemento, puedo hacer r =b,s=c,t =d; y ya tengo dos grupos,

¢N0?, con un poco de trampa creo que ya los tengo.
E: Y, ¢en que consiste tu isomorfismo?

M: ¢Como?, ¢por el cual son isomorfos?, jah!, es que:
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E: Entonces tu isomorfismo, en esencia consistio en [...].

M: En cambiar las letras, pero éste es uno distinto y éste otro es distinto, pero si fue una
copia con distintas letras donde a = q,r #b,s # c,t = d, todos son distintos, entonces ya mi

isomorfismo seria éste, este seria igual ala f .

E: Y, ¢como sabes que ellos son isomorfos?

M: Pues por ejemplo si me agarro q=*r, seria t, ;no?; vamos a ver si sale:

f(g*r)=f(t)=d
[...] pero también sabemos, entonces:
f(q)o f(r)=a+b=d

[...] pero aqui lo estoy haciendo para un caso particular que es q Yy I, ¢(no?, entonces

necesitaria agarrarme todos los posibles casos de cuatro elementos, para ver que para cada
dos se cumple, porque acd nada mas estoy diciendo que se cumple si sumo q y r, pero quién

sabe si sumo s y t me salga lo mismo.

Sin embargo, como veremos en la seccion 4.1.4, Miguel también tiene la idea de que la funcion
(el isomorfismo), para el caso en que un grupo es isomorfo a alguno de sus subgrupos, debe ser
sobreyectiva y no necesariamente biyectiva. En conclusion se puede decir que la concepcion que
tiene Miguel sobre grupos isomorfos le lleva a considerar dos posibilidades para la funcion
isomorfismo, que sea biyectiva o sobreyectiva, en este Ultimo caso para justificar que un grupo

puede ser isomorfo a alguno de sus subgrupos.

Para el ejercicio 12 Miguel observa el comportamiento de los elementos al operarse consigo
mismos, construyendo una funcidn biyectiva entre los dos grupos. Para asegurarse que dicha
funcidn es un isomorfismo realiza varios calculos para averiguar si dicha funciéon cumple con “la
condicion” requerida, que f(aob)=f(a)*f(b); estos célculos los efecta para algunas
combinaciones, sin concluir por el largo proceso que requiere, aun asi con los que realiza le basta

para determinar que los grupos son isomorfos.

M: [...] Més bien empecé a ver cdmo se comportaban cuando los operaba con ellos mismos
y nada més me daban dos resultados, ya los separé y empecé a notar, este, la semejanza que
tenian ambos y asi defini mi funcion.
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hxh=m SosS=V
i*i=m tot=vVv

kK*k=m VoV=V
m*m=m WoWw=V
[*]=]j Uolu =X
j*xj=I XoX=U

[Estas fueron las observaciones hechas por el estudiante de cdmo se comportaban los
elementos al operarse consigo mismos y en seguida se muestra coémo definié la funcién]

[...] pero todavia no he checado si es isomorfismo. [...]
E: Y, ¢como sabes que es un isomorfismo?

M: Pues por construccidn, la funcién ya es inyectiva y sobre, nada més falta ver que cuando
opero los elementos de aca cumple con la propiedad de sumar este aca, es igual que sumar
bajo la funcién aca, pero lo tengo que checar, jva a ser mucho!, no pues habrian muchos
casos, ni modo, hay que probarlo bien:

[...] ¢ya con esto me crees o me sigo? Yo creo que puede haber otra manera de demostrarlo
porgue tienes que hacer como, ¢cuantas combinaciones hay entre ellos? Yo creo que si hay
otra manera mas eficaz de hacerlo, pero no sé cdmo, ya ni modo, lo voy a hacer todo; jah, ya
no salio!

E: Aver, ¢es f(h*i)?

M: Aja, porque h*i=ly f(1)=xy f(h)=s, f(i)=t,sot=u, pero si lo hago al revés,
Sot =X, (aquf se esta refiriendo a operar en la tabla de G'); entonces aqui, ¢;cémo lo

cambio?, lo construi mal entonces (se refiere al isomorfismo que propone), y si es asi, ya
salié (hace modificacion al isomorfismo que propuso):
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f(m)=v

f(j)=u

f(1)=x

f(h)=t

f(i)=s

flkJ=w

[...]
f(hxi)=f(1)=x=f(h)o f(i)=tos=x
f(h )= F(k)=w= f(n)o F(j)=tou=w
f(hxk)=f(j)=u=f(h)o f(k)=tow=u
f(hxl)=f(i)=s=f(h)o f(I)=tox=s

[...] ya, yo creo que si es éste.

En la resolucion de ambos ejercicios podemos observar procedimientos similares; Miguel no
explora a profundidad las propiedades de los grupos con los que esta trabajando, en ocasiones
parece que realiza los célculos solo de manera mecanica. Sin embargo aplica la definicion de

isomorfismo para averiguar que la funcion que propone cumpla con las condiciones.

Por su parte, Rodolfo al resolver el ejercicio 12, cuando se le pregunta por la manera de
asegurarse de que los grupos involucrados (finitos) en este ejercicio son isomorfos, habla de
“pasos” que ¢l sigue para verificarlo. Rodolfo parte de la idea de hacer “la correspondencia” entre
los dos conjuntos y asegurarse de que efectivamente se trata de una “biyeccion”, pero ademas
dice que tendria que averiguar si tales grupos “tienen la misma estructura”. Como casi todos los

estudiantes participantes, Rodolfo inicia identificando al elemento identidad de cada grupo y a
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partir de ahi propone lo que él llama, “una primera asignacion”; para los otros elementos se baso,
principalmente, en el comportamiento de estos al operarse consigo mismo. Asi, el estudiante
confirma su idea de que “dos grupos sean isomorfos es que uno se obtiene a partir del otro tan

solo con un cambio de elementos”.

R: iSon isomorfos!, lo que hice fue, primero encontrar la identidad en cada una de ellas,
como ya hemos visto, como te dije, esencialmente es eso, que dos grupos sean isomorfos es
gue uno se obtiene, uno a partir del otro tan solo con un cambio de elementos. Aqui la
identidad se llama m y aqui la identidad se llama v; después, lo que hice fue obtener
propiedades de idempotencia, es decir, que un elemento por un elemento me dé la identidad.
[...] Aqui estamos como tentados a decir que este elemento seria el elemento h, en esa
asignacion [...] eso no es suficiente, hay que encontrar una biyeccion, desde luego, la
biyeccion puede haber muchas [...] pero tenemos gque encontrar la que nos transforme este
grupo en este, en este otro [...] entonces, después dije: el i*i también da la identidad y
entonces observé que t*1, también da la identidad, entonces también es idempotente,
entonces también podriamos estar tentados a decir eso; fue cuando agarramos el | y aqui fue

cuando dije: el j* j no me da la identidad, pero ya conozco N, h es precisamente s y

entonces j*h me da K, aqui los puse, y fue asi, como ya tenia tres, entonces el j erael x,

este lo obtuve pues asi. Ahora si que al tanteo, eh, a prueba y error de ver qué elementos, su
multiplicacién aqui, bueno su operacion aqui, coincide cuando tu lo operas con este, con los
de aca [...] estos dos ultimos ya los obtuve asi, por reduccién, nada mas quedaban dos, lo que

observé, qué nimero me da la identidad [...]. K*K me da la identidad y entonces dije, pues
W*W me da la identidad y ya, nada mas me quedaba este, entonces esta es la biyeccion,

podemos darla asi, asf la podemos dar, la funcién que vaya de este conjunto del G al G':

Entonces ésta es dada por construccion, ésta funcion es inyectiva, biyectiva y ademas
preserva la estructura, es un isomorfismo, se puede demostrar, o sea, aqui habra que hacerlo

por casos, que sera muy latoso, por ejemplo, agarrarnos este h*h, ademés recordemos que
debe ser un homomorfismo, es decir, que debe de cumplir que

plaxb)=gp(a)o p(b),a,b e G, por ejemplo, vamos a agarrarnos dos arbitrariosa h y | :
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p(h=1)=gp(k)=w
(o(h)oqp(l): SoU=W
E: Entonces, ¢esta es la manera en que te asegurarias de que los grupos son isomorfos?

Y asi se tiene que hacer para todos los casos.

R: Si, aj4, agarrar primero la asignacion, que es jugar, y ya después por construccion, tienes
que verificar que para cada uno de ellos, esta propiedad, esto pasa para cada a,b € G, nada
mas agarras pares e irlos multiplicando, pares, pares; esto lo hice para un par, pero tenemos
que hacer para todas las combinaciones posibles de dos elementos. Aqui, por ejemplo, si hada
mas preserva la estructura de grupo pues no es suficiente pues nada mas seria un
homomorfismo de grupos, pero ya cuando ademas hay una relacion biunivoca entre los
elementos ya podemos decir que son idénticamente, salvo el nombre de la operacion y de los
elementos.

La enumeracion de los “pasos” que Rodolfo dice seguir para averiguar si dos grupos son
isomorfos la vemos claramente en el siguiente extracto, cuando se le pregunté como procede para

encontrar un isomorfismo cuando los grupos son de orden infinito.

R: Para ver que sean, primero hay que dar la funcién, eso es de cajon, dar una funcioén que
relacione G con G'. ;Cémo?, eso si depende mucho de, hay funciones que son naturales,
como por ejemplo lade Z con 2Z, [...], el primer paso es dar la funcion; no es como aqui,
que por ejemplo, tenemos que encontrar el patron (cuando se trabaja con las tablas), por
ejemplo, el h, como aqui lo hice, no es tanto la funcién, sino aqui ya la asignacion directa y
ya después dar la funcion. Aqui si no se puede hacer esto, porque asignarle un, con conjuntos
infinitos no podemos porque la lista, por ejemplo, aqui numerable, puede ser como los Reales
gue sean no numerables. Pero entonces lo primero que procedemos es dar la funcion, la que
se te ocurra [...] tienes que jugar y jugar y ya después que ya des la funcién, ver que preserva
esto, que preserva estructura de grupo y ya tienes el sequndo paso y el tercer paso es verificar

si es una biyeccién entre, de conjuntos, de G y G', y ya asf podrias concluir [....].

Cuando se discute sobre el enunciado, G y G’ son isomorfos si sus elementos y sus operaciones

son idénticas, para apoyar la veracidad de este, Rodolfo se apoya con un ejemplo: propone a los
a
grupos (Z,+) y (Q,+), bajo la funcién f(a)=I la cual no es una biyeccion. A pesar de que

ambos conjuntos subyacentes tienen la misma cardinalidad y por lo tanto es posible establecer

una funcién biyectiva entre ellos, (Z,+) es un grupo ciclico, ambos 1 y -1 son generadores,

mientras que (Q,+) no lo es, por lo que tales grupos en realidad no son isomorfos.

R:[...]Lomasclaroes Z y Q, Z esta inyectado en Q y podemos pensar precisamente a

un entero como un racional, sus operaciones sin idénticas, sin embargo no sé si son isomorfos
estos dos.
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E: Ok, entonces seria cuestion de ver, ;no?; o sea si hay posibilidad de que suceda; ¢podrias
intentar verificar eso?

R: ¢Dar el isomorfismo?; si, o sea puedes dar la candnica, desde luego, de que a cada Z ,

. . a L
digamos a, le asignes un 1 desde luego, este, claramente es una funcién biyectiva y por

e

supuesto también se ve féacilmente que es; si, se ve féacilmente que, damos
go(a+b):al:b:i+2:(p(a)+¢(b), lo que pasa que aqui estamos trabajando con

enteros y aqui ya son, agqui ya son precisamente, clases de equivalencia, los racionales son
clases de equivalencia; pero se puede pensar a un racional como un entero via biyeccion,
desde luego; pero no son entidades iguales, Q son precisamente clases de equivalencia [...].

En cuanto a Alejandro, él manifiesta en varias ocasiones que le resulta complicado demostrar si
dos grupos son o no son isomorfos. Respecto a este Ultimo caso, resulta dificultoso para €l

demostrar que (R,+) y (Q,+) no son isomorfos, aunque él dice efectivamente que no lo son.

E: ¢Por qué no son isomorfos?

A: Porque dado esta cosa que yo di, pues no cumple, es que el uno si lo manda al uno, pero
por ejemplo, como lo mandé de los Reales en los Racionales, voy a tomar un Real y a la hora
de, por ejemplo, este es un Real, ;{no?, no lo podia mandar aqui porque pues estos son los

Racionales, entonces esto no concuerda, porque la +/2 no esté aqui.

E: ;Qué opinas de la siguiente afirmacién?: Los grupos (R,+) y (Q,+) no siempre son
isomorfos. Hay que decir que depende de la funcion que se dé.

A: No, yo creo que no.

E: ¢Por qué?

A: Por la forma de los elementos, se quieren enviar de los Reales a los Racionales [...] aqui

siempre voy a poder encontrar un Irracional, un raiz de algo, /2 , que no va a estar asi como
que bien acomodado aqui, no va a estar bien definido aqui. Si lo hago de los Racionales a los
Reales, tampoco, porque no va a ser suprayectivo, no voy a poder mandar de los Racionales,

X en los Racionales a los Reales, X lo mando [...] a X ; ah, pues como que; o sea, si, si
estos no son isomorfos es porque no hay ningun isomorfismo de aqui para aca ni de aca para
aca, pero como que aqui no se ve tan, aqui si se ve mas dificil dar el isomorfismo, aqui dices:
como que no, no lo vas a encontrar. Pero si lo intentas encontrar por aqui, pues igual y si se
puede, pero a la hora de probar inyectividad o algo asi, pues vas a ver que no es inyectivo; o
sea, aqui lo que fallaba era la suprayectividad, ¢si?; no, no, lo que fallaba aqui era la
inyectividad y aqui también, no, pues quién sabe, no sé, no sé qué pueda fallar, si es inyectivo
0 que sea suprayectivo [...] no se, la verdad, lo que si puedo decirte es que dos grupos no son
isomorfos si cualquier morfismo no es inyectivo o no es suprayectivo; pero, ;,cOmo demostrar
que Q y R no son isomorfos? Mi maestra me diria, segiin yo: dame cualquier morfismo y te

demuestro que falla la inyectividad o la suprayectividad; y le diria: no, pues si te creo, eres mi
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maestra; creo que mi respuesta también seria esa: dame un morfismo y vas a ver que no
cumple alguna de las dos condiciones.

Cuando se le pregunta si dos grupos isomorfos deben tener las mismas operaciones, €l responde
dudosamente diciendo que no. Ademas utiliza como ejemplo a (Q,+) y (I ,+), los Racionales y

los Irracionales bajo la suma como grupos isomorfos; sin embargo, los conjuntos subyacentes no

poseen la misma cardinalidad y la segunda estructura no es un grupo.

A: [...] ¢Dos grupos deben tener la misma operacién? No, yo digo que no, pero no sé, la
verdad, eh, yo pienso que no, no sé, podemos intentar dar un ejemplo, a ver, ;qué grupo? Se
me ocurre Z, o los Reales, o bueno, los Racionales los mando, ¢a dénde?, ¢a donde los
puedo mandar?, ¢a los irracionales?:
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[...] Si es un morfismo, aqui demostramos que f(x+y)=f(x)+ f(y), pero aqui la
operacion si es la misma, no sé como explicarlo, porque en si, la suma en los Racionales pues
es diferente a la suma en los Irracionales, ;no? Digamos que estas, esta suma si se entiende
aqui, pero esta suma no se entiende aqui; entonces como que no son las mismas operaciones
realmente o, ¢si?

Comentarios

Algunos de los estudiantes participantes proceden a demostrar que dos grupos son isomorfos
haciendo corresponder de manera biunivoca los elementos de un primer grupo con los elementos
del otro grupo (grupos finitos), tomando en cuenta los “parecidos” que logran observar entre
ellos. En el caso de Diana, la idea que ha desarrollado con relacion a los grupos isomorfos y, en
particular, sobre isomorfismo de grupos corresponde a grupos entre los cuales existe una funcion
biyectiva que los relaciona con propiedades comunes, es decir, entre las relaciones que se pueden
establecer entre los elementos de los grupos; esta idea la lleva, entre otras cosas, a no tomar en

cuenta la “preservacion de las operaciones”. También pudiera suceder que el origen de dicha
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dificultad pudiera estar asociada con la incorrecta interpretacion de un enunciado y su reciproco,
en particular, ‘los grupos isomorfos tienen el mismo orden, entonces los grupos del mismo orden
son isomorfos’. Mientras que el procedimiento de Victor se basa en la exploracion de las
propiedades (algebraicas), de tal manera que estas le permitan determinar, primero, si dos grupos
no son isomorfos, es decir, cuando uno de ellos cumpla alguna propiedad (algebraica) y el otro
no; en caso contrario, se basa en dichas propiedades (principalmente el orden de los elementos)

para construir una correspondencia biunivoca (un isomorfismo) entre los elementos.

Por otra parte, también se pudo apreciar como Miguel considera que dos grupos pueden ser
isomorfos o no, dependiendo de la funcion que uno proponga. Por ejemplo, cuando se le pregunta
coémo explicaria que dos grupos NO son isomorfos, dice que lo que €l haria seria “tomar dos

grupos y dar la funcioén que no sea isomorfismo”.

4.1.3 Dificultad en considerar mas de un isomorfismo entre dos grupos

iIsomorfos

Diana es la Unica estudiante quien rechaza la posibilidad de que pueda existir mas de un
isomorfismo entre dos grupos isomorfos. La imagen que posee Diana sobre isomorfismo es la de
una “funcion biyectiva que relaciona a los grupos isomorfos con propiedades comunes”, la cual
debe ser unica, ya que “un elemento (en un grupo) se debe comportar igual que otro (en el otro
grupo)”, es decir, si dos grupos son isomorfos, en cuanto a sus elementos, se trata de encontrar el
“analogo” en el otro grupo. El breve extracto que se presenta en seguida fue su respuesta surgida
en la discusion del ejercicio 13, donde ella concluye que los cinco conjuntos con sus respectivas

operaciones son grupos isomorfos:

D: Mmm, a ver espérame, no, pues si es Unico, ¢no?, pues porque los estoy relacionando
mediante la Unica funcién biyectiva que debe de haber ahi, en este caso, en como se
comportan. Como ya mencioné, de esa manera los relaciono y esa relacion es Unica, no puede
ser de otra manera.
Puede apreciarse como la estudiante dirige su atencion en todo momento a los elementos del
grupo; los argumentos que utiliza para la construccion del isomorfismo estan basados en estos, en

buscar alguna relacién entre ellos para poder hacer la correspondencia biunivoca. Para ello, Diana
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trata de encontrar parecidos entre los elementos, indicandole estos cudl tendria que ser esa
correspondencia requerida, tal vez por ello considera que no puede haber otra manera de

establecer dicha correspondencia.

En el caso de Miguel, solo se le preguntd su opinion respecto a la posibilidad de que pudiera
haber mas de un isomorfismo entre dos grupos isomorfos. El contestd en un principio que él
considera que el isomorfismo es Unico, cambiando posteriormente su respuesta diciendo que
como no puede estar seguro de que sea Unico, entonces posiblemente exista mas de uno, que
mediante el proponer funciones uno podria llegar a la conclusion de que no es Unico; o también
pudiera demostrarse lo contrario, diciendo gque lo que €l haria para demostrar que el isomorfismo
es Unico seria suponer que existe otro y tal vez llegar a la contradiccion de que se trata del

mismo.

En tres ocasiones se le pregunta a Rodolfo sobre la posibilidad de la existencia de méas de un
isomorfismo entre dos grupos isomorfos; él hace referencia a la definicion de grupos isomorfos,
al respecto, el estudiante dice no descartar la posibilidad de que pueda ser posible ello. Rodolfo
se refiere a los casos en que los grupos sean de orden finito e infinito; respecto al primero,
considera que la manera de relacionarlos probablemente seria Gnica. Cuando se le pregunta en el
ejercicio 12, si puede construir otro isomorfismo entre G y G, dice que no es posible ya que
aungue puede haber mas funciones biyectivas de uno al otro, lo que fallaria seria en que no se
cumpliria la propiedad de homomorfismo; su idea es que en el caso de los grupos finitos, la

funcién parece estar “impuesta”, por lo que no podria ser posible que exista otra.

R: iNo creo, eh!, jaqui no!, no, o sea, aqui nada mas es la Unica funcion y aqui es donde da
pie a decir que es Unica, esta funcion porque no va a haber otra, o sea, va a haber méas
funciones biyectivas, claro, pero que cumpla esto, no, no, este, pareceria que la funcién dada,
esta funcién es Gnica y tiene que serlo porque, en este caso, en grupos de orden finito, este,
no se si, este, no estoy del todo seguro, pero aqui como que pareciera que la funcion esta
impuesta, ¢no?, que la funcion es ésta, no hay otra.

[...]
R: jAh, si!, bueno, esa si debe estar impuesta, el m tiene que ser v, y aqui ya le podrias
cambiar, ¢no?:

154



Resultados

[...]y por supuesto, no vas a verificar esto y si agarras otra, otra funcion y no vas a verificar
esto, aunque habria que hacerlo, ¢(no? Habria que agarrar estas funciones y ver que por
ejemplo, agarramos otra funcidn, otra asignacion y ver que no va a cumplir esto, van a existir
dos elementos que, de tal manera que esto va a ser diferente y entonces ya no preservaria la
estructura, entonces no, es Unica.

Mientras que en el segundo caso (grupos infinitos), dice que aunque no es tan sencillo establecer
las relaciones entre los elementos de los grupos, si es posible realizarse y tal como en el caso de
los grupos de orden finito, se tendria que verificar que se preserve la estructura de grupo; esta

ultima idea la utiliza como argumento cuando se le pregunta respecto a los grupos (SR+) y (SR*,-)

. El estudiante dice que es posible encontrar biyecciones entre esos dos grupos, pero tendria que
averiguarse cuales cumplen con la propiedad de homomorfismo; nuevamente hace referencia a la
definicion de grupos isomorfos, diciendo que como ahi no dice que sea Unica, entonces

probablemente exista méas de una.

E: Tomando este Gltimo ejemplo, ¢existira otro isomorfismo entre esos dos grupos?

R: Yo digo que si, aqui si como que nos da, mmm, aqui como que se ve un poquito mas
como que si podemos encontrar funciones, ;/no?, que vayan, bueno, en este caso, por
ejemplo, ;de donde fuimos nosotros?, de R, desde luego hay funciones que van de R a R*
; la pregunta es si preservan la estructura de grupo [...] de que puedes encontrar biyecciones,
las hay, pero de que puedas encontrar una que preserve la estructura de grupo seria mas para
pensarse, ;no? [...].

E: O sea, ¢l no rechazarias la posibilidad?

R: No, no, de hecho si tomamos la definiciéon, pero no dice “Gnico”, de hecho los
matematicos, si es Unico, si existe una unica funcién tal que; entonces a partir de ahi yo
podria decir que entonces si hay mas.

Rodolfo no construye otro isomorfismo entre los grupos (SR+) y (iR*,-); él argumenta que en
definitiva el que exista mas de un isomorfismo entre dos grupos isomorfos no es muy relevante,
ya que lo que realmente interesa es que exista “uno”, pues eso es suficiente para garantizar que

los grupos son isomorfos.

R: [...] al menos con que exista, ya, si es Unica ya no es tan importante porque lo que
gueremos es que exista una, si es Unica; digo, nunca he visto un libro que diga que sea Unica,
no dice, porque si lo fuera, deberia de ahi decir, existe una Unica funcion tal que pasa esto,
pero no lo dice, entonces como que seria un, jquién sabe!, eh; creo que los matematicos no le
dan mucha importancia a que si es Unica, simplemente le dan importancia a que exista una y
ya, si es dos o tres no va a afectar el desarrollo porque lo Unico que quieres es establecer que
sean isomorfos, 0 sea, si existe otra, me imagino, o jquién sabe!, pero si existe otra pues a los
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grupos no le importa qué funcién agarres, ellos son isomorfos, esencialmente por lo que dije,
gue son iguales, salvo que sus elementos se llaman diferente.
Victor, en un principio duda un poco ante la pregunta de que si el isomorfismo es Unico, diciendo
en un principio que si; podemos observar esto cuando se discute sobre el ejemplo que él propuso:
Dy Yy S;.
V: Ajé, pues en este caso no veria yo otro; a lo mejor podriamos hacer corresponder estos
diferentes, o sea, en lugar de ponerle aqui el 1, 2 y el 3, que este, 0 sea, permutar estos y
entonces pues ya de entrada ahi tendriamos otra correspondencia pero salvo otra
permutacion, entonces igual seria como uno pero salvo, pues mas permutaciones, ;/no?, o sea,

ahi porque yo los quise nombrar asi, /no?, o sea se pueden nombrar de otra forma y eso nos
daria pauta a otro isomorfismo, pero no tiene, no es como que otro, sino que es el mismo.

Posteriormente, en el ejercicio 13, una vez que él ha concluido que A, y A, son grupos

isomorfos y es capaz de construir un isomorfismo entre ellos, cuando se le pregunta que si puede
construir otro, Victor procede considerando el orden de los elementos. Su argumento se basa en
gue como hay dos elementos del mismo orden, entonces se tienen dos posibilidades, o sea, dos
maneras de hacer corresponder a los elementos; construye las tablas y verifica que estas

coinciden, concluyendo de esa manera que es posible la existencia de mas de un isomorfismo:

V: Si, [...] hay dos, uno que, o sea, como tengo dos elecciones para mandar, tengo dos
elementos de orden 4, entonces pues, en el mejor de los casos cualquiera me podria dar, o
sea, mandar este a este o0 este a este, entonces tendria un isomorfismo para este y ya no me
guedaria mas que mandar, no me queda otra opcién, mandar este a este y en otro caso seria
mandar este a este (se refiere a los elementos i y —1).

Primera relacion que propuso Segunda relacién que propuso
151 1-1
4—-1 4 -1
2—i 2 —> i
3 i 3

Alejandro, por su parte, cuando se le pregunta con relacion a los grupos (Z,+) y (2Z,+), si puede
haber otro isomorfismo entre ellos, aparte del que ya ha propuesto f(x)= 2X , casi
inmediatamente responde que f(x): —2X es otro isomorfismo y que por lo tanto no es unico.

A:[...] Creo que no es el Unico, por ejemplo puedo elegir a —2X y ese ya es otro diferente.
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Comentarios

La solicitud de la construccion de otro isomorfismo o la pregunta sobre la existencia de mas de
un isomorfismo entre dos grupos isomorfos para algunos estudiantes resulté poco usual, por
ejemplo, algunos de ellos dijeron que en clase o en los libros de texto nunca se hace mencién de
ello. En el caso de Diana, su imagen formada sobre los grupos isomorfos no le permitio
considerar esa posibilidad; caso contrario con los otros cuatro estudiantes, donde algunos de ellos
recurren a la definicion oficial de grupos isomorfos, manifestando incertidumbre respecto a como
saberlo con certeza. También se observé que siguen siendo determinantes las relaciones que
pudieran establecer los estudiantes entre los elementos de los grupos (por ejemplo, con el orden
de los elementos) sobre todo para el caso finito, lo que les permite decidir si es posible la
existencia o no de otro isomorfismo. Las dificultades que presentan algunos de los estudiantes no
parecen tener origen en una interpretacion equivocada del cuantificador existencial involucrado

en la definicion de grupos isomorfos.

4.1.4 Dificultad en considerar que un grupo pueda ser isomorfo a alguno

de sus subgrupos

Como resultado de la discusion del enunciado 5. (iv) y del ejercicio 14, se evidencié que para
algunos de los estudiantes participantes a primera instancia resulta complicado considerar que un

grupo pueda ser isomorfo a alguno de sus subgrupos.

En la entrevista con Diana, ella considera posible la validez del enunciado “si G es un subgrupo

de G*, G” es isomorfo a G, utilizando un argumento erréneo. Ademas, al observar a detalle
como finaliza su respuesta en el extracto anterior, la estudiante parece tener la idea de que un

subgrupo es menor en cuanto a cardinalidad, que el grupo.

D: Creo que si, aqui te puse que no sabia qué responder, pero creo que eso es el Primer
Teorema de Isomorfismo de Grupos, ¢no?, en el que restringes de un espacio a un subgrupo,
a ver, no; tienes tu espacio y haces el campo cociente que es un subgrupo y que lo asocias 0
es isomorfo al grupo grande, no me acuerdo pero ese creo que Si.
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Por otra parte, cuando se le presenta el ejercicio 14, la estudiante evidencia de manera mas clara
su idea de que un grupo siempre es mayor en cuanto a cardinalidad que alguno de sus subgrupos,

concluyendo de manera incorrecta que G no puede tener un subgrupo isomorfo a este.

E: [...] Se te presenta el siguiente grupo: G =<a>= {a" n eZ}, la pregunta es, ¢puede G

tener un subgrupo al cual sea isomorfo?

D: Es el grupo ciclico, mmm, pues si, al que me asocia ahora a cada uno de los elementos,
mas bien a los multiplos del a. A ver, si por ejemplo yo pongo al G generado por el 5,
entonces yo tendria que son los enteros 5, 25 y asi, entonces me hago el isomorfismo con un

A que sea el conjunto de todos los z tal que z sea de la forma 5", con n en los Naturales,
entonces pues éstos serian el 0,5; jah, no!, pero aqui entonces tendria a 10 y a 15, entonces ya
no me sale lo que queria hacer; si, lo que quiero hacer es encontrar el isomorfismo mas facil
[...] el que me relaciona al elemento término con el que estoy haciendo la potencia, con el
entero, perddn, con el natural con el que estoy multiplicando, ¢no?

E: ¢Entonces cual seria ese subgrupo?

D: El subgrupo, mmm, pues el que se esta dando, un subgrupo, jpero el grupo seria méas
grande! [...].

D: [...] ya sea que pueda tener menos cardinalidad que el conjunto que estoy considerando,
el grande y entonces, pues como te decia, que deberian tener la misma cardinalidad, entonces
no podria encontrar ahi un isomorfismo; pero si hablamos de un grupo ¢cémo cual?, un grupo
grande como los, como, no sé, los maltiplos de dos, por ejemplo, entonces si me agarro un
subconjunto de aqui que también tenga una cardinalidad, vamos a decir, no finita, o no, a ver,
no [...] no, mas bien yo creo gue no, no porque deberian tener la misma cardinalidad y en
este caso el subgrupo seria mas pequefio que el grupo grande.

El anélisis de la respuesta de Victor con relacion al enunciado 5. (iv) también da evidencia de que
al igual que Diana, piensa que un grupo es habitualmente mas grande que sus subgrupos, razén

por la que considera que de ser valido este enunciado, resultaria “contra intuitivo”.

V: Yo puse que no, que era falso, aunque no estoy tan seguro, en este momento no se me
ocurre algin caso en el que si pase eso, se me haria un buen ejemplo porque seria como
contra intuitivo.

E: ¢Por qué dices eso?

V: Pues, porque ya bastaria encontrarlo, o sea, ya lo primero que yo haria para encontrar,
este, que un grupo es isomorfo a otro, por eso, no sé, se me haria como que muy, muy buena
herramienta para encontrar isomorfismos, /no?, o sea, va en lugar de agarrar todo el grupo te
agarras uno mas chiquitoyvya [...]J.

A diferencia de Diana, esta idea que también manifiesta Victor no mostré ser la razon por la cual

el estudiante respondiera equivocadamente al ejercicio 14, donde identifica al grupo involucrado
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como el ciclico generado por a, el cual podria tratarse del ciclico infinito o el ciclico de orden p
(finito), donde el primero es isomorfo a Z y el segundo a Z ;; segin Victor, estos dos grupos no

tienen algn subgrupo al cual puedan ser isomorfos. Obsérvese el argumento utilizado por el
estudiante para justificar que Z no posee algin subgrupo no trivial isomorfo a él. Victor no esta
considerando, por ejemplo, el conjunto nZ de todos los maltiplos de n que es un subgrupo de Z

bajo la suma.

E: [...] finalmente se te presenta el grupo G = <a>: {a”\n € Z}, la cuestion es, ¢puede G
tener un subgrupo al cual sea isomorfo?

V: Es que como es ciclico, este lo genera (se refiere al elemento a), este, bueno, aqui habrian
dos casos, que fuera infinito o que fuera finito; si fuera infinito pues seria isomorfo a Z y si
fuera finito seria isomorfo a algun Zp porgue ya asi estan caracterizados los ciclicos, ¢no?,
entonces, este, si fuera aqui, ese caso (se refiere al caso finito), pues, si tuviera un subgrupo
no trivial pues, este, 0 sea, no puede tener un subgrupo no trivial porque por Lagrange
sabemos que dividiria al nimero que es primo, entonces, bueno, empezariamos buscando los
divisores de este, pero pues solo tiene este y este (se refierealy p), y este nos genera al

grupo generado por la identidad, bueno el grupo que sélo contiene a la identidad y si tiene
orden p, pues nos genera todo, entonces, porque si tomamos un elemento que no sea la

identidad pues va a generar, entonces ya seria este, seria exactamente este, pues en ese caso

no podria tener subgrupos que fueran, o sea, subgrupos propios que fueran isomorfos; y en

este caso (el caso infinito), pues sabemos que lo genera a Yy su inverso y entonces tampoco,

bueno, aqui ya no es por Lagrange pero como que tampoco, bueno, sabemos que solo estos

dos lo generan, bueno, ya si lo vemos isomorfo a Z pues seria —1 y el 1, entonces por eso

no podrian tener subgrupos no triviales que fueran isomorfos.
En el caso de Rodolfo, acertadamente dice del enunciado 5. (iv) que el ser subgrupo no es una
condicion para que dos grupos sean isomorfos. El enunciado en general es falso; no obstante, en
los argumentos de los estudiantes cabe destacar la mayoria en primera instancia se limitan a
pensar en el caso en que el orden de los grupos es finito, donde todo subgrupo propio no puede
ser isomorfo al grupo debido a la cardinalidad; sin embargo, esto no necesariamente sucede en el
caso en que los grupos son de orden infinito. Aqui Rodolfo se vale de un ejemplo erréneo de este

(ltimo caso, tomando a (Z,+) como subgrupo de (Q,+), de los cuales dice que son isomorfos;
pero al analizar el caso de (Q,+) como subgrupo de (‘R+) que no son isomorfos, concluye que

el enunciado en general es falso, mostrando con este ultimo par de grupos un contraejemplo.

R: [...] no es suficiente que G sea un subgrupo para que G sea isomorfo, para demostrarlo
hay que dar precisamente un contraejemplo [...].
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E: [...] si td dices que es falso, ¢siempre?

R: No, quién sabe, a lo mejor podemos hallar condiciones necesarias y suficientes para que
un subgrupo sea isomorfo [...] Un subgrupo propio no [...] porgue no tienen la misma

cardinalidad. No, de hecho podemos decir que el Ginico subgrupo que es isomorfoa G es G
mismo, pero no hay otro porque si existiera, si 3H < G>H =G = |H|=|G|, porque H es

propio. No siempre, no, en los infinitos no, porque en los infinitos toda parte propia tiene la
misma cardinalidad [...]

R: Si son finitos no, y ademas es propio; pero si son infinitos no necesariamente, como te
digo, este, ahi no podemos decir categéricamente que no porque, aqui esta el ejemplo,
considerando a Z como subgrupo de Q ; pero por supuesto podemos considerar a Q como

subgrupo de R, pero ahi se amula la cosa, ¢no?, porque Q es un subgrupo de R con la
suma y este, no son isomorfos |[...]

R: No, aqui ya esté el ejemplo, no, no se vale ni para finitos ni para infinitos [...].

Como ejemplo particular se le propone a (Z,+) y (ZZ,+) para el cual es capaz de construir un
isomorfismo entre ellos, y que los grupos en cuestién son isomorfos; con todo, un poco
desconcertado Rodolfo parece manifestar la idea de que el conjunto “més grande” es también el

mas numeroso tal y como lo veremos en la parte final del siguiente extracto.

R: (Z,+) [...]

R: [...] (ZZ,+), la cardinalidad es la misma, la biyeccion es clara; ah pues habria que
demostrarlo:

@:n—2n

p(n+m)=2(n+m)=2n+2m=gp(n)+p(m)

Entonces aqui ya tienes el ejemplo que no siempre, que no siempre un subgrupo, [...] va a ser
isomorfo al méas grande [...].

Cuando se discute con Alejandro sobre su respuesta al enunciado 5. (iv), donde el estudiante
habia expresado que en el caso de los grupos finitos, ningn subgrupo propio es isomorfo al
grupo, pero que en el caso de los grupos infinitos si podria suceder, el estudiante duda de esta
ultima afirmacion diciendo que no sabe si efectivamente es verdadera. Ante el estancamiento que
mostr6 el estudiante se le propone, al igual que a Rodolfo, los grupos (Z,+) y (2Z,+). Alejandro
es capaz de construir un isomorfismo entre ellos; es asi como el estudiante a partir de este

ejemplo llega a considerar que un grupo puede ser isomorfo a alguno de sus subgrupos.
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A: Yo puse que ningln subgrupo de un grupo finito puede ser isomorfo, bueno, ningdn
subgrupo propio, ¢por qué?, pues usando el inciso anterior, ;no?, por el orden; pero si el
orden del grupo es infinito si se puede dar el caso de ser isomorfo, ¢por qué puse eso?

E: ¢Pudieras dar un ejemplo para ese Gltimo caso?

A: No, creo que, no sé por qué escribi eso; digamos que lo borraria porque no sé de lo que
estoy hablando realmente, no sé si sea cierto o no es cierto; ¢tu crees que sea cierto?

E: Me gustaria que trataras de averiguarlo por ti mismo.
A: Es que no sé.
E: ¢Qué opinas de los grupos Z y 2Z ?, ambos con la suma.

A: Bueno aqui [...] es inyectiva, el tnico que manda al cero es el cero, ah, ni siquiera he
Vvisto si es morfismo [...] y entonces si, es un morfismo, es inyectivo y, ¢es suprayectivo?, si,
también; porque cualquier elemento de aqui, de 2Z puedes verlo como 2 por algin elemento
de Z y eso es lo que querias, que eso fuera, que f de cada elemento te lo llevara a 2 por
eso.

= frt Q”\

7xt?Y

A: [...] son isomorfos y [...] el orden del grupo es infinito. Aqui sucedié que este es

subgrupo de este y resultd ser isomorfo [...] entonces retiro lo dicho hace un rato y no lo

quitaria como dije.
A diferencia de los estudiantes anteriores, Miguel dice del enunciado 5. (iv) que es verdadero, ya
que un subgrupo “cumple con las condiciones de grupo”, razén suficiente para considerar que
sean isomorfos. En el caso de los grupos de orden finito, el estudiante implicitamente piensa que
un grupo puede ser isomorfo a alguno de sus subgrupos (propios), por lo tanto, la funcién que
preserva estructura no necesariamente tiene que ser biyectiva sino sobreyectiva; mientras que,
para el caso de los grupos de orden infinito, considera que cuando el subgrupo tiene cardinalidad
finita, entonces podrian ser isomorfos. En este caso observamos que Miguel interpreta el
“preservar la estructura”, como ambas estructuras siendo grupos; asi, no esta claro qué papel
juega la funcion isomorfismo.

M: [...] porque cuando eso es subgrupo, pues cumple con las condiciones de grupo, con la

operacion de G, por ejemplo, a ver, este es un subgrupo de este porque esta cerrado
(refiriéndose al grupo G de cuatro elementos, A= {q, r,s,t}, representado por medio de su

tabla en el ejercicio 4, toma al subgrupo (propio) al cual llama B = {s,t}) [...] Entonces
tengo una funcién, no necesariamente inyectiva sobre el conjunto A, porque no es inyectiva
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pero si es sobre, pero ahi ya estoy definiendo mi isomorfismo, ;no? [...] entonces con esto,
para que sea isomorfismo solo debemos pedir que f sea sobre y no necesariamente
inyectiva la funcion, que todos los elementos de aca de nuestro conjunto dominio, del
codominio, perdon, tengan alguien que les pegue del dominio y si este conjunto dado es
cerrado, entonces se va a cumplir.
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E: Y, ¢qué puede decirse respecto a los grupos infinitos, pudiera suceder que un grupo pueda
ser isomorfo a alguno de sus subgrupos?

M: Para infinitos creo que si, bueno, quién sabe, yo creo que si, siempre y cuando el
subgrupo sea finito, o sea, no importa gque este tenga cardinalidad infinita [...] o sea, el grupo,

a ver si me entiendes; sea el grupo (A*) entonces, supongamos que A, tiene cardinalidad

infinita, pero sea (B,*) un subgrupo de A tal que la cardinalidad de B si sea finita, entonces

yo creo que cuando pasa esto sigue siendo verdadero porque si el subgrupo es infinito no sé
qué se pueda asegurar porque tendriamos un diagrama parecido pero acd no tendria fin,
tendriamos muchos elementos, pero aca si, no sé igual y también dependade la f [...].

Comentarios

Para algunos estudiantes la idea de que el conjunto mas grande es por tanto el mas numeroso los
conduce a falsas conclusiones como la de considerar que un grupo es mas grande que sus
subgrupos y por lo tanto no es posible establecer un isomorfismo entre ellos, en particular, una
biyeccion entre los conjuntos subyacentes. O llegan a considerar el hecho de que un grupo pueda
ser isomorfo a alguno de sus subgrupos es algo “contra intuitivo”, como lo fue en el caso de
Diana y Victor, respectivamente; mientras que otros nicamente logran considerar esa posibilidad

solo a partir de proponerles un ejemplo especifico y cuestionarles sobre este.

Ademas, la idea de Miguel de que un grupo pueda ser isomorfo a alguno de sus subgrupos,

debido a que estos ultimos cumplen con las propiedades de grupo lo llevan a considerar que, por
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ejemplo, un grupo finito pueda ser isomorfo a sus subgrupos (propios) y en el caso de un grupo
infinito esto también se cumpla cuando el subgrupo sea de cardinalidad finita; asi, para estos
casos segun evidencia Miguel, para que la funcion sea un isomorfismo basta con que sea
sobreyectiva. En el caso de los grupos (Q,+) y (R%,+) el estudiante ignora si es posible establecer
una biyeccion entre los conjuntos involucrados, a pesar de que dice que ellos tienen cardinalidad

distinta, diciendo que tal vez como en el caso de Q y N, aungue a simple vista pareciera que el

primero tiene mas elementos que el segundo, “hay una funcioén que te los manda a todos”; de esta
manera el estudiante también pudiera estar pensando que para que un grupo sea isomorfo a

alguno de sus subgrupos “depende de aplicacién que uno dé”(véase seccion 4.1.1).

Finalmente, con relacion al ejercicio 14, Victor identifica G = {a”\n eZ} como el grupo ciclico,
diciendo que pudiera tratarse del grupo ciclico finito o del ciclico infinito, el primero isomorfo a
Z,y el segundo isomorfo a Z , trabajando con estos y diciendo de ambos que no poseen

subgrupos no triviales a los cuales pudieran ser isomorfos. Sabemos que eso es verdadero para el
primer caso pero no para el segundo, claramente se tiene el conjunto nZ de todos los multiplos

de n que es un subgrupo de Z bajo la suma, el subgrupo ciclico generado por n. Por su parte,

Rodolfo es capaz de construir un subgrupo isomorfoa G, G'= {azn\n € Z}, diciendo gque es como

trabajar con Z y 2Z, que son isomorfos puesto que al ser subgrupo “todas las propiedades” les

son “heredadas”.
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Conclusiones

El objetivo de investigacion planteado en el Capitulo 1 de este trabajo fue: Identificar y explicar
las dificultades encontradas en los estudiantes universitarios con el concepto isomorfismo de
grupos. En este capitulo se presentan las conclusiones generales, algunas sugerencias y los

limites de esta investigacion.

5.1 Con relacion al problema y las preguntas de investigacion

De una experiencia como estudiante de licenciatura en Matematicas nace un interés personal por
responder a la pregunta: ;cudles son las dificultades que presentan los estudiantes universitarios

con el entendimiento del concepto isomorfismo de grupos?

La literatura muestra que el interés por llevar a cabo investigaciones dentro del campo de la
didactica del Algebra Abstracta es relativamente reciente, prueba de ello son los escasos trabajos
existentes (en comparacion con otros dominios de la Matematica, por ejemplo, Algebra Lineal y
Calculo Diferencial e Integral). No obstante, los resultados de esas investigaciones de
procedencia, principalmente, Estadounidense, Israeli, Canadiense, entre otros, muestran un
panorama de los problemas a los que se enfrentan estudiantes universitarios en su primer curso de
Algebra Abstracta, de manera particular con algunos conceptos de la Teoria de Grupos. Ademas,
varias de esas investigaciones se han llevado a cabo empleando un método distinto a la ensefianza
tradicional, mediante el uso de computadoras. Sin embargo, de manera particular en nuestro pais,
el curso de Algebra es cominmente impartido de manera tradicional; es asi que consideramos

importante iniciar un estudio bajo este contexto.



Conclusiones

En los trabajos de los cuales se hizo referencia en el parrafo anterior se hace hincapié en la
necesidad de ampliar las investigaciones con el fin de desarrollar a futuro propuestas de
estrategias de ensefianza y lograr una incidencia positiva en el aprendizaje del Algebra Abstracta.
Dichas investigaciones han sido llevadas a cabo desde distintos marcos teéricos y metodologicos,
poniendo en evidencia que los estudiantes presentan dificultades con el entendimiento de
conceptos particulares de la Teoria de Grupos como: grupo, subgrupo, clases laterales,
normalidad, grupo cociente, isomorfismo de grupos, grupos ciclicos, entre otros; de los cuales los
tres primeros han recibido mayor atencion con relacion a los tres ultimos. Asi, consideramos que
es importante llevar a cabo investigaciones que permitan entender el conocimiento que subyace a
las dificultades, de las cuales se ha evidenciado que estdn presentes cuando los estudiantes se

enfrentan a ciertos contenidos del Algebra Abstracta.

Entre otras cosas, algo que caracteriza a la ensefianza en el nivel superior y en particular en la
carrera de licenciatura en matematicas, es la presentacion de los conceptos a partir de sus
definiciones y se espera que los estudiantes logren entenderlos a partir de estas. Por lo tanto, las
definiciones juegan un rol importante; sin embargo, hay evidencia de que precisamente las
definiciones crean un problema serio en el aprendizaje de las matematicas (Vinner, 1991; Moore,
1994; Edwards & Ward, 2008); en particular, el Algebra Abstracta no es la excepcion (Lajoie,
2000).

Precisamente, un marco que describe la interaccion del entendimiento del individuo con relacion
a un concepto matematico particular y su definiciéon formal es el modelo tedrico imagen del
concepto/definicion del concepto (Tall & Vinner, 1981), razon por la que consideramos

apropiado emplear este marco como soporte tedrico de nuestra investigacion.

Tomando en cuenta los aspectos descritos en este apartado se llegd a la formulacién de las
siguientes dos preguntas especificas (auxiliares) que nos permitirian dar respuesta a la pregunta

general de investigacion enunciada al principio de esta seccion:

1. ;Cudles son las definiciones y explicaciones del concepto isomorfismo de grupos en las que se

apoyan los estudiantes participantes?

2. ;Cudles son las principales imdgenes del concepto isomorfismo de grupos usadas por los

estudiantes participantes ante las situaciones planteadas?
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5.2 Sintesis de los resultados de la entrevista

5.2.1 Dificultades asociadas con el concepto isomorfismo de grupos

Los estudiantes en esta investigacion exhiben distintas ideas con relacion a los grupos isomorfos,

mismas que ocupan un lugar importante en su imagen desarrollada de dicho concepto.

Observamos que para algunos estudiantes la preservacion de las operaciones no ha sido integrada
a su imagen del concepto y esto les impide asociar su idea acerca de los grupos isomorfos como
aquellos que “tienen que cumplir ciertas propiedades en comun” o que ““son iguales respecto a sus
propiedades algebraicas” con la definicion formal, de hecho, con la definicion de isomorfismo de

grupos.

Ademas, todos los estudiantes dicen estar de acuerdo en que “dos grupos son isomorfos si existe

una funcion biyectiva de uno al otro que preserve la misma estructura de grupo”, cada uno dando

una interpretacion distinta a la parte final del enunciado anterior; por ejemplo, suelen asociarlo
con las semejanzas que ellos son capaces de observar, principalmente, entre los elementos de los
grupos, también para referirse a la propiedad de homomorfismo y a los axiomas de grupo; incluso
suele pensarse, como en el caso de Miguel, que basta con que la funcion sea sobreyectiva y no

necesariamente inyectiva.

Para demostrar que dos grupos son isomorfos los estudiantes son conscientes que deben construir
una correspondencia biunivoca entre los grupos; sin embargo para algunos, como se dijo
anteriormente, la preservacion de las operaciones no es considerada y suelen recurrir a la
busqueda de semejanzas entre los grupos para encontrar esa correspondencia; por ejemplo, el
orden del grupo y el orden de los elementos. Respecto al calculo del orden de los elementos, al
igual que en la investigacion de Leron, Hazzan y Zazkis (1995), aqui también fue utilizado para

determinar cuando dos grupos eran isomorfos.

Lo expuesto al final del parrafo anterior pudiera tener una explicacion logica si consideramos que
estas “semejanzas” o “parecidos” son relativamente faciles de identificar entre dos grupos por los
estudiantes, debido quiza a que dichas propiedades hacen alusion a un lenguaje familiar para

ellos, el cual involucra nimeros y por lo tanto hay una preferencia hacia estas; o también debido
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a la experiencia de trabajar con grupos de orden pequeiio donde el orden de los elementos
determinan un isomorfismo. Ademas, algunos de los estudiantes fueron incapaces o fallaron al

generar y usar sus propios ejemplos de grupos isomorfos y grupos no isomorfos, veamos el caso

de Diana.

Por otra parte, fue comun entre los estudiantes referirse exclusivamente al isomorfismo como un
homomorfismo biyectivo (correspondencia particular entre dos grupos isomorfos) y no verlo
también como una relacion de equivalencia (la clase de isomorfismo), a excepcion de Rodolfo
quien si se refiere al isomorfismo de estas dos maneras; sin embargo, es interesante observar

como el estudiante no parece considerar demasiado util el saber que un isomorfismo es una

D: [...] por ejemplo, el grupo de las transformaciones de un tridngulo podria ser un grupo

isomorfo con Z 4> €l de la rotacion, traslacion y ¢cudl es el otro?; rotacion, traslacion y
reflexion, lo haria con Z,,.

E: ;Como sabes que ellos son isomorfos?

D: Ambos tienen cuatro elementos. Ah, me falta un elemento, el que los deja fijos, que seria
la identidad [...] no, no seria ésta porque la traslacion no va a cumplir nada, entonces si seria
el ejemplo que di, la de la reflexion por cada uno de los ejes o las rotaciones, también podria
ser [...] Podria ser el isomorfismo que va de la reflexion por cada uno de los ejes y la
rotacion de 60° por cada uno de estos, o sea, y ahi si podria asociar el isomorfismo
correspondiente de que, bueno, si éste me lo manda aca, el de la reflexion por el vértice 1,
entonces encontrarme la rotacion que pues efectivamente me deje éste en 1, éste en 2 y éste
en 3; si, entonces haria esa, si, ese seria el isomorfismo que daria, entre el grupo de las
rotaciones y el de las reflexiones [...].
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relacion de equivalencia.
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R: [...] hay una relacion entre los grupos isomorfos [...] dado el conjunto, dada la clase de
todos los conjuntos, jporque es una clase! [...] es una relacion dada, la de isomorfismo y esa
es una, de hecho asi es una primera clasificacion, pero no es tanto como los espacios
vectoriales que se pueden clasificar a partir de [...] la dimension [...] esto es mucho mas
complicado (se refiere al caso de los grupos), la caracterizacion, jvaya, es realmente
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complicadal, [...] entonces si, existe esta relacion pero, /caracterizarlos a partir de?; no, es

complicado.
Otra dificultad presentada por algunos de los estudiantes en esta investigacion fue el considerar
que el isomorfismo entre dos grupos isomorfos es Unico; pensemos por ejemplo en el caso de
Diana, quien basada en su concepcion de que “dos grupos que son isomorfos tienen que cumplir
ciertas propiedades en comun” cree que existe una “Unica” funcion biyectiva de un grupo al otro,
ya que los elementos de ambos grupos se comportan igual bajo su operacion; dichas propiedades
a las que hace referencia son precisamente los “parecidos” que ella observa entre los elementos,
los cuales le permiten establecer la correspondencia biunivoca entre ellos, el isomorfismo. Diana
tiene la idea de que si dos grupos tienen el mismo orden, son isomorfos, lo cual pudiera tener su
origen en una confusion entre una proposicion y su reciproco, aunado a los resultados del
Algebra lineal que son trasladados al caso particular de grupos.

E: [...] Dos grupos son isomorfos si son grupos del mismo orden.

D: [...] Pues yo recuerdo del Algebra lineal que si al menos dos espacios tienen la misma
dimension, o sea, que para la base tienen el mismo nimero de elementos entonces son
isomorfos, entonces pues si, por ejemplo en el ultimo ejercicio que todos son isomorfos pues
tienen la misma cardinalidad [...]

E:[...1Si G y G" no tienen el mismo orden, entonces no son isomorfos.

D: No, por la respuesta que te di antes, del ejemplo que te pongo del Algebra lineal, que

tengo un Espacio vectorial y otro Espacio vectorial en el que son isomorfos, entonces

deberian tener la misma base, ;no?, el mismo nimero de elementos en la base y si no se da,

pues no puedo hacer el isomorfismo ahi, entonces deben tener el mismo orden.
Por otra parte, sabemos que si un grupo G es isomorfo a un subgrupo (propio) de él, entonces la
cardinalidad de G debe ser infinita, aunque claramente esto no es suficiente; sin embargo,
algunos de los estudiantes participantes no conciben a primera instancia que un grupo pueda ser
isomorfo a alguno de sus subgrupos (propios), ya que se tiene la idea de que el conjunto “mas
grande” es por tanto el mas numeroso, por tanto, no es posible establecer una funcion biyectiva

entre ellos.
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5.2.2 Otras dificultades

A lo largo de la entrevista algunos de los estudiantes participantes en esta investigacion exhiben
ciertas dificultades que no estan asociadas precisamente con el concepto de isomorfismo de
grupos, mas bien parecen tener su origen en el entendimiento de conceptos relacionados con este,

principalmente el de grupo (axiomas de grupo) y subgrupo, como veremos a continuacion.

Recordemos que si G es un conjunto no vacio y * una operacion binaria definida en G, al par
(G,*) es un grupo si * satisface:

1) * es asociativa.

i1) Existencia de elemento neutro para .

1i1) Existencia de inverso de un elemento respecto a .

* En dos ocasiones Diana considera la posibilidad de que en un grupo no exista elemento

neutro; de hecho utiliza esto como argumento para presentar un contragjemplo al enunciado,

G es isomorfo a G* si ambos son conmutativos.

D: ;Son isomorfos si ambos son conmutativos?, mmm, pues no, porque por ejemplo, en la
primera, yo puedo tener, no sé, elemento identidad y en el segundo no necesariamente pero
en ambos se cumple la conmutatividad, entonces ya no existe el isomorfismo ahi. Puede ser
que en la estructura del primero, por ejemplo, se cumpla que hay elemento identidad y en mi
segundo no necesariamente, pero en ambos se cumple la conmutatividad y ya, no son grupos
isomorfos porque ya, en uno no tengo identidad y en el otro si tengo identidad.
= Referente al ejercicio 13, los tres estudiantes a quienes se les preguntd de este, presentaron
algtn tipo de dificultad al intentar averiguar si un conjunto dado era grupo.

o Con relacion al conjunto 4, ={[21[4],[6],[8]}CZIO, con la multiplicacion moédulo 10;
Alejandro y Victor consideran a primera instancia que no es grupo ya que [1] no forma
parte de los elementos de ese conjunto. Mientras que Alejandro logra concluir
correctamente que [6] es el elemento neutro y que (Al,-lo) es grupo; Victor tiene la idea
de que en caso de ser grupo, [1] estaria ahi considerando que fuese subgrupo de Z,;

fuera de ello, si algun otro elemento de 4, resultara ser la identidad seria “muy extrafio”.
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V:[...] Como es la multiplicacion, pues si va a asociar, es la mas dificil de ver, que asocia; a
ver, pues a ver si tiene identidad, es ver si alguno cumple que es identidad aunque no creo
porque seria muy extrafio; pues si fuera un subgrupo de esta pues seria el 1, pero ninguna de
estas es la clase del 1, pero si fuera un subgrupo, ;no?; pero, ;si fuera un grupo por si
mismo?, a lo mejor con esta, podria, asi muy raramente ser la identidad. A ver, pues el 2-2
me da 4,laclase del 4, 2-4 me daladel 8 [...] el 2 no es la identidad, el 4 tampoco, el

6 tampoco y el 8 tampoco, es que ya viendo que no, o sea, multiplicando a uno por otro,
pues para empezar si fuera la identidad lo tendria que dejar fijo y ninguno deja fijo a nada,
entonces este no tiene identidad y por lo tanto no es grupo.

Cabe hacer mencion que en el caso de Diana, ella no presenta algin problema al trabajar con este

conjunto y mediante el empleo de las tablas de operacion concluye correctamente que (Al,-lo) es

grupo. Al respecto, recordemos lo que investigaciones como las de Findell (2002) y Thrash y
Walls (1991) han evidenciado respecto al empleo de tablas de operacion; los resultados dan
cuenta de que estas pueden jugar un papel importante en el pensamiento de los estudiantes ya que
trabajar en este contexto permite adquirir algunas habilidades concretas en el trabajo y

manipulacion de grupos; sin embargo también es importante tomar en cuenta sus limitaciones.

o Con relacion al conjunto A, = {(1), (l 2)(34), (l 3)(24), (l 4)(23)}C S,» con la composicion de
permutaciones; Alejandro no es capaz de concluir algo respecto a este y en el caso de
Victor, considera que no cumple la propiedad iii) y por lo tanto no es grupo; el problema
es que en sus calculos no toma en cuenta que cada elemento pudiera ser su propio
inverso.

V:[...]y ahora vamos a ver si este es grupo (se refiere a 4,) y ya después ver cudles de ellos

son isomorfos, a ver, pues vamos a representar a estos de otra forma, /no?
1 2 3 4 1 2 3 4
=a1
1 2 3 4 21 4 3

1 2 3 4 1 2 3 4
= az = a3
341 2 4 3 21
[...] con la composicion de permutaciones, pues vamos a ver si es grupo; como son funciones
pues asocia, como este deja fijos, pues es la identidad; ah, bueno, vamos a ver si es cerrado,
vamos a ver si operando cualesquiera dos de estas no me da otras cosas que no esté [...]

tengo que hacer todas porque no sé si sea subgrupo de S, tengo que hacer todas las
combinaciones y pues no, aqui al menos ya noté algo, estos conmutan:
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4 3 21

al_%:(l 2 3 4)
43 21

az-a1=(1 2 3 4)

[...] bueno, estas no conmutan pero al menos si estan en el conjunto:

al,%:(l 2 3 4)

= oo =
341 2

1 2 3 4
4 3 21

Entonces ya hice ¢, ya hice este con este, este con este ya lo hice, entonces falta este con

este (serefierea ar, y a;):

az,%:(l 2 3 4)

o, a, =
21 43

1 2 3 4
21 43

[...] aparte de ver que si es grupo pues ya vi algunas propiedades, ;no?; que, al menos estos
conmutan (se refiere a -, y @, a;), ya vi que es asociativo, que cierra, que tiene
identidad y de los inversos pues aqui se ve, /,no?, porque por ejemplo, o si, ;si?; no sé, a ver,
nadie me dio la identidad, ;verdad?; no, no tienen inversos, porque ya multipliqué estos y

busqué por ahi, con este, no da la identidad, ni con este y este pues tampoco porque va a dar
el mismo, entonces no tienen inversos (se refiere a las permutaciones obtenidas

anteriormente); o, ¢,si me dio la identidad? ;no, verdad?, no, pues ya no tienen inversos [...].

Tocante al tercer axioma de grupo, cabe mencionar que en el caso de Diana este no es

considerado, y por lo tanto no es de preocupacion para la estudiante el verificarlo.

o Cuando hay que averiguar si la operacion es asociativa, para Diana es suficiente
verificarlo para un caso particular determinando a partir de este que cumple con esa

propiedad.

D: [...] tengo que checar la asociatividad [...] a ver, veamos.
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[...] pues si, asociativo [...] entonces, pues si, también es grupo.
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o Con relacion al conjunto 4, , constituido de las tres reflexiones de un triangulo equilatero
y de la identidad, con la composicion de transformaciones; Diana dice de ¢l que también

es grupo, sin embargo falla la cerradura, en realidad 4, no es grupo.

En el caso de Miguel, cuando se le pide apoye con un ejemplo su explicacion de grupos no
isomorfos, dice que lo que haria seria “tomar dos grupos y dar la funcion que sea isomorfismo”;
sin embargo, una dificultad inicial es que no es capaz de proponer ese par de grupos, por supuesto

(9%,+) si es grupo, mientras que (9‘1,) no lo es, pues en particular, 0 no tiene inverso.

M: Mmm, pues seria N con C, {no?; no son.

E: N con C.

E: N, ;con qué operacion seria?

M: No, pues con la suma no esta cerrado, y con la multiplicacion no, es que asi un ejemplo

especifico, no [...].
Por otra parte, cuando Miguel se propone a dar un ejemplo para explicar lo que para ¢l significa
que los grupos isomorfos sean grupos similares se presenta una situacion que pudiera ser
considerada como reduccion del nivel de abstraccion, ya que se pudo observar que al igual que
otros estudiantes en la investigacion de Hazzan (2001), Miguel no entiende como o por qué en
una tabla de operacion de grupo, todos los elementos del grupo aparecen exactamente una vez en
cada renglon y exactamente una vez en cada columna; sin embargo, ¢l encuentra suficiente el
“procedimiento candnico” para llenar la tabla, es decir, el estudiante ejecuta el procedimiento
automaticamente sin necesariamente estar entendiendo las ideas matemadticas detras de dicho
procedimiento.

E: Y ese, ;es grupo?, ;,como estas operando?

M: No sé; con la multiplicacion normal en .

-110] 1
-1 1 [[/0\| -1
0 (0 jlO| O

1l -11\o/] 1

Pero creo que no, porque tendria que estar uno de cada uno en cada linea y aqui hay puros
ceros (se refiere a la segunda columna y a la segunda fila en su tabla).
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E: Y, ;por qué tendria que ser uno en cada linea?

M: Ah, no sé¢ muy bien [...].

Las dificultades presentadas anteriormente son dignas de tomarse en cuenta ya que como
pudimos observar, ciertas ideas pueden no conducir a conclusiones correctas e incluso, como se
vio en nuestro caso, pueden ser determinantes para la comprension de otros conceptos

matematicos.

Finalmente, cabe hacer mencion de otro factor influyente, observado en los resultados
presentados en esta investigacion y que tiene que ver con el contexto en que se presentaron
ciertos grupos. Fue interesante observar como a pesar de que algunos estudiantes tienen
conocimiento de que hay solo dos grupos de orden 4, Victor por ejemplo no parece identificar

que los grupos presentados en el ejercicio 4 y A, del 13 son esencialmente el mismo; y al

concluir que 4, = 4, no menciona que sean isomorfos al grupo ciclico de orden 4.

5.3 Respuesta a las preguntas de investigacion

5.3.1 Con relacion a la pregunta: ;cuales son las definiciones y
explicaciones del concepto isomorfismo de grupos en las que se apoyan

los estudiantes participantes?

En el caso de Diana cuando se le pregunta qué significa para ella que dos grupos sean isomorfos

la respuesta de la estudiante es “que entre los grupos exista una funcion biyectiva [...] que asocie

a los mismos relacionandolos con propiedades comunes que existan entre ellos”, el isomorfismo.
En el ejercicio 13 cuando se le pregunta si puede existir mas de un isomorfismo entre los grupos

1somorfos queda atin mas claro esto al dar la siguiente respuesta.

D: [...] no, pues si es unico [...] porque los estoy relacionando mediante la unica funcion

biyectiva que debe de haber ahi [...] en como se comportan [...] de esa manera los relaciono
y esa relacion es Unica, no puede ser de otra manera.
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Nuevamente vuelve a hablar de ello cuando se le solicitan algunos consejos para dar a un (a)

amigo (a) a fin de determinar son o no isomorfos.

D: Checar primero que la funcién es biyectiva [...] y la cardinalidad, yo creo que es

importante la cardinalidad.

Cuando se le cuestiona a Victor acerca del enunciado 5. (iii), el estudiante dice que ‘el

isomorfismo es en particular una biyeccion entre los grupos”. Casi al inicio de la entrevista se le

pregunta codmo explicaria isomorfismo de grupos a un estudiante quien toma su primer curso de

Algebra moderna; su explicacion se muestra en el siguiente extracto.

V: Pues el isomorfismo es como lo que los hace corresponder; el isomorfismo ya seria como
la manera en la que yo podria tomar elementos de uno y pasarlos al otro y trabajar ahi y
viceversa y como entre esos se conservan las propiedades algebraicas pues, o sea, en
cualquier momento yo puedo trabajar en uno, las propiedades algebraicas y regresarlas al
otro, que a lo mejor en una parte se ven mas dificiles y en el otro ya se ven mas faciles,

entonces como que ese isomorfismo preserva las cualidades algebraicas pues puedo trabajar

con cualquiera, bueno, la cualidad algebraica, el que yo quiera, en cualquiera que se me haga

mas facil.
Conociendo esta idea de Victor, resulta comprensible la manera en que €l procede a averiguar si
dos grupos son isomorfos. En este caso, de ser isomorfos los grupos, es decir, al existir una
funcion biyectiva entre ellos, esta preservaria las cualidades (propiedades) algebraicas; asi, al
haber una contradiccion donde uno de los grupos cumpla con una propiedad y el otro no,
entonces inmediatamente se puede concluir que no son isomorfos; ya que los grupos isomorfos

“no tienen alguna propiedad algebraica que los distinga”.

Para Miguel, dos grupos son isomorfos si hay una funcién (biyectiva o sobreyectiva) tal que bajo
la condicion (regla): f (a + b) =f (a)+ f (b) se puede decir que los grupos isomorfos tienen
(preservan) la misma estructura algebraica.

E: Bien; entonces, ;como explicarias isomorfismo de grupos a un estudiante quien toma su
primer curso de Algebra moderna?

M: [...] entonces el isomorfismo es una funcidén, una funcién que cumple esto, la condicion
que se tiene (se refiere a f(al +a, ) = f(al )+ f(a2 )

Para Alejandro, un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo. En varias ocasiones se refiere a

¢l como una funcion f (biyectiva) que preserva el neutro y que cumple con la caracteristica de

que abre la operacion (propiedad de morfismo).
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E: [...] Para ti, ;qué significa que dos grupos sean isomorfos?

A: [...] Cuando yo puedo formar una biyeccion entre dos grupos, que cumple dos
condiciones; que la funciéon manda al elemento neutro en un elemento neutro al otro grupo y
que cumple esta caracteristica, la funcion, digamos que abre la operacion, esto es en una
notacion aditiva.

g § o Fnciin qu comngle

Som G IM‘ qV"P"s
faw) = fat At
fle) = ©n
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E: ;Te refieres a la propiedad de morfismo?

A: Si, porque puede ser una biyeccion pero necesita ser un morfismo también, ;no?; porque
si no fuera morfismo, entonces no se puede hacer el isomorfismo; entonces, que fuera un
morfismo y que fuera una biyeccion ese morfismo |[...].

Finalmente, Rodolfo dice del isomorfismo que es una relacion de equivalencia sobre los grupos.

Ademas se refiere a éste como una funcidn biyectiva que preserve la estructura de grupo, es

decir, que f(a+b)= f(a)+ 1 (b)-

5.3.2 Con relacion a la pregunta: ;cuales son las principales imagenes del
concepto isomorfismo de grupos usadas por los estudiantes participantes

ante las situaciones planteadas?

Recordemos que la “imagen del concepto” se refiere al conjunto de todos las imégenes mentales
que son asociadas con el concepto, junto con todas las propiedades que lo caracterizan; se deriva
de los ejemplos, graficos, simbolos, y otras experiencias que se tienen con el concepto. Asi, una
imagen del concepto puede contener diferentes ideas, concepciones, imagenes, ejemplos, etc., y
algunos de estos elementos pueden entrar en contradiccion con la teoria oficial, dando origen a

ciertas dificultades importantes.

Como se menciond en el Capitulo 2, como investigadores no podemos esperar comprender en su
totalidad la imagen del concepto desarrollada por un estudiante; sin embargo, contamos con los

diversos elementos de esta que son activados ante situaciones especificas que les son planteadas.
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La informacion obtenida a partir de las entrevistas reveld ciertos aspectos del concepto
isomorfismo de grupos que se encuentran presentes en los estudiantes participantes, algunos de

los cuales los conducen a conclusiones erroneas como se muestra a continuacion:

La idea que tiene Diana con relacion a isomorfismo de grupos la lleva a creer que la unica
condicion para que dos o0 mas grupos sean isomorfos es que tengan el mismo orden; en su imagen
no ha sido integrada la preservacion de las operaciones, por lo tanto esto no es de preocupacion

para ella cuando se dispone a averiguar si los grupos son isomorfos.

Cuando se dispone a construir el isomorfismo entre dos grupos (finitos) se concentra en encontrar
la correspondencia biunivoca basada en los “parecidos” que ella logra observar entre los
elementos de los grupos. Esta idea se ve expresada claramente cuando se le presenta a Diana el
ejercicio 12; de los grupos implicados dice al principio que no son isomorfos y el breve extracto
que se muestra a continuacion fue la respuesta que proporciond cuando se le preguntd cdmo

podria estar segura de que no lo son.

D: [...] es que yo me lo estoy imaginando como con las tablas de colores [...] entonces yo
tendria que encontrar como los colores andlogos a este elemento aqui como con este
elemento aqui y entonces si éste es un color, entonces otro j por aca tendria que ser otro

color y tendria que ser analogo a este color que tengo aca que no es el analogo al que tengo

en este color [...].
En el caso de Victor, la concepcion que posee respecto a isomorfismo de grupo lo lleva a no
recurrir a la definicion formal y cuando se propone averiguar si dos grupos (finitos) son
isomorfos le es suficiente con explorar las propiedades algebraicas de ambos, por ejemplo el
orden de los elementos para establecer una correspondencia (un isomorfismo) entre ellos.
Mientras que para Miguel dos grupos dados pueden ser y no ser a la vez isomorfos, dependiendo
de la funcién que uno proponga; también su concepcion acerca de isomorfismo de grupos le
permite considerar la posibilidad de que dos grupos con cardinalidad distinta puedan ser

isomorfos.

E: [...] /Qué consejos darias a un (a) amigo (a) a fin de determinar si dos grupos son o no
isomorfos?

M: El truco esta en la funcion que uno d¢, porque puede cumplir con la condicion o no [...]
La funcion que propuse no es isomorfismo, entonces puedo decir que no son bajo esta
funcion f*, pero igual puedo construir otra que si [...] y entonces yo puedo decirle que estos
no son isomorfos bajo la funcidon, doy otra funciéon y veo que si son y ya después le digo, pero
con esta funcidn vas a ver que si son isomorfismos [...].
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Por otra parte, tanto Alejandro como Rodolfo son los unicos que se refieren al isomorfismo de
grupos como “homomorfismo biyectivo”; podemos apreciar esto en la respuesta de Alejandro
cuando se le pregunta cudles serian algunos consejos que ¢l daria a un (a) amigo (a) a fin de

determinar si dos grupos son o no isomorfos y en el caso de Rodolfo cuando se le pregunta por la

manera en que ¢l se aseguraria de que los grupos implicados en el ejercicio 12 son isomorfos.

5.3.3 Con relacion a la pregunta general de investigacion: ;cuales son las

A: Pues le diria: primero dame un morfismo, dame el morfismo que quieras [...] bueno,
entonces le diria: dame un morfismo que se te ocurra, de tal manera que ti creas que sea
biyectivo, entonces ya a la hora de demostrarlo vamos a ver que no; porque si él me dice: no,
es que yo creo que si son isomorfos, pues ya que me dé todos los morfismos posibles y que €l
trate, que casi obligue que esos morfismos sean biyectivos y a la hora de la hora tendremos
que demostrar que no, o que no es inyectivo o que no es suprayectivo. Para que sea inyectivo,
el nucleo tiene que ser el cero, ;no?, el neutro; y para que sea suprayectivo, pues tendrian que
pasar otras cosas.

R: [...] agarrar primero la asignacion, que es jugar, y ya después por construccion, tienes que
verificar que para cada uno de ellos, esta propiedad, esto pasa para cada a,b& G, nada mas

agarras pares e irlos multiplicando [...] pero tenemos que hacer para todas las combinaciones
posibles de dos elementos. Aqui, por ejemplo, si nada mas preserva la estructura de grupo
pues no es suficiente pues nada mas seria un homomorfismo de grupos, pero ya cuando
ademas hay una relacion biunivoca entre los elementos ya podemos decir que son
idénticamente, salvo el nombre de la operacion y de los elementos.

E: [...] Y para el caso de los de orden infinito, ;coOmo procedes para construir un
isomorfismo?

R: [...] El primer paso es dar la funcion [...] entonces lo primero que procedemos es dar la
funcion, la que se te ocurra, porque asi tienes que jugar, no va a salir a la primera [...] y ya,
después que ya des la funcion, ver que preserva esto, que preserva estructura de grupo y ya,
tienes el segundo paso y el tercer paso es verificar si es una biyeccion entre, de conjuntos, de
G y G',y ya asi podrias concluir [...].

dificultades que presentan los estudiantes universitarios con el

entendimiento del concepto isomorfismo de grupos?

Cuatro dificultades asociadas con el concepto isomorfismo de grupos fueron identificadas en esta
investigacion en los estudiantes participantes, de las que se habla a detalle en el Capitulo 4: 1)

dificultad en dar una interpretacion correcta a la definiciéon formal de grupos isomorfos, 2)
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dificultad para demostrar formalmente que dos grupos son isomorfos, 3) dificultad en considerar
mas de un isomorfismo entre dos grupos isomorfos y 4) dificultad en considerar que un grupo

pueda ser isomorfo a alguno de sus subgrupos.

5.4 Limites de la investigacion

En esta investigacion consideramos al menos dos factores importantes que tienen una implicacion
directa con los resultados finales que se han reportado. En primer lugar, como se mencioné en la
seccion 3.2.1, el cuestionario de seleccion fue aplicado a 36 estudiantes; de la informacion
obtenida se eligieron aquellos quienes eran candidatos a participar en la entrevista. Sin embargo
por motivos ajenos a este proyecto de investigacion, algunos estudiantes no quisieron colaborar,

es por ello que la disponibilidad aqui jugd un papel importante.

El otro factor esta relacionado con el tipo de preguntas y ejercicios planteados a los estudiantes.
El instrumento de entrevista se disefid tomando en cuenta la informacion previa obtenida de los
cuestionarios aplicados, de los resultados de otras investigaciones y del tipo de preguntas que se
emplearon en sus respectivas investigaciones, como la de Lajoie (2000) y Leron, Hazzan y
Zazkis (1995). El razonamiento a partir de tablas resultd innovador para algunos de los
participantes ya que no es comun trabajar en ese contexto y nos permitid apreciar otras
dificultades que ellos tienen con nociones previas al concepto isomorfismo de grupos. Ademas, el
tipo de preguntas que solicitaban la opinidn acerca de una idea expuesta por una tercera persona o
la explicacion que darian a un (a) amigo (a), nos permitieron obtener informacién mas valiosa
que el solicitar la definicion formal del concepto; sin embargo, los ejercicios trataban mas con

grupos finitos que con grupos infinitos.

5.5 Sugerencias

Tomando en cuenta las observaciones hechas en la secciéon 5.4 respecto al instrumento de

entrevista, seria interesante pensar en otro tipo de ejercicios, por ejemplo, donde a pesar de que el
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orden de los elementos de los grupos sean iguales, estos no sean isomorfos; o aquellos donde un

grupo sea isomorfo a un subgrupo (propio) de €l.

Los tipos de dificultades identificadas con este grupo de estudiantes seria interesante compararlos
con los presentados por otros, esto con la finalidad de tener elementos suficientes para realizar

propuestas dirigidas hacia la ensefianza y aprendizaje del concepto.

Finalmente, al trabajar con definiciones, es importante tomar en cuenta lo que sefialan Edwards y
Ward (2008), “las definiciones matematicas frecuentemente tienen una historia”, esto indica que
pueden evolucionar; un estudio sobre el desarrollo histérico de la definicion de isomorfismo de
grupos nos pudiera proveer informacion sumamente valiosa para entender con mayor exactitud el
tipo de dificultades presentadas por los estudiantes en nuestro tiempo e incluso bajo una
investigacion de este tipo tener elementos importantes que nos permitan disefar estrategias de

aprendizaje del concepto en cuestion.
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ANEXO A

Cuestionario piloto

Nombre:

Semestre:

Cinvestav

1. ;Qué significa que dos grupos G y G' sean isomorfos? Explica ampliamente.
2. (Qué significa que dos grupos G y G* NO sean isomorfos? Explica ampliamente.

3. (Qué significa que una propiedad sea preservada bajo isomorfismo? Explica
ampliamente.

4. Observa la siguiente tabla del grupo G y da un ejemplo de otro grupo G’ que sea
isomorfo a G . Justifica tu respuesta.
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ANEXO B

Instrumento de seleccion

Nombre:

Semestre: e-mail

Cinvestav

1. Las afirmaciones que se presentan a continuacion fueron hechas por estudiantes que habian tomado un
curso de Algebra moderna. Para cada una, sefiala si estds de acuerdo, en desacuerdo o parcialmente de
acuerdo. Explica por qué.

i) Que dos grupos sean isomorfos significa que bajo ciertas reglas son equivalentes.

i1) Dos grupos son isomorfos si existe una funcion biyectiva de uno al otro que preserve la misma estructura
de grupo.

ii7) Dos grupos isomorfos son simplemente grupos del mismo orden.
iv) Que dos grupos sean isomorfos significa que son similares.
2. Para ti, ;qué significa que dos grupos sean isomorfos?

3. ;Cémo explicarias a un estudiante que toma su primer curso de Algebra moderna lo que significa que dos
grupos NO sean isomorfos? Cita al menos un ejemplo con el que apoyarias tu explicacion.

4. Observa la siguiente tabla del grupo G y da un ejemplo de otro grupo G que sea isomorfo a G. Justifica tu
respuesta.

* 1 q|r|s|t
9\ |t|q9|r
rit|s|riq
slga|r|s|t
tlriq|t|s

5. Supongamos que se tienen dos grupos Gy G*. Para cada una de las afirmaciones siguientes, indica si es
Verdadera o Falsa. Justifica tu respuesta.

i) G es isomorfo a G*si ambos son conmutativos.

if) Gy G" son isomorfos si sus elementos y sus operaciones son idénticamente iguales.
iif) Si Gy G" no tienen el mismo orden, entonces no son isomorfos.

iv) Si G es un subgrupo de G*, G~ es isomorfo a G.

6. Da un ejemplo de grupos isomorfos. Argumenta tu respuesta.

187






ANEXO C

Preguntas de entrevista por estudiante

1. Las afirmaciones que se presentan a continuacion fueron hechas por
estudiantes que habian tomado un curso de Algebra moderna. Para cada
una, sefiala si estas de acuerdo, en desacuerdo o parcialmente de
acuerdo. Explica por qué.

i) Que dos grupos sean isomorfos significa que bajo ciertas reglas son
equivalentes. Todos

ii) Dos grupos son isomorfos si existe una funcion biyectiva de uno al
otro que preserve la misma estructura de grupo.

iii) Dos grupos isomorfos son simplemente grupos del mismo orden.

iv) Que dos grupos sean isomorfos significa que son similares.

Todos

2. Para ti, ;qué significa que dos grupos sean isomorfos?

3. ;Como explicarias a un estudiante que toma su primer curso de
Algebra moderna lo que significa que dos grupos NO sean isomorfos?
Cita al menos un ejemplo con el que apoyarias tu explicacion. Todos

4. Observa la siguiente tabla del grupo G y da un ejemplo de otro grupo
G’ que sea isomorfo a G. Justifica tu respuesta.

Todos

~ LY N | Q%
N (R | YLy (R
RN |« [~ N
~N | L | N R (©
L YR (N [~

5. Sup6n que se tienen dos grupos Gy G*. Para cada una de las
afirmaciones siguientes, indica si es Verdadera o Falsa. Justifica tu
respuesta.

i) G esisomorfo a G* si ambos son conmutativos.

Todos

i) G y G" son isomorfos si sus elementos y sus operaciones son
idénticamente iguales.

iif) Si G y G"no tienen el mismo orden, entonces no son isomorfos.




Preguntas de entrevista por estudiante

iv) Si G esun subgrupode G, G* es isomorfoa G .

6. Da un ejemplo de grupos isomorfos. Argumenta tu respuesta.

Todos

7. (Como explicarias grupos isomorfos a un estudiante quien toma su
primer curso de Algebra moderna?

Diana, Miguel,
Victor, Alejandro,
Rodolfo.

8. Si tuvieras que dar algunos consejos a un(a) amigo(a) a fin de
determinar si dos grupos son o no isomorfos, ;cudles serian esos
consejos?

Diana, Miguel,
Victor, Alejandro,
Rodolfo.

9. ;Como explicarias isomorfismo de grupos a un estudiante quien toma
su primer curso de Algebra moderna?

Diana, Miguel,
Victor, Alejandro,
Rodolfo.

(,Como procedes para construir un isomorfismo?

Diana, Miguel,
Victor, Alejandro,
Rodolfo.

(El isomorfismo es unico?

Miguel, Victor,
Alejandro, Rodolfo.

10. El siguiente extracto (en negrita) que se te presenta a continuacion
fue la respuesta dada por un estudiante ante la siguiente pregunta: ;Por

qué no hay isomorfismo entre los grupos (A,A) y (B,O)?, donde
A= {f, g, h,i} y B= {J, k,l, m} Explica tu respuesta.

S I A VO Al f|&|h|i
Jolk |ml|j |1 Sl f8
k |ml|1 |k | g|i |h |8 | f
I | j |k |1l |m h g | h |i
m\|l | j |m]|k I 8| f|i | h

f j,g> k,h—> i+ m. Observamos que gp(fAi): (p(g): k no

es igual a (p(f)o qy(z) = jom=1. Asi que no hay isomorfismo entre A
y B”.

funcion que

(Cual es tu opinion al respecto? ;Estas de acuerdo o en desacuerdo?
(Por qué?

Diana, Victor,
Alejandro.

(Como procederias para demostrar que no hay isomorfismo entre esos
dos grupos?

Diana, Victor,
Alejandro.

11. El siguiente extracto (en negrita) que se te presenta a continuacion es
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la opinion que tiene un estudiante respecto a los grupos (?ﬁ,+) y (Q,+):

“Los grupos (?ﬁ,+) y (Q,+) no siempre son isomorfos. Hay que decir
que depende de la aplicacion (funcion) que se dé”.

(Estas de acuerdo?, ;jen desacuerdo? o /parcialmente de acuerdo?
Argumenta tu respuesta.

Miguel, Alejandro,
Rodolfo.

12. A continuacion se te presentan dos tablas de operacion de grupos:

G={h9iajakal5m}’ con la OperaCién * Yy G, ={S,t,u,v,w,)€}a con
la operacion o

wilx |u |t |w|v |s

x |wi|s |v |x |t |u

(Los grupos anteriores son isomorfos? ;Coémo sabes que son isomorfos?

Diana, Miguel,
Victor, Alejandro,
Rodolfo.

({Cual podria ser un isomorfismo entre ellos?

Diana, Miguel,
Victor, Alejandro,
Rodolfo.

(,Como sabes que es un isomorfismo?

Diana, Miguel,
Victor, Alejandro,
Rodolfo.

(Podria haber otro? ;Como lo sabes?

Miguel, Victor,
Rodolfo.

191



Preguntas de entrevista por estudiante

13. A continuacion se te presentan cinco conjuntos con sus respectivas
operaciones, ;cuales de entre ellos son grupos isomorfos?

A =El conjunto {[21 [41[61 [8]}C Z,,> con la multiplicacion modulo

4, { (12)(34),(13)24).(14)23)}C S,. con Ia composicion de

permutaciones.

4, = {l,l, 1,— }con la multiplicacion.

A, =El conjunto constituido de las tres reflexiones de un triangulo
equilatero y de la identidad, con la composicion de transformaciones.

A = {[11 [21 [31 [4]} = ZS*, con la multiplicacion modulo 5.

(Cuales de entre ellos son grupos isomorfos?

Diana, Victor,
Alejandro.

(,Como sabes que son isomorfos?

Diana, Victor.

({Cual podria ser un isomorfismo entre ellos?

Diana, Victor.

(,Como sabes que es un isomorfismo?

Diana, Victor.

(Podria haber otro? ;Como lo sabes?

Diana, Victor.

14. A continuacion se te presenta el siguiente grupo:

Diana, Victor,

G=la)=Ya'lneZ] Rodolfo.

(Puede G tener un subgrupo al cual sea isomorfo? Argumenta tu

respuesta.

({Cual podria ser un isomorfismo entre ellos? Rodolfo.
Rodolfo.

(,Como sabes que es un isomorfismo?
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	7-CAP1
	8-CAP2
	9-CAP3F
	10-CAP4F
	11-CAP5F
	12-BIBLIOGRAFÍA
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