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RESUMEN

Los nimeros complejos se estudian en diferentes niveles educativos en México. Sin
embargo, se han publicado pocos trabajos de investigacion educativa relacionados con su
cognicidn en el &mbito escolar. En esta tesis se reportan algunas de las dificultades que
enfrentaron estudiantes de las licenciaturas de matematicas y de fisica de la Facultad de
Ciencias de la Universidad Nacional Autonoma de México (UNAM) y estudiantes de
cuarto semestre de nivel medio superior del Colegio de Ciencias y Humanidades de la
UNAM, plantel Vallejo (CCH Vallejo), durante sus procesos de conceptuacion de los
nameros complejos.

La investigacion llevada a cabo para esta tesis consistio inicialmente en revisar
libros de texto indicados en la lista de referencias bibliograficas de tres programas de
estudio de diferentes niveles del Sistema Educativo Nacional de México, programas en los
que se considera el estudio de los nimeros complejos. Después se disefid y se aplicd un
cuestionario para recabar informacidn sobre las concepciones de estudiantes de tres grupos
de nivel licenciatura (Facultad de Ciencias UNAM) y un grupo de nivel medio superior
(CCH Vallejo) sobre los niumeros complejos. Las respuestas obtenidas en los cuestionarios
se clasificaron y se analizaron. Se selecciond a tres estudiantes de licenciatura y a tres del
CCH para entrevistarlos; la informacion recabada mediante las entrevistas se analizé desde
el marco tedrico de las metaforas conceptuales. Se presentan las dificultades en la
conceptuacion de los nimeros de cada estudiante entrevistado y se exponen las

observaciones pertinentes.






ABSTRACT

Complex numbers are studied at different levels of the National Education System
of Mexico (SENM). Nevertheless, very few research studies about cognition of complex
numbers in school environments have been published worldwide. Undergraduate
(sophomore) students of mathematics and physics, from the Faculty of Sciences of the
National Autonomous University of Mexico (FC-UNAM), and pre-university students
(grade 11), from the Academy of Sciences and Humanities—Colegio de Ciencias y
Humanidades—of UNAM at Vallejo (CCH, Vallejo), took part as subjects in the research
reported in this thesis. Some of the difficulties those students had during their processes of
conceptualizing complex numbers were identified and are included in this report.

Initially, textbooks cited in bibliographies of the programs of study—which include
the study of complex numbers—for three different levels of the SENM were revised for
this research. Then a questionnaire was designed to gather data about students’ conceptions
of complex numbers; this questionnaire was answered by three groups of undergraduate
students (FC-UNAM) and one group of pre-university students (CCH, Vallejo). The
answers to this questionnaire were classified and analyzed. Three undergraduate and three
pre-university students were interviewed for this research study. Data gathered by means of
each interview were analyzed using the theoretical framework of conceptual metaphors.
Difficulties that each interviewed student had, together with pertinent remarks, are

discussed in this thesis.



10



11

INDICE

INTRODUGCCION . ...ttt et e et 13
CAPITULO |
¢COMO SE ABORDAN LOS NUMEROS COMPLEJOS EN LA ESCUELA?................ 15
Los nameros complejos en [0S libros de teXto........o.ooviuiiriieiiiii e, 15

Los numeros complejos en libros de texto de licenciatura.............................. 16

Los nimeros complejos en libros de texto de bachillerato.............................. 21

Los nimeros complejos en libros de texto de secundaria............................... 25
Objetivo de esta INVESTIZACION. .. ...ttt ettt et et e ettt et e et e e eaeeeneanas 28
Algunas investigaciones publicadas sobre la cognicion de los nimeros complejos...........28
CAPITULO II. LA METAFORA CONCEPTUAL COMO MARCO TEORICO............ 42
CAPITULO III. ASPECTOS METODOLOGICOS.........vvieeeieiiiiiiiiiiiii, 50
Los grupos de trabajo. ......ouiinii e 50
El cuestionario de INVEStIZaCION. .. ... ....ovirieiiit it 53
CAPITULO IV. CLASIFICACION DE LOS DATOS RECABADOS EN EL

CUESTIONARIO DE INVESTIGACION.......uevuiiiieiiieeieeeeeei 57

Clasificacion de las respuestas obtenidas en el cuestionario aplicado a estudiantes de
algebra de la Facultad de Ciencias de la UNAM (Grupo piloto)...........ccevevvvrininnnnnn. 57

Clasificacion de las respuestas obtenidas en el cuestionario de investigacion aplicado a

estudiantes de variable compleja de las licenciaturas en fisica y matematicas de la Facultad

de Ciencias de 1a UNAM. ...t e 69
Clasificacion de las respuestas del grupo 1 de variable complejal.................... 70
Clasificacion de las respuestas del grupo 2 de variable complejal... ............... 88

Clasificacion de las respuestas obtenidas en el cuestionario de investigacion aplicado a
estudiantes de cuarto semestre del CCH Vallejode laUNAM................coooeininn.. 100



12

CAPITULO V. ANALISIS DE LAS ENTREVISTAS CON ESTUDIANTES DE
EDUCACION SUPERIOR Y MEDIA SUPERIOR.......ccccccoeverererrnne. 123
Analisis de la entrevista de G, estudiante de licenciatura de la asignatura de variable

COMPIEJa [, GIUPO 2. .eiiii et e 127
Analisis de la entrevista de F, estudiante de licenciatura de la asignatura de variable
compleja L del grupo L. 140
Analisis de la entrevista de H, estudiante de licenciatura de la asignatura de variable
compleja LT del grupo 2., ..o s 160
Analisis de la entrevista de K, estudiante de bachillerato de la asignatura de matematicas

0 PP 173
Analisis de la entrevista de D, estudiante de bachillerato de la asignatura de matematicas
P 192
Anélisis de la entrevista de L, estudiante de bachillerato de la asignatura de matematicas

0 PP 202
CAPITULO VI CONCLUSIONES. ...t 212

Observaciones obtenidas mediante los instrumentos aplicados a los estudiantes de
JHTS 1 ToA 11 v D PSRN 212
Observaciones obtenidas mediante los instrumentos aplicados a los estudiantes del CCH
VLl 0. . e 215
La importancia del nimero i en las conceptuaciones de los estudiantes entrevistados.....218
Metaforas empleadas por los estudiantes entrevistados para conceptualizar los nimeros

(o00] 0] 0] =7 [0 L T S 219
Continuacion de 1a INVESEIZACION. ... ..ottt e 224
REFE R EN C I A . .o e e e e e e 226



13

INTRODUCCION

Los nimeros complejos se presentan en los programas de estudios en distintos niveles
educativos en México. Sin embargo, existen pocos trabajos de investigacion educativa
relacionados con su conceptuacion en el &mbito escolar. Los nimeros complejos aparecen
implicitamente en el tercer grado de educacion secundaria cuando se estudia la resolucién
de ecuaciones cuadraticas; se recurre a la aplicacion de una férmula general para obtener

sus soluciones. Dada la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 con a # 0, sus soluciones son

—b + Vb2 — 4ac
X = )
2a

Asi, si b?—4ac <0, el estudiante se enfrentara al problema de obtener las raices
cuadradas de un nimero negativo. El programa de estudios no aborda el tema; sin embargo,
éste es el primer contacto de los estudiantes con los nimeros complejos.

Por otra parte, en México existen diversos programas de educacién media superior
que obedecen a distintas necesidades y proyectos educativos. Entre ellos se encuentra la
opcion de preparatoria de la Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM) que, en
primer grado, como parte de la materia obligatoria de Matematicas IV, aborda en la tercera
unidad la existencia de los nUmeros imaginarios ante la imposibilidad de encontrar solucion
a determinadas ecuaciones en el campo de los nimeros reales. Después en la sexta unidad,
se da una introduccion completa a los nimeros complejos y se propone que los estudiantes
trabajen con el calculo de potencias de i y la formacion de otros nimeros complejos. En el
Colegio de Ciencias y Humanidades (CCH) de la UNAM los nimeros complejos se tratan
en el curso obligatorio de Matematicas | (primer semestre), en la quinta unidad, titulada
“ecuaciones cuadraticas” y en el curso obligatorio de Matematicas Il (segundo semestre),

en la primera unidad, “funciones cuadraticas y [sus] aplicaciones”.
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Respecto al nivel superior, los nimeros complejos se estudian en diversas
licenciaturas e ingenierias. Por ejemplo, en las licenciaturas de matematicas, fisica, ciencias
de la computacion y actuaria, en la Facultad de Ciencias de la UNAM, los numeros
complejos se estudian en el primer semestre de la carrera de Fisica en la asignatura
obligatoria de “algebra para fisicos”, en el segundo semestre del resto de las licenciaturas
mencionadas en el curso obligatorio de “algebra superior 11" y en el quinto semestre de las
licenciaturas en matematicas y fisica en la materia obligatoria de “variable compleja I”.

La inclusién del estudio de los nimeros complejos en los programas mencionados
resalta la importancia de su conocimiento, lo cual no reside Unicamente en su utilidad para
resolver problemas algebraicos o de tipo practico. Se puede hacer matematicas sin
comprender del todo las entidades que manipulamos en la construccion de nuestro
conocimiento; sin embargo, la experiencia de hacer matematicas sera mas provechosa en la
medida en que los entes que manejamos sean significativos.

Esto implica que es necesario analizar la manera en que los numeros complejos son
presentados, cdmo los conceptlan o intentan conceptuar los estudiantes, las dificultades
que enfrentan durante el proceso de conceptuacion, asi como identificar los conocimientos

necesarios para lograr avanzar en dicho proceso.
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CAPITULO |
.COMO SE ABORDAN LOS NUMEROS COMPLEJOS EN LA ESCUELA?

El presente trabajo es un estudio sobre las concepciones de los numeros complejos que
tienen estudiantes del Colegio de Ciencias y Humanidades (CCH), plantel Vallejo de la
Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM), asi como estudiantes de las
licenciaturas en fisica y matematicas de la Facultad de Ciencias de la UNAM. Estas
concepciones que integran la conceptuacion sobre los nimeros complejos de los estudiantes
son la base para su conceptualizacién. En el ambito escolar, las conceptuaciones de los
estudiantes estan influidas por la instruccion de los profesores y por los libros de texto que
consultan. En este primer capitulo se muestran los resultados del analisis de algunos libros
de texto que forman parte de la bibliografia de los planes de estudio de los cursos que los
estudiantes deben llevar y que incluyen el estudio de los numeros complejos. Por otra parte,
se precisa el objetivo de la investigacion y se incluye la revision de algunos trabajos

anteriores relacionados con la cognicién de los nUmeros complejos.

Los nameros complejos en los libros de texto

Hasta ahora, una de las fuerzas principales que ha guiado la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas ha estado constituida por los libros de texto; mediante ellos
se intenta transponer el conocimiento cientifico en conocimiento ensefiable junto con la
concepcion de un método adecuado para ello (Cambray 2003, p. 2). Por esto, con el fin de
conocer cdmo se presentan los nimeros complejos en algunos sistemas escolares, se
revisaron nueve libros de texto de tres niveles educativos: licenciatura (libros sugeridos en
las bibliografias de los planes y programas de estudios de la Facultad de Ciencias, UNAM),
educacion media superior (libros sugeridos en las bibliografias de los planes y programas

de estudios de la Escuela Nacional Preparatoria, UNAM) y educacién secundaria (aparecen
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en la lista de libros de texto autorizados por la SEP para su uso en las escuelas secundarias

del Sistema Educativo Nacional durante el ciclo escolar 2010-2011).

Los numeros complejos en libros de texto de licenciatura

En la facultad de ciencias de la UNAM, los nimeros complejos se estudian durante
el segundo semestre de las licenciaturas en matematicas, actuaria y ciencias de la
computacién en la materia de algebra superior 11'y en el primer semestre de la carrera de
fisica en la materia de algebra. El tema se retoma durante el quinto semestre de las
licenciaturas en matematicas y fisica en la materia variable compleja I.

En el libro ¢Qué son las matematicas? de Courant y Robbins (2002, p. 116) se
considera el surgimiento de los nimeros complejos como una extension necesaria de los
nameros reales. Se afirma que a mediados del siglo X1X los matematicos se dieron cuenta
de que la base logica y filoséfica esencial para operar en un dominio de nimeros extendido
es formal, de este modo, las extensiones tienen que crearse mediante definiciones que
respeten las reglas y propiedades del dominio original.

Segun este texto, el primer proceso que requiere del uso de los nimeros complejos
es la resolucion de ecuaciones cuadraticas. Ante la imposibilidad de encontrar soluciones
en los niimeros reales para determinadas ecuaciones como x* + 1 = 0 se introduce el nuevo
simbolo i definiendo i 2 = —1. Sin embargo, la unidad imaginaria i no se relaciona con el
concepto de nimero como un medio para contar, s6lo es un simbolo cuya validez
dependera de su utilidad para extender de manera préactica el sistema de nimeros reales
(Courant y Robbins 2002, p. 117).

Se definira el simbolo a + bi donde a y b son numeros reales cualesquiera como un
numero complejo con parte real a y parte imaginaria b. Las operaciones de sumay
multiplicacion se realizaran de la misma manera que en el dominio de los nimeros reales,
sélo que i ? seré sustituido por —1, es decir, cumpliran las siguientes reglas (Courant y
Robbins 2002, p. 118):

(@ + bi) + (c + di) = (a + b) + (b +d)i.
(a + bi) (c + di) = (ac — bd) + (ad +bc)i.
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Asi, de acuerdo con Courant y Robbins, mediante la introduccion de i > = —1 se
puede verificar que toda ecuacion cuadrética ax? + bx + ¢ = 0 tiene solucién, pues esta

ecuacion puede escribirse como

, b c

Xt —x=—-=

a a
" b? b? ¢
x“+=-x+-— - =

2a 4q2 '’

N b == b% — 4ac

X 2a 2a ’

—b +Vb? — 4ac

X = )
2a

Luego, si b®— 4ac > 0 entonces Vb2 — 4ac es un niimero real y las soluciones seran

reales, y si b® — 4ac < 0 entonces Vb2 — 4ac podra escribirse como V4ac — b2 - iy las
soluciones seran nimeros complejos.

En este libro, los autores también presentaron una interpretacion geométrica de los
numeros complejos y sus operaciones basicas atribuida a Wessel (1745 — 1818), Argand
(1768 — 1822) y Gauss (1777 — 1855) de manera independiente, sosteniendo que a partir de
ella se disiparon las dudas respecto a la validez de los nUmeros complejos. Courant y
Robbins puntualizaron que esta interpretacion no es necesaria desde el punto de vista
moderno, segun el cual la justificacion de los célculos formales con numeros complejos se
da directamente sobre la base de las definiciones de suma y multiplicacion. Sin embargo,
esta interpretacion geométrica cobra importancia tanto en las matematicas como en las
ciencias fisicas al mostrar las operaciones de manera natural desde el punto de vista
intuitivo (Courant y Robbins 2002, p. 120).

Esta interpretacidn consiste en representar el nimero complejo z = x + yi como el
punto con coordenadas rectangulares (x, y) en el plano. Asi, la abscisa x representa la parte

real de z y la ordena y representa su parte imaginaria (véase la figura 1.1). Por otra parte, el
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namero real p=/x? + y? se denomina médulo de z, es decir, p = |z]. El angulo entre la
direccion positiva del eje X y el segmento de recta Oz se llama angulo de z y se denota

cona.

z=x+yi

Figura 1.1. Interpretacion geométrica del nimero z = x +iy

De la definicion de suma de dos nimeros complejos z; = Xy +y1i Y 22 =X + Y20 Se
tiene que

1+ 2= (Xl + X2) + (Y1 +y2 )I

Asi, z; + 2, se representa en el plano con el cuarto vértice de un paralelogramo cuyos
tres vértices restantes son O, z;y z,, como se observa en la figura 1.2 (Courant y Robbins

2002, pp. 121 — 122).

o

Figura 1.2. Representacion geométrica de la suma de nimeros complejos z; + z,
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Ahora, el angulo de z no esta determinado de manera Unica, pues cualquier multiplo
entero de 360° puede sumarse o restarse a un angulo sin modificar la posicién de su lado

terminal. En términos de p y de ¢, el nUmero complejo z puede escribirse como

Z=Xx+yi=p(cosp +iseng),

pues por las definiciones de seno y coseno, X = pCcoS¢ yYy = psen ¢.

De lo anterior, se tiene que al multiplicar dos nUmeros complejos

z=p(cosp+isengp)yz' =p’(cos ¢’ +isen¢’)resulta

zz' = pp’ [(COS p COS @’ —senp sen¢’) +i (COSp sen ¢’ + sen ¢ COS @)

pero

COSpCOSp’ —senpseng’ =cos(p+¢@’)ycosepsen ¢’ + sen ¢ COS ¢’ =sen (p + ¢’).

Luego,

zz’ = pp’[cos (p + ¢) +isen (p+¢)].

Asi, para multiplicar dos nimeros complejos se multiplican sus modulos y se suman
los angulos (véase la figura 1.3), es decir, la multiplicacion de niUmeros complejos tiene
algo que ver con la rotacion. Multiplicar z por z” simplemente rota z un angulo @’y si p’ # 1

la longitud de z tiene que multiplicarse por o’ (Courant y Robbins 2002, pp. 123 — 125).
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2z

pp'’

Figura 1.3. Representacion geométrica de la multiplicacion z-z’

En el texto Algebra superior (Cardenas et al., 1990 p. 245) los autores puntualizan
que han querido destacar a lo largo de toda su exposicién el aspecto geométrico de los
nimeros complejos; para ello, los identifican con los puntos del plano real R? y establecen
dos operaciones “convenientemente” definidas.

Para tales fines, en el libro se incluye un primer apartado relacionado con el médulo
y el argumento de los vectores de R% En una seccion posterior los autores preguntan: “;Es
posible extender el producto de los nimeros reales a un producto en R??” (Cardenas et al.
1990, p. 253); nombran al plano real R? con las operaciones de suma y producto, definidas
del mismo modo que en la interpretacién geométrica mostrada en el libro de Courant y
Robbins (2002), el campo de los nimeros complejos. Los nimeros reales se identificaran
con los puntos del eje de las abscisas.

El numero i esta representado por (0, 1). Asi, todo punto del eje de las ordenadas es
de la forma bi, es decir, (0, b) = b(0, 1) = bi. Luego, todo punto z de R? se puede escribir
como z=(a, b) =(a, 0) + (0, b) = a + bi. De este modo, el aspecto geométrico de los
numeros complejos descansa en las propiedades heredadas de su representacion vectorial.

En el libro Curso de algebra superior (Kurosch 1994) también se hace alusion a la
necesidad de extender el sistema de los nimeros reales al sistema de los nimeros
complejos con la finalidad de encontrar solucién a ecuaciones como x* + 1 = 0. El autor
utilizo6 los puntos del plano como material de construccion para el nuevo sistema numerico
comparando este modelo con la representacion de los nimeros reales por medio de puntos
de una recta (Kurosch 1994, p.112).
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Las operaciones de suma y producto de puntos del plano se definen como

(a,b) +(c,d)=(a+c,b+d),
(a,b)-(c,d)=(ac—bd, ad - bc).

Se demuestra que estas operaciones tienen las mismas propiedades que las del
sistema de los nimeros reales y que el nuevo sistema lo extiende de manera efectiva. Para
demostrar que en esta nueva estructura numérica existe una solucién para x* + 1 = 0 se

propone al punto (0, 1) como dicha solucion; asi,

(0,1)- (0, 1) = (-1, 0) = 1.

Se designa el punto (0, 1) con la letra i y se obtiene una expresion ordinaria
(a, b) = a + bi para los niUmeros complejos. Posteriormente, se muestran las mismas
representaciones geométricas de la suma y del producto de nimeros complejos vistas en los

textos anteriores. Para esta Ultima operacion también se utiliza la expresion

a=a+bi=r(cos¢ +isen ).

En los libros de texto Basic Complex Analysis (Marsden 1987) y Theory of
functions of a complex variable (Markushevich 1965) se da préacticamente el mismo
tratamiento a los contenidos de introduccion de los numeros complejos. En estos libros se
muestra la geometria relacionada con los nimeros complejos como surgida de las

propiedades algebraicas y trigonométricas de los vectores.

Los nimeros complejos en libros de texto de bachillerato
Ahora, se analizara la presentacion de los nUmeros complejos en otro contexto
escolar. En la educacion media superior los estudiantes se enfrentan con los nimeros
complejos cuando resuelven ecuaciones de segundo grado a partir de la formula general.

Sin embargo, en algunos libros de texto se concluye que las ecuaciones cuadréaticas
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(ax? + bx + ¢ = 0) con discriminante (b® — 4ac) menor que cero no tienen solucién como se
muestra a continuacion. Se seleccionaron dos libros incluidos en la bibliografia de la
asignatura Matematicas IV, correspondiente al primer grado de bachillerato, tomada de los
planes y programas de estudio de la Escuela Nacional Preparatoria de la UNAM.

En el libro de texto para educacion media superior Algebra (De Oteyza et al. 1996)
se plantea lo siguiente: supongamos que ax? + bx + ¢ = 0 es una ecuacién de segundo grado
en x donde a, b y ¢ son nimeros dados. Para obtener la solucion de la ecuacion general de
segundo grado los autores proponen resolverla por el método de completacion de trinomios
cuadrados perfectos; es decir, dada la ecuacion de segundo grado ax? + bx + ¢ = 0, se sigue

que

ax?+bx+c=0,

ax’ +bx =—c,

a(x2+§x): —C.

Por otra parte, para completar un trinomio cuadrado perfecto a partir de x2 + Zx se

tiene que

luego,

¢ 4a’

) —4ac + b?
4a ’

2 2

) bc — 4ac

4q2 '’
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Asi,
b +Vb?% — 4ac
X+ —= —F—,
2a 2a
—b + Vb2 — 4ac
X = .
2a

Segun los autores, para que las expresiones anteriores tengan sentido, el coeficiente

a debe ser distinto de cero y el discriminante, b®— 4ac, debe ser mayor que o igual a cero,

pues si b?— 4ac < 0, la ecuacion no tiene solucién (Oteyza et al. 1996, p. 343).

En el libro de texto Intermediate Algebra (Angel 2004) se presenta a los nUmeros

imaginarios como todos aquellos que tienen por factor v—1, que es llamado unidad

imaginaria y denotado con i. Asi, para escribir la raiz cuadrada de cualquier nimero

negativo en términos de i, se utiliza la siguiente propiedad para n nimero positivo:

V=T = V=IvA = iV

De este modo, se definen los nimeros complejos en terminos de la nueva unidad i.

Todo nimero de la forma a + bi donde a y b son nimeros reales es un nimero complejo.

Las operaciones de suma y multiplicacion se realizan como sigue.

Para sumar o sustraer nimeros complejos.

1.- Cambia todos los numeros imaginarios a la forma bi.

2.- Suma (o sustrae) las partes reales de los nUmeros complejos.

3.- Suma (o sustrae) las partes imaginarias de los nimeros complejos.

4.- Escribe las respuestas en la forma a + bi.

Para multiplicar nimeros complejos:

1.- Cambia todos los nimeros imaginarios a la forma bi.

2.- Multiplica los nimeros complejos como si multiplicaras polinomios.
3.- Sustituye i por —1.

4.- Escribe la respuesta en la forma a + bi. (Angel 2004, pp. 510 —512)
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En un capitulo posterior se inicia con la resolucién de ecuaciones cuadraticas, y se
deduce la formula general de manera anéloga a como se hace en el texto Algebra (De
Oteyza et al. 1996) utilizando el discriminante b? — 4ac de la férmula para determinar el

numero de soluciones reales para la ecuacion cuadratica.

Para una ecuacion cuadratica de la forma ax* + bx + ¢ =0, a#0:

Si b?— 4ac > 0, la ecuacion cuadratica tiene dos soluciones reales distintas.

Si b? — 4ac = 0, la ecuacion cuadratica tiene una solucién real.

Si b% — 4ac < 0, la ecuacién cuadrética no tiene soluciones reales. (Angel 2004, pp.
542)

Ademas, se muestra lo siguiente.
Si b - 4ac > 0, la grafica de la ecuacion se interseca con el eje X dos veces (véase la
figura 1.4).

Figura 1.4. Representacion geométrica de las soluciones de una ecuacion
cuadraticacon b® — 4ac > 0 (Angel 2004, pp. 542 — 543)

Si b? - 4ac = 0, la gréfica de la ecuacion se interseca con el eje X una vez (véase la
figura 1.5).

Figura 1.5. Representacion geométrica de las soluciones de una ecuacion cuadratica
con b® — 4ac = 0 (Angel 2004, pp. 542 — 543)
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Si b? - 4ac < 0, la gréfica de la ecuacion no se interseca con el eje X (véase la figura
1.6).

Figura 1.6. Si b® — 4ac < 0 entonces la parabola que representa al polinomio
ax? + bx + ¢ no se interseca con el eje X (Angel 2004, pp. 542 — 543)

Los numeros complejos en libros de texto de secundaria

Si bien los nimeros complejos no son un tema propio de la educacion secundaria,
éstos aparecen de manera implicita al resolver y representar soluciones de ecuaciones
cuadréticas. Se escogieron dos libros de texto autorizados por la Secretaria de Educacion
Publica (SEP) para su uso en las escuelas secundarias del Sistema Educativo Nacional en el
ciclo 2011 — 2012. La lista completa de libros autorizados por la SEP puede consultarse en
el Diario Oficial de la Federacion del 20 de junio de 2011.

En la leccion 15 del libro Matematicas 3° (Farfan et al. 2008), los autores
presentaron la forma general de la ecuacion de segundo grado con una incégnita:
ax? + bx + ¢ = 0. Siguiendo el mismo razonamiento que el texto Algebra (De Oteyza et al.

1996), (de bachillerato), deducen la expresion

—b +Vb?% — 4ac
x = )
2a

Luego, para resolver una ecuacion de segundo grado, basta con sustituir los valores de a, b
y € en la expresion hallada. Para saber si una ecuacién de segundo grado tiene dos, una o

ninguna raiz, se propone calcular el discriminante A = b? — 4ac.

Cuando A > 0, la ecuacion de segundo grado tiene dos raices distintas.
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Cuando A =0, la ecuacion de segundo grado tiene una raiz.

Cuando A <0, la ecuacion no tiene raices. (Farfan et al. 2008, pp. 123 — 125)

En la leccién 1 del blogue 2 del libro Mateméaticas 3 (Brisefio et al. 2008), se lee lo

siguiente.

Las ecuaciones cuadraticas pueden tener una o dos soluciones o pueden no tener
solucion.

La ecuacion (x —5)? = 0 tiene a x = 5 como Unica solucién.

La ecuacion x* = 4 tiene dos soluciones distintas: x =2 y x = —2.

La ecuacion x* = — 5 no tiene solucién. (Brisefio et al. 2008, p. 102)

Obsérvese que en ambos textos de nivel secundaria la conclusion es la misma. Dada

—-b+Vb2%-4ac

la férmula general de resolucidon de las ecuaciones de segundo grado, x = — Si

A <0, siendo A = b? — 4ac, entonces la ecuacion no tiene raices. No se explica que las
raices de la ecuacion no pertenecen a los nimeros reales.

En este analisis se observa que en el nivel de licenciatura una de las principales
preocupaciones de los autores de los libros de texto revisados es el caracter geométrico de
los numeros complejos. Sin embargo, la geometria asociada a este sistema de nimeros se
genera directamente de sus propiedades algebraicas. Courant y Robbins (2002) vincularon
el campo de los nimeros complejos con los puntos de R?, Céardenas et al. (1990) lo
relacionaron con representaciones vectoriales sobre el plano. Luego, los modelos
geomeétricos propuestos no clarifican la construccion geométrica de los nimeros complejos;
se da prioridad a su aspecto algebraico y se busca un modelo adecuado que se apegue a las
propiedades propuestas. Evidencia de esto es la representacién geomeétrica de la unidad
compleja i =+/—1; primero se presenta como un nimero “adecuado” que resuelve
algebraicamente la problematica planteada de encontrar soluciones a ecuaciones como
x> +1=0, y después se le asocia una representacion geométrica “conveniente” en el plano.

Surge la pregunta obligada: ¢Los numeros complejos pueden generarse geométricamente?
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De acuerdo con los textos analizados, el caracter puramente algebraico de los

nimeros complejos se concibe desde la educacién media superior. Se observé que i = v—1
se presenta como unidad adecuada para operar y resolver ecuaciones que no tendrian
solucién en los numeros reales, ademas, en el bachillerato las propiedades algebraicas de
los nimeros complejos se tratan del mismo modo que en el nivel superior. La geometria
mas proxima a los numeros de la forma a + bi se vincula con la resolucién de ecuaciones
cuadréticas y se explica mediante la ausencia de intersecciones de la parabola en el plano
cartesiano que representa a la ecuacion y = ax? + bx + ¢ con el eje X, lo que indica que para
ningun valor de las abscisas se cumple que ax® + bx + ¢ = 0. Este modelo invita a pensar
que los numeros complejos no tienen representacion geométrica y en consecuencia no seria
natural que pudieran generarse geométricamente.

Los nimeros complejos no son un tema tratado en la educacion secundaria. Sin
embargo, las ecuaciones cuadraticas y el manejo de la formula general de resolucion se
estudian en tercer grado. Con el estudio del discriminante A = b®— 4ac se abre la
posibilidad de dar a conocer a los estudiantes que se puede generar un dominio numérico
mas amplio que el que conocen. Es probable que las estructuras cognitivas de los
estudiantes de secundaria no sean las adecuadas para incorporar conocimientos
relacionados con un campo numérico distinto al campo de los nimeros reales, pero esto no
implica que se deba negar la existencia de entidades matematicas que posiblemente en un
futuro sean estudiadas por los alumnos. Afirmar que una ecuacién cuadratica con
b% — 4ac < 0 no tiene solucién, puede generar concepciones limitadas de esas cantidades
desconocidas hasta ese momento por los estudiantes, que se reforzara con modelos
geométricos como el de la parabola que no se interseca con el eje X.

Este analisis muestra cobmo se estudian los numeros complejos en el sistema escolar.
No se plantea una idea clara de cobmo se generan estos nimeros y por tanto es de esperarse
que su conceptuacion resulte complicada, ajena y artificial en los estudiantes de cualquier

nivel.
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Obijetivo de esta investigacion

Para este trabajo de investigacion en matematica educativa se plantearon los

siguientes objetivos.

— ldentificar y analizar las concepciones sobre los nimeros complejos presentes en
estudiantes de educacion media superior y superior de la UNAM.

— Identificar las dificultades de estudiantes de educacién media superior y superior de la
UNAM para conceptuar y conceptualizar los nimeros complejos, asi como las posibles

causas de esas dificultades.

En la redaccion de este trabajo se debe entender por concepciones las ideas,
nociones, creencias, procedimientos, etc. Segun Ponte (2004), las concepciones son
estructuras cognitivas que intervienen como marco subyacente de los conceptos y son
esencialmente metaforicas. Por otra parte, el mismo autor explica que las creencias son
verdades personales que no admiten duda ni disputa y que provienen de la experiencia o de
la fantasia (Ponte 2004, p.1). Asi, por medio de las creencias se determina si algo es
verdadero o falso aunque se carezca de un argumento consistente y sistematico para
sustentarlo. Ponte se refiere al conocimiento como una amplia red de conceptos, imagenes
y habilidades inteligentes que poseen los seres humanos. De este modo, las creencias y las
concepciones forman parte del conocimiento. Para nuestro estudio no se considero
indispensable distinguir entre concepcion y creencia de manera puntual, ya que se buscaba
caracterizar las conceptuaciones de los estudiantes; es decir, se buscd determinar los
elementos que emplean los estudiantes para formarse una opinién o consideracion de los
numeros complejos. Ademas, se buscaba identificar si esas conceptuaciones dificultaban

lograr la conceptualizacion de los nimeros complejos.

Algunas investigaciones publicadas sobre la cognicién de los numeros complejos

Se analizaron algunas investigaciones previas relacionadas con la cognicién de los

numeros complejos. Los trabajos revisados fueron los siguientes. “The concept of complex
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numbers: An example of accomodation in the learning of mathematics” (1979), de Shlomo
Vinner; “Ces nombres que 1’on di « imaginaires »” (2003), de Hilda Rosseel y Maggy
Schneider, y “What is 1?”, que es un estudio de caso llevado a cabo por George Lakoffy
Rafael E. NUfez, incluido en el libro Where mathematics comes from: How the embodied
mind brings mathematics into being (2000).

En el trabajo de Shlomo Vinner (1979) se reporta una investigacion enfocada en el
acomodamiento del concepto de nimero complejo en los estudiantes de bachillerato y de
licenciatura. Las nociones de asimilacion y de acomodamiento, segin Vinner, tienen
significados similares en las teorias de Piaget, Ausubel y Skemp. Es comin que en
matematicas las estructuras cognitivas de los estudiantes no es las adecuadas para integrar

nuevos conocimientos; Vinner define el acomodamiento como sigue.

[...]

muy frecuentemente y especialmente en matematicas, la estructura cognitiva del
estudiante no es la deseable para incorporar nuevo material. En este caso, la
estructura cognitiva tiene que someterse a algunos cambios, esto es acomodamiento
(Vinner 1979, p. 426).

El autor distingue dos tipos de cambio: el acomodamiento subordinado, que exige
un cambio relativamente pequefio en el esquema existente del individuo, y el
acomodamiento subordinante, que implica una sustitucién completa del esquema existente
por uno nuevo totalmente diferente (Vinner 1979, p. 426).

Vinner en esta publicacion de hace mas de 30 afios, sefial6 dos maneras de ensefiar
el concepto de nimero complejo. La primera de ellas requiere un proceso de
acomodamiento subordinado; consiste en mostrar a los estudiantes que existen algunos
nameros con los que no estan familiarizados pero que son Utiles para extender el campo de
los nimeros reales; uno de esos numeros se denota como i, siendo su cuadrado igual a —1.
Otros nimeros se obtienen al multiplicar i por nimeros conocidos (nimeros reales) y son
del tipo bi, que al ser sumados a numeros reales, generan nimeros del tipo a + bi; es decir,

numeros complejos. Estos nUmeros tienen leyes de adicion y multiplicacion:
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(a1 + bqi) + (a2 + bai) = (a3 + &) + (by + b)i,

(al + bll) (a2 + bzl) = (alag— blbz) + (al b, + a, bl)l

Esta aproximacion refleja las ideas de extension de campo al agregar una raiz de la
ecuacion x? + 1 = 0. Vinner menciona que esta presentacién probablemente no es muy
aceptable desde el punto de vista del rigor matematico y, ademas, resulta completamente
ininteligible para los estudiantes ajenos a las matematicas superiores. Sin embargo, requiere

un cambio relativamente pequefio en los esquemas de los estudiantes, ya que pueden usar

por ejemplo 5 + /3 (véase el tema de extension de campo en Courant y Robbins 2000, pp.
157 — 164) como una analogia a 5 + 3i. Luego, segun Vinner, esta manera de ensefianza
requiere un acomodamiento subordinado (Vinner 1979, p. 427).

La segunda forma de ensefianza es identificar a los nimeros complejos como pares
ordenados de nimeros reales. La suma y la multiplicacion de pares se definen de la
siguiente manera:

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + az, by + by),

(a1, b1) - (a2, b2) = (a1a2— biby, a1 by + a; by).

Segun Vinner, se puede probar que la coleccion de pares ordenados es un campo
que extiende el campo de los numeros reales y que tiene un elemento, el par (0, 1), cuyo
cuadrado es (-1, 0). De acuerdo con el autor, es claro que para asimilar el concepto de
nimero complejo con esta segunda aproximacion se debe cambiar completamente el
esquema de los nimeros. Asi, esta manera de ensefianza requiere un acomodamiento

subordinante.

[El estudiante] tiene que asimilar la idea de que los numeros son “hechos por el
hombre”, que los matematicos definen objetos y operaciones matematicas
“arbitrariamente” y que los numeros reales pueden ser identificados con todos los
pares que tienen la forma (a, 0) y que por lo tanto existe un numero cuyo cuadrado

es —1 en el campo complejo. (Vinner 1979, p. 428)
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Para explorar el acomodamiento en el aprendizaje de los numeros complejos,
Vinner trabajo con tres grupos de estudiantes que contestaron un cuestionario con 2
preguntas de opcion multiple sobre el nimero i. Un grupo estaba integrado por estudiantes
de bachillerato con un nivel académico superior al promedio; otro, formado por estudiantes
de ciencias que recibieron un curso corto de algebra lineal como preparacién para estudios
posteriores en quimica o biologia y uno mas integrado por estudiantes universitarios con
una orientacién mas matematica que el grupo anterior. Los dos primeros grupos estudiaron
los nimeros complejos como pares ordenados, y el tercer grupo los estudié como extension
del campo de los numeros reales al agregar i.

Algunas ideas de los estudiantes respecto a los nimeros complejos que Vinner

obtuvo mediante el cuestionario fueron las siguientes.

1.- No podemos entender como el cuadrado de un nimero es igual a —1.

2.- Tenemos ideas claras de como usar los nimeros complejos en los calculos.

3.- i no tendria que existir, pero la definicion de nimero puede interpretarse de
muchas maneras y cada quien elige la interpretacion que le ajusta mejor.

4.- Es imposible definir i por medio de conceptos ordinarios, pero puede
ejemplificarse por medio de ejercicios; por ejemplo, ecuaciones cuadraticas que
tienen discriminante negativo.

5.- i no es un nimero y no falta informacién, falta imaginacion.

6.- i es el nmero v/—1 y es mas conveniente denotarlo por una letra como el caso
de r.

7.-1 esun digito en un dominio diferente. (Vinner 1979, p. 429)

So6lo un estudiante, de acuerdo con las perspectivas de Vinner (1979, p. 436), logro
un acomodamiento de orden superior al mencionar que los nimeros complejos son pares
ordenados de nimeros reales donde i es el par (0, 1). Lo mas comun fue el acomodamiento
subordinado al identificar i con v—1.

Por otra parte, el autor recomienda que si existen dos aproximaciones alternativas

para ensefiar un nuevo tema, uno que requiere acomodamiento subordinado y otro que
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necesita acomodamiento de orden superior, y si en la instruccion posterior no se necesita
una aproximacion de orden superior, entonces es mejor usar la aproximacion subordinada.

Finalmente, concluye que si existe solo una aproximacion que requiere un
acomodamiento de orden superior para ensefiar el tema y las ideas de orden superior no
seran necesarias en la ensefianza futura, quizas es mejor reconsiderar la inclusiéon del tema
en los programas de matematicas escolares.

En el reporte de la investigacion de Rosseel y Schneider (2003) se describen y
analizan en términos de la nocion de obstaculo epistemoldgico, en el sentido de Brousseau,
las dificultades que enfrentron algunos estudiantes belgas de bachillerato, asi como
profesores practicantes en formacidn con relacion a la conceptuacién de los nimeros
complejos después de haber recibido una ensefianza bajo un enfoque algebraico, como se
explicara mas adelante. Segun las autoras, su investigacion les permitié analizar aquello
que se pone en accion durante el aprendizaje de los nimeros complejos.

Una de las aproximaciones clasicas a los nimeros complejos empleada en la
ensefianza secundaria en Bélgica (estudiantes de 12 a 18 afios) consiste en postular la
existencia del nimero i cuyo cuadrado es i = —1. El objetivo de este postulado es extender
el nimero de ecuaciones solubles (Rosseel y Schneider 2003, p 54). De este modo, se
define al namero complejo como aquel que tiene la forma a + bi, donde a es llamada la
parte real y b es llamada la parte imaginaria. Para sumar dos nimeros complejos se deben
sumar sus partes reales y sus partes imaginarias respectivamente, y su multiplicacion
obedece a la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a la suma de los nimeros
reales; es decir,

(@+Dbi)(a+b’i)=aa’—bb’” + (ab’ + a’b)i.

Otra aproximacion frecuente consiste en definir un nimero complejo como una
pareja de nimeros reales (a, b) definiendo la suma y la multiplicacion respectivamente
como

(@,b)+(c,d)=(a+c,b+d) y (ab)-(cd)=(ac—bd, ad + bc).
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La escritura trigonométrica de estas aproximaciones, segun las autoras, conduce a la
interpretacion geométrica de las operaciones de los nimeros complejos en términos de
transformaciones geométricas del plano (Rosseel y Schneider 2003, p. 54).

Las preguntas planteadas por las investigadoras formaron parte de una entrevista
semiestructurada enfocada en lo que los entrevistados aprendieron sobre los nimeros
complejos, como lo explicarian a otros estudiantes que no han iniciado estudios
relacionados con los nimeros complejos, la importancia de estos niumeros en las
matematicas, asi como cuestionamientos sobre su “existencia verdadera”. Algunas ideas de
los estudiantes identificadas mediante en las entrevistas fueron las siguientes (Rosseel y
Schneider 2003, pp. 55-56).

1.— La parte imaginaria de los nimeros complejos es una parte “inventada”.

2.— Los nimeros complejos se utilizan para resolver ecuaciones cuadraticas cuyo
discriminante es negativo. Particularmente, i sirve para cambiar el signo de los nimeros
negativos, por ejemplo —9 = 9i.

3.— Los nimeros complejos pueden imaginarse, son como la geometria del espacio pero sin
la posibilidad de comprobar los resultados obtenidos al trabajar con ellos.

4.— No existe un modelo concreto para i. No es claro por qué i* = —1.

5.— Los nimeros complejos sugieren imposibilidad y complicacién. En cursos previos al
bachillerato los profesores ensefian que las raices cuadradas de los niUmeros negativos no
existen; después se presenta i como una herramienta que permite encontrar esas raices.
¢Por qué los profesores trabajan de esa manera?

6.— La nocion de numero complejo es imprecisa y absurda. Las nociones puramente
abstractas y sin aplicacion, como los nimeros complejos, carecen de interés y no pueden
comprenderse.

7.— i es Unicamente una herramienta de calculo sin significado.

8.— i es un nimero inventado cuyo cuadrado da —1 y puede verse como todos los demas
numeros inventados; sin embargo, cambia la concepcion de las matematicas que un
estudiante puede tener.

9.— Los nimeros complejos son una pérdida de tiempo.

10.— No sé para qué sirven los numeros complejos.



34

Algunas ideas de los profesores en formacion fueron las siguientes (Rosseel y
Schneider 2003, pp. 57-58).

1.— Se necesita poder de abstraccion para imaginar que pueden existir otros nimeros mas
generales que los nimeros reales.

2.— El ejemplo més concreto de la utilidad de los numeros complejos es que permiten
encontrar las raices de los nUmeros negativos.

3.— Los nimeros complejos son una construccion y una notacién comoda que permiten
descomponer en factores cualquier polinomio y encontrar las raices de los nUmeros
negativos.

4.— Se pueden representar de manera concreta en el plano de dos dimensiones; sin embargo,
su significado no es concreto.

5.— En matematicas son aceptados como parte de la teoria matematica; en fisica son Utiles
para simplificar calculos y por tanto son suficientemente concretos.

6.— No son numeros porque un nimero es aquel con el que se puede contar algo.

7.— i es un nimero aungue se trate de una letra, y esto puede perturbar a los estudiantes.

8.— El cuadrado de un nimero no puede ser negativo, pero los matematicos inventaron el
nGmero i llamado ntimero imaginario tal que i? = —1.

9.— Su analogia con las coordenadas del plano no ayuda a comprender por qué i? = —1.

Segun las autoras, para los estudiantes la palabra nimero evoca las propiedades
comunmente asociadas a los niUmeros que conocen, entre ellas que un numero sirve para
contar, de aqui que surjan dificultades para englobar objetos matematicos inesperados,
como los nimeros complejos, dotados con otras propiedades y que incluso generan
contradicciones con sus esquemas establecidos. Indican que si los estudiantes o los
profesores en formacion se muestran incomodos al tratar con los nimeros complejos, es
precisamente porque no pueden asociar un modelo concreto, como la longitud de un
segmento, ni una escritura familiar como la de un nimero decimal (Rosseel y Schneider
2003, p. 60 — 61).

Por otra parte, sefialan la vision positivista del sistema educativo de su pais como
otro factor importante que obstaculiza el aprendizaje de los nimeros complejos.
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Argumentan que esta vision consiste en concebir a los objetos matematicos como el reflejo
de los objetos del mundo natural: los nimeros naturales se relacionan con colecciones de
objetos que existen en el mundo tangible, los numeros racionales y los irracionales se
relacionan con la medida de magnitudes. En oposicién, proponen que una vision socio-
constructivista considera a los objetos matematicos como productos imaginados por el
espiritu humano en funcién de proyectos bien determinados (Rosseel y Schneider 2003,

p. 61).

Respecto a postular la existencia de un nimero i cuyo cuadrado es —1 como una
solucion didactica para estudiar los numeros complejos, las autoras consideran que esta
aproximacion no resuelve los problemas que enfrentan los estudiantes para comprender los
numeros complejos, unicamente permite desarrollar la teoria de los nUmeros complejos
bajo un modelo formal basado en el principio de no contradiccion, es decir, la teoria puede
no ser significativa para el estudiante. Un ejemplo de esto es que el estudiante no considera
que la multiplicacion de dos numeros complejos es una operacion diferente a la
multiplicacidn de nameros reales que conoce. Las autoras afirman que la introduccién
prematura de la letra i puede acarrear confusiones a los estudiantes, pues su papel en la
matematica obedece a una perspectiva esencialmente formalista (Rosseel y Schneider 2003,
pp. 62 — 66).

La aproximacién geométrica clasica empleada en Bélgica es la conocida en México:
los nimeros complejos son vistos como parejas ordenadas en el plano. Esta aproximacion
mas concreta no elimina forzosamente las dudas de la existencia del nimero i, pues los
estudiantes contintan sorprendiéndose de que un nimero pueda tener una potencia
cuadrada negativa. Respecto a esta aproximacion para ensefiar los nimeros complejos, las
autoras sefialan que uno de los principales obstaculos que enfrentan los estudiantes es
concebir a un numero complejo como un ndamero, ya que el modelo presentado lo exhibe
como una pareja ordenada, es decir, se requieren dos nUmeros reales para representar a un
numero complejo; luego, un complejo no es un numero sino que son dos nimeros. Aunado
a esto, el modelo, a pesar de ser tangible, no necesariamente ayuda a comprender por qué
i°=-1.

A continuacion se describe el estudio de caso titulado “;Qué es i?”, de Lakoff'y
Nufez (2000). Los autores trabajaron desde el punto de vista de la ciencia cognitiva a
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través de metaforas. Segun Lakoff y Nufiez, la mayoria de los seres humanos desarrollan
conceptos abstractos en términos concretos mediante ideas y modos de razonamiento
basados en el sistema sensorio-motor. Al mecanismo por el cual lo abstracto es
comprendido en términos de lo concreto se le llama metafora conceptual. El pensamiento
matematico hace uso de metaforas conceptuales; por ejemplo, cuando se conceptualizan los
numeros como puntos sobre una linea (Lakoff y Nufiez 2000, p. 5).

Las metaforas conceptuales son parte de nuestro sistema de pensamiento; su
principal funcion es permitirnos razonar acerca de dominios relativamente abstractos
(dominios destinatarios) usando la estructura formada por inferencias de dominios
relativamente concretos (dominios fuente) (Lakoff y Nufiez 2000, p. 42). Los autores
explican que una metafora conceptual es un mecanismo cognitivo central que extiende la
aritmética basica a aplicaciones mas sofisticadas de los niUmeros. Muchos de los procesos
de abstraccion de las matematicas superiores son consecuencia de capas sistematicas de
metaforas sobre metaforas, donde cada capa metaférica tiene una estructura de inferencias
del dominio fuente al dominio destinatario (Lakoff y Nufiez 2000, pp. 47 — 48).

Al comienzo de su estudio de caso, estos autores dan una explicacion de la
naturaleza controversial de v/—1. Afirman que transcurrié mucho tiempo antes de que v—1
fuera reconocido como un numero, principalmente por razones cognitivas, pues en
matematicas un niimero representaba una magnitud, y v—1 no es una magnitud comparable
con las magnitudes reales, los niumeros reales son ordenados linealmente, y v/—1 no esta
ordenado respecto a los ntimeros reales. Sin embargo, v—1 es (til para resolver ecuaciones
y se puede manipular para realizar calculos (Lakoff y Nufiez 2000, p. 420).

Lakoff y Nufiez sefialan como su objetivo mostrar como los numeros complejos, los
nameros imaginarios, el plano complejo y la aritmética compleja surgen y son entendidos
en términos de mecanismos de cognicién ordinaria. Los autores afirman que, desde una
perspectiva formal, mucho acerca de los nimeros complejos y su aritmética parece
arbitrario. Desde el punto de vista algebraico, i = +v/—1 surge como una solucién a la
ecuacion x? + 1 = 0. No hay nada geométrico en este tipo de argumentacion, ni siquiera en

el llamado plano complejo, puesto que no es claro por qué el “eje i ” forma un angulo recto
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con del eje X, es decir, forma un angulo de 90° —en sentido levogiro— con respecto al eje X
(Lakoff 2000, pp. 420 — 421).

Los autores asumieron el siguiente principio: Las leyes de la aritmética se deben
mantener para X, siendo X cualquier “tipo” de nimero, es decir, las leyes de la aritmética se
mantienen para todos los nimeros. Esto es equivalente al principio cognitivo de cerradura,
es decir, cualquier operacidn aritmética sobre nimeros dara como resultado un nimero
(Lakoff y Nufiez 2000, p. 421).

Ahora, los niimeros irracionales dan soluciones a ecuaciones como x* = 2. Para
resolver esta ecuacion se debe dar por hecho que x es un nimero. Una vez que se muestra

gue X no puede ser un namero racional, el principio de cerradura obliga a que los nimeros

irracionales existan, con x = v2 como una solucién de x? = 2. Para resolver la ecuacion

x>+ 1 =0, de acuerdo con esta perspectiva, se necesita que bajo las leyes de la aritmética x
sea un nimero. Ahora, x> + 1 = 0 equivale a xX* = —1; si x es un nimero, debe ser un niimero
natural, racional, irracional o algiin tipo de “niimero”. Llamese i a dicho nUmero; es decir,

i> = —1. El ntmero i no es un nimero real, pues no guarda un orden relativo con los
numeros reales. Si i fuera un nimero positivo, su cuadrado seria positivo; si i fuera un
numero negativo, su cuadrado seria positivo; si i fuera igual a 0, su cuadrado seria igual a 0,
pero su cuadrado es —1. De ahi que sea llamado imaginario; i serd un nimero en virtud de la
cerradura y de las leyes de la aritmética (Lakoff y Nafiez 2000, pp. 422 — 423).

Para estudiar qué es i, los autores recurren a la conceptuacion de los nimeros
negativos y sus operaciones aritméticas basicas (adicion y multiplicacion). Se utilizara la
metéfora de que la aritmética es el movimiento a lo largo de una linea con un punto
particular al que se llamara origen; la metafora permite extender la linea indefinidamente en
ambos sentidos a partir del origen. De este modo, los nUmeros positivos, el cero y los
numeros negativos seran conceptuados como puntos ubicados sobre la linea. Para sustentar
la aritmética de los nimeros reales hay que extender la metafora.

Los nimeros negativos se localizaran sobre la linea en el sentido opuesto al de los
positivos respecto al cero, que se identifica con el origen. En el dominio fuente se observa
la simetria, para todo punto localizado a determinada distancia del origen existe un tnico

punto localizado a la misma distancia pero en el sentido opuesto, es decir, existe un punto
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simétrico. El simétrico de -5 es +5 y el simétrico de +5 es —5. En el dominio destinatario, a
cada punto localizado en la linea le corresponde un nimero; luego, para cada numero
positivo existe un unico nimero negativo, e inversamente (Lakoff y Nufiez 2000, pp. 89 —
90).

La metéfora para sumar es la siguiente. Para sumar un ndmero positivo a un nimero
dado hay que moverse a la derecha del “punto dado” sobre la recta; para sumar un nimero
negativo hay que moverse hacia la izquierda. Es decir, si se quiere determinar la suma de
A + B, siendo B un numero positivo, basta con moverse B unidades a la derecha del punto
que representa a A. Si B es un nimero negativo, entonces hay que moverse B unidades a la
izquierda de modo que asociando distancias dirigidas a la adicion se tendra que
A + (-B) = A — B. Para determinar la sustraccion A — B hay que moverse B unidades a la
izquierda de A. Si B es negativo, hay que moverse B unidades a la derecha de A. Asi,
asociando distancias dirigidas a la sustraccion se tendra que A — (-B) = A + B.

A+ (-B)=A-B,
A—(-B)=A+B.

La multiplicacién es mas complicada. Multiplicar por un nimero positivo requiere
ejecutar la accion de mover determinado nimero de veces la posicién de un punto.
Multiplicar un numero negativo —B por un positivo A requiere sumar A veces —B, es decir,
partiendo del origen hay que mover A veces las B unidades negativas (Lakoff y Nufiez
2000, p. 91).

Segun Lakoff y Nufiez, multiplicar por un nimero negativo no es una simple
extension conceptual de la multiplicacion por un nimero positivo. Se necesita una metafora
diferente que debe ajustarse a las leyes de la aritmética. Para multiplicar por un nimero
negativo —n primero se multiplica por el nimero positivo n y después se hace una rotacion
mental al punto simétrico de 180°. Este proceso desde una perspectiva cognitiva, es una
mezcla de metaforas. Asi,—n-a=(-1-n)a=-1-(n- a), es decir, —n - a puede
conceptualizarse como una rotacién al punto simétrico de n - a (Lakoff y Nufiez 2000, p.
92).
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Para conceptualizar los numeros complejos se empleara la metafora denominada
mezcla rotacion—plano, es decir, se puede considerar la mezcla de metaforas
multiplicacion—rotacion y combinarla con la mezcla nimero—linea para formar la mezcla
rotacion—numero—linea, en la que multiplicar por el nmero —1 se corresponde con una
rotacién de 180°. Esta nueva mezcla define una multiplicacién metaférica por medio de la
rotacién del plano, se puede multiplicar un par ordenado por otro. Asi, dado el punto (a, b)
en el plano cartesiano, la rotacion de 180° lo envia al punto (-a, —b), es decir,

(-1,0) - (a, b) =(-a, —b). Lasuma esta bien definida, (a, 0) + (b,0)=(a+b,0) y
(0, a) + (0, b) = (0, a + b) (Lakoff y Nufiez 2000, p. 426).

En la rotacion en el plano, rotar 180° equivale a multiplicar por —1. Si se extiende la
metéfora para encontrar un significado a rotar 90°, se tendra que existe algin numero n tal
que la rotacion de 90° represente multiplicar por n. Luego, dos rotaciones de 90° seran el
equivalente a n’.

Asi, al multiplicar ny (1, 0) se aplicara una rotacion de 90° a (1, 0) para obtener
(0, 1), luego, n - (1, 0) = (0, 1). Si se multiplican ny (a, b), se aplicara una rotacion de 90° a
(a, b) para obtener (b, a), asf, n - (a, b) = (-b, a). Ahora, si se multiplican n’y (a, b) se
aplicard una rotacion de 90° a (—b, a) para obtener (—a, —b), de donde n’- (a, b) = (-a, -b).

De este modo, Lakoff y NUfiez muestran la rotacion en el plano cartesiano como la
metafora para conceptualizar la multiplicacion por —1, es decir, la multiplicacién por -1 es
rotar hacia el punto simétrico sobre la linea. Luego, el plano complejo resulta de rotar el
plano cartesiano 90°, es decir, multiplicar por i =+/—1 es rotar 90° (Lakoff y Nafiez 2000,
p. 429). Estos resultados no son arbitrarios, si la multiplicacion por —1 es una rotacion de
180° y ademas i -i = —1 entonces tiene sentido que la multiplicacién por i sea una rotacion
de 90°. Lakoff y Nufiez sefialan que es posible pensar a los numeros complejos y sus
operaciones aritméticas basicas aislados del dominio espacial, pero como consecuencia se
perdera la estructura conceptual que motiva las propiedades aritméticas de este sistema
numérico. Caracterizar al plano complejo como la rotacion de 90° del plano cartesiano
revela la estructura inherente que subyace al significado del plano complejo (Lakoff y
Nufiez 2000, pp. 430 — 431). Asi, en términos de metaforas, la estructura conceptual del

plano complejo es la siguiente combinacion de metaforas.
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1.- La multiplicacién por —1 se sustenta con la metafora de la rotacion de 180°.
2.- La metafora de los nUmeros como puntos sobre una linea.

3.- La metafora denominada mezcla plano cartesiano.

4.- La metéfora denominada mezcla rotacion—plano.

5.- La metéafora rotacion de 90° en el plano, es decir, la mezcla rotacion de 90°.

Es digno de observar que la ensefianza de los nimeros complejos no ha cambiado
en nada desde la publicacién de la investigacion de Vinner (1979). Las mismas
representaciones de los nimeros complejos: como simbolos manipulables de la forma
a + bi o como pares ordenados en el plano cartesiano, son empleadas para identificarlos y
justamente es posible que en ello radiquen las dificultades de su conceptuacion
(aprendizaje). ¢Por qué emplear sistemas de representacion y no modos de generar los
numeros complejos? Vinner reconocio sélo dos posibles maneras de llevar al aula el
concepto de nimero complejo que, segun la evidencia encontrada en los libros de texto,
persisten. También caracterizo los tipos de acomodamiento de estructuras cognitivas en los
procesos de aprendizaje de los estudiantes que implicitamente muestran algunas
dificultades. Sin embargo, lejos de proponer un camino para librar estas dificultades,
concluyo con dos recomendaciones: optar por la via del acomodamiento subordinado
atendiendo a las representaciones, o desistir de la ensefianza del tema si no existe una via de
este tipo y si no se requiere el conocimiento de los nimeros complejos en el futuro del
estudiante. ¢Se requiere una reforma de planes y programas de estudio para evitar los
inconvenientes de conocer los nimeros complejos? ¢Existen otros caminos que permitan a
los estudiantes comprender qué es y no qué representa a una magnitud compleja?

La investigacion de Rosseel y Scheneider (2003) muestra evidencias de un conjunto
de dificultades surgidas de los modelos de representacion utilizados para los nimeros
complejos empleados en la ensefianza tradicional, dificultades que van desde considerar el
numero i como un artificio sin significado fabricado para “solucionar’” algunos problemas
matematicos, hasta la imposibilidad de comprender a través de los modelos vigentes por
qué i?=-1.

La investigacion de Lakoff y Nufiez (2000) muestra una perspectiva diferente para

comprender los mecanismos cognitivos que intervienen en la cognicion de los nimeros



complejos. Este panorama se enriqueceria con el estudio historico del surgimiento de los
numeros complejos. Las evidencias encontradas en los libros de texto y en los reportes de
investigacion de Vinner (1979) y de Rosseel y Shneider (2003) muestran a los nimeros
complejos en el ambiente escolar desde una Optica puramente aritmética-algebraica, y en
ocasiones completamente simbélica y ligada a la organizacidon rigurosa del conocimiento
matematico, dejando de lado su elaboracion inicial en el &mbito geométrico, aspecto
rescatado con una vision alternativa en el trabajo de Lakoff y Nufiez.

A partir estas reflexiones surgen las siguientes preguntas.

1.- ;Como pueden los estudiantes conceptualizar los numeros complejos?

2.- ¢ Qué consecuencias tiene una temprana concepcion erronea de las raices cuadradas de
los nimeros negativos?

3.- ¢Los nimeros complejos pueden generarse geométricamente en el aula?

4.- ;Existen otros caminos que permitan a los estudiantes comprender qué es y no qué

representa a una magnitud compleja?

Estas preguntas no se responderan en esta investigacion, surgieron a partir de la
revision de algunas investigaciones hechas en diferentes paises relacionadas con la

cognicion de los nimeros complejos.
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CAPITULO II
LA METAFORA CONCEPTUAL COMO MARCO TEORICO

En este capitulo se plantea el marco teorico desde el que se condujo la investigacion
para esta tesis. El marco teorico de la metafora conceptual, desde la perspectiva de Lakoff y
Nufiez (2000), tiene sus fundamentos en la lingistica y se sustenta en la ciencia cognitiva,
como se describe a continuacion.

Existen asuntos matematicos que regularmente son aceptados de manera dogmatica.
Por ejemplo, cuando se pregunta: ¢Por qué menos por menos da mas?, o ¢Por qué i* = —1?
Las respuestas a estas preguntas se siguen de definiciones, axiomas y reglas que no
necesariamente surgen de un entendimiento genuino de aquello que se cuestiona. En
muchos casos se valida una respuesta mediante una demostracion rigurosa y formal, y no
necesariamente porque se logre comprender el significado de los conceptos matematicos
implicados. Este tipo de demostraciones generalmente dejan ver la manipulacion adecuada
de simbolos pero no las ideas que subyacen a lo que se quiere validar.

Para entender la naturaleza y el origen de las matematicas asi como su significado
es necesario estudiar las matematicas mismas, con sus fundamentos intuitivos, su estructura
de inferencias, su sistema de simbolos, etc., como una materia cientifica. Es decir, se
requiere una ciencia cognitiva de las matematicas. Desde esta perspectiva, las respuestas
gue se asumen como dogmas deben darse en términos de mecanismos subyacentes a
nuestras intuiciones y a nuestras ideas. Es decir, en términos de cognicion humana y
mecanismos biologicos y culturales, no en términos de axiomas, definiciones,
demostraciones formales y teoremas (NUfiez 2000, p. 5).

Algunas ideas importantes de la ciencia cognitiva que ayudan a nuestro
entendimiento de las matematicas son las siguientes, segun los escritos de Nufiez (2000) y
Lakoff y Nufiez (2000).
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1.- La encarnacion de la mente. La ciencia cognitiva trata de detallar la naturaleza dindmica
del cuerpo humano y del cerebro, asi como su funcionamiento diario en un mundo de
estructuras, conceptos y razonamientos, en lo cual tienen cabida conceptos y
razonamientos matematicos.

2.- El inconsciente cognitivo. Muchos procesos cognitivos son inconscientes, inaccesibles a
la introspeccion. No podemos ver directamente por medio de introspeccion en nuestro
sistema conceptual y en nuestros procesos cognitivos de bajo nivel; esos procesos
incluyen muchos pensamientos matematicos.

3.- Pensamiento metafdrico. La mayoria de los seres humanos conceptlan ideas abstractas
en términos concretos usando estructuras de inferencias precisas y modos de
razonamiento fundamentados en el sistema sensorio-motor. EI mecanismo cognitivo por
medio del cual lo abstracto es comprendido en términos de lo concreto es llamado
metéfora conceptual. El pensamiento matematico también hace uso de metéaforas
conceptuales; por ejemplo, cuando se conceptian los nimeros como puntos sobre una

linea o espacios como conjuntos de puntos.

Se debe tener en mente que no sélo es de interés lo que es verdadero en
matematicas, sino lo que las ideas matematicas significan y por qué las verdades
matematicas lo son en virtud de esos significados. Es importante aclarar que Nufiez (2000)
se refiere a las aproximaciones contemporaneas de la ciencia cognitiva, que son
radicalmente diferentes de la ciencia cognitiva ortodoxa.

En esta misma postura, Anna Sfard (1998) propone que para investigar sobre el
aprendizaje en general se tienen que examinar cuidadosamente los niveles primarios mas
fundamentales de nuestro pensamiento; es decir, indagar en las suposiciones y en las
creencias gque nos guian, en las metaforas subyacentes tanto a nuestras concepciones
espontéaneas diarias como a nuestras reflexiones cientificas. Segun la autora, las metaforas
son los objetos informativos de analisis mas primitivos, elusivos y sorprendentes (Sfard
1998, p. 4). Su poder especial deriva de que frecuentemente cruzan las fronteras entre lo
espontaneo y lo cientifico, entre lo intuitivo y lo formal; llevando a través del lenguaje

ideas que se permean del discurso diario al cientifico y viceversa, permitiendo que nuestra
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intuicion primaria modele ideas cientificas y que los conceptos formales se enriquezcan
dentro de la intuicion.

En su articulo “La metafora como conducto”, Reddy (1978) sefial6 la ubicuidad de
las metaforas y su papel constitutivo (citado en Sfard 1998, pp. 4-5). Usando como ejemplo
la nocion de comunicacién, mostrd como el lenguaje que utilizamos para hablar nos
proporciona conceptos que permiten ir sistematicamente de una organizacion a otra,
estableciéndose dominios conceptuales no relacionados. Desde entonces los mapeos
conceptuales fueron conocidos como metéforas conceptuales y se volvieron objeto de
investigacion vigorosa. Por otra parte, la idea de que nuevo conocimiento se germina en
viejo conocimiento ha sido promovida por todos los tedricos del desarrollo intelectual,
desde Piaget y Vigotsky hasta los cientificos cognitivos contemporaneos. La nocion de
metafora como trasplante conceptual complementa esta vision proporcionando un medio
para explicar el proceso que convierte lo viejo en nuevo. Asi, la proyeccion metaforica es
un mecanismo a través del cual la cultura se perpetda y se reproduce a si misma en un
sistema creciente de conceptos.

En cuanto a los mecanismos que nos permiten conocer, y regresando a los temas
matematicos, razonemos que extender los nimeros naturales a los racionales, luego a los
reales, después a los imaginarios y a los hiperreales, por ejemplo, requiere de un enorme
aparato cognitivo que va mas alla de lo que los bebés, los animales y un adulto normal sin
instruccion puede hacer. Asi, se plantea la siguiente pregunta sobre la naturaleza, origen y
significado de las ideas matematicas: ¢Cuales son las capacidades cognitivas encarnadas
que le permiten a alguien ir desde las habilidades numéricas basicas innatas a un profundo
y rico entendimiento de las matematicas de nivel universitario? (Nfiez 2000, p. 7). Lakoff
y Nufiez (2000) se han enfocado en esta pregunta usando metodologias propias del
creciente campo de la lingiistica cognitiva y de la psicolingistica. Segun sus hallazgos, las
habilidades matematicas avanzadas no son independientes del aparato cognitivo usado
fuera de las matematicas. Se presume que la estructura cognitiva de las matematicas
avanzadas hace uso del aparato conceptual que es materia prima de los pensamientos
diarios como esquemas, esquemas aspectuales, mezclas conceptuales y metaforas

conceptuales (NUfiez 2000, p. 7).
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El sentido en las matematicas ordinarias diarias no se obtiene de manera consciente
a través de demostraciones concisas desde axiomas, ni siempre es resultado de instruccion
explicita, consciente y dirigida hacia un objetivo. Mucho del entendimiento de las
matematicas diarias tiene lugar sin que seamos capaces de explicar exactamente lo que
entendimos y como lo entendimos. Lakoff y NUfiez(2000, p.8) plantean las siguientes

preguntas al respecto.

— ¢Cuénto del entendimiento matematico hace uso del mismo tipo de mecanismos
conceptuales que son utilizados en el entendimiento de los dominios ordinarios no
matematicos?

— ¢Los mismos mecanismos usados para caracterizar las ideas ordinarias también son
usados para caracterizar las ideas matematicas?

— En caso de que asi sea, ¢cuél es el fundamento bioldgico o corporal de tales mecanismos?

Lakoff y Nufiez (2000) han reportado varios mecanismos cognitivos que no son
especificamente matematicos y son usados para caracterizar ideas matematicas. Incluyen
mecanismos cognitivos ordinarios usados en las relaciones espaciales basicas,
agrupamiento, cantidades pequefias, movimiento, distribucion de cosas en el espacio,
cambios, orientaciones corporales, manipulaciones basicas de objetos como rotar y

extender, acciones iteradas, entre otros. Algunos de esos mecanismos son los siguientes.

— La conceptualizacion matematica de una clase hace uso del concepto diario de una
coleccion de objetos en una region limitada del espacio.

— La conceptualizacién de la recursion hace uso del concepto diario de accion repetida.

— La conceptualizacion de la aritmética de los nUmeros complejos hace uso del concepto

diario de rotacién.

Desde una perspectiva no técnica esto deberia ser obvio, pero desde la perspectiva
de la ciencia cognitiva se plantea la pregunta: ¢;Exactamente qué conceptos y mecanismos

cognitivos diarios son usados en exactamente qué maneras en la conceptualizacion
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inconsciente de ideas técnicas, tales como las que proporcionan la estructura precisa de
inferencias observada en las matematicas? (Nufiez 2000, p. 8).

Algunos desarrollos en el estudio de la cognicion de alto nivel en linguistica desde
la perspectiva encarnada han resultado muy fructiferos y han demostrado ser poderosos,
como la integracion conceptual y la teoria de las metéforas conceptuales. Estas
aproximaciones ofrecen la posibilidad empirica de estudiar la estructura conceptual de un
vasto sistema de conceptos abstractos a traves de las manifestaciones linglisticas
ampliamente inconscientes, faciles y comunes; ademas, proporcionan un bagaje para el
desarrollo del analisis de ideas matematicas (NUfiez 2000, p. 9).

En la lingiistica se ha encontrado que los conceptos estan sistematicamente
organizados a través de una vasta red de mapeos conceptuales, que ocurren en sistemas
altamente coordinados y se combinan de maneras complejas. La mayor parte de esos
mapeos se utilizan de manera facil e inconsciente en la comunicacion diaria. En este tenor,
las metaforas conceptuales no son sélo figuras del habla, tampoco son sélo herramientas
pedagdgicas usadas para ilustrar algin material educativo. Las metaforas conceptuales son
mecanismos cognitivos fundamentales que proyectan la estructura de inferencias de un
dominio fuente sobre un dominio destinatario, es decir, permiten el uso de inferencias
faciles basadas en cuerpos especificos para estructurar inferencias abstractas (Nufiez 2000,
p. 9).

En lo que concierne a los conceptos matematicos, Lakoff y Nufiez (2000) distinguen

los siguientes tres tipos importantes de metaforas conceptuales.

— Metaforas fundamentales. Fundamentan nuestro entendimiento de las ideas matematicas
en términos de la experiencia diaria. En este caso, el dominio destinatario de la metafora
son las matematicas, pero el dominio fuente esta fuera de las matematicas. Como ejemplo
esta la metafora de que las clases son esquemas contenedores.

— Metéforas de redefinicion. Son metaforas que imponen un entendimiento técnico para
reemplazar conceptos ordinarios (como las metaforas conceptuales usadas por Georg
Cantor para reconceptuar las nociones “mas que” y “tanto como” para conjuntos

infinitos).
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— Metéforas de enlace. Son metéaforas dentro de las matematicas mismas que nos permiten
conceptuar un dominio matematico en términos de otro dominio matematico. En este
caso, ambos dominios del mapeo son matematicos. Como ejemplo se tiene la metafora de

que las funciones son conjuntos de puntos (Nufiez 2000, p. 10).

Las metaforas de enlace son las mas interesantes ya que son parte de la produccion
matematica misma. Suceden cuando una rama de las matematicas es usada para modelar
otra. Las metéforas de enlace son centrales para la creacion no s6lo de nuevos conceptos
matematicos sino, frecuentemente, para la creacion de nuevas ramas de las matematicas.

Algunos investigadores han reflexionado sobre el papel de las metaforas como
medio de investigacion y de aprendizaje. Sfard (1998) hace referencia a Scheffler (1991)
diciendo que la linea que existe en la ciencia entre teoria seria y metafora es muy delgada.
No hay un punto obvio en el que pueda decirse donde termina la metéfora y comienza la
teoria. Lo indispensable de la metafora en la ciencia se hace transparente y, como resultado,
los cientificos frecuentemente mantienen esa representacion figurativa sélo como
herramienta explicativa. Los filosofos de la ciencia, sin embargo, estan completamente de
acuerdo desde hace tiempo en que las metaforas juegan un papel constitutivo en el
conocimiento cientifico, y que ningun tipo de investigacion seria posible sin ellas. Por otra
parte, se ha vuelto obligatorio implicitamente en la ciencia ocultar los origenes metaféricos
de las ideas matematicas en formalismos; lo que puede hacer dificil restaurar las raices
figurativas de las teorias cientificas (Sfard 1998, p. 5).

Ahora bien, las metaforas se caracterizan por crear un puente conceptual entre un
dominio de partida y uno de llegada, al que hemos llamado destinatario, que permite
trasladar propiedades de un dominio a otro; es decir, permite transponer una serie de
caracteristicas y estructuras. Sin embargo, autores como Font y Acevedo (2003) afirman
que las metéaforas sélo dejan ver un aspecto del dominio destinatario que no engloba su
totalidad. Segun estos autores, la metafora nos sirve para mostrar el aspecto que deseamos
evidenciar y oculta otros de los cuales muchas veces ni siquiera somos conscientes (Font y
Acevedo 2003, p. 406).

Debe considerarse que la metafora sirve para conectar diferentes sentidos, por lo
que amplia el significado que para una persona tiene determinado objeto matematico. No
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obstante, Font y Acevedo (2003) plantean que el uso de metaforas puede acarrear
dificultades; por ejemplo, los estudiantes pueden considerarlas literalmente. Los autores
sugieren el caso de la metafora “una funcion es una maquina”. La metafora tiene un
significado literal, pero también tiene un segundo significado que se quiere que el
estudiante entienda. Se busca que el alumno estructure su conocimiento sobre funciones a
partir de sus conocimientos sobre las maquinas, no que piense que una funcién es una
maquina. Para evitar este tipo de resultados no deseados se tiene que producir un conflicto
cognitivo entre el significado literal de la expresion y el contexto que usa. La existencia de
este conflicto es lo que hace que el alumno busque un significado diferente del literal.
Ademas, con frecuencia el profesor usa metaforas de manera incontrolada sin ser
consciente de que lo hace y de las consecuencias que esto trae en sus estudiantes (Font y
Acevedo 2003, pp. 406-407).

Las dificultades relacionadas con el pensamiento metaférico van més allé de la
dificultad causada por un conflicto con el significado literal, ya que incluso cuando el uso
que se hace de la metéfora es correcto, se corre el riesgo de trasladar relaciones que no son
validas en el dominio de llegada o destinatario (Font y Acevedo 2003, p. 407). Mediante la
metéfora estructuramos una situacion en términos de otra, y se corre el peligro de trasladar
aspectos del dominio de partida que no son aplicables en el dominio destinatario (Font y
Acevedo 2003, p. 414).

A traves de las metaforas, quien aprende externa sus expectativas respecto a las
posibles caracteristicas que tendran los conceptos construidos en el dominio destinatario.
Por ello, la eleccidn de la meté&fora es una decision de altas consecuencias. Diferentes
metaforas pueden conducir a diferentes maneras de pensamiento y a diferentes actividades.
No puede pasarse por alto que las metaforas son un arma de doble filo: por una parte, son
un mecanismo bésico detras de cualquier conceptualizacion, son lo que hace posible
nuestro pensamiento abstracto y cientifico; por otra parte, mantienen la imaginacion
humana dentro de los limites de nuestras experiencias y concepciones previas. En el
proceso de proyeccion metafdrica, es decir, en el empleo de metaforas a partir de un
dominio conocido para construir nuevos conceptos en otro, las viejas suposiciones de
origen asi como las creencias enraizadas pueden proporcionar inercia. Las antiguas

deducciones tienden a viajar de un dominio a otro practicamente inadvertidas. Por ello, una
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migracion descontrolada de vinculos metaforicos no siempre es benéfica para las nuevas
teorias ya que puede obstruir ideas frescas, minar la utilidad de los sistemas conceptuales
resultantes y, sobre todo, perpetuar creencias y valores que nunca han sido sometidos a
inspeccidn critica (Sfard 1998, p. 5).

Asi, el marco tedrico de las metaforas conceptuales da pie para investigar las
dificultades que los estudiantes enfrentan al conceptuar un objeto matematico. Como se ha
explicado, la metafora es un mecanismo cognitivo basico que permite la construccion de
conceptos abstractos en un nuevo dominio a partir de conceptos conocidos en un dominio
fuente. Las dificultades en la conceptuacién pueden ir desde conflictos con el significado
literal hasta traslado de caracteristicas y estructuras del dominio fuente que no seran
compatibles con el dominio destinatario, pasando por las concepciones limitadas del objeto
en cuestion que los profesores puedan tener y por tanto transmitir en las metéaforas que

utilicen.
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CAPITULO Il
ASPECTOS METODOLOGICOS

En este capitulo se tratan los asuntos relacionados con la metodologia de la
investigacion seguida para esta tesis. Se describe el instrumento utilizado para obtener la
informacidn necesaria asi como la manera en que se logro el contacto con los grupos de

trabajo.

Los grupos de trabajo

Para cumplir con los objetivos de esta investigacion se tomaron como guia las

siguientes preguntas.

— ¢Qué concepciones de los numeros complejos tienen estudiantes de educacion media
superior y superior?

— ¢Cbémo ayudan o dificultan estas concepciones en la conceptualizacion de los numeros
complejos?

— ¢Como ayudan o dificultan los modelos presentados en los libros de texto en la

conceptuacion de los nimeros complejos?

Las concepciones de los estudiantes engloban creencias, saberes adquiridos en el
aula de clase o en otros ambientes, ideas intuitivas, representaciones y procedimientos
asociados a experiencias con los niUmeros complejos.

Con la finalidad de obtener informacidn que permitiera responder las preguntas
planteadas, se elabord un cuestionario que se aplicé a cuatro grupos de estudiantes. El
primer grupo estaba integrado por 33 estudiantes del turno matutino del primer semestre de
la licenciatura en fisica de la Facultad de Ciencias de la UNAM; cursaban la materia
obligatoria de algebra. Los nimeros complejos integran el cuarto tema de la asignatura de
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algebra de primer semestre del plan de estudios de la carrera de fisica, por esta razén se
presenta en la parte final del semestre.

Inicialmente se tenia contemplado trabajar con un grupo diferente de primer
semestre de la misma materia de &lgebra: Se consiguio la autorizacion de un profesor, al
gue se contactd personalmente en las instalaciones de la facultad, para observar sus clases
relacionadas con el tema con la finalidad de aplicar el cuestionario disefiado para esta
investigacion a sus estudiantes. Después de seguir las clases una semana, el profesor tuvo
que dejar la catedra por problemas graves de salud. Se recurrié a un segundo profesor a
quien se contactd personalmente en la facultad y que accedié amablemente a cooperar con
la aplicacion del cuestionario con el consentimiento previo de los estudiantes. Sin embargo,
en visperas del fin de semestre no se pudieron observar sus clases porque el tema ya habia
sido impartido y los estudiantes habian sido evaluados una semana antes. El cuestionario se
aplico y se consideré al grupo como un grupo piloto que permitiria estimar la viabilidad del
instrumento. Los estudiantes cursaban el semestre 2012-1, de agosto de 2011 a diciembre
de 2011.

El segundo grupo estaba formado por 17 alumnos de quinto semestre del turno
vespertino de las licenciaturas de fisica y matematicas. Estos estudiantes cursaban materias
no sélo de quinto semestre; en la Facultad de Ciencias de la UNAM se permite que después
del segundo semestre los estudiantes elaboren sus horarios de acuerdo con sus necesidades
académicas y personales; un alumno puede cursar materias de varios semestres en un
semestre lectivo. Los 17 estudiantes del segundo grupo cursaban la materia obligatoria de
variable compleja I, ubicada en los planes y programas de estudio de la facultad en el
quinto semestre de las licenciaturas de fisica y matematicas. El tema “Algebra y geometria
de complejos” sefialado en el programa de estudios de la materia de variable compleja I se
estudia al iniciar el curso.

Se contact6 personalmente al profesor en el salon de clases después de la
presentacion de su curso. Se le explico el objetivo de la investigacion para esta tesis de
maestria asi como la importancia de la aplicacion del cuestionario; y amablemente permitio
la observacion de sus clases relacionadas con el estudio de los numeros complejos. Durante
las clases, los estudiantes no se enteraron que la observadora trabajaba en un proyecto de

investigacion, fue considerada como una estudiante méas. Cuando el tema concluyd el
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profesor hizo del conocimiento de los estudiantes el objetivo de la observadora de las
clases. Con el consentimiento de los alumnos y después de explicarles el objetivo del
cuestionario se aplico éste. Despueés de la clasificacion de los datos obtenidos se selecciond
a un estudiante para ser entrevistado. Los alumnos cursaban el semestre 2012-2, de enero
de 2012 a junio de 2012.

El tercer grupo estaba formado por 14 alumnos de quinto semestre de las
licenciaturas de fisica y matematicas del turno matutino de la misma Facultad de Ciencias;
cursaban la materia de variable compleja I. Se contact6 personalmente al profesor en su
cubiculo, ubicado en el Departamento de Matematicas de la Facultad de Ciencias; se le
explico el proyecto de investigacion y cortésmente permitié la observacion de sus clases.
Durante las clases, los estudiantes no se enteraron que la observadora trabajaba en un
proyecto de investigacion, fue considerada como una estudiante mas. Cuando el tema
concluyo, el profesor hizo del conocimiento de los estudiantes el objetivo de la
observadora. Después de explicar a los alumnos el interés de la investigacion, por voluntad
propia contestaron el cuestionario. Después de clasificar los datos obtenidos se seleccioné a
dos estudiantes para ser entrevistados. Los estudiantes cursaban el semestre 2012-2, de
enero de 2012 a junio de 2012,

El cuarto grupo estaba integrado por 34 estudiantes del cuarto semestre de
bachillerato del Colegio de Ciencias y Humanidades (CCH), plantel Vallejo, de la UNAM;
cursaban la asignatura de matematicas I11. Se contactd a la profesora personalmente y se le
explico el proyecto de investigacion. La profesora expuso que trabajaria con estudiantes de
matematicas Il y que abordaria los nimeros complejos en la unidad 5 (La parabolay su
ecuacion cartesiana), uno de los tltimos temas del curso. Con la autorizacion y completa
disposicion de la profesora se observaron sus clases relacionadas con la parabola y los
numeros complejos. La maestra no explicé a los estudiantes el motivo de la visita de la
observadora hasta que termind el tema. Con la finalidad de motivar la participacion de los
estudiantes la profesora les ofrecio puntos adicionales a quienes contestaran con seriedad y
honestidad el cuestionario. La investigadora explico a los estudiantes el objetivo del
cuestionario asi como su importancia en el desarrollo de la investigacion. Todos los
estudiantes participaron. Después de la clasificacion de datos se seleccioné a tres

estudiantes para ser entrevistados.
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El cuestionario de investigacion

Ademas de identificar concepciones sobre los nUmeros complejos que poseian
algunos estudiantes de licenciatura de la Facultad de Ciencias de la UNAM, y algunos
estudiantes del CCH de la misma universidad, el cuestionario se utilizé6 como instrumento
para seleccionar estudiantes que fueron entrevistados posteriormente. Las entrevistas
permitieron poner en claro algunos aspectos ambiguos de las respuestas dadas en los
cuestionarios asi como profundizar en algunas concepciones de los alumnos.

Las preguntas fueron disefiadas con el objetivo de recabar los conocimientos y las
ideas que los estudiantes tenian respecto a qué es un namero complejo y algunas de sus
representaciones. Se puso énfasis en la representacion de los nimeros complejos porque de
acuerdo con los andlisis de libros de texto asi como la revision de trabajos previos
relacionados con su cognicion, la ensefianza de estos numeros se basa en modelos

establecidos desde hace més de 30 afos.

En el cuestionario se hizo referencia particularmente a +/—1, la unidad imaginaria,
que tiene caracteristicas distintas a la unidad de los nimeros reales. Este niUmero puede
representarse, segun los modelos establecidos en los libros de texto, como el punto en el
plano complejo denotado por la pareja ordenada (0, 1) o como el nimero a + bi donde

a=0yb =1, esdecir, i. ;Como entienden los estudiantes el namero i? ;Como manipulan

v/—1 para resolver ecuaciones cuadraticas?

Por otra parte, la resolucion de ecuaciones cuadraticas no asegura la conceptuacion
de los numeros complejos. Un estudiante puede encontrar las soluciones de una ecuacion
de segundo grado por medio de la férmula general de resolucion manipulando
adecuadamente las raices cuadradas de un nimero negativo, en caso de que el discriminante
de dicha ecuacion sea menor que 0, y no necesariamente puede solucionar otro tipo de
problemas en los que intervenga el concepto de niumero complejo; por ejemplo, la
determinacion de las raices cubicas o cuartas de la unidad. Con la finalidad de analizar la
manera en que los estudiantes razonaban ante problemas de este tipo, se incluyeron en el

cuestionario dos preguntas relacionadas con la resolucion de ecuaciones cuadréaticas que en
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las entrevistas llevadas a cabo posteriormente sirvieron para profundizar en las ideas que
los estudiantes habian escrito.

El cuestionario que aparece a continuacion se tomo como base; se hicieron
modificaciones minimas de lenguaje o se agregaron preguntas segun el grado escolar del

grupo que lo contesto.

Cuestionario

1.- ¢Qué es un numero complejo?
2.- Da un ejemplo de una representacion de un namero complejo.
3.- (Qué denota i?

a) Un punto en el plano

b) No sé

c) V-1

d) Otra (Explique)
4.- ;Cuales son las soluciones de la ecuacion x> + 1 = 0?

5.- ¢Cuales son las soluciones de la ecuacion x> — 2x + 2 = 0?

Los estudiantes de los cuatro grupos recibieron el cuestionario impreso con
suficiente espacio en blanco entre las preguntas para recabar sus producciones escritas. Las
preguntas planteadas se relacionan unicamente con la conceptuacion de los numeros
complejos sin sugerir algun contexto especifico como origen de dichas concepciones.
Anexo al cuestionario, los estudiantes de los grupos de licenciatura leyeron y firmaron un
consentimiento que aseguraba la confidencialidad de sus nombres y de la informacion
proporcionada en el cuestionario. EI consentimiento se muestra en la siguiente pagina. En
el caso del grupo del CCH, s6lo los estudiantes entrevistados firmaron el consentimiento,
pues aunque el grupo completo accedio a contestar el cuestionario sin ser obligados, existio
el aliciente de los puntos adicionales por una participacion seria y honesta. En el caso del
consentimiento para estudiantes del CCH, el fragmento “identificar y analizar las
dificultades de los estudiantes de licenciatura de la Facultad de Ciencias de la UNAM para

conceptuar los nimeros complejos asi como sus posibles causas” se cambid por “identificar



y analizar las dificultades de los estudiantes de bachillerato del Colegio de Ciencias 'y
Humanidades de la UNAM (plantel Vallejo) para conceptuar los nimeros complejos asi

como sus posibles causas”.

55
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Consentimiento para la participacion en el cuestionario de investigacion sobre la
conceptuacion de los nimeros complejos en el ambito escolar

El propdsito de este cuestionario es obtener informacion para la investigacion que tiene
como objetivo identificar y analizar las dificultades de los estudiantes de licenciatura de la
Facultad de Ciencias de la UNAM para conceptuar los nimeros complejos asi como sus
posibles causas. El investigador estudiara la informacion que proporcione en combinacion
con informacién proporcionada por otros participantes como sujetos. No existen riesgos
conocidos asociados con la participacion en este estudio. Su colaboracion en sera
determinante para cumplir el objetivo de la investigacion mencionada.

Su participacion es completamente voluntaria. Todos los datos que usted
proporcione seran tratados confidencialmente y utilizados sélo para propositos de
investigacion. Todo lo encontrado serd presentado en forma resumida en una tesis de
maestria en matematica educativa. Cualquier cita usada de este cuestionario sera reportada
con la frase “de acuerdo con uno de los participantes”.

Yo, , acepto contestar este
cuestionario de investigacion. Se me ha explicado el proyecto y doy mi consentimiento
para participar.

Firma del participante Fecha

Investigador Principal:
Tetis Gisela Camacho Espinoza
Estudiante de maestria en el Departamento de Matematica Educativa, Cinvestav.
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CAPITULO IV
CLASIFICACION DE LOS DATOS RECABADOS EN EL CUESTIONARIO DE
INVESTIGACION

En este capitulo se incluyen una clasificacion de las respuestas obtenidas en los
cuestionarios aplicados en cada grupo. Los resultados se muestran en cuadros. Esta
clasificacion permitio analizar parte de la conceptuacion de los estudiantes sobre los
numeros complejos asi como identificar algunas dificultades en sus procesos de esta
conceptuacion.

En cada caso se indica la cantidad de estudiantes por grupo que contestaron el
cuestionario y los principales apartados de los planes y programas de estudios que se
refieren al tratamiento de los nUmeros complejos segin la materia que cursaban los
estudiantes. También se explica brevemente como los profesores expusieron los temas de
los contenidos de sus materias relacionados con los nimeros complejos. En el caso del
grupo piloto no se siguieron las clases del profesor, por lo que la informacién al respecto no
aparece en el apartado sobre este grupo. Se incluye, en cada caso, el cuestionario completo

que contestaron los estudiantes de cada grupo.

Clasificacion de las respuestas al cuestionario aplicado a estudiantes de algebra de la
Facultad de Ciencias de la UNAM
(Grupo piloto)

El cuestionario se aplico a un grupo de 33 estudiantes de primer semestre de la
carrera de fisica de la Facultad de Ciencias de la UNAM. Los alumnos cursaban la materia
de algebra cuando contestaron el cuestionario. En el mapa curricular de la licenciatura en
fisica la materia aparece con el nombre de algebra; sin embargo, en el temario se exhibe
con el nombre de algebra superior I. No debe confundirse esta materia con la de algebra

superior | incluida en el programa de estudios de la licenciatura en matematicas de la
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misma Facultad, ya que los contenidos de las asignaturas son diferentes. El temario de la

materia de algebra del programa de la carrera de fisica marca como objetivos los siguientes.

Este curso introduce los temas basicos de la matematica y en particular del &lgebra;
ellos son el fundamento de los cursos que se imparten en la carrera. Este curso
ofrece la primera mitad del material que se considera elemental (Facultad de
Ciencias UNAM, 2002).

Asi que de acuerdo con estos objetivos, se considera un material elemental en la
carrera de fisica a los nUmeros complejos, que se plantean en el tema 4 titulado “Numeros

complejos”. Los contenidos incluidos en este tema son los siguientes.

El campo de los numeros complejos: operaciones y propiedades. EI conjugado de un
numero complejo (propiedades). EI mddulo de un nimero complejo (propiedades).
Ecuaciones de segundo grado. Representacidn polar. Teorema de Moivre [sic].

Raices de numeros complejos. (Facultad de Ciencias, UNAM, 2002).

Los estudiantes recibieron instruccion previa sobre los nimeros complejos y fueron
evaluados en el tema una semana antes de contestar el cuestionario. El estudiante que lo
entrego primero lo contestd en 20 minutos, el Gltimo tarddé 30 minutos. No se siguieron las
clases del profesor relacionadas con el tema ni se seleccionaron estudiantes de esta primera
muestra para ser entrevistados. Sin embargo, se obtuvo informacion referente a las
concepciones que los alumnos tienen de los nimeros complejos. El cuestionario que
contestaron los 33 estudiantes de primer semestre de la licenciatura en fisica fue el

siguiente.

1.- ;Qué es un nimero complejo?
2.- Da un ejemplo de una representacion de un namero complejo.
3.- ¢(Qué denota i?

a) Un punto en el plano

b) No sé
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c)v—-1
d) Otra (Explique)
4.- ;Cuales son las soluciones de la ecuacion x> + 1 = 0?

5.- ¢Cuéles son las soluciones de la ecuacion x> — 2x + 2 = 0?

Enseguida se presenta una clasificacion detallada de las respuestas de los
estudiantes a cada pregunta. Esta clasificacion sirve para analizar parte de la conceptuacion
de los estudiantes sobre los nimeros complejos, asi como para identificar algunas de sus
dificultades en su comprension. Algunas respuestas caen en mas de una clasificacion.

Las respuestas se clasificaron en diferentes tipos, cada uno representa la idea central
de la respuesta. Los tipos de respuesta se ordenaron de mayor numero de estudiantes a

menor en todas las clasificaciones.

Cuadro 4.1. Clasificacion de respuestas a la pregunta 1: ¢ Qué es un numero complejo?

Tipo de respuesta NUmero de estudiantes
1.— Es un nimero con una parte real y otra 16
imaginaria

2.— Son numeros que se pueden escribir de 10

la forma a + bi siendo a y b nimeros
reales, coni=+/—1

3.— Numero que es solucion de ecuaciones 5
tales como x> +1=0

4.— Es un numero que no pertenece al 3
conjunto de los nimeros reales

5.— Es aquel que no esta contenido en la 2
recta real

6.— No contestaron. 2
7.— “Aquel que sale de la raiz [cuadrada] 2
de un nimero negativo”

8.— “Es la representacion de un nimero 1
dado en el plano”

9.— “Es un nimero que en realidad se 1

desconoce su valor o localizacién”
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Un estudiante hizo referencia a la existencia de propiedades especificas del “campo
de los nimeros complejos” (asi lo escribio el estudiante) pero no especifico cuales son (esta
respuesta se considero de tipo 1 [ES un nimero con una parte real y otra imaginaria]).

Los tipos de respuesta 1 (Es un nimero con una parte real y otra imaginaria) y 2

(Son numeros que se pueden escribir de la forma a + bi siendo a y b nimeros reales, con
i =+/—1) se consideran diferentes porque en el tipo 1 los estudiantes no utilizaron

i = +/—1 para referirse a los nimeros complejos. Los tipos de respuesta 4 y 5 se
consideraron diferentes porgue en el tipo 4 los estudiantes consideran que un ndmero
complejo no pertenece al conjunto de los nimeros reales pero no hacen alusion a su
representacion en la recta real, mientras que los estudiantes que dieron respuestas de tipo 5
se basaron especificamente en el modelo de la recta real para afirmar que los nimeros
complejos no son ndmeros reales.

Obsérvese que las respuestas de tipo 5 (Es aquel que no esta contenido en la recta
real) solo indican a los nimeros complejos como nimeros que no pueden ubicarse en la
recta real, por otra parte, la respuesta de tipo 8 (Es la representacién de un nimero dado en
el plano) indica como representacion el plano completo incluyendo la recta real. En la
respuesta de tipo 7, el estudiante se refirio a las raices cuadradas de los nimeros negativos.
La respuesta 9 (Es un numero que en realidad se desconoce su valor o localizacion) carece
de sentido matemaético.

En las respuestas de tipo 2 (Son nimeros que se pueden escribir de la forma a + bi

siendo a y b nimeros reales, con i =+/—1) un estudiante contesté que “Como dice su
nombre, es un ‘niamero’ con una parte real (quiere decir, del tipo que siempre hemos usado)
y otra parte imaginaria (de la forma ib) y normalmente se denota z =a + ib”.

El estudiante entrecomillé la palabra “numero” y sefial6 a los ntimeros reales como
numeros habituales para €l. Otro estudiante en su respuesta se refirid a la falta de orden en
los nimeros complejos. Otro indico que los numeros reales son un subconjunto de los
numeros complejos.

En las respuestas de tipo 3 (NUmero que es solucion de ecuaciones tales como
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x* + 1 = 0), un estudiante anot6 que un niimero complejo es un “nlimero irreal que sirve
para resolver ecuaciones que antes no se podian”. Noétese el uso de la palabra “irreal” para
referirse a un namero complejo.

En las respuestas de tipo 4 (Es un nimero que no pertenece al conjunto de los

numeros reales) sobresalen las dos siguientes.

— “Es un numero que no existe en el conjunto de los nimeros reales el cual tiene un valor que
segun ciertas operaciones no puede existir en la realidad, como la raiz cuadrada de un
nimero negativo”.

—“Un namero complejo es la representacion real e imaginaria de un punto en un campo de
numeros llamados complejos, son aquellos también que representan una cantidad que no

es posible representar en el campo de los reales”.

Dos respuestas se ubicaron en 3 tipos de la clasificacion y 5 respuestas se ubicaron
en 2 tipos diferentes haciendo un total de 42 respuestas, aunque 33 estudiantes contestaron
el cuestionario. Por ejemplo, la siguiente respuesta a la pregunta 1 se ubicé a la vez en los

tipos1,2y3.

— “Es un numero que contiene una parte real y una imaginaria y es de la forma a + bi, tuvo

origen con la solucién de la ecuacion x* + 1 = 0.
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Cuadro 4.2. Clasificacion de respuestas a la pregunta 2: Da un ejemplo de una

representacion de un namero complejo.

Tipo de respuesta NUmero de estudiantes
1.- 18
z=a+bi
2.— Anotaron un caso particular de la 13
forma z = a +bi (por ejemplo, 3 + 5i)
3.— Puede representarse graficamente en el 4
plano como un vector
4.— Anotaron un caso particular de la 3
forma z = re'’ (por ejemplo e + 1 = 0)
5-— 2
r (cos@+ isend)
6.— Anotaron un caso particular de la raiz 2
cuadrada de un nimero negativo (por
ejemplo vV=2)
7.— 1
C=(3,4i)
8.— 1
i=v-3
9.— Un punto en el plano 1
10.— No respondi6 1

En las respuestas de tipo 1 (z = a +bi) sobresalen las siguientes dos variantes:
z = ax + bi (1 estudiante) y z = a — bi (1 estudiante). Ademas, solo 3 de los 18 estudiantes
que utilizaron la representacion z = a +bi sefialaron que a y b pertenecen a los nimeros
reales.

En las respuestas de tipo 2 [Anotaron un caso particular de la forma z = a +bi (por
ejemplo, 3 + 5i)] sobresalen las siguientes 2.

a)ix—1

b) 4x + i

Otro estudiante ejemplificd con la representacion

1=1+0i.

Notese que en esta representacion implicitamente estd “pensando” que los numeros
reales también son nimeros complejos.

Las 3 respuestas de tipo 4 [Anotaron un caso particular de la forma z = re'’ (por

ejemplo g7 +1= 0)] tienen formas diferentes, a pesar de ser variantes de la forma z = re'?:
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a) y(xit) = Ae'®*"*9) representacion de una perturbacion en una onda
b)e"+1=0

c) re?”

Varias respuestas se consideraron en mas de un tipo. Una (1) respuesta (Véase la
figura 4.1) se clasifico en 5 tipos diferentes: tipo 1 [z = a +bi], tipo 2 [Anotaron un caso
particular de la forma z = a +bi (por ejemplo, 3 + 5i)], tipo 3 [Puede representarse
graficamente en el plano como un vector], tipo 5 [r (cos@+ i sen@)] y tipo 9 [Un punto en

el plano].

. Da un ejemplo de una representacion de un niimero comple;jo.

Un nonero (omfi(.& 2 > dela {Lcm\"‘ OH'lDb( ) VN €l€ﬂ\f(0 3(!\/0\

i 5 . \o pumschans.. oing anetie (OJO" No ec vn vedoy e sélo
s) R ‘J{u‘\%\ (omo %qw pedhvaa vepwsuaTary aﬁxf(icqw\{n'& en el F((‘mo
COW\(‘\Q 1o pasando en el Q‘Lm\fto 2430,

2> el pitoes 2= 2450 € indluso Fuidk sof

Mpvesala do MO la desemposici bn
NeE Oe sug mn\PcmnT& awvinjcay Pu\ng\&o

i e F6.

;Omé denota i?

Figura 4.1. Respuesta clasificada en 5 tipos diferentes
Una (1) respuesta se clasifico en 3 tipos diferentes y 7 respuestas se clasificaron en
2 tipos diferentes. Estos resultados arrojaron un total de 46 respuestas contabilizadas

aunque s6lo 33 estudiantes contestaron el cuestionario.

Cuadro 4.3. Clasificacion de respuestas a la pregunta 3: ¢ Qué denota i?

Tipo de respuesta NUmero de estudiantes
1- 29
V-1
2.— Un punto en el plano 2
3.—Otra 3
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Tres respuestas a la pregunta 3 se ubicaron en el tipo otra:

— “Puede denotar cualquier cosa, un punto en el plano, un dato, ser la notacion utilizada
para nombrar a un nimero imaginario, todo depende de lo que esté antes o después o en lo
que se trabaje”. Esta respuesta también se clasificé en el tipo 2 [Un punto en el
plano].(VVéase la figura 4.2).

3. {Qué denota i?

a) Un punto del plano

b) No sé

c)v-1

> e \ \ , | » <3 e \

_d) Otra (Explique): \)eole. denata! codqueér cosa, on Puntd en el Pland,
Sl PR ae la votacon ot lizado pata nemboiaf
nol 0 A | -\ -
NS do clepende A& O Qo < !
5S¢ Malae

\]

Figura 4.2. Respuesta tipo 3

— “Es el imaginario” (Véase la figura 4.3).

3. {Qué denota i?
a) Un punto del plano
b) No sé
c)V-1

d) Otra (Explique):  ¢5 o) —\W‘C\gmofmo

Figura 4.3. Respuesta tipo 3

— “La unidad imaginaria” (Véase la figura 4.4).
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(Qué denota i?

a) Un punto del plano
b) No sé

c) V-1

d) Otra (Explique):

LL: (@R cad 1

Figura 4.4. Respuesta tipo 3

Cuadro 4.4. Clasificacion de respuestas a la pregunta 4: ¢ Cuales son las soluciones

de la ecuacion x* + 1 = 0?

Tipo de respuesta Numero de estudiantes
1- 14
X=%i
2.— 9
X=i
3— 5
X=++-1
4.— 2
X=+v-1
5-— 1
Xx=%1
6.— Respuesta incompleta 2

En los siguientes 3 cuadros se anotan los procedimientos empleados por los

estudiantes en la obtencion de su respuesta a la pregunta 4.

Cuadro 4.4.1. Procedimientos para obtener la respuesta x = £ i

Procedimiento

Numero de estudiantes

So6lo anotaron la respuesta 9
Despeje en la ecuacion x° + 1 =0 4
Formula general de resolucién de 1

ecuaciones de segundo grado

65
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Cuadro 4.4.2. Procedimientos para obtener la respuesta X =i

Procedimiento

Numero de estudiantes

Despeje en la ecuacion x“+ 1 =0

6

Sélo anotaron la respuesta

3

Cuadro 4.4.3. Procedimientos para obtener la respuesta x = +v—1

Procedimiento

Numero de estudiantes

Sin método detallado

4

Despeje en la ecuacion x“+ 1 =0

1

Los estudiantes que respondieron x = v—1 (tipo 4) no anotaron algin

procedimiento. El estudiante que respondid x = +1 descompuso en factores de primer grado

(de manera equivocada) el binomio x? + 1 de la siguiente manera:
x> +1=(x+1)(x—1)=0.

Cuadro 4.5. Clasificacién de respuestas a la pregunta 5: ¢ Cuales son las soluciones de la

ecuacion x> — 2x + 2 =0?

Tipo de respuesta

NUmero de estudiantes

1.— Respuesta equivocada por errores en 11
el procedimiento o errores de célculo

2.— 10
X1=1+iyxo=1—i

3— 4
X; = 2+\2/—_4 Xp = 2—\2/—_4

4.— Respuesta equivocada sin 3
procedimiento

5.— No respondié 3
6.— No existe solucién 2

De las 11 respuestas clasificadas en el tipo 1 (Respuesta equivocada por errores en
el procedimiento) 8 son soluciones en términos de numeros complejos con parte imaginaria
distinta de 0, y 3 son soluciones en términos de nimeros reales. De las 8 respuestas que

implican nimeros complejos con parte imaginaria no nula, en 4 se emplea el simbolo i, en

las otras 4 sélo se indico la raiz cuadrada de algin nimero negativo. Se detectaron 2

procedimientos.
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Cuadro 4.5.1. Procedimientos para obtener la respuesta de tipo 1: Respuesta equivocada por

errores en el procedimiento o errores de calculo

Procedimiento NUmero de estudiantes
Formula general de resolucion de 9
ecuaciones de segundo grado
Descomposicion en factores 2

Los estudiantes que utilizaron la formula general de resolucion de ecuaciones de

segundo grado cometieron los siguientes tipos de errores.

Cuadro 4.5.1.1. Tipos de errores de los estudiantes que utilizaron la formula general de

resolucion de ecuaciones de segundo grado

Error NUmero de estudiantes que lo
cometieron
Aritméticos 7
Aplicacion incorrecta de la formula
general de resolucién de ecuaciones de 2
segundo grado

Respecto a los 2 estudiantes que emplearon descomposicion en factores para
encontrar las soluciones de la ecuacion dada, uno de ellos descompuso en factores de
manera equivocada. Escribié: X —2x + 2 =0 — (x + 1)* = 0, asf, concluyé que x = 1 (Véase

la figura 4.5).

5. (Cuales son las soluciones de la ecuacién x> — 2x + 2 = 0?

X 2x12 =0
e 5 (X“Dl: O =P Z-NDx14)=0 — Je ogyvi «®Q du'\vo\r\\\oz selotions
"@6—"@\4 aee en vedhi dad ;wﬁ la misma
X=1 pava @
x= 1A paa®

Figura 4.5. Descomposicion en factores
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El segundo estudiante transformé la ecuacion x*—2x +2=0enx*—2x+1+2=1
y descompuso en factores esta Ultima expresion obteniendo (x — 1)(x — 1) = — 1 (véase la

figura 4.6). Sin embargo, no pudo concluir adecuadamente.

5. (Cudles son las soluciones de la ecuacién x* — 2x + 2 = 0?

X’Z/l/\“” o ERAY X )

/ X’l' ETE e o
: S g XN sy e
>\ = 2 \D;.-X ,\ < } \ & ) =

C/Cf ) \_ S0 .J = -1
Xed i s

Figura 4.6. Descomposicion en factores

Se detectaron dos procedimientos empleados por los estudiantes para encontrar las

solucionesdetipo2 (x;=1+i y xo=1-1).

Cuadro 4.5.2. Procedimientos para obtener la respuestade tipo 2: x; =1+1i yx;=1—1.

Procedimiento NUmero de estudiantes
Formula general de resolucién de 5
ecuaciones de segundo grado
Sin procedimiento 3
Descomposicion en factores 2

Los estudiantes que anotaron respuestas de tipo 3 (x; =1 +vV—1 y X =1 —+/—1)
utilizaron la férmula general de resolucion de ecuaciones de segundo grado para determinar
las soluciones de la ecuacion propuesta.

Uno de los dos estudiantes cuyas respuestas se clasificaron en el tipo 5 (No existe
solucion) realizé la siguiente descomposicion en factores que le impidio llegar a la
respuesta correcta.

Go2X+2=0 X -2xX=-2X(X—2)=-2".
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Asi, su conclusién fue que la ecuacion no tenia solucion. El segundo estudiante
sefial6 haber llegado a una contradiccion al encontrar en su procedimiento la raiz cuadrada

de un numero negativo.

Clasificacion de las respuestas al cuestionario aplicado a estudiantes de variable
compleja de las licenciaturas en fisica y matematicas de la Facultad de Ciencias de la
UNAM

El cuestionario sobre conceptuacion de nimeros complejos se aplic a dos grupos de
estudiantes de la asignatura de variable compleja I de la Facultad de Ciencias de la UNAM.
La materia corresponde al quinto semestre de las licenciaturas de fisica y matematicas. Los

objetivos de la asignatura, segun el programa de estudios, son los siguientes.

Entender las propiedades y caracterizaciones (geométricas y algebraicas) de las
funciones analiticas. Conocer la teoria de integracion de las funciones complejas,
tanto en sus bases como en sus aplicaciones al estudio mismo de las funciones
analiticas. Manejar las series de potencias para representar funciones alrededor de
puntos donde la funcion es analitica, asi como alrededor de puntos donde la funcién
tiene una singularidad aislada. Aprender a utilizar el método de calculo de residuos

para el calculo de integrales. (Facultad de Ciencias, UNAM, 1983)

Para un logro cabal de los objetivos es necesario conocer y comprender qué es un
numero complejo, puesto que las variables que se estudian en este curso ya no son los
numeros reales. En la primera unidad tematica del programa de estudios, titulada
“Preliminares y analiticidad”, el tema 1.1 corresponde al estudio del algebra y la geometria
de los numeros complejos. Los profesores cuyos alumnos contestaron el cuestionario
consideraron este contenido como un repaso, pues anteriormente los estudiantes de ambas
carreras trabajaron con los nimeros complejos: los estudiantes de matematicas en el
segundo semestre en el curso de algebra superior 11, y los de fisica en el primer semestre en

el curso de algebra para fisicos.
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Clasificacion de las respuestas del grupo 1 de variable compleja |
Los grupos que contestaron el cuestionario seran Illamados grupo 1y grupo 2 en lo
subsecuente. El grupo 1 estaba integrado por 17 alumnos de las carreras de fisica y
matematicas del turno vespertino; el profesor de este grupo trabajo el tema algebra y
geometria de los nameros complejos durante 5 dias. El enfoque que sobresalié en la
instruccion fue el de los nimeros complejos como extension del campo de los numeros

reales; sin embargo, el profesor expuso diversas representaciones de los nimeros complejos

como la forma algebraica x + iy definiendo previamente i =+/—1, la representacion
geomeétrica como vector en el plano complejo, en ocasiones llamado el plano de Argand, la
representacion en coordenadas polares (r cos &, r sen ), asi como el mapeo de los
numeros complejos sobre la esfera de Riemann.

En la clase se trataron las operaciones de adicion, multiplicacion, division,
potenciacion y radicacion de nimeros complejos. Utilizando el [lamado plano complejo, se
ilustraron la adicion, la multiplicacion y la radicacion; esta ultima se estudid desde la
formula de De Moivre, expuesta sin demostracion alguna. Por otra parte, se asumié que los
nimeros complejos son isomorfos al plano cartesiano, denotado por R? aludiendo a la
existencia de demostraciones formales que muestran mapeos biyectivos entre el plano
cartesiano y los numeros complejos pero sin exponer alguno de ellos. En la clase se
trabajaron pocos ejercicios practicos; el objetivo de la mayoria de los ejercicios era ilustrar
de manera general las operaciones entre nimeros complejos.

Por otra parte, los estudiantes que cursan variable compleja I, ademas de haber
recibido instruccion previa sobre los nimeros complejos, conocian sin demostracion el
teorema fundamental del algebra, que es considerado uno de los resultados mas importantes
de las matematicas y cuya base son los numeros complejos. Habian tomado 2 cursos de
geometria analitica (plana y del espacio), 2 cursos de calculo diferencial (unay varias
variables), y 2 cursos de célculo integral (una y varias variables); ademas, los estudiantes de
fisica habian llevado 1 curso de algebra lineal, mientras que los estudiantes de matematicas
ya habian tomado 2 cursos de esta materia.

Las preguntas incluidas en el cuestionario aplicado a los dos grupos fueron las

siguientes.



71

1.- ¢Qué es un numero complejo?
2.- Dé un ejemplo de una representacion de un namero complejo.
3.- ¢Que es un numero imaginario?
4.- ;Qué denota i?
a) Un punto del plano
b) No sé
c) V-1
d) Otra (Explique):
5.- ¢Cuéles son las soluciones de la ecuacion x* + 1 = 0?
6.- ;Cuales son las soluciones de la ecuacion x> — 2x + 2 = 0?
7.- ¢Ha estudiado los nUmeros complejos en algun otro curso anterior a su curso de variable
compleja 1? ¢(Cual?
8.- ¢Es la primera vez que cursa la materia? Si contesta que no, ¢qué temas le parecieron

mas complicados cuando estudi6 el curso la primera vez y por qué?

Enseguida se presenta una clasificacion detallada de las respuestas de los
estudiantes del grupo 1 a cada pregunta. Como en el caso del grupo de estudiantes de
primer semestre de la carrera de fisica, esta clasificacion sirve para analizar parte de su
conceptuacion sobre los niumeros complejos, asi como para identificar algunas de las
dificultades en su comprension.

Las respuestas se clasificaron en diferentes tipos, cada uno representa la idea central
de la respuesta. En algunas respuestas se identificaron dos 0 méas concepciones diferentes
de los nimeros complejos, por lo que caen en mas de una clasificacion. Los tipos de
respuesta se ordenaron de mayor a menor nimero de estudiantes en todas las

clasificaciones.
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Cuadro 4.6. Clasificacion de respuestas a la pregunta 1: ¢ Qué es un niumero complejo?

Tipo de respuesta Numero de estudiantes
1.— Es un nimero de la forma a + bi 14
2.— NUmero compuesto por una parte real y 7
una imaginaria
3.— Elemento de un conjunto llamado el 5
conjunto de los nimeros complejos con
estructura de campo
4.— Es aquel que puede asociarse con un 2
punto en el plano complejo
5.— Una pareja ordenada (a, b) en R* 2
6.— Se obtiene al intentar dar solucion a 2
ecuaciones como x* = —1
7.— Se puede representar como un vector en 1
el plano complejo
8.— Se puede representar como un vector en 1
el plano
9.— Se representa como un punto en el plano 1
cartesiano
10.— Se puede representar en el plano (no 1
especifica como)
11.— Es un espacio vectorial 1

En las respuestas clasificadas como tipo 1 (Es un nimero de la forma a + bi),
sobresalen las siguientes: “Es un arreglo de la forma a + bi donde a, b € R”. “Es un
nimero compuesto por un nimero real mas otro numero real multiplicado por ‘una
constante i’, es decir, un numero real mas un numero imaginario”. En la primera respuesta,
el estudiante no considero6 al nimero complejo como un nimero, lo entendié como un
arreglo. En la segunda respuesta, el estudiante no utiliz6 simbolos, salvo para referirse a la
constante i, no especifico qué es i; sélo habl6 de ella como una constante que multiplica a
un namero real y que da el caracter de nimero imaginario al nuevo numero que surge de la
multiplicacidn. Se observé que sélo 6 estudiantes cuyas respuestas cayeron en esta
clasificacion aclararon que i = v—1.

En las repuestas de tipo 2 (Nimero compuesto por una parte real y una imaginaria)
destacan las siguientes respuestas: “Es una combinacion de dos tipos de nimeros, reales e
imaginarios”. Para este estudiante un nimero complejo no es un niimero sino dos nUMeros

que forman una nueva entidad. Otro estudiante respondi6é de manera similar: “[...]
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algebraicamente es un elemento compuesto por dos niimeros reales y uno imaginario”. Otra
respuesta que destaco fue: “[...] si z es un numero complejo, z se representa como
z=a+ ib donde a es la parte real y bi es la parte imaginaria”. Este estudiante afirmé que la

parte imaginaria de un nimero complejo es bi y no el nimero real b. S6lo dos estudiantes

cuyas respuestas fueron de tipo 2 aclararon que i = v/—1.

En las respuestas clasificadas como tipo 3 (Elemento de un conjunto llamado el
conjunto de los nimeros complejos con estructura de campo), destaca que uno de los
estudiantes agregd que, a pesar de que el conjunto de los nimeros complejos tiene la
estructura algebraica de campo, no es un conjunto ordenado. Otro estudiante respondio:
“[...] es la extension de los numeros reales. A diferencia de otros espacios, éste es cerrado
bajo la raiz [cuadrada] —la raiz [cuadrada] de un nUmero complejo siempre va a dar un
numero complejo —”. Un estudiante mas respondid: “Es un elemento de un campo de
dimension 2”.

En las clasificaciones 4 (Es aquel que puede asociarse con un punto en el plano
complejo), 5 (Una pareja ordenada (a, b) en R?) y 6 (Se obtiene al intentar dar solucién a
ecuaciones como x? = —1), no hay observaciones sobresalientes, el titulo de cada una
describe con claridad las respuestas encontradas.

Durante las clases, el profesor se refiri¢ al plano cartesiano y al plano complejo
como dos entidades matematicas distintas. La diferencia entre ellos consiste en la manera
de denotar a los ejes de referencia; en el plano cartesiano reciben el nombre de eje X'y eje
Y, en el plano complejo son Ilamados eje real y eje imaginario respectivamente. Sin
embargo, el profesor hizo hincapié en que el plano cartesiano, entendido como R?, es
isomorfo al campo de los nimeros complejos, y por tanto es isomorfo al plano complejo, de
aqui que se consideren diferentes los tipos de respuesta 7, 8 y 9. En la respuesta clasificada
como tipo 7 (Se puede representar como un vector en el plano complejo), el estudiante no
utilizé palabras para dar esta respuesta, solo dibujé el siguiente esquema del plano
complejo (figura 4.7) indicando el eje real con el simbolo Re (z) y el eje imaginario con
Im (2).
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Figura 4.7. Representacion de un namero complejo como un vector en el plano

complejo

De manera similar, el estudiante cuya respuesta es de tipo 9 (Se representa como un

punto en el plano cartesiano), no empled palabras, s6lo dibuj6 un esquema (figura 4.8).

N
b 1- QHL .

|

Figura 4.8. Representacion de un niumero complejo como un punto en el plano

complejo

No hay observaciones respecto a las respuestas de los tipos 8 (Se puede representar
como un vector en el plano), 10 [Se puede representar en el plano (no especifica como)] y
11 (Es un espacio vectorial).

En esta clasificacion 7 respuestas se ubicaron en 2 tipos diferentes, 3 respuestas se
ubicaron en 3 tipos diferentes, 1 respuesta en 4 tipos diferentes y una respuesta mas se
ubicé en 5 tipos diferentes. Asi, en la tabla se contaron un total de 37 respuestas aunque
so6lo participaron 17 alumnos.

En la figura 4.9 se muestra la respuesta clasificada en 4 tipos diferentes: tipo 1, tipo

2, tipo 5y tipo 7.



1= (Qué es un nimero complejo?

Figura 4.9. Respuesta clasificada en 4 tipos

En la figura 4.10 se muestra la respuesta clasificada en 5 tipos diferentes: tipo 1,

tipo 2, tipo 3, tipo 4 y tipo 5.

1.- {Qué es un nimero complejo?

Figura 4.10. Respuesta clasificada en 5 tipos
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Cuadro 4.7. Clasificacion de respuestas a la pregunta 2: Dé un ejemplo de una

representacion de un numero complejo

Tipo de respuesta NUmero de estudiantes

1- 12
Z=X+1iy
2— 5
z=re"
3.— Un caso particular de la forma a + bi, 4
por ejemplo, z=4 + 3i
4.— Un punto en el plano cartesiano 4
5.— Un vector en R 3
6.— Un punto en el plano complejo 3
7.— Un vector en el plano complejo 2
8.— 2
z=r(cosfd+isend)
9.— Un par ordenado 2
10.—- 1

. 1
a+bi=(a b)(i)
11.— 1
xX*+1=0
12.— Proyeccion estereogréafica 1

En las respuestas de tipo 1 (z = x + iy), 5 estudiantes explicaron en ésta o en la
respuesta anterior que i =v/—1, otro escribi6 i* = vV—1 y uno mas escribié: “También
podemos verlo como x? + 1 = 0. Los 5 estudiantes restantes cuya respuesta se clasificé en
este tipo no especificaron el significado de i, a pesar de que lo utilizaron en la
representacion que eligieron.

En las respuestas clasificadas como tipo 2 (z = re'? ), destaca que un estudiante
escribio z = Vr e'#, asi, se refiere al valor del médulo del nimero complejo con ¥/ . Otro
estudiante anotd e'® = cos 8+ i sen @; con esta expresion solo considerd a los nimeros
complejos con médulo 1. En esta clasificacion 3 estudiantes anotaron en ésta o en la
respuesta anterior que i =+/—1, los 2 restantes no dieron explicacion.

En las respuestas de tipo 3 (Un caso particular de la forma a + bi, por ejemplo,

z = 4 + 3i) solo un estudiante explicé que i = v—1, los 3 restantes no apuntaron nada sobre i

a pesar de que utilizaron este nimero en sus representaciones.
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Por la distincion entre plano complejo y plano cartesiano expuesta en las
observaciones para las respuestas del cuadro 4.6, en esta clasificacion se consideran
diferentes los tipos 4, 5, 6 y 7. En las respuestas de tipo 4 (Un punto en el plano cartesiano),
solo un estudiante se refiri6 a un punto cualquiera del plano cartesiano y no utiliz6 ningln
esquema. Dos se refirieron a puntos particulares del plano, uno de ellos escribio: “lo
podemos ver como (5, 6) en el plano cartesiano”, el otro realizo el siguiente esquema de la

figura 4.11 sin utilizar palabras en su respuesta.

S12a

12345

Figura 4.11. Representacion del nimero complejo 5 + 2i como un punto en el plano

cartesiano

El cuarto estudiante nombro como representacion a las parejas en el plano
cartesiano y utilizo el esquema de la figura 4.12, obsérvese que el estudiante utilizo
diferentes representaciones en la ilustracion: nimero complejo como vector y punto en el

plano cartesiano y en el plano imaginario, asi como la representacion z = X + iy.

Figura 4.12. Algunas representaciones de los nimeros complejos

En las respuestas de tipo 5 (Un vector en R%), un estudiante escribi6é “Una

representacion es como un vector en R?’, otro estudiante, ademas de utilizar palabras,
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agregd un esquema; otro estudiante sélo utilizd un esquema. En las respuestas de tipo 6 (Un
punto en el plano complejo), los tres estudiantes emplearon un esquema, dos de ellos
también utilizaron la notacidn (x, y) y uno de estos dos escribio z = x + iy = (x, y).
Obsérvese en la figura 4.13 que el estudiante utilizé diversas representaciones: vector en el

plano cartesiano, punto en el plano complejo, par ordenadoy z = x + iy.

| ~1
Una (epresentncion €5 @m0 vectar en K

T= x+1y < (X,v)\ 1y

Figura 4.13. Representacion de un nimero complejo como par ordenado, punto y vector en

el plano

Los estudiantes con respuestas de tipo 7 (Un vector en el plano complejo)
contestaron por medio de esquemas; sobresale el esquema de la figura 4.4 como evidencia
de que este estudiante considerd un punto en el plano cartesiano y un vector como
entidades iguales.

Un estudiante que dio respuesta de tipo 8 [z = r (cosd + i send)] aclard que
z=+va? + b?, es decir, se refirié a la norma del nimero complejo; ademas, escribid

b . . ., .
@=arc tan (5); e ilustro su representacion con el esquema de la figura 4.14.

AR,
j

e p‘z“,/‘ii‘p\
| (A/ LA
2” y\2l
P

i P b AR v

; a R

Figura 4.14. Representacidn de un nimero complejo en la forma

z=r(cos@+isend)
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El segundo estudiante que dio respuesta de tipo 8 escribid: “Una de ellas es la
forma polar z = cos x + i sen y”, unicamente considerd los numeros complejos con norma
igual a 1.

Uno de los estudiantes cuya respuesta se clasificd como tipo 9 escribio: “[una
representacion es] la forma de parejas en el plano cartesiano, donde se ve el isomorfismo de
R? con los complejos”. El segundo estudiante que dio una respuesta de este tipo escribid:
“z=(X,Y)”, de aqui que se decidiera nombrar a este tipo de la clasificacion como “Un par

ordenado”. Las respuestas pueden observarse en las figuras 4.15 y 4.16.
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Figura 4.15. Respuesta tipo 9

2.- Dé un ejemplo de una representacion de un nimero complejo.

sl e = S

4 e AN D

Figura 4.16. Respuesta tipo 9

No se encontraron observaciones sobre las respuestas de los tipos 10
[a + bi = (a b) (})] y 11(x* + 1 = 0). Respecto a la respuesta de tipo 12 (Proyeccion

estereografica), el estudiante s6lo escribid: “También se puede hacer la representacion
estereografica de C . No especificd como hacer dicha representacion, a pesar de que el
profesor lo explicd en clase; s6lo se limitd a mencionar la existencia de tal representacion,
como se observa en la figura 4.17.
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2.- Dé un ejemplo de una representacion de un numero complejo.

) T¢ Z =

Figura 4.17. Respuesta tipo 12

En esta clasificacion 4 respuestas se ubicaron en 2 tipos diferentes, 3 respuestas se
ubicaron en 3 tipos diferentes, 1 respuesta se ubicé en 4 tipos diferentes, 1 respuesta se
ubicé en 5 tipos diferentes y 1 respuesta se ubicé en 6 tipos diferentes. Asi, el total de las
respuestas contabilizadas en el cuadro es de 40 aunque solo participaron 17 estudiantes. La

respuesta que aparece en la figura 4.18 se ubico en el tipo 1, tipo 2, tipo 4, tipo 7, tipo 8 y
tipo 9.

2.- Dé un ejemplo de una representacion de un nimero complejo.
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Figura 4.18. Respuesta clasificada en 6 tipos diferentes

La respuesta que aparece en la figura 4.19 se ubicé como respuesta de tipo 1, tipo 2,
tipo 5, tipo 9 y tipo 10.
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2.- Dé un ejemplo de una representacion de un nimero complejo.

-3 =

Nk "r,)

5

- \ a

Figura 4.19. Respuesta clasificada en 5 tipos diferentes

Cuadro 4.8. Clasificacion de respuestas a la pregunta 3: ¢Qué es un nimero imaginario?

Tipo de respuesta

NuUmero de estudiantes

1. — Es un numero de la forma bi 8
2. — Es aquel que se obtiene al calcular la 7
raiz cuadrada de un nimero negativo

3. — Los numeros complejos son numeros 2
imaginarios

4. — “Es un simbolo que da sentido a lo que 1
estamos operando en los complejos, i

cumple que i> =17

5. — “Convencidn matematica para 1
[representar] lo que no existia o era

indeterminado” (contexto: raices cuadradas

de nimeros negativos)

6. — “Es un nimero que no tiene solucion en 1

los reales”

De los 8 estudiantes que dieron respuestas de tipo 1 [Es un numero de la forma bi]

solo uno de ellos aclaré que b pertenece al conjunto de los numeros reales sin el 0; ademas,

s6lo 5 de ellos aclararon en ésta o en alguna de las preguntas anteriores que i =v—1, los 3

restantes no especificaron nada al respecto. Sobresale la respuesta de un estudiante que

complemento de la siguiente manera.

[...] el conjunto de los nimeros imaginarios nos permite tener representaciones para

raices cuadradas de nimeros negativos, y en general, los complejos C nos permiten

representar todas las n raices de una raiz enésima (Vz).
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El titulo de las demas clasificaciones expresa con claridad la idea principal de las

respuestas encontradas. No hay observaciones relevantes sobre ellas. En esta clasificacion 3

respuestas se ubicaron en 2 tipos diferentes. Por ejemplo, la respuesta de la figura 4.20 se

clasificé como tipol y tipo 2.
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Figura 4.20. Respuesta clasificada en los tipos 1y 2

De este modo, en el cuadro se cuentan 20 respuestas, aunque los estudiantes que

contestaron el cuestionario fueron 17.

Cuadro 4.9. Clasificacion de respuestas a la pregunta 4: ¢ Qué denota i?

Tipo de respuesta NUmero de estudiantes
1.- 12
V=1
2. —Un punto en el plano complejo y V=1 3
3.- 1

i =++/—1, enel plano i es un ndmero
sobre la recta imaginaria denotado como
la ordenada

4. — “Es el imaginario, V—1=i%" 1

No hay observaciones respecto a las respuestas de tipo 1 [v/—1]. Los 3 estudiantes
que dieron respuestas de tipo 2 [Un punto en el plano complejo y v—1] resaltaron que i no
s6lo denota v/—1, sino también un punto en el plano complejo; uno de ellos utilizo la
notacion C =R x iR para referirse a dicho plano. Otro estudiante afiadio lo siguiente:
“Visto en el plano complejo, denota el punto (0, 1), 0 méas correctamente al vector
v=(0,1)".




83

Parte de la respuesta clasificada como tipo 3 [i = ++/—1, en el plano i es un ndmero
sobre la recta imaginaria denotado como la ordenada] es la siguiente: “Si representamos al
conjunto de los [nimeros] complejos en el plano, i seria un punto sobre la recta imaginaria,
generalmente denotada como la ordenada.” El estudiante no especifico con claridad el lugar
donde se ubica i en el plano complejo.

No hay observaciones relevantes sobre la respuesta de tipo 4.

Cuadro 4.10. Clasificacion de respuestas a la pregunta 5: ¢ Cuales son las soluciones de la

ecuacion x° + 1 = 0?

Tipo de respuesta Numero de estudiantes
1.- 9
X=+i=++/-1
2.— 5
X=%i
3.- 1
x=+vJ-1
4. — Dibujo la parabola (x — 1)° 1
5. — No respondio 1

Dos de los estudiantes que dieron respuestas de tipo 1 [x = + i = ++/—1] no anotaron
algun procedimiento de resolucion, los 7 restantes utilizaron el procedimiento de despeje
para obtener las respuestas. Los estudiantes que dieron respuestas de los tipos 2 [x =+ i] y 3
[x = ++/—1] no anotaron algin procedimiento de resolucion. El titulo de las clasificaciones
4 [Dibujé la parébola (x — 1)?] y 5 [No respondié] expresa con claridad la idea central de las

respuestas de los estudiantes.



84

Cuadro 4.11. Clasificacion de respuestas a la pregunta 6: ¢Cuales son las soluciones de la

ecuacion x> — 2x + 2 =0?

Tipo de respuesta NUmero de estudiantes
1. - 5
X1=1+iyxo=1-i
2. — Respuesta equivocada por errores de 4
calculo aritmético
3. — Respuesta inconclusa 3
4. — Respuesta equivocada por aplicacion 2

incorrecta de la formula general de
resolucion de ecuaciones de segundo

grado
5. — No respondio 2
6. — “No recuerdo como resolverlas” 1

Los estudiantes cuyas respuestas fueron de tipo 2 [Respuesta equivocada por errores
de célculo aritmético] utilizaron como procedimiento la formula general de resolucion de
ecuaciones de segundo grado. Las respuestas de tipo 3 [Respuesta inconclusa] presentaron
los siguientes problemas. (1) Un estudiante sustituyo la variable x de la ecuacion por el
namero complejo desconocido x + iy, obtuvo un sistema de ecuaciones que no resolvio pero
concluyo que la solucion del sistema seria un numero imaginario que cumpliria la ecuacion;
(2) otro estudiante no concluyo la resolucion de la ecuacién, que comenzé utilizando la
formula general de resolucion de ecuaciones de segundo grado, (3) otro estudiante intento
escribir la formula general de resolucién pero no lo logro.

Se detectaron 2 procedimientos empleados por los estudiantes que dieron respuestas

detipol[x;=1+iy x=1-1i].

Cuadro 4.11.1. Procedimientos para obtener la respuestade tipo 1: X3 =1+iy xo=1—1i

Procedimiento NUmero de estudiantes
Formula general de resolucién de 4
ecuaciones de segundo grado
Descomposicion en factores 1

El estudiante que descompuso en factores la ecuacion x* — 2x + 2 = 0 para resolverla
concluyd que la ecuacién podia escribirse como (x? — 1)? = —1, como se muestra en la figura
4.21.



85

6.- ;Cuales son las soluciones de la ecuacién x> — 2x + 2 = 0?

S R ]

Figura 4.21. Descomposicion en factores

No hay observaciones relevantes sobre las respuestas de los tipos 5 [No respondio]

y 6 [“No recuerdo como resolverlas™] del cuadro 4.11.

Se elaboraron dos cuadros para mostrar la clasificacion de las respuestas a la

pregunta 7. En el cuadro 4.12.1 s6lo se responde a la pregunta con si 0 no; en el cuadro 7.2

se especifican los cursos anteriores en los que los estudiantes trabajaron con nimeros

complejos. Algunas respuestas del segundo cuadro cayeron en mas de una clasificacion.

Cuadro 4.12 Clasificacion de respuestas a la pregunta 7: ¢Ha estudiado los nimeros

complejos en algun otro curso anterior a su curso de variable compleja 1?

Tipo de respuesta

NUmero de estudiantes

15

2
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Cuadro 4.12.1 ;Cudl? [¢En qué curso anterior a su curso de variable compleja | estudié

los nimeros complejos?]

Tipo de respuesta Ndmero de estudiantes

1. — Algebra superior 11 7
2. — Bachillerato 4
3. — Algebra para fisicos 3
4. — Algebra lineal 1
5. — Ecuaciones diferenciales 11 1
6. — Calculo 111 1
7. — Célculo IV 1

1

8. — No especifico

Un estudiante que afirmé haber trabajado con nimeros complejos en su curso de
algebra superior 11 se refirié a la manipulacion de los simbolos a través de la parte
operativa; otro mas sefiald que estudio la construccién de estos nimeros asi como sus
operaciones basicas.

Dos estudiantes que trabajaron con los nimeros complejos en el bachillerato
especificaron las instituciones donde cursaron sus estudios: CCH y Preparatoria agricola de
la Universidad Auténoma de Chapingo. Uno de los estudiantes cuya repuesta cayd en esta
clasificacion escribio: “Soélo en preparatoria, pero fue solo una pequerfia platica porque no se
profundiza tanto, dijeron que lo llevariamos mas adelante”.

Dos de los estudiantes que estudiaron los nimeros complejos en algebra para fisicos
sefialaron que lo hicieron de manera breve. El estudiante que trabajé nimeros complejos en
algebra lineal especificd que fue con cuaternios. Los estudiantes cuyas respuestas fueron
ecuaciones diferenciales I, calculo 111 y calculo IV no especificaron algin tema o
tratamiento particular.

En esta clasificacion una (1) respuesta se ubico en 2 tipos, es decir, un estudiante
escribio que estudio los nUmeros complejos en algebra superior 1l 'y en algebra lineal. Otra
respuesta se ubicé en 4 tipos diferentes ya que un estudiante afirmo haber estudiado a los
numeros complejos en algebra superior 11, ecuaciones diferenciales 11, calculo 111 y calculo

IV como se muestra en la figura 4.22.
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Figura 4.22. Respuesta clasificada en 4 tipos
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Cuadro 4.13. Clasificacion de respuestas a la pregunta 8: ¢Es la primera vez que cursa la
materia? Si contesta que no, ¢qué temas le parecieron mas complicados
cuando estudio el curso la primera vez y por qué?

Tipo de respuesta Numero de estudiantes

1.— Si 7

2.—No 8

3. — No especifico 2

fueron:

Los temas méas complicados para los estudiantes que estaban repitiendo el curso

series de Laurent, mapeos, dominios de analiticidad, superficies de Riemann,

transformaciones de Mdbius, integrales, teoremas de Cauchy y de Morera, singularidades y

polos, homotopia, construccién de los nimeros complejos en la circunferencia de radio 1,

obtencion de las raices enésimas de los numeros complejos y funcion logaritmo.

Destacaron dos respuestas que se muestran en las figuras 4.23 y 4.24.

— “...Me gustaria que se lleve con otro nombre esta materia desde el 1% semestre de la

carrera, porgue asi nos ayudaria a entender los complejos mas y aplicarlos desde el

principio, como no he llevado esta materia se me hizo muy dificil algebra lineal”.

— “Lo mas complicado [de la materia] es la exposicion de los maestros que piensan que las

cosas

son obvias o previamente vistas”.
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Figura 4.23. Opinion de un estudiante

¢Es la primera vez que cursa la materia? Si contesta que no, jqué temas le parecieron
mas complicado cuando estudi6 el curso la primera vez y por qué?

Figura 4.24 Respuesta de un estudiante

Clasificacion de las respuestas del grupo 2 de variable compleja |

En este apartado se describe los resultados obtenidos de las respuestas de los
estudiantes de un segundo grupo de variable compleja I de la misma Facultad de Ciencias
de la UNAM. El grupo 2 estaba formado por 14 estudiantes de las licenciaturas de fisica y
matematicas del turno matutino. EI primer estudiante que entregd el cuestionario tardé 20
minutos en resolverlo, el Gltimo tardé 30 minutos. El enfoque que sobresalio en las clases
de este grupo fue el de los nimeros complejos como extension de los nimeros reales. Se
definio i =+/—1 y se demostré que los nimeros complejos son un campo no ordenado. El
profesor utilizd como representaciones de los nimeros complejos las formas a + bi,

r(cos @+ isen @) y re’; también representd a los nimeros complejos como una matriz

a
b

puso énfasis en que el campo de los nimeros complejos es isomorfo a R? utilizando la

de 2x1 o de 1x2, es decir, una matriz de la forma ( ) odelaforma(a b).Por otra parte,

notacién C = R% no explicé qué es un isomorfismo: se asumié que los estudiantes conocian

el concepto.
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Respecto a las operaciones con numeros complejos (adicion, multiplicacion,
division, potenciacion y radicacion), el profesor trabajé bajo un enfoque algebraico en su
mayor parte, en la radicacion utilizé la formula de De Moivre sin demostrarla. La mayoria

de los ejercicios propuestos se centraron en la correcta manipulacién algebraica de los

nameros complejos, por ejemplo, resuelva x = V128 + 128i+/3.

Enseguida se presenta una clasificacion detallada de las respuestas de los
estudiantes del grupo 2 a cada pregunta del cuestionario de investigacion. Esta clasificacion
se utiliz6 para analizar detalladamente parte de su conceptuacion sobre los nimeros
complejos, asi como para identificar algunas dificultades en su comprension. Las respuestas
se clasificaron en diferentes tipos, representando cada uno la idea central de la respuesta.
En algunas respuestas se identificaron dos o mas concepciones diferentes de los niUmeros
complejos, por lo que caen en mas de una clasificacion. Los tipos de respuestas se

ordenaron de mayor a menor nimero de estudiantes en todas las clasificaciones.

Cuadro 4.14. Clasificacion de respuestas a la pregunta 1: ¢Qué es un nimero complejo?

Tipo de respuesta NUmero de estudiantes
1. — Un ndmero de la formaz =a + bi con a 6
y b nimeros reales
2. — Un numero que consta de una parte real 5
y una imaginaria
3. — Elemento de un campo algebraico 3
4. — Es la suma de un namero real y un 2
nlmero imaginario
5. — Es aquel que se puede representar como 1
un punto en el plano cartesiano
6. — Es aquel que puede representarse como 1
un vector en el plano complejo
7. — Es aquel que se obtiene de la raiz 1
cuadrada de un niUmero negativo
8. — “Un numero complejo es un nlimero 1
imaginario que vive en el anillo C”

So6lo un estudiante que dio respuesta de tipo 1 (Un numero de la forma z = a + bi

con a 'y b niimeros reales) escribié i = —1; ningln otro estudiante se refiri6 a la naturaleza
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de i. Sin embargo, en la pregunta 3, ¢Qué es un nimero imaginario?, uno de estos

estudiantes escribié i = v—1. En las respuestas de tipo 1 destaca la siguiente.

Un nimero complejo es un elemento que pertenece al campo de los complejos y que
se representa mediante la suma de 2 entradas o0 componentes que pertenecen a los
reales, con la segunda acompafiada de i, i.e., si z € C entonces z es de la forma

z={x,y e R|x+iy =2z} [sic].

Notese que el estudiante aclaré que proporcionaba una representacion de un nimero
complejo, mas no que la representacion sea el numero complejo.

Tres estudiantes que dieron respuestas de tipo 2 (Un nimero que consta de una parte
real y una imaginaria) también utilizaron la representacion z = a + ib. Ninguno aclar6 cual
es la parte real y cuél la parte imaginaria de un nimero complejo. Sin embargo, uno de
ellos escribid i € Cy R < C, y otro sefiald que a € R y bi € C; implicitamente éste sefiald
que a es la parte real y bi es la parte imaginaria.

De las respuestas de tipo 3 (Elemento de un campo algebraico) destaca la siguiente:
“Es un miembro de un campo en el cual se pueden dar soluciones a ecuaciones
polinomiales de cualquier grado”. El estudiante agregdé como una caracteristica especial que
en este campo se pueden encontrar las soluciones de cualquier ecuacion polinomial.

Dos estudiantes dieron respuestas de tipo 4 (Es la suma de un nimero real y un
namero imaginario). Este tipo se considera diferente del tipo 2 porque la parte imaginaria
de un nimero complejo no es un ndmero imaginario, situacion que los estudiantes que
dieron respuestas de tipo 2 no aclararon.

Respecto a las respuestas de tipo 5y 6 se debe aclarar que el profesor habl6 del
plano complejo durante las clases pero no puso énfasis, a diferencia del profesor del grupo
1, en no considerarlo igual al plano cartesiano. Aclarado esto, no hay observaciones
relevantes respecto a la respuesta de tipo 5 (Es aquel que se puede representar como un

punto en el plano cartesiano).
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El estudiante cuya respuesta es de tipo 6 (Es aquel que puede representarse como un
vector en el plano complejo) no utilizé palabras: ilustrd esta concepcion mediante el

esquema que se muestra en la figura 4.25.

Figura 4.25. Representacion de un nimero complejo como vector en el plano

complejo

De las respuestas de esta clasificacion, 4 de ellas se ubicaron en 2 tipos diferentes y
una (1) respuesta se ubico en 3 tipos diferentes. Asi, en el cuadro se cuentan 20 respuestas
aungue sélo contestaron 14 estudiantes. La respuesta que se observa en la figura 4.26 se

clasificé como respuesta tipo 1, tipo 2 y tipo 6.

Figura 4.26. Respuesta clasificada en 3 tipos diferentes
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Cuadro 4.15. Clasificacion de respuestas a la pregunta 2: Dé un ejemplo de una

representacion de un namero complejo

Tipo de respuesta NUmero de estudiantes
1. 10
z=a+ib
2. — 3
Z = cosé +i send
3. —Un caso particular de la forma a + bi, 2
por ejemplo, z=2 + 3i
4. —Un punto en el plano complejo 2
5 — 2
z=(a, b)
6. — Un vector en el plano complejo 1
7. —“Son utiles para representar una 1
funcion de onda...”
8. — “El punto (1, i)” 1

De las respuestas de tipo 1 (z=a + ib) destaca una en la que el estudiante sefialo
que a es la parte real del namero complejo y la parte imaginaria es iy. Notese que el
estudiante entendia que la parte imaginaria de un nimero complejo es un nimero
imaginario. S6lo un estudiante sefial6 que i* = —1.

En las respuestas de tipo 2 (z = cosé +i sené [sic]), los 3 estudiantes pasaron por
alto que el mddulo de un numero complejo puede ser distinto de 1. Destaca que un

estudiante se refirié al médulo de un nimero complejo z = a + ib escribiendo

|z = VaZ + b2. Sin embargo, anot6 z = cos@ +i sené y no considerd que el médulo de un
namero complejo puede ser distinto de 1. Los otros dos estudiantes también utilizaron la
representacion e; uno de ellos especificé que e'® = cosd+i sené [sic], pero omitid, al
igual que su compafiero, que el mdédulo de un nimero complejo puede ser distinto de 1.
Sélo un estudiante cuya respuesta cayé en esta clasificacion sefialé que i* = —1.

Ninguno de los estudiantes cuyas respuestas fueron clasificadas como tipo 3 [Un
caso particular de la forma a + bi, por ejemplo, z = 2 + 3i] aclaro el significado de i, a pesar
de utilizarlo en las representaciones que eligieron.

De las respuestas de tipo 4 [Un punto en el plano complejo] destaca la siguiente:
“Una grafica con un punto que tiene parte imaginaria y parte real la cual sera representada

asi [obsérvese la figura 4.27]”.
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Figura 4.27 Representacion de un nimero complejo como punto en el plano

complejo

Notese que el estudiante utilizé una mezcla de concepciones: escribid sobre un
punto que tiene parte imaginaria y parte real cuando las dos coordenadas de dicho punto
son numeros reales; por otra parte, llamo al punto (x, y) o x + iy.

En las respuestas de tipo 5 un estudiante escribid: “como pareja ordenada (a, b)”, la
segunda respuesta clasificada en este tipo decia: “z = (a, b)”. El estudiante que dio la
respuesta clasificada como tipo 6 [Un vector en el plano complejo] sélo utiliz6 palabras, no
empled ningln esquema para ilustrar la representacion que propuso. Por otra parte, el
estudiante que dio la respuesta de tipo 7 [“Son ttiles para representar una funcioén de onda
por su forma polar”’] también escribié e = cos@+i send y no escribio algo relacionado
con la naturaleza de i.

El estudiante que dio la respuesta de tipo 8 escribio: “Por ejemplo, pensemos en el
punto (1, i) donde la parte real es 1 y la parte imaginaria también”. Ilustro su respuesta con

el esquema que se muestra en la figura 4.28.

Figura 4.28 Representacién del nimero complejo (1, i)
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Obsérvese que el estudiante considerd que el punto esta en el plano complejo, pues
denoto al eje horizontal como el eje real y al eje vertical como el eje imaginario; ademas,
nombro al punto (1, i). El estudiante no aclaré el significado de i.

En el cuadro 4.15 de esta clasificacion se cuentan 22 respuestas. Tres (3) respuestas
se clasificaron en 2 tipos diferentes, 1 respuesta se clasifico en 3 tipos diferentes y 1
respuesta se clasifico en 4 tipos diferentes. Asi, en el cuadro 4.15 hay un total de 22
respuestas aunque sélo 14 estudiantes participaron en el cuestionario. En la figura 4.29 se

observa la respuesta que fue clasificada como tipo 1, tipo 2, tipo 4 y tipo 7.
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Figura 4.29.Respuesta clasificada en 4 tipos.

Cuadro 4.16. Clasificacion de respuestas a la pregunta 3: ¢Qué es un numero imaginario?

Tipo de respuesta NUmero de estudiantes
1. — Esun ndmero de la forma bi con beR 7
2. — Es aquel que se obtiene al calcular la 4
raiz cuadrada de un nimero negativo
4. — El nombre de nimero imaginario es un 1

sinénimo de nimero complejo, indica que
no es un numero real

5.-Esi=+-1 1
6. — “NUumero que surge como solucion de 1
ecuaciones que no podian resolverse”

7. —“Son los puntos que no podemos ver 1

comunmente, son ‘imaginarios’ ”




95

En las respuestas de tipo 1 (Es un numero de la forma bi con beR) sdlo un

estudiante escribi6 que b € R\{0} y s6lo en 4 especificaron que i = v/—1. Destacan las
siguientes respuestas: “Un ntimero [en el que] solamente nos fijamos en la segunda
componente, i.e.,z=a+ib .. Im =1ib”. “Un nimero que no tiene la parte real, i.e., a + bi
donde a=0yb e R\{0}”. El primer estudiante consider6 que un numero complejo esta
formado por 2 componentes; ademas, escribié Im = ib para expresar que ib pertenece a los
numeros imaginarios. El segundo estudiante afirmo que un nimero complejo no tiene parte
real aunque después escribio a = 0; asi, aunque la parte real de un nimero imaginario es
igual a 0, el estudiante juzgd que la parte real no existe.

En las respuestas de tipo 3 (Es un nimero de la forma bi con i =v/—1 ybeR)
destaca que ninguno de los estudiantes tomo en cuenta que b € R\{0}. No hay
observaciones relevantes respecto a los demas tipos de respuestas. En esta clasificacion una
(1) respuesta se ubico en 2 tipos diferentes, asi, en el cuadro 4.16 se cuentan 15 respuestas

aunque solo participaron 14 estudiantes.

Cuadro 4.17. Clasificacion de respuestas a la pregunta 4: ;Qué denota i?

Tipo de respuesta NUmero de estudiantes

1. - 13
V=T

2. —Un punto en el plano

3. — El punto (0,1) de R

4. —Un punto en el plano complejo

PR R

5. — Un vector en el plano complejo

El estudiante que dio la respuesta de tipo 4 escribio: “se puede ver también como un
punto en el plano complejo en forma vectorial”. Notese que el estudiante considera que un
punto es lo mismo que un vector en el plano complejo y como consecuencia i puede ser un

punto y un vector. El estudiante ilustré su respuesta con el esquema de la figura 4.30.
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()(/L'\/‘.]:L = X

\ > ! (1\0—/2)

Figura 4.30. Representacion de un numero complejo como punto y vector en el

plano complejo

No hay observaciones que hacer sobre las respuestas de cualquier otra clasificacion.
Los estudiantes se limitaron a seleccionar la respuesta que consideraron correcta en los
casos de los tipos 1y 2, o escribieron alguna de las respuestas clasificadas como 3 0 5 sin
hacer mas comentarios. En esta clasificacion, una (1) respuesta se ubico en 2 tipos
diferentes y una (1) respuesta se ubico en tres tipos diferentes. En la figura 4.31 se muestra

la respuesta clasificada como tipo 1, tipo 4 y tipo 5.

4.- ;Qué denota i?
a) Un punto del plano
b) No sé
c)V—1

d) Otra (Explique):

Figura 4.31. Respuesta clasificada en 3 tipos diferentes
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Cuadro 4.18. Clasificacion de respuestas a la pregunta 5: ¢ Cuales son las soluciones de la

ecuacion x> + 1 = 0?

Tipo de respuesta NUmero de estudiantes
1. - 11
X=%i
2.— 2
x=+-1=i
3.- 1
X= V=1

En las respuestas de tipo 1 [x = % i] se identifico que 5 estudiantes escribieron
X = ++/—1 = + i, mientras que otros 3 escribieron v—1 = # i. No hay observaciones sobre
las respuestas de tipo 2. Por otra parte, el estudiante que dio la respuesta de tipo 3 escribid:
“Una respuesta posible seria —1 pero v/—1 no existe, por tanto es un niimero imaginario”.
Ocho de los estudiantes despejaron la variable x de la ecuacion para obtener su

respuesta. Los seis restantes no anotaron algun procedimiento.

Cuadro 4.19. Clasificacion de respuestas a la pregunta 6: ¢Cuales son las soluciones de la

ecuacion x* — 2x + 2 = 0?

Tipo de respuesta Numero de estudiantes
1. - 9
X1=1+iyxo=1—i
2. — Respuesta equivocada por errores de 2
calculo aritmético
3. — Respuesta inconclusa 1
4. — La solucidn existe en los nimeros 1
complejos
5. — No respondi6 1

Ocho de los estudiantes que dieron respuestas de tipo 1 utilizaron la formula general
de resolucion de ecuaciones de segundo grado. Uno de ellos no escribié procedimiento
alguno.

Los estudiantes cuyas respuestas fueron clasificadas como tipo 2 [Respuesta
equivocada por errores de calculo aritmético] cometieron errores de calculo aritmético al

utilizar la férmula general de resolucidn de ecuaciones de segundo grado. Uno de ellos dio
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como solucion 2 iy el otro 1 + 2i. El estudiante que dio la respuesta de tipo 3 [Respuesta
inconclusa] intent6 encontrar las soluciones de la ecuacion utilizando division sintética,

como se muestra en la figura 4.32.

Figura 4.32. Procedimiento inconcluso de division sintética para encontrar las

soluciones de la ecuacion X2 —2x +2=0

El estudiante que dio la respuesta de tipo 4 escribio: “Esta [ecuacion] también tiene
solucidn pero existe en los C . No explico las causas por las que no proporciond una

solucién.

Cuadro 4.20 Clasificacion de respuestas a la pregunta 7: ¢Ha estudiado los nimeros

complejos en algln otro curso anterior a su curso de variable compleja

1?
Tipo de respuesta Ndmero de estudiantes
1.— Si 12
2.—No 2

Siete estudiantes que afirmaron haber estudiado los numeros complejos en cursos
anteriores escribieron que los habian estudiado a modo de introduccién o muy brevemente,
enfocandose en sus operaciones basicas. Dos estudiantes respondieron de la siguiente
manera: “Si, vimos una introduccion de ellos en algebra superior 117, “Pues muy poco,
digamos que so6lo suma, multiplicacion y resta”.

En el cuadro 4.20 se muestran los cursos en los que los estudiantes recibieron

instruccion previa sobre los nimeros complejos.
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Cuadro 4.20.1 ¢ Cudl? [¢En qué curso anterior a su curso de variable compleja |  estudié

los numeros complejos?]

Tipo de respuesta Ndmero de estudiantes

1. — Algebra superior 11

2. — Algebra para fisicos

3. — Otro curso de variable compleja

4. — Algebra lineal

5. — Geometria analitica |

6. — Analisis matematico |

N I I E N )

7. — Ecuaciones diferenciales

Destaca la siguiente respuesta, que se ilustra en la figura 4.33, y que se clasificd
como tipo 2 y tipo 1 ya que el estudiante especificd en su cuestionario que era estudiante de
fisica: “Solo se mencionan en los cursos de algebra y se utiliza como herramienta en

ecuaciones diferenciales pero éstos no son tocados a fondo en estos cursos”.

(Ha estudiado los nimeros complejos en algin otro curso anterior a su curso de

Variable Compleja 17 (Cudl? 5|, se Mmenctonln  en b corses

d Aﬂ/?P ora J -2 Uiliza o feramienta  en

(('ua(: omes  difereneciales , pero Sty o gon 7 codlos
ol [C l,‘({{,\_ en € o Cuvrsos

Figura 4.33. Respuesta clasificada en 2 tipos

De las respuestas obtenidas, una se ubicé en 2 tipos diferentes y una mas se clasifico
en 3 tipos diferentes: tipo 1, tipo 5 y tipo 6. Asi, en el cuadro se contaron 15 respuestas
aunque solamente 12 estudiantes afirmaron haber estudiado los nUmeros complejos en otros

Ccursos.
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Cuadro 4.21. Clasificacion de respuestas a la pregunta 8: ¢Es la primera vez que cursa la
materia? Si contesta que no, ¢qué temas le parecieron mas complicados

cuando estudio el curso la primera vez?

Tipo de respuesta NUmero de estudiantes
1.— Si 8
2.—No 6

Los temas méas complicados para los estudiantes que cursaron la materia
anteriormente fueron: Transformaciones de Mdbius, integrales de Cauchy, problemas con
singularidades, teorema del residuo, raices enésimas de un namero complejo, y polos. Una

de las respuestas obtenidas se ilustra en la figura 4.34.

(Es la primera vez que cursa la materia? Si contesta que no, ({qué temas le parecieron
més complicado cuando estudi6 el curso la primera vez y por qué?

\\XO /

| t
kQ:\) [v\\,{)@\{o‘u; oA NUNOS r\m/r‘{, ,.”j’)g 9
ey -

Figura 4.34. Temas complicados para un estudiante

Clasificacion de las respuestas al cuestionario aplicado a estudiantes de cuarto
semestre del CCH Vallejo de la UNAM

El cuestionario se aplico a un grupo de 34 estudiantes de cuarto semestre del CCH
Vallejo. El estudiante que entregd primero el cuestionario lo contest6 en 35 minutos, el
altimo tard6 50 minutos. Los participantes estudiaban por segunda vez la materia de
matematicas Il (una asignatura que se estudia en el tercer semestre) en un curso que formo
parte del programa de acreditacion inmediata (PAI), que tiene la finalidad de apoyar a los
estudiantes que en su semestre anterior reprobaron solo una materia. Un curso normal de
matema@ticas 111 consta de 80 horas de clase, un curso PAI consta de 40 horas. Esta

estipulado que el profesor debe cubrir todos los temas del programa de estudios.
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Algunos propdsitos del programa de estudios de la asignatura de matematicas Il|

que aparecen en los programas de estudios del CCH Vallejo son los siguientes.

Al finalizar el tercer curso de matematicas, a través de las diversas actividades
encaminadas al desarrollo de habilidades y a la comprension de conceptos y
procedimientos, el alumno:

— Reconoce que se incrementan las posibilidades de analisis y aplicacion de la
Geometria Euclidiana, al incorporar al estudio de los objetos y relaciones
geomeétricas la representacion y los procedimientos del algebra.

— Dada una ecuacién con dos variables, lineal o cuadratica, identifica de qué tipo de
“curva” se trata y obtiene informacion sobre sus elementos.

— Avanza en el concepto de sistema de ecuaciones y su resolucion, al incorporar
ecuaciones cuadraticas o un mayor nimero de ecuaciones e incdgnitas. (Colegio
de Ciencias y Humanidades UNAM, 2003)

Por otra parte, en la unidad 4 (Elipse, circunferencia y sus ecuaciones cartesianas)

del programa de estudios se plantean como propdsitos:

Reafirmar el método analitico al obtener las ecuaciones de la elipse y la
circunferencia y avanzar en el reconocimiento de formas y estructuras, en la
formulacién de conjeturas y en la resolucion analitica de problemas de corte

euclidiano.

Se mencionan como aprendizajes los siguientes puntos.

— Utilizando la ecuacion ordinaria de la elipse, [el estudiante] obtiene las otras
formas.
— [El estudiante] transita de la ecuacion general de la elipse a la ecuacion ordinaria y

viceversa. Para ello, aplica el método de completar cuadrados.
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— [El estudiante] determina los elementos esenciales de una elipse, a partir de su
ecuacion dada en la forma ordinaria o general, y los utiliza para bosquejar su
grafica. (Colegio de Ciencias y Humanidades UNAM, 2003)

Se plantean los mismos aprendizajes respecto a la circunferencia. Por otra parte, la

unidad 5 (La paradbola y su ecuacion cartesiana) tiene los siguientes propositos.

Consolidar el manejo del método analitico a través del estudio de la ecuacion de la
parébola. Avanzar en el reconocimiento de formas, estructuras y procedimientos, al
resolver diversos problemas que involucren tanto a la parabola como a otros lugares

geométricos ya vistos.

Se mencionan como aprendizajes los siguientes:

— [El estudiante] relaciona lo que estudié para funciones cuadraticas respecto al
papel de los parametros dentro del comportamiento de la grafica de la parabola
vertical.

— [El estudiante] utiliza esto Gltimo para analizar la relacién entre los pardmetros y
la grafica de las parabolas horizontales.

— [El estudiante] infiere que para transitar de la ecuacion general de la pardbola a la
ecuacion ordinaria, requiere, como en el caso de la elipse y la circunferencia,
aplicar el método de completar cuadrados que ya conoce. Se ejercitara al respecto.

— [El estudiante] valora ventajas y desventajas de cada una de las formas, ordinaria
o general, en la graficacion y analisis de esta curva. (Colegio de Ciencias y
Humanidades UNAM, 2003)

Para cumplir con estos objetivos, en el programa de estudios se concede importancia
relevante al manejo de sistemas de ecuaciones lineales asi como a las ecuaciones de
segundo grado. El estudio de los nUmeros complejos no aparece como un aprendizaje en el
programa de estudios de la asignatura matematicas Il1; sin embargo, la profesora considerd
que para trabajar adecuadamente las ecuaciones cuadréaticas se necesita conocer y manejar

de manera apropiada los numeros complejos, pues por medio de dichas ecuaciones se puede
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bosquejar la grafica de cualquier cénica y determinar sus intersecciones con el eje X o, en
su defecto, puede explicarse por qué tales intersecciones no existen.

Los nameros complejos se sefialan en el programa de estudios de la materia
obligatoria de matematicas I. Aparecen en la unidad V, titulada “Ecuaciones cuadraticas”.
Como parte de los aprendizajes que el estudiante debe obtener se lee lo siguiente.

En relacién con la actividad de resolucion de problemas, el alumno:

— Comprende que cuando en el radical se obtiene un nimero negativo, no existe
ningun namero real que satisfaga esta condicion, por lo que se requiere entrar al
terreno de otro tipo de numeros llamados complejos que se forman a partir del
nimero i =+/—1 y son de la forma a + bi.

— Calcula el valor del Discriminante b?— 4ac para conocer la naturaleza y el nimero

de soluciones distintas. (Colegio de Ciencias y Humanidades UNAM, 2003)

Sin embargo, muchos estudiantes que cursaban matematicas Il nunca habian
estudiado los nimeros complejos, a pesar de ser un tema sefialado en el curso de
matematicas I. La profesora del curso invirtio 5 horas de clase en el tema de los nimeros
complejos. El propdsito de estudiarlos fue que los estudiantes comprendieran que si la
grafica de una conica cualquiera no se interseca con el eje de las X entonces las raices del
polinomio que representa dicha curva son nimeros imaginarios.

La profesora comenzo la exposicion del tema preguntando: “; Los fantasmas
existen?” Se refiri6 al surgimiento de los nimeros complejos como entidades matematicas
necesarias para resolver aquellas ecuaciones cuadréticas (ax? + bx + ¢ = 0) cuyo
discriminante (b* — 4ac) es menor que 0. Comenté que durante siglos se considerd que las
raices cuadradas de los nUmeros negativos no existian, pero hubo necesidad de definirlas
matematicamente para resolver algunas ecuaciones. Con este razonamiento en mente
afirmé que un fantasma existe o no en virtud de la definicion que se tenga de él.

Partiendo de que todo polinomio de grado 2, es decir, de la forma x? + bx + c,
puede representarse como una parabola en el plano cartesiano, la profesora explicé a los
estudiantes que las intersecciones de la curva con el eje X se obtienen igualando el
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polinomio con 0, es decir, resolviendo la ecuacion cuadratica x? + bx + ¢ = 0. Dedujo la
férmula general de resolucién de ecuaciones de segundo grado de la siguiente manera.

Dado ax? + bx + ¢ = 0 se tiene que:

(@?+bx)+c=0

~N ~N
ax2+§x+<l> —a(?) +c¢ =0

ol e (2] =a(2) -

N

2a 4q2
2 2
b b [
X+—) =——=
( + Za) 4a?2 a
b b2 c
X+—=4 -
2a 4a2 a
x = b Vb2—4ac
- 2a — 2a
x = —-b+Vb2-4ac
- 2a '

Asi, si el discriminante b? — 4ac < 0 se tendra que la parabola no se interseca con el
eje X y se dira que las raices del polinomio ax® + bx + ¢ son complejas. La profesora

defini6 el conjunto de los nimeros complejos como C={a + bi |i =v—=1 y a,b € R}.

De este modo, presentd el nimero i como i = v/—1. Ejemplificé la adicion, la
multiplicacién y la division del mismo modo en que se presenta en los libros de texto.
También representd a los nUmeros complejos como vectores en el plano complejo. Explico
la suma y la multiplicacién de nUmeros complejos de manera geométrica utilizando la
representacion z = r (cos@+ i send). Sin embargo, cuando se cuestiond a los estudiantes
sobre la ubicacidon de i en el plano ellos sefialaron que i se ubicaba en la parte negativa del
eje Y ya que i era un nimero negativo. Otro estudiante afirmd que i no tenia representacion,
uno mas dijo que i podia ubicarse en cualquier punto del eje Y. Otro estudiante pregunto:
“¢Los niimeros imaginarios son los numeros negativos?”” Asi, la definicion de i no fue

suficiente para que los estudiantes comprendieran el tipo de entidad matematica que
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operaban o que trataban de representar en el plano complejo, el cual distinguian del plano
cartesiano.
Las preguntas del cuestionario aplicado a este grupo fueron las siguientes.

1.- ;Qué es un nimero complejo?
2.- ;COmMo se representa un numero complejo?
3.- ¢Qué es un numero imaginario?
4.- ;Qué significa el simbolo i?
a) Un punto del plano
b) No sé
c) V-1
d) Otra (Explica):
5.- ¢Cuales son las soluciones de la ecuacion x* + 1 = 0?

6.- ;Cuales son las soluciones de la ecuacion x> — 2x + 2 = 0?

Enseguida se presenta una clasificacion detallada de las respuestas de los
estudiantes del CCH Vallejo a cada pregunta. Esta clasificacion sera atil para analizar
detalladamente parte de su conceptuacién sobre los numeros complejos, asi como para
identificar algunas de las dificultades en su comprension.

Las respuestas se clasificaron en diferentes tipos, cada uno representa la idea central
de la respuesta. En algunas respuestas se identificaron dos o mas concepciones diferentes
de los numeros complejos, por lo que caen en mas de una clasificacion. Los tipos de
respuesta se ordenaron de mayor a menor nimero de estudiantes en todas las

clasificaciones.
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Cuadro 4.22. Clasificacion de respuestas a la pregunta 1: ¢Qué es un nimero complejo?

Tipo de respuesta Numero de estudiantes
1. — Es la suma de un nimero real y uno 16
imaginario
2. — Es la suma de un numero natural y uno 4
imaginario
3. — Respuesta que no aporta ninguna 4
informacion

4. — No respondid

5. — Es un par ordenado de tipo (X, y)

7. — Es un nimero negativo

3
2
6. — ES un nimero imaginario 2
2
1

8. — Se obtienen de las raices cuadradas de
los nimeros negativos

9. — “Son todos los nimeros: reales, 1
imaginarios, racionales e irracionales”

10. — “Es el inverso de un nimero real” 1
11. — “Es cualquier nimero que no sea 1
imaginario”

12. — “Los numeros complejos constituyen 1
un cuerpo”

13. — “Es aquel con el que pueden 1

resolverse ecuaciones complejas sin usar
fracciones”

14. — “Se ocupan en area como la 1
ingenieria”

En las respuestas de tipo 1 sobresalen las siguientes. “Los nimeros complejos son
los que estan constituidos por nimeros reales y nimeros imaginarios, los nameros
imaginarios [estan] representados con la i ’; obsérvese que el estudiante afirmé que con i se
representa a todos los nimeros imaginarios. Otra estudiante escribid: “Es la unién de uno
real con uno imaginario, 1i. La maestra del PAI un dia nos contd un chascarrillo de un nifio
que le pregunta a su madre sobre su existencia y ella le respondié que era un nifio complejo
hecho de una madre real con padre imaginario”; nétese que la concepcion del estudiante
esta relacionada con el comentario de la profesora. En la respuesta “Es un niumero real mas
una parte imaginaria [o] el multiplo real de la imaginaria”, el estudiante no tiene claridad
respecto a la parte imaginaria de un namero complejo; cuando escribio6 “el multiplo real de
la imaginaria” implicitamente se refiere a un multiplo de i, asi, para €l i representa la parte

imaginaria de un nimero complejo. Otra respuesta fue la siguiente.
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Los nimeros complejos son aquellos que estan conformados por nimeros reales y
numeros imaginarios utilizando el simbolo i en algunos nimeros. Por lo tanto los
numeros complejos son un real + [mas] un imaginario + [mas] el maltiplo real del

imaginario.

Notese que el estudiante escribid sobre el multiplo real del imaginario, no es claro
qué es para él un nimero imaginario. Una respuesta similar fue: “Un namero real mas uno

imaginario, multiplo real mas el imaginario”. Otro estudiante contesto lo siguiente.

Es el nimero que se representa en un plano cartesiano, el cual tiene un valor real e
imaginario al mismo tiempo, regularmente se usa para dar un valor cuando los
nameros reales no dan respuesta alguna. En clase lo usamos cuando veiamos el

plano cartesiano.

En esta respuesta el estudiante mostrd mas de una concepcién de los nUmeros
complejos, pero para fines de las respuestas de tipo 1 nétese que concebia a los nimeros
complejos como aquellos que tienen un valor real e imaginario al mismo tiempo, asi, no es
claro si para él un namero real era un nimero complejo o no.

De todos los estudiantes que dieron repuestas de tipo 1, s6lo 3 mencionaron a i en
ellas. Uno de ellos se refirio a i como el simbolo que representa a todos los nUmeros
imaginarios, los otros dos solo lo utilizaron para ejemplificar a los nimeros complejos
escribiendo 1iy 5i.

Respecto a las 3 respuestas de tipo 5 (Es un par ordenado de tipo (X, y)), un
estudiante contesto de la siguiente manera: “Son aquellos como (X, ), uno debe ser

imaginario y otro real”. Otra respuesta fue: “Es un nimero que lleva un nimero natural y

un nmero imaginario”, el estudiante ilustrd su respuesta con el ejemplo (2, vV—3) como se

muestra en la figura 4.35.
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1.- ;Qué es un nimero complejo?

Figura 4.35. Los nimeros complejos como pares ordenados

La primera respuesta también fue clasificada como tipo 1y la segunda fue
clasificada como tipo 2. Aunque en la primera respuesta solamente se considera la primera
entrada como un namero real y en la segunda respuesta la primera entrada se toma como un
numero natural, mientras que en ambas respuestas la segunda entrada se considera un
numero imaginario, se nombro a este tipo de respuesta, “Es un par ordenado de tipo (X, Y)”,
teniendo en cuenta que ambos estudiantes utilizaron la estructura de par ordenado con sus
respectivas limitantes para referirse a un nimero complejo.

En esta clasificacion se contaron 40 respuestas en el cuadro 4.20. Seis respuestas se
ubicaron en 2 tipos diferentes de la clasificacion. Asi, se cuentan en total 40 respuestas

aunque sélo participaron 34 estudiantes.

Cuadro 4.23. Clasificacion de respuestas a la pregunta 2: ¢Como se representa un numero

complejo?
Tipo de respuesta NUmero de estudiantes
1. — Un caso particular de a + bi, por 14
ejemplo8+ 7 i
2. — Respuestas sin coherencia con los 9

contenidos matematicos o ambiguas

3. —Con el simbolo C

4. — Con un punto en el plano

5. — No respondio

NW| o1

6. — Con un par ordenado de la forma (X, y)
donde x es real y y es imaginario

7. — Con una sucesion particular de 2
nimeros, por ejemplo 0.11, 0.2, 0.3, 0.4,...
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En las respuestas de tipo 1[Un caso particular de la forma a + bi, por ejemplo,
8 + 7i] sobresalen las siguientes. “(x + 2i) + (X — 3i) = 2x — i ”; donde el estudiante utilizo la
variable x para representar la parte real de los numeros complejos y utilizo valores
concretos para las partes imaginarias. De manera similar otro estudiante escribid:
“(a+1i)(c +1)”. Otro estudiante respondid: “Los nimeros complejos se representan de la
siguiente manera: 5 + v/—1 = X, una respuesta similar fue: “2 + +/—1”, estos estudiantes no
utilizaron el simbolo i en sus representaciones. Otro estudiante respondi6: “8 + 7i donde i
representa el nimero imaginario”; ndtese que para este estudiante solo el numero i
representa un nimero imaginario, no consider6 al nimero completo 7i. Otra respuesta fue:
“Se indica con la letra i ’; no es claro si este estudiante distinguia que todos los numeros
imaginarios son complejos asi como todos los nimeros reales, o si su concepcion de los
numeros complejos se limitaba a aquellos cuya representacion requiere del simbolo i. En
este tenor, otro estudiante contest6: “Un niimero cualquiera acompafiado por i, ejemplos:
26i, 32i, pero si solo hay i no significa que no sea un complejo, es como si estuviera
acompafiado de un 1”. Otro caso fue “1i ”; el estudiante sefial6 que 1 es un numero real

mientras que i es un nimero imaginario como se observa en la figura 4.36.

Figura 4.36. Representacion del nimero complejo i como un caso particular de la

forma a + bi

Otra repuesta fue: “[Se representan con la letra] C [pero también] pueden ser
representados en un plano de complejos o por un nimero imaginario asi como v/—1. Este
estudiante no utilizo explicitamente el nimero i, pero indic6 que v—1 es un nimero
imaginario que pertenece a los nimeros complejos. Otro estudiante especifico: “Estos se
representan con la raiz de —1 que tiene como valor —1 y se pone con el simbolo i . Otra

respuesta sobresaliente fue: “Se representa colocando la parte real al principio seguida de la
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parte imaginaria por lo general representada con la letra i ”. Algo que sobresale en estas
respuestas es que los estudiantes empleaban el simbolo i como un identificador de los
nmeros imaginarios, pero muy pocos lo relacionaban con la unidad imaginaria o con vV—1.
Durante la instruccion, cuando la profesora representd algunos nimeros complejos en el
plano, para los estudiantes no fue facil localizar el nimero i, incluso les result6 poco natural
ubicarlo en el eje imaginario a una unidad de distancia del 0.

Tres respuestas fueron clasificadas en 2 tipos diferentes y 2 respuestas cayeron en 3
tipos diferentes. Asi, en el cuadro 4.23 se cuentan 41 respuestas aunque solo 34 estudiantes

contestaron el cuestionario.

Cuadro 4.24. Clasificacion de respuestas a la pregunta 3: ¢Qué es un numero imaginario?

Tipo de respuesta Ndmero de estudiantes
1. — NUmero que se obtiene de las raices 14
cuadradas de los numeros negativos
2. — NUmero que no existe 9
3. — Numero que da solucion a ecuaciones 6

que parecen no tenerla

4. — Numero complejo con parte real igual a

cero 6
5. — Respuestas incoherentes con el 5
contenido matematico

6. — Un punto en el plano 2
7. — No contestd 1

En las respuestas de tipo 1 [NUmero que se obtiene de las raices cuadradas de los
numeros negativos] sobresalen las siguientes: “Es cuando [...] debe ponerse un nimero
negativo dentro de esta [se refiere al simbolo de raiz cuadrada], se le llama nimero
imaginario, ya que no es posible hacer una raiz con nimeros negativos y se representa con
una i”. Notese que el estudiante afirmoé que no es posible obtener las raices cuadradas de los
numeros negativos, y hablo de ellas como convenciones Utiles. Otra respuesta que destaca
es la siguiente: “Los nimeros imaginarios son aquellos que no son reales, por ejemplo, las
raices negativas, tal es el caso de v/—2 , V=5, etc. Son todas las raices [cuadradas de las
cantidades] negativas ya que en una ecuacion si te llega a salir una raiz [de una cantidad]

negativa ya no tiene solucion real”. Para este estudiante los numeros imaginarios son todos
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aquellos que no son reales, no considera que existen nimeros complejos que no pertenecen

a los nimeros imaginarios. Otro estudiante escribi6: “Esta representado asi ‘i’, lo que es

igual a v—1, y son los nimeros negativos adentro de una raiz, para los que no hay
solucion”. Se observa que el estudiante utilizé i unicamente como simbolo, y no hizo
referencia a un significado; lo asocié como una manera de identificar a un nimero
convenientemente definido; esta idea se refuerza cuando se refirio a las raices cuadradas de
los nUmeros negativos como ecuaciones algebraicas sin solucién. Otro estudiante que tenia
la misma concepcion escribio: “Cuando en una raiz cuadrada no se encuentra solucion o el
nUmero es negativo se dice que éste es imaginario”. Otro estudiante que exhibio conflictos
claros con la representacion de los niUmeros imaginarios en el plano complejo, asi como con

el significado de i, escribid: “Por ejemplo, en una recta nos dan niimeros negativos como en

v/—4, entonces se pone la i donde i = vV—1".

En las respuestas de tipo 2 [NUmero que no existe] destacan las siguientes
respuestas: “Es un numero que no existe, no tiene raiz cuadrada como por ejemplo el —1.
v/—1 no tiene, asi que se dice que es un nimero imaginario porque los nimeros negativos
no pueden tener raiz cuadrada. (+)(+) = +, (-)(~) =+". Este estudiante tenia una mezcla de
concepciones; por una parte, afirmoé que los nimeros negativos no existen y por otra los
concebia como una convencion matematica que se le habia impuesto. Otro estudiante
anoto: “Son aquellos nUmeros que matematicamente no existen o no son reales y no es
posible cuantificarlos”; este estudiante consideraba que un nimero era una entidad
matematica que servia para cuantificar algo; luego, si los nimeros imaginarios no
cuantifican nada entonces no existen. Otro estudiante que tenia conflictos con la
inexistencia de los numeros imaginarios lo expreso de la siguiente manera: “Es aquel
nimero que tiene una parte ‘no real’ y otra real, la real es igual a cero. Es aquel que para la
vida cotidiana no existe, como decir ‘menos un metro de azulejos’ no lo puedes hacer. O
como en las graficas, una coordenada que no se pueda poner en nuestra grafica”. El
estudiante no tenia una representacion geomeétrica clara de los numeros imaginarios y
asociaba su inexistencia con la imposibilidad de cuantificar algo tangible con ellos; para él
los nimeros naturales, por ejemplo, existen porque con ellos se pueden cuantificar cosas de

la vida cotidiana. Otro estudiante escribio: “Es un nimero que aparentemente no eXiste, por
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ejemplo, v—1 que en nimeros reales no existe porque no hay raices [cuadradas de
cantidades] negativas”; este estudiante intent6 convencerse de la existencia de los nimeros
imaginarios por acto de fe, utilizo las palabras “aparentemente no existe” y después dio
argumentos para afirmar su inexistencia diciendo que las raices cuadradas de los nimeros
negativos no existen.

En las respuestas de tipo 3 [NUmero que da solucion a ecuaciones que parecen no
tenerla] sobresalen las siguientes: “...a través de éste pueden sustituirse o colocarse valores
que sean utiles para resolver alguna situacion algebraica... no es necesario ubicarlo en
algln espacio ya que es solo de ayuda, es imaginario”. Este estudiante concibi6 a l0s
numeros imaginarios como herramientas que le ayudan a resolver ecuaciones, no hay otro
tipo de estructuras algebraicas a las que pudiera referirse a causa de la instruccion que habia
recibido en sus estudios previos. Destaca que le era imposible imaginar una representacion
geomeétrica de ellos. Otro estudiante escribid: “Es un numero que se usa en un resultado
alterno o complementario para alguna ecuacion. Es como si estuviera pero no lo viéramos”.
Este estudiante también considerd a los nimeros imaginarios como una herramienta util
para resolver ecuaciones, aungue no tenia algan referente geométrico que le permitiera
representarlas; de igual modo, no tenia un referente geométrico que le ayudara a
comprender qué es un numero imaginario. Otra respuesta digna de mencionarse fue: “Son
aquellos nimeros que matematicamente no existen o no son reales y no es posible
cuantificarlos”. Se observa, una vez mas, que este estudiante asocié la razén de ser de un
numero a la cuantificacion, sobresale que el estudiante menciono que los nimeros
imaginarios no existen matematicamente.

En las respuestas de tipo 4 [NUmero complejo con parte real igual a cero] no hay
comentarios que hacer. Como ejemplo de las respuestas de tipo 5 [Respuestas incoherentes
con el contenido matematico] esta: “Defino nimeros imaginarios aquellos que acompaiian
a una incégnita, por ejemplo x, lo acompafia un nimero que no se escribe, pues x es una
unidad”.

En las respuestas de tipo 6 [Un punto en el plano] destaca: “Es aquel que se
representa por el simbolo i y nos indica un punto en el plano que se ubica de manera

negativa”. El estudiante asocia i con cualquier nUmero imaginario pero no es consciente de
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su significado matematico, ademas, no tiene idea de la ubicacién de los niUmeros
imaginarios en el plano complejo.

En esta clasificacion 7 respuestas se ubicaron en 2 tipos diferentes y 1 respuesta se
ubico en 3 tipos diferentes. Asi, en el cuadro 4.24 se cuentan 43 respuestas aunque sélo 34

estudiantes contestaron el cuestionario.

Cuadro 4.25. Clasificacion de respuestas a la pregunta 4: ¢Qué denota i?

Tipo de respuesta NUmero de estudiantes

24

1. -
V=1
2. — Otra (Explica)

3. —Un punto en el plano

4. —No sé

PR ol

5. — No respondio

En las respuestas de tipo 1 destaca que un estudiante escribié que v—1 =-1. En las

respuestas de tipo 2 [Otra (Explica)] se distinguen las siguientes:

Significa nimero imaginario, que de alguna forma pudo ser el inciso c) [V—1 ] pero
esa es solo la representacion de éste, la “i ” significa que el nimero no es real y se
utiliza para poder resolver la operacion en la cual necesariamente se tuvo que
utilizar “i ”

El estudiante entendia i como un simbolo que le ayudaba a identificar a los nimeros
imaginarios y a operar con ellos, aungque no supiera lo que realmente ocurria al ejecutar
dichas operaciones. No estaba seguro de su verdadero significado, esto lo manifesté al
escribir: “pudo ser el inciso ¢) [v/—1]”. También es claro que tenia una confusién entre
numeros complejos, nimeros imaginarios y nimeros no reales, ya que i €s un nUmero
imaginario particular (la unidad imaginaria) y los numeros no reales son los nimeros
complejos de la forma a + bi con b # 0, los nimeros imaginarios forman parte de este
conjunto pero existen nimeros a + bi con a y b distintos de cero que no son himeros

imaginarios y tampoco son numeros reales.
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Otras respuestas que se relacionan con la concepcion de i Gnicamente como simbolo
son: “Es lo que acompana al nimero complejo y ayuda a identificarlos”, “Ese simbolo es
para representar un niimero imaginario”. Como puede observarse, el significado mas
inmediato que los estudiantes atribuyen a i es de caracter simbdlico; i les permite distinguir
a un namero imaginario de un niamero que no lo es. Incluso uno de ellos afirmé que para
representar un nimero complejo necesariamente se debe utilizar el simbolo i; no considerd
que los numeros reales sean nimeros complejos.

En las respuestas de tipo 3 [Un punto en el plano] ninguno de los estudiantes
especificd qué punto del plano representaba a i. No hay observaciones respecto a las

respuestas de los tipos 4 [No s€] y 5 [No respondid].

Cuadro 4.26. Clasificacion de respuestas a la pregunta 5: ¢ Cuales son las soluciones de la

ecuacion x>+ 1 = 0?

Tipo de respuesta Numero de estudiantes
1. — Respuesta erronea 13
2. — No contesto 12
3. - 4
x=+-1
4. - 3
X=i
5 — 2
x=4+V-1

En las respuestas de tipo 1 o respuestas erroneas, los estudiantes no descompusieron
en factores de manera adecuada la expresion cuadratica propuesta, no utilizaron
adecuadamente la férmula general de resolucion de ecuaciones de segundo grado, no
despejaron bien o no supieron operar con las raices cuadradas de los nimeros negativos. A
continuacién se muestran algunas de estas respuestas.

Un estudiante descompuso en factores de manera equivocada la expresion
x>+ 1 =0, como se muestra en la figura 4.37. Nétese que el estudiante utilizé el simbolo @
en lugar de 0. El estudiante no pudo resolver la ecuacion porque no fue capaz de reproducir

un procedimiento algebraico.
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Figura 4.37. Procedimiento de descomposicion en factores para encontrar las

soluciones de la ecuacion x> +1=0

Otro estudiante realiz6 dos despejes de manera equivocada y llegd a una solucion
incorrecta. Su desarrollo se muestra en la figura 4.38. Nétese que despejd x de la expresion

x* = 1 dividiendo el segundo miembro entre 2.

Figura 4.38 Procedimiento de despeje para encontrar las soluciones de la ecuacion
X*+1=0

En otra respuesta un estudiante no pudo aplicar de manera correcta la formula
general de resolucion de ecuaciones de segundo grado, como se muestra en la Figura 4.39.

X‘Z*i’-o _.‘-:71“

Azl b:l c:O-Valres hE———
ain e (R _=1+1 o
x=2 {.A' 19C o formola WSR2 3
Se ‘Juﬁ,x\-¥uy¢-\ \c? \;q\orc‘b'. Xlt“"i,;i ! /—?Z \‘_i-f
x == (4 (a) (o] : =
L
Reschici et Las scluciomes son:
(=)
aalis— 2Ty mrtd
R o —
2
e (i

Xz - —

2
Figura 4.39 Aplicacion incorrecta de la formula general de resolucion de ecuaciones

de segundo grado
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En la figura 4.40 se muestra el procedimiento que utilizé otro estudiante para

resolver la ecuacién x* + 1 = 0; obsérvese que el estudiante escribié en uno de los pasos
/-4
X =

4 . UV _ —6i _6i
~— Y después concluyo que x; = —=Y x;

> No dedujo que v—4 = 2i.

j'\~‘—!(1)

+V=a
2

Figura 4.40 Procedimiento en el que el estudiante deduce que x =

~ |

Finalmente, en la figura 4.41, se muestra el procedimiento que siguié un estudiante

para resolver la ecuacion. En el paso sefialado en la ilustracion, el estudiante escribid
0+V—4
X =

s 1 1 . . ,
. Luego escribi6 x; = SYx=—3 No relacioné v—4 con los nimeros
imaginarios.

) - 3 + fy‘—? 7.7 e + ’_/_Tl_'_{
q:f bzo 1 - ¥=-bH/pHac - 0=10e()

- k)

e 1 = H) Xi—’_ﬂf ):.L:cz/
e ey

Figura 4.41. Deducciones equivocadas respecto a x =

Por otra parte, un estudiante que dio respuesta de tipo 3 [x = v—1] despejé x de la
ecuacion para obtener el resultado x = v—1. En su respuesta agrego lo siguiente.

Tenemos como resultado un nimero imaginario porque es negativo [la raiz

cuadrada de un nimero negativo], ya que como hemos dicho anteriormente no
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existe un numero ya sea positivo o negativo que al multiplicarlo [consigo mismo] te

de un negativo. (+)(+) =+, (—)(-) = +.

Otro estudiante que dio una respuesta de este tipo como resultado de despejar x de la
ecuacion agrego: “La raiz de —1 no existe, son nimeros imaginarios”. Ambos estudiantes
concebian a los nimeros imaginarios como nimeros que no existen; los utilizaron como
objetos matematicos que pueden manipular para resolver una ecuacion cuando los recursos
que conocian les impedian hacerlo. De aqui que no pudieran relacionar v—1 con i, pues no
era claro qué tipo de entidad es i ni lo que representa.

Los tres estudiantes que dieron respuestas de tipo 4 [x = i] despejaron x de la
ecuacion. En la figura 4.42 se muestra una de las respuestas; notese que tanto este
estudiante como los demés que llegaron a este resultado no consideraron x = —v—1 = —i

como solucién de la ecuacién.

Figura 4.42. Procedimiento de despeje para la resolucion de la ecuacion x>+ 1 =0

Ahora observemos las dos respuestas de tipo 5 [x = +v/—1]. Ambos estudiantes
despejaron x en la ecuacion, como se muestra en la figura 4.43. Sin embargo, no fueron
capaces de identificar v—1 con i. Evidencia de ello son sus comentarios respecto a sus
soluciones: “Los resultados o las soluciones son numeros imaginarios”, no especifico a qué
namero imaginario en particular se referia. “Las diferentes soluciones se pueden dar con
numeros reales o imaginarios 0 nimeros complejos”, el estudiante no tenia idea de qué tipo
de numero era el que encontré como solucion de la ecuacion. Ambos estudiantes mostraron

tener dominio aritmético de los nimeros imaginarios, pero no comprendian su significado.
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. .y > 3 & b
¢ Cuales son las soluciones de la ecuacion x“ + 1 =0?

~ )

Y2 E\=0)
V22 -\

X:

Figura 4.43. El estudiante no identifica x = +v—1 con i

Por otra parte, como se indica en el cuadro 4.26.1, se detectaron 3 procedimientos

diferentes que utilizaron los estudiantes para dar solucién a la ecuacién x* + 1 = 0.

Cuadro 4.26.1. Procedimientos de los estudiantes para resolver la ecuacion x>+ 1 =0

Tipo de respuesta Numero de estudiantes
1. — Despeje 17
2. — Férmula general de resolucion de 3
ecuaciones de segundo grado
3. — Descomposicion en factores 2

Cuadro 4.27. Clasificacion de respuestas a la pregunta 6: ¢Cuales son las soluciones de la

ecuacion x2 — 2x + 2 =0?

Tipo de respuesta Numero de estudiantes
1. — No contestd 19
2. — Respuesta erronea 13
3. - 2
X = 21\2/—_4

La clasificacion 1 del cuadro 6 incluye las 6 respuestas inconclusas que se
encontraron. Un estudiante aclaré que no recordaba como resolver la ecuacion. Otro
escribié que no recordaba como descomponer en factores la expresion algebraica propuesta,
2 estudiantes més intentaron realizar ese procedimiento pero no lograron llegar a una
respuesta. Un estudiante intent6 despejar x sin descomponer en factores el primer miembro
de la ecuacién pero no lo logrd. Otro estudiante aplicé de manera equivocada la formula
general de resolucion de ecuaciones cuadréaticas dejando el procedimiento a medias.

En las respuestas de tipo 2 o respuestas erroneas se detectd que los estudiantes no

escribian correctamente la formula general de resolucién de ecuaciones cuadraticas, no
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descomponian en factores de manera adecuada el primer miembro de la ecuacion, no
lograron operar con las raices cuadradas de los numeros negativos o consideraron a dichos
numeros como inexistentes optando por escribirlos como raices cuadradas de nimeros
positivos para poder operar con ellos. A continuacion se presentan algunas de sus
respuestas.

Un estudiante contesté como se muestra en la figura 4.44. Aplicé de manera errénea

la férmula general de resolucidn de ecuaciones cuadraticas; ademas, cuando obtuvo

—2+vV-6 P —2—-61 —2+61 p , P .
X = —T‘/_ concluyo que x; = > Ly X = . *. Notese que s6lo sacé el 6 del radical y
agrego i.
2 7).y
x= =
b 233 7; ff(ﬁd
: 2
-] 1 .8
SOItrer
224
—
2 - =i<hs
{, == :
e L

Figura 4.44. Aplicacion erronea de la formula general de resolucién de ecuaciones

de segundo grado para resolver la ecuacion x> —2x + 2 = 0

Otro estudiante que utilizé la formula general de resolucion de ecuaciones de
segundo grado dio la respuesta que se muestra en la figura 4.45. Obsérvese que realizo las
operaciones de manera adecuada, pero cuando aparecid en su procedimiento v—4 escribio:
“Aqui es donde ocurre un problema, éste es un nimero imaginario, no tiene solucién”. El
estudiante decidi6 obtener las raices cuadradas de 4 en lugar de las raices cuadradas de — 4
y continuar el procedimiento aritmético para obtener las soluciones de la ecuacion

propuesta.
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Figura 4.45. El estudiante consider6 que la ecuacion no tenia solucién porque v —4

es un nimero imaginario

Otro estudiante utiliz6 correctamente la formula general de resolucion de

ecuaciones de segundo grado como se muestra en la figura 4.46, pero cuando llegé a
2+V-4

X=

2—(-1
, No logro continuar el procedimiento de manera adecuada; escribio x; = (2 ) y

= —2+(2 D El estudiante no comprendio el significado de v—4.

;Cuales son las soluciones de la ecuacién ¥ -2x+2=0?

sl A= ¥ 2)+J’Tamu wzakAaR) ¥l Lhie

2 o 4
LY.
.,\ _\ ‘\/71_»
.)» 2 p]

Figura 4.46. El estudiante identifica v—4 con -1

En las respuestas de tipo 3 [x = %__4] destacan las siguientes. En la figura 4.47 se

observa que el estudiante utiliz6 la formula general de resolucion de ecuaciones de segundo
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2+V-4
2

grado, pero cuando obtuvo x = , agregd como nota: “Si la raiz es negativa no existe”,

es decir, para €l las raices cuadradas de los nimeros negativos no existian a pesar de la

instruccion que recibio.

Figura 4.47. El estudiante afirmo que las raices cuadradas de los niUmeros negativos

no existen

Otro estudiante respondié como se muestra en la figura 4.24; utilizé la formula

2+V-4

general de resolucion y, cuando obtuvo x = , sefialo: “No tiene solucion porque no

hay raices negativas a menos que al lado del nimero le pongamos la letra ‘i * porque asi se
representan los nimeros imaginarios”. Notese que el estudiante concebia a i como un
simbolo que le daba derecho de existencia a un nimero que consideraba inexistente. Segun
su modo de resolver la ecuacion, i le permitia operar con las raices cuadradas de los

nUmeros negativos. Por otra parte, este fue el Unico estudiante que dio su respuesta en

. - . ap sz 242i 2-21i
términos de i; escribio: x; = Y Xe=——
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Figura 4.24. El estudiante utiliz6 i como un simbolo que le permitia operar con

raices cuadradas de nimeros negativos
En el cuadro 4.27.1 se muestran los 3 procedimientos que emplearon los estudiantes
para resolver la ecuacion x> — 2x + 2 = 0. También se contaron los procedimientos que

utilizaron los seis estudiantes que intentaron resolver la ecuacién sin lograrlo.

Cuadro 4.27.1 Procedimientos de los estudiantes para resolver la ecuacién x> — 2x + 2 = 0

Tipo de respuesta Numero de estudiantes
1. — Férmula general de resoluciéon de 13
ecuaciones de segundo grado
2. — Descomposicion en factores 5
3. — Despeje 3
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CAPITULO V
ANALISIS DE LAS ENTREVISTAS CON ESTUDIANTES DE EDUCACION
SUPERIOR Y MEDIA SUPERIOR

En este capitulo se presentan los resultados de los anélisis de las entrevistas hechas
a seis de los estudiantes que contestaron el cuestionario propuesto para esta investigacion.
Tres (3) estudiantes eran de los grupos de licenciatura; 2 pertenecian al grupo 2 de la
materia variable compleja, 1 al grupo 1 de la misma materia. Los tres estudiantes restantes
eran del grupo del CCH Vallejo.

A los estudiantes de licenciatura que se selecciond para ser entrevistados, se les
contactd en sus salones de, los profesores no participaron en la seleccion de los estudiantes.
Los criterios de seleccidn se explican en la seccion de este capitulo donde se describen los
resultados de la entrevista. Estos 3 estudiantes de licenciatura participaron voluntariamente
y con mucha disposicion. La fecha y la hora de las entrevistas se acordo6 segun la
disponibilidad de los estudiantes. Respecto al grupo 1 de licenciatura, se habian
considerado 2 estudiantes mas para ser entrevistados, por las caracteristicas de sus
respuestas en el cuestionario. Sin embargo, cuando se intentd contactarlos ya habian
abandonado el curso de variable compleja. Las entrevistas se realizaron en un salon de la
Facultad de Ciencias de la UNAM, estando presentes Gnicamente la entrevistadora y el
entrevistado.

Por otra parte, los 3 estudiantes de educacién media superior seleccionados fueron
contactados personalmente en su salon de clases. Se les entrevisto el mismo dia porque asi
convenia al desarrollo de sus actividades. El horario fue escogido por ellos. Los criterios de
seleccidn de cada estudiante se describen en la seccion de este capitulo en que se describen
los resultados de la entrevista. Las entrevistas se realizaron en un aula del area de asesorias

del CCH Vallejo estando presentes sélo la entrevistadora y el entrevistado. La profesora del
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grupo observado ayudé a la entrevistadora a conseguir los permisos necesarios para utilizar
las instalaciones. La maestra no participd en las entrevistas.

Los 6 estudiantes que colaboraron fueron informados sobre el proyecto de
investigacion, sobre el cuestionario y la entrevista, y fueron audiograbados con su
autorizacion. Los 6 estudiantes firmaron el consentimiento que aparece en la siguiente
pagina. El fragmento que dice “...identificar y analizar las dificultades de los estudiantes de
licenciatura de la Facultad de Ciencias de la UNAM?” fue cambiado en el caso de los
estudiantes del CCH por “...identificar y analizar las dificultades de bachillerato del

Colegio de Ciencias y Humanidades de la UNAM (plantel Vallejo)”.
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Consentimiento para la participacion en la investigacion sobre la conceptuacion de los
numeros complejos en el &mbito escolar

El proposito de este estudio de investigacion sobre la conceptuacion de los numeros
complejos en el ambito escolar, es identificar y analizar las dificultades de los estudiantes
de licenciatura de la Facultad de Ciencias de la UNAM para conceptuar los numeros
complejos asi como sus posibles causas.

Su participacion en esta entrevista tomara aproximadamente media hora de su
tiempo. Se le preguntara acerca de las ideas que expreso respecto a los nimeros complejos
en el cuestionario que amablemente contest6 anteriormente. Nuestra entrevista seré grabada
y se transcribird. Desde la transcripcion literal de la entrevista, el investigador analizara la
informacion que proporcione en combinacion con informacion proporcionada por otros
participantes como sujetos. La grabacion sera destruida cuando este estudio esté terminado.
Su participacion en este estudio sera determinante para identificar y analizar algunas
dificultades que enfrentan los estudiantes de licenciatura para conceptuar los nUmeros
complejos. No existen riesgos conocidos asociados con la participacion en este estudio.

Su participacion en este estudio es completamente voluntaria y es libre de retirarse
del estudio en cualquier momento sin penalizacion alguna por parte del investigador. Todos
los datos que proporcione para este estudio seran tratados confidencialmente y utilizados
solo para propdsitos de investigacion. La informacion obtenida sera presentada en forma
resumida en una tesis de maestria. Cualquier cita usada de esta entrevista sera reportada con
la frase “de acuerdo con uno de los entrevistados™. Si tiene cualquier pregunta, ahora o en
el futuro, siéntase libre de hacerla.

*hkkkkhkkhkkikkikkikk

Yo, , acepto participar en
este estudio de investigacion sobre la conceptuacion de los nimeros complejos en el ambito
escolar. Se me ha explicado el estudio y mis preguntas fueron respondidas
satisfactoriamente. Se me ha dado una descripcion de este proyecto y doy mi
consentimiento para participar.

Firma del participante Fecha

Investigador Principal: Tetis Gisela Camacho Espinoza
Estudiante de maestria en el Departamento de Matematica Educativa, Cinvestav
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Por otra parte y con relacién a lo que de aqui en adelante sera Ilamado metafora, de
acuerdo con lo propuesto en el marco teorico de esta investigacion, el mecanismo cognitivo
por medio del cual lo abstracto es comprendido en términos de lo concreto es llamado
metafora conceptual. Las metaforas conceptuales son mecanismos cognitivos
fundamentales que proyectan la estructura de inferencias de un dominio fuente sobre un
dominio destinatario, es decir, permiten el uso de inferencias faciles basadas en cuerpos
especificos para estructurar inferencias abstractas. En las matematicas se pueden identificar
los siguientes tipos de metéforas:

— Metéforas fundamentales. Fundamentan nuestro entendimiento de las ideas matematicas
en términos de la experiencia diaria. En este caso, el dominio destinatario de la metafora
son las matematicas, pero el dominio fuente esta fuera de las matematicas.

— Metéforas de enlace. Son metéforas dentro de las matematicas mismas que nos permiten
conceptuar un dominio matematico en términos de otro dominio matematico. En este
caso, ambos dominios del mapeo son matematicos.

La metafora tiene un significado literal, pero también tiene un segundo significado
que se quiere que el estudiante entienda. Se busca que el alumno estructure su
conocimiento sobre determinado concepto matematico a partir de sus conocimientos de
otros conceptos matematicos 0 no matematicos; en contra, no se desea que el estudiante
asuma que el nuevo concepto matematico que intenta construir es el concepto que evoca la
metafora.

Diremos que una estructura de pensamiento es una metafora si podemos caracterizar
su dominio fuente asi como su dominio destinatario y si podemos identificar los
mecanismos que permiten apropiarse del nuevo concepto a través del concepto conocido.
En el caso de la cognicion de los numeros complejos reconoceremos como metaforas
aquellas estructuras de pensamiento de los estudiantes en las que se puede determinar el
dominio fuente (dentro o fuera de las matematicas) asi como su correspondencia con el
dominio destinatario (los numeros complejos) y si podemos evidenciar mecanismos que
permitan al estudiante apropiarse del concepto de nimero complejo; es decir, mecanismos
que permitan trasladar propiedades de un dominio a otro, 0 que permitan transponer una
serie de caracteristicas y estructuras de un dominio a otro (asociar segmentos rectilineos,

asociar &ngulos, sumar coordenadas, sumar segmentos geomeétricamente, etc.).
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Se debe aclarar que el uso de metaforas es generalmente inconsciente. En este caso
las metaforas como forma de apropiacion de nuevos conocimientos son ajenas a los
estudiantes que participaron en esta investigacion; ellos no identifican una metafora, ni un
dominio fuente o uno destinatario, simplemente compartieron sus concepciones con quien
realiza esta investigacion.

Se disefid una entrevista semiestructurada para cada uno de los estudiantes de

educacion superior y media superior.

Anadlisis de la entrevista de G, estudiante de licenciatura de la asignatura de variable

compleja I, grupo 2

La primera entrevista fue disefiada para el estudiante que de aqui en adelante sera
Ilamado G. Fue alumno del grupo 2 de la asignatura de variable compleja, cuyas clases
siguié quien reporta esta investigacion. G es estudiante de la licenciatura en Fisica y hasta
el momento de la entrevista habia cursado 90% de sus materias correspondientes a los
primeros cinco semestres de su carrera. Era la primera vez que cursaba la materia de
variable compleja I, informé que habia estudiado los nimeros complejos anteriormente de
manera superficial en su curso de Algebra del primer semestre. No estudié el tema en
ningun nivel de estudios previo al de la licenciatura. G fue seleccionado para ser
entrevistado porque contesto todas las preguntas del cuestionario segun la instruccion que
recibio por parte de su profesor durante el curso de variable compleja I; asi que se buscaron
indicios de cdmo conceptud a los nimeros complejos conforme las clases recibidas. Por
otra parte, proporciond 3 representaciones diferentes de los numeros complejos, las cuales
son susceptibles de interpretacion mediante dos metaforas por lo menos; dichas
representaciones se explicitan en la entrevista semiestructurada disefiada para G y se

presenta a continuacion.

1.— En el cuestionario mencionaste que un numero complejo es aquel que tiene una parte
real y una imaginaria. Utilizaste la representacion z = a + bi. ;Cual es la parte real y cuél es
la parte imaginaria en esa representacion?

2.— ¢Qué es un nimero imaginario?
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3.— Por favor, explica en qué consiste la representacion z = (a, b) de los nimeros
complejos.

4.— Por favor, explica la representacion z = cosé@ + i sen@de los nimeros complejos la cual
utilizaste en una de las respuestas de tu cuestionario.

5.— Mencionaste 4 posibles representaciones para un nimero complejo, z = a + bi,
z=(a, b),z=cosd+isend y e ;Cualquier nimero complejo puede representarse
utilizando cualquiera de estas cuatro representaciones?

6.— Utilizando la representacion z = (a, b), ¢cdmo se representa el nimero i?

7.— ¢Por que i se ubica en ese punto en el plano complejo?

8.— Utilizando cualesquiera dos de las representaciones de los nUmeros complejos que
conoces, ¢como obtendrias el resultado de (4 + 2i) + (6 — 3i)?

9.— ;Cémo se resuelve x = (1 +i)??

No todas las preguntas se formularon de al estudiante como aparecen escritas en
este disefio de la entrevista. Sin embargo, se respeto la idea esencial de cada
cuestionamiento. Se procuré establecer un ambiente de comodidad y confianza para que el
alumno respondiera con honestidad en un dialogo natural. No se presentaron las preguntas
por escrito al entrevistado. La investigadora proporciond lapiz y papel al estudiante para
que los utilizara en caso de necesitarlo, en el momento que méas conviniera. De cada

pregunta de la entrevista semiestructurada se obtuvieron las siguientes observaciones.

Pregunta 1

En el cuestionario mencionaste que un nimero complejo es aquel que tiene una parte real
y una imaginaria. Utilizaste la representacion z = a + bi. ¢ Cual es la parte real y cual es la
parte imaginaria en esta representacion?

En el cuestionario y durante la entrevista el estudiante identifico a los nimeros complejos
con la representacion z = a + bi. En el cuestionario el estudiante G anot6 bi elm como se
muestra en la figura 5.1. En efecto, bi es un nimero imaginario, pero en la respuesta no es

claro cudl es la parte imaginaria del namero complejo. En la entrevista reconocié al nimero
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a como la parte real del numero complejo y al nimero b como la parte imaginaria. Esta

respuesta se reforzé a lo largo de la conversacion.

1.- ;{Qué es un nimero complejo?

z - A7 consta /Z / o
Un mimero  Complejo €5 a9el/ G S/ ob dos partes
(/‘, lo [ ) /e g 21l
no pa v té réea )y ©fra -
\_4’/ (o I | D
O é 1?:\/':”\
M

Figura 5.1. Concepcion de G sobre los nameros complejos.

Vale la pena sefialar que varios de los estudiantes de licenciatura que contestaron el
cuestionario identificaron la parte imaginaria de un nimero complejo expresado en la forma
a + bi como bi, a pesar de que en sus clases los profesores aclararon que la parte imaginaria
de un nimero complejoz=a + bies b.

Esta fue la primera representacion de los nimeros complejos a laque el estudiante
aludio; y es una representacion de los nimeros complejos que se muestra en los libros de

texto de licenciatura revisados para este trabajo de tesis.

Pregunta 2

¢Qué es un namero imaginario?

El estudiante respondio: “Para mi, un nmero imaginario es... este... un nUmero que es

maultiplo de i, donde i es... entre sus representaciones esta v/—1”. En el cuestionario

contestd: “Es un niimero que es multiplo de i, esto es ib, donde b € R e i* € vV—1 [sic]”.
Notese que la concepcion que este estudiante tiene sobre los nUmeros imaginarios se

apoya en su concepcion del nimero i, al que identifica con v—1.

Pregunta 3
Por favor, explica en qué consiste la representacion z = (a, b) de los nimeros complejos.
En el cuestionario utilizado para esta investigacion se pidi6 al estudiante G que diera un

ejemplo de una representacion de un nimero complejo, G escribio: “z = a + bi, se puede
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representar como z = (a, b), como z = cos@+i send, €'?”. Cuando se le preguntd a G sobre
la representacion z = (a, b), respondio lo siguiente: “Me estoy refiriendo a una
representacion que esta en un plano complejo, asi lo podemos llamar, en donde la
coordenada a se refiere a la parte real y la coordenada b se refiere a la parte imaginaria”.

Notese que el estudiante utilizd la metafora de enlace un nimero complejo es un
punto en el plano complejo. G concibe al plano complejo como un plano de coordenadas
rectangulares. Por otra parte, recuérdese que una metafora de enlace es una metafora dentro
de las matematicas mismas que permite conceptuar un dominio matematico en términos de
otro. El uso de la metafora se pone de manifiesto cuando dice ... en donde la coordenada a
se refiere a la parte real y la coordenada b se refiere a la parte imaginaria [del nUmero
complejo]”. Con relacion a lo anterior, también explico: “Si, es una representacion, la parte
real estd aqui [sefiala el nUmero a que esta sobre el eje que nombré eje Re, como se muestra
en la figura 5.2], y ésta seria la parte imaginaria [sefiala la coordenada b sobre el eje que
nombro eje Im. No escribe la letra b, sélo la sefiala], y por aqui, pues no sé, esta la

representacion (a, b).

o -
\ (0,0

e

N

a

Figura 5.2. Esquema elaborado por G para explicar z = (a, b).

En el cuadro 5.1 se especifican los elementos de la metéafora de enlace un nimero
complejo es un punto en el plano complejo, que el estudiante G utilizé para explicar su

concepcion de un nimero complejo como un numero de la forma z = (a, b).
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Cuadro 5.1. Elementos de la metafora de enlace un nimero complejo es un punto en

el plano complejo

Dominio Fuente Dominio destinatario
Ser un par ordenado (a, b) en el plano Ser un numero complejo
complejo
Coordenada a del par ordenado (a, b) Parte real del namero complejo a + bi
Coordenada b del par ordenado (a, b) Parte imaginaria del nimero complejo
a + bi
Eje Re del plano complejo Numeros reales
Eje Im del plano complejo NUmeros imaginarios
Pregunta 4

Por favor, explica la representacion z = cos6 + i sen6 de los nimeros complejos que
utilizaste en una de las respuestas de tu cuestionario.
El estudiante respondio: “Si, pues mas que nada esta representacion, desde mi punto de
vista, la considero Util para representacion en coordenadas polares o coordenadas
cilindricas, o si estamos hablando de tres dimensiones, inclusive hasta esféricas”.
Obsérvese que el estudiante concibe que los nimeros complejos pueden utilizarse
en cuestiones relacionadas con tres dimensiones. Se le pregunto a G sobre el significado de
la representacion z = cosé + i seng, como se observa en el siguiente fragmento de la

entrevista donde se identifica con la letra | a la investigadora.

I: Y en el otro modelo [z = cosé + i send], ¢es un punto también pero en coordenadas...?
[G interrumpe antes de que se termine de formular la pregunta]

G: Esteee polares.

I: Polares.

G: Si.

Para G, las representaciones z = (a, b) y z = cos@ + i sendse refieren a un punto en
el plano, aunque en el caso de z = cosé + i senéel estudiante no hace alusion alguna a la
norma del nimero complejo. En esta primera variante de la representacion polar de los

nameros complejos, z = r (cos@+ i send), deben considerarse dos elementos basicos: r,
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que representa la norma o médulo del nimero complejo; es decir, la distancia del punto en
el plano al origen, y 6, el argumento o angulo que forman el segmento de recta que une el
punto con el origen y el semieje horizontal positivo. El alumno G pasé por alto el médulo r,
no hablo al respecto en su explicacion sobre esta forma polar. G intent6 valerse de la
metafora un nimero complejo es un punto en el plano con coordenadas polares. Hasta este
punto se rescata que G conceptuaba a los nimeros complejos como puntos en el plano. Los

elementos que integran la metafora se muestran en el cuadro 5.2.

Cuadro 5.2. Elementos de la metafora de enlace un nimero complejo es un punto en

el plano con coordenadas polares

Dominio fuente Dominio destinatario

Ser un par ordenado (r, &) en el plano Ser un numero complejo de la forma
z=r(cos@+isend)

Coordenada r del par ordenado (r, &) Norma del nimero complejo
z=r(cos@d+isend)

Coordenada & del par ordenado (r, 8) Argumento del nimero complejo
z=r(cos@d+isend)

Eje polar del plano NUmeros reales positivos

Polo Numero complejo 0

Pregunta 5 Mencionaste cuatro posibles representaciones para un nimero complejo,
z=a+bi, z=(ab), z=cos@+isend y e®.  Cualquier nimero complejo puede
representarse utilizando cualquiera de estas cuatro representaciones?

El estudiante G respondio afirmativamente; enseguida se le pidi6 contestar la pregunta 6.

Pregunta 6

Utilizando la representacion z = (a, b) ¢como se representa el nimero i?

En el siguiente fragmento de entrevista, se nota que el estudiante recurre una vez mas a la
metéfora de que los puntos del eje Im del plano son los nimeros imaginarios. Obsérvese
que por medio de la metafora se relacionan diferentes significados que G tiene sobre i. En
la figura 5.3 se muestra que sefial6 el punto (0, 1) como el punto asociado a i, y por

consiguiente a v—1.
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G: Estaria... si aqui tenemos nuestro (0, 0) [marca el punto (0, 0) en el plano complejo que
utiliz6 anteriormente], este es nuestro imaginario [sefiala el eje que llamo Im], el i estaria
aqui [se sefiala con una flecha en la figura 3], que estaria a 1 mas bien.

I: Ya. O sea que esté en el eje imaginario a la altura 1;no?

G: Si, aja. Mmm con O real.

Figura 5.3. Representacion de i en el plano complejo segun G.

Cuadro 5.3. Metafora el punto (0, 1) del plano complejoesi=+v—1

Dominio fuente Dominio destinatario

El punto (0, 1) en el plano complejo El nimeroi =+v—1

Pregunta 7

¢Por qué i se ubica en ese punto en el plano complejo?

Una vez que G identifico (0, 1) como el nimero i, se le preguntd: ¢Por qué i se ubica en ese
punto en el plano complejo? El siguiente extracto de la entrevista da cuenta de la respuesta

del estudiante.

G: (Por qué se ubica ahi?... Ahhhh... Es que es la base candnica del... de este... de la
representacion imaginaria.

I: Base candnica, ¢te refieres a pensar en el plano como un espacio...?

G: [El estudiante contesta antes de que se formule la pregunta completa]. Si si, me refiero,
si por eso. Me referia mas bien a que la parte... pensando de esa forma, este, si tenemos un

1 aqui [sefiala el nimero 1 en el eje real como se indica con la flecha en la figura 5.4], no
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sé, ésta seria para mi mi base candnica para los reales, la parte real, porque multiplicado por
cualquier nimero pues me va a dar ese numero mas la base canonica i por llamarlo de

alguna manera, para completar el par ordenado (a, b).

\I\ v N
\ (0,0

\

Figura 5.4. G muestra la base canonica que para él genera a los nimeros z = (a, b)

I: Entonces, ¢le Ilamas base canonica porque con ella estas generando todos los reales y
todos los imaginarios?

G: Asi es, a partir del 1y la i.

El estudiante utiliz6 otra metafora para explicar la ubicacion de i en el plano. Se
refirié a los nUmeros complejos, implicitamente, como un espacio vectorial. En este
momento de la entrevista asocio los puntos del plano complejo con vectores del espacio
vectorial R? y considerd al conjunto {(1, 0), (0, 1)} como su base canénica, donde (1, 0)
representa al nimero real 1y (0, 1) representa al nimero i.

En el cuadro 5.4 se describen los elementos de la metafora los nimeros complejos
son vectores del espacio vectorial R% G la utiliz6 para explicar por qué i se ubica en el eje

vertical del plano a una distancia de una unidad del origen.
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Cuadro 5.4. Elementos de la metafora los nimeros complejos son vectores del

espacio vectorial R?

Dominio Fuente

Dominio destinatario

Ser un vector (a, b) en el espacio vectorial
RZ

Ser un nimero complejo.

Vector (1, 0)

Ndmero real 1

Vector (0, 1)

Ndmero i

El vector k(1, 0) con keR El nimero real k

El nimero ni con neR

El vector n(0, 1) con neR

El estudiante G considerd que i debe ubicarse sobre el eje imaginario a una distancia
de una unidad del origen para que el punto que lo representa, (0, 1), forme una base
canonica junto con (1, 0), que es la representacion del namero complejo 1. El estudiante no
aclaré la importancia de considerar la base canénica que genera el espacio vectorial R? y no
otra base ortogonal o no ortogonal, y por tanto otra representacion en el plano asociada a i.
G argumentd que la razon para ubicar i sobre el eje imaginario reside en la posibilidad de
generar a todos los nimeros imaginarios (véase su segunda intervencion presentada en el
fragmento de entrevista anterior).

Algunas cuestiones de fondo respecto a la representacion de i en el plano complejo
son: 1) ¢Por qué el eje imaginario es perpendicular el eje real?, 2) ¢Por qué i se ubica en la
parte positiva del eje imaginario a distancia 1 del origen?, 3) ¢Por qué R? es un modelo
adecuado que nos permite representar a los nimeros complejos? G trat6 de argumentar su
respuesta respecto a la posicion de i en el plano complejo a partir del modelo mismo, no se
cuestiond sobre la naturaleza de esa representacion ni sobre la naturaleza de i. Esta
conformidad se hace evidente a partir de la parte final de el extracto de la entrevista

anotado antes:

I: Entonces, le llamas base canonica porque con ella estas generando todos los reales y
todos los imaginarios?

E: Asies, apartirdel 1Lylai.
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Pregunta 8

Utilizando cualesquiera dos de las representaciones de los nimeros complejos que
conoces, ¢como obtendrias el resultado de (4 + 2i) + (6 — 3i)?

A partir de las representaciones que el estudiante conocia se le pidio que resolviera dos
ejercicios con nameros complejos. EI primero fue (4 + 2i) + (6 — 3i). Para obtener esta
suma G recurrio en primer lugar al modelo algebraico z=a + ib.

G: Aqui, si utilizo la representacion normal z [se refiere a la representacion z = a + bi,
seria como agrupar este... l0s términos semejantes y seria 6 + 4, 10. Y —3i + 2i daria —i.
I: Aja.

G: Esa seria la representacion z.

I: Eso es utilizando tu representacion z = a + bi.

G: Aja.

G mostro que el algoritmo para la suma de nimeros complejos le era familiar y
comodo. Llama la atencion que se refiriera a esta representacion algebraica como “la
representacion normal”. Puede pensarse que el estudiante esta muy identificado con el
manejo de algoritmos y por eso le resultd natural nombrar a esta representacion como “la
representacion normal”.

Cuando se le pidi6 que utilizara otra representacion para resolver el mismo

problema se dio el siguiente dialogo:

I:¢Podrias utilizar otra representacion de las que tienes en tu cuestionario?
G: Si, la cartesiana por ejemplo, que seria en este caso (6, —3) y la otra seria mas (4, 2).
Entonces, como sumamos en un plano normal, seria coordenada por coordenada, que

también seria (10, —1) y asi seria con esta representacion (vease la figura 5.5).

Figura 5.5. Suma de pares ordenados
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Aqui se muestra que G concebfa al espacio vectorial R?, al plano cartesiano y al
plano complejo como metéforas para los numeros complejos. Les asociaba el mismo
significado e iba de una a otra sin distincion alguna como se muestra con el siguiente

fragmento que complementa la parte anterior de la entrevista.

I: Y graficamente, ;cOmo veo esto aqui en el plano?

G: De hecho lo veriamos como vectores, ;no?

I: ¢Como vectores?

G: Si.

I: Entonces ,¢quieres decir que un numero complejo también lo podria ver como un vector?
G: Ehh si, lo podriamos interpretar de esa forma.

I: ¢Entonces esto seria como suma de vectores en el plano complejo?

G: Si.

El estudiante G contestd: “de hecho lo veriamos como vectores, ;no?”. Notese que
es hasta este momento de la entrevista que G identifico explicitamente a los nimeros
complejos como vectores, aunque anteriormente los relacioné con el espacio vectorial R.
La metafora que externd en este punto se relaciona con la representacién de un vector como
una flecha con magnitud, direccion y sentido.

G traslado las propiedades aritméticas validas de los dominios fuente de las
metaforas que utilizé al dominio destinatario de los nimeros complejos. Recurri6 a lo que
le era familiar y saltaba de manera inconsciente de una metafora a otra, segun le convenia
en concordancia con las propiedades del dominio fuente. Obsérvese que cuando identificd a
los nimeros complejos 4 + 2i y 6 — 3i con los puntos del plano cartesiano, (6, —3) y (4, 2),
procedio a sumarlos diciendo: “Entonces como sumamos en un plano normal, seria
coordenada por coordenada...”.

Las metaforas que G utilizd hasta ese momento le sirvieron para manipular
aritméticamente los nimeros complejos, le ayudaron a concebir una representacion de
ellos. Sin embargo, estas metaforas mantienen limitados los significados asociados a la
naturaleza de los nimeros complejos y particularmente los significados asociados al

ndmero i.
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Pregunta 9
¢Coémo se resuelve x = (1 + i)??
Este fue el segundo problema aritmético planteado al estudiante. Cuando se le pregunté a G

cémo resolver x = (1 + i)?, respondi6:

G: ¢(1 + i) 22 Ehhh mas i al cuadrado. No sé, en la representacion z serfa como ver este. ..
un... ;como se llama? Un, un este... un binomio al cuadrado.

I: ¢Un binomio al cuadrado?

G: Pues este, la representacion basicamente [comienza a resolver el binomio al cuadrado]
seria pues 1 porque es la parte mmm al cuadrado del producto que seria 2i y el cuadrado de

I que seria —1, pero con esto pues se me va. Quedaria 2i.

El estudiante recurrié una vez mas a los algoritmos de la aritmética de los nimeros

complejos. No tuvo problemas para realizar las operaciones,como se muestra en la figura 6.

Sk : S‘\ ;/)(<. i 1
Figura 5.6. Desarrollo aritmético de (1 + i)

Cuando intent6 contestar la pregunta utilizando una segunda representacion recurrié

al modelo z = e?,

G: La otra representacion que creo se me haria mas facil seria una representacion e®

I: ;Qué representaba e®?

G: e'? este... se refiere a... es la representacion de... @se refiere al argumento de, de...
este nimero complejo representado en z.

I: ¢Con “argumento” te refieres al angulo?

G: Aja. Y este... y tendria yo que checar lo de... a que se refiere... [cudl es] el argumento

que tiene cada uno de estos.
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I: Bien.
G: Y ya después, al obtener este argumento, este... solamente hay que hacerlo al cuadrado.
Esa es la representacion pertinente, que seria e%¥, pero este... 26 seria una... tendria una

representacion en la forma z = a + bi que me daria igual el 2i.

En este intento se observa que para G no era claro como utilizar la representacion
que él llamé z = e, Paso por alto que el médulo o norma del nmero complejo 1 + i es
distinto de 1 y por tanto su modelo propuesto no es (til; necesitaria algo de la forma
z=re'®. G concebia que para elevar al cuadrado un nimero complejo debia duplicar su
angulo; sin embargo, no intent6 obtener ni el argumento ni el moédulo del namero 1 + i.
Tampoco explic6 geométricamente su procedimiento; incluso parecia incomodo al tratar
con una representacion diferente a la de la forma z = a + bi. Por otra parte, G relacion¢ el
namero 2 del complejo 2i con el 2 que acompafia a i@ en e?.

Obsérvese que el estudiante no recurrié a las metaforas que habia utilizado
anteriormente: los nimeros complejos son puntos en el plano complejo y los nimeros
complejos son vectores del espacio vectorial R, Las propiedades del dominio fuente de
estas metaforas muy probablemente le hubieran resultado de poca ayuda al intentar elevar
un numero complejo al cuadrado; es decir, al multiplicarlo por si mismo. Intenté recurrir a
una representacion que creyé mas conveniente por expresar explicitamente el argumento o
angulo de un nimero complejo. Sin embargo, no intenté obtener la norma o el argumento
del nimero complejo propuesto. En sus respuestas mostrd que conocia el modelo, pero que
no podia manejarlo con facilidad.

Las metéaforas que G utilizd durante la entrevista le ayudaron a obtener un referente
de los numeros complejos. Le permitieron trasladar propiedades de ambitos conocidos a un
terreno desconocido para €él. Por medio de esas metaforas asigno un significado a los
numeros complejos, a los nimeros imaginarios y a su suma. Sin embargo, los significados
que logro son limitados. G no pudo explicar la razén por la que i se ubica en el eje vertical
a una distancia de una unidad del origen en el plano complejo que dibujo; es decir, como
cuestionamiento de fondo G no pudo explicar por qué el plano complejo es un modelo

adecuado para los numeros complejos.
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Se detectaron las siguientes dificultades en su conceptuacion de los nimeros

complejos.

— El estudiante no comprendi6 por qué i se asocia al punto de coordenadas (0, 1) del plano

complejo.

— El estudiante no pudo pasar de la representacion z = a + ib a la representacion

z=r(cosé+isend).

— En la representacion z = r (cos@ + i sen@) el estudiante paso por alto el valor de ry so6lo

consideré como representacion de los numeros complejos la expresion z = cosé+i send.

— El estudiante resolvié adecuadamente, utilizando aritmética de los nimeros complejos,
los ejercicios planteados en la entrevista y en el cuestionario de investigacion; sin
embargo, cuando intenté utilizar la representacion z = re‘® no identific adecuadamente
los elementos necesarios de la misma; ignor6 la norma del nimero complejo expresada en
esta representacion por la letra r y no propuso alguna idea para obtener #a partir de la
representacion z = a + ib. Bajo esta perspectiva, G no pudo identificar los elementos

geométricos de la representacion de un nimero complejo.

Anadlisis de la entrevista de F, estudiante de licenciatura de la asignatura de variable

compleja | del grupo 1

La segunda entrevistada para esta investigacion fue una persona estudiante de
licenciatura, a quien se llamara F de aqui en adelante. Estudiaba en el grupo 1 de la
asignatura de variable compleja I, cuyas clases fueron observadas por quien reporta esta
investigacion.

F habia cursado 90% de sus materias correspondientes a los primeros cinco
semestres del programa de estudios de la carrera de matematicas de la Facultad de Ciencias

de la UNAM. Fue seleccionada porque utiliz6 cuatro representaciones diferentes de los
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numeros complejos en las respuestas de su cuestionario, lo que da lugar a por lo menos tres
metéforas diferentes para conceptuar estos numeros. Estas metaforas fueron utilizadas por
varios estudiantes, pero no todos utilizaron las tres en un solo cuestionario. Por otra parte,
las respuestas de F estan relacionadas con la instruccion que recibi6 en sus clases de
variable compleja I; sin embargo, sus respuestas muestran algunas dificultades que se
expondran en el presente analisis.

La siguiente entrevista semiestructurada fue disefiada para la estudiante F conforme

a sus respuestas al cuestionario utilizado para la investigacion que se reporta en esta tesis.

1.— En el cuestionario que amablemente contestaste antes escribiste que “un nimero
complejo es aquel que tiene una parte real y una imaginaria”. Por favor, dame un ejemplo
de un nimero complejo y muéstrame su parte real y su parte imaginaria.

2.— Por favor, explicame en qué consiste la forma polar de un nimero complejo. ;Puedes
ilustrar geométricamente la representacion polar que has expresado?

3.— En las representaciones que diste en el cuestionario utilizaste una flecha en el plano que
parte del origen. ¢Puedes explicar mas sobre este modelo?

4.— Mencionas que R? es isomorfo a los nimeros complejos. ;Qué significa esto?

5.— ¢Por qué R? es isomorfo a los nimeros complejos?

6.— ¢Qué es un nimero imaginario? ¢Un numero imaginario es un namero complejo?

7.— Utilizando una representacion diferente a z = x + iy, ¢(cOMo representarias i?

8.— ¢Qué denota i?

9.— ¢Como se representa 1 + i con el modelo z = cos@+ i send? ;Coémo se representa en el
plano?

10.— Utilizando cualesquiera dos de las representaciones de los nimeros complejos que
conoces, por favor, obtén el resultado de (4 + 2i) + (6 — 3i).

11— ,Como se resuelve x = (1 + i)2?

Como en la entrevista anterior, no todas las preguntas se formularon tal como se
acaban de presentar. Sin embargo, se respeté la idea esencial de cada cuestionamiento. Se

procuro establecer un ambiente de comodidad y confianza para que la alumna respondiera
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con honestidad a través de un didlogo natural. No se presentaron las preguntas por escrito a
la entrevistada. La investigadora proporciono lapiz y papel a la estudiante para que los
utilizara, en caso de necesitarlos, en el momento que mas conviniera. De cada pregunta de
la entrevista semiestructurada en combinacion con las respuestas de esta alumna al

cuestionario se registraron las siguientes observaciones.

Preguntal

En el cuestionario que contestaste antes amablemente escribiste que un nimero complejo
es aquel que tiene una parte real y una imaginaria. Por favor, dame un ejemplo de un
numero complejo y muéstrame su parte real y su parte imaginaria.

En sus respuestas en el cuestionario utilizado para esta investigacion, F escribi6: “un
numero complejo es la asociacion de los reales y una parte imaginaria”. Vinculo la
representacion geomeétrica de los niameros complejos al plano cartesiano, llamando al eje Y
“eje imaginario” y al eje X “eje real”. En ninglin momento se refirio a este plano como el
plano complejo. Por otra parte, se refirié a los nUmeros complejos como nimeros de la
forma z = a + ib, donde a es la parte real e ib es la parte imaginaria. En la instruccion que
recibio F en sus clases, el profesor aclar6 que la parte imaginaria de un nimero complejo
a + ib es el numero real b; sin embargo, varios estudiantes consideraron que la parte
imaginaria del numero complejo z = a + ib es ib. Ademas, el profesor recalco la diferencia
entre plano complejo y plano cartesiano: la distincidn consistia en que el plano complejo
estaba formado por un eje real ortogonal a un eje imaginario en el que la unidad de medida
es la unidad imaginaria, mientras que el plano cartesiano constaba de un par de ejes
ortogonales etiquetados como eje X y eje Y, ambos con la unidad real como unidad de
medida. En la figura 5.7 se puede observar la respuesta de F a la pregunta ¢Qué es un

numero complejo?, incluida en el cuestionario.
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Figura 5.7. Respuesta de F a la pregunta ¢ Que es un nimero complejo?

En la entrevista se le pidi6 a F que diera un ejemplo de nimero complejo e
identificara su parte real y su parte imaginaria. En el extracto que sigue se puede leer su

respuesta.

I: ¢Me podrias dar por favor un ejemplo de un nimero complejo, y me puedes mostrar cudl
es su parte real y cuél es su parte imaginaria?

F: Mmmm... pues bueno. La forma mas comun de ver cual es un numero complejo es, lo
representamos como z = x + iy, esta forma es més facil de ver porque lo vemos en el plano
cartesiano, podemos tomar su parte real que es x.

I: Aja.

F: Y su parte imaginaria que es iy. Esto nos va a dar un “vectorcito” que es

X + iy.[Véase la figura 5.8; en este momento la estudiante solo habia trazado el vector
sefialado.]

Figura 5.8. Vector trazado por F en el plano cartesiano
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En este fragmento de la entrevista se puede observar que F concebia a la parte
imaginaria de un nimero complejo z = x + iy como iy. La estudiante utilizé la metafora los
numeros complejos son vectores en el plano para conceptuar a los nimeros complejos. Esto
es evidente cuando dice: “la forma mas comun de ver cudl es un nimero complejo es, lo
representamos como z = x + iy, esta forma es mas facil de ver porque lo vemos en el plano
cartesiano”. Ademas, dijo: “esto nos va a dar un vectorcito que es x + iy”’; nétese que F
Ilamo vector al segmento de recta dirigido cuyo punto inicial es el origen del plano

cartesiano y con extremo final (X, y).

Cuadro 5.5 Elementos de la metafora los nimeros complejos son vectores en el

plano.
Dominio fuente Dominio destinatario
Ser un vector en el plano cartesiano cuyo Ser el nimero complejo x + iy
extremo inicial es (0, 0) y con extremo final

(X, Y)

Coordenada x del punto (x, y) extremo final | Parte real del nimero complejo x + iy
del vector anclado al origen

Coordenada y del punto (x, y) del extremo Parte imaginaria del nimero complejo

final del vector anclado al origen X + iy
Eje Y del plano cartesiano NUmeros imaginarios
Eje X del plano cartesiano NUmeros reales

Cuando se le cuestiond sobre la parte imaginaria del nimero complejo una vez que

habia trazado su esquema de referencia, contesto lo siguiente.

I: ... Aqui ya me explicaste en tu ilustracion que la parte real seria x. ;Y la parte imaginaria
seria?

F: Lo tomamos como el eje de las y ’s.

Resalta que, a pesar de esbozar graficamente su idea, la estudiante identificé la parte
imaginaria de x + iy como iy. Puede pensarse que F comprende que la longitud del
segmento de recta sefialado en la figura 5.9 es iy. F identificd que la parte imaginaria de los

numeros complejos, de acuerdo a la representacion que estaba utilizando, se encuentra




145

sobre el eje Y. La estudiante explico que la parte real de x + iy es x después de dibujar el
vector (X, y) que representa al nimero complejo, es decir, asocio la coordenada x de (x, y) a
la parte real del nimero. Por otra parte, afirmé que iy es la parte imaginaria de x + iy, ¢por
qué no asumio que la coordenada y es la parte imaginaria? Esta pregunta no se realizé en la

entrevista o algun cuestionamiento al respecto que permitiera obtener las concepciones de F
relacionadas con este asunto.

Figura 5.9. Longitud de la ordenada del vector trazado por F

En el cuestionario, la estudiante F también habia propuesto como representacion de
los nimeros complejos los pares ordenados del plano cartesiano (véase la figura 5.10).
Escribié: “donde se ve el isomorfismo de R? con los complejos”. Mas adelante en este
analisis se retomara el tema del isomorfismo; por ahora, vale la pena rescatar esta segunda
metafora que es semejante a la primera: los nimeros complejos son puntos en el plano
cartesiano. La diferencia entre esta metafora y la metafora los nimeros complejos son
vectores en el plano reside en que los puntos del plano cartesiano y los vectores en el
mismo plano seran considerados entes diferentes. Los puntos carecen de magnitud
direccion y sentido a diferencia de los vectores representados en el plano, estos elementos
permiten caracterizar el médulo y el argumento de un nimero complejo.

F agrego6 un esquema para ilustrar su idea en el cuestionario, como se observa en la
figura 5.10. Se considero que el par ordenado estaba representado por el punto dibujado en

el esquema. Obsérvese que el punto es el extremo final de la flecha o vector de la
ilustracion.
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Figura 5.10. F indica como representacion de los nimeros complejos a los pares

ordenados del plano.

Cuadro 5.6. Elementos de la meté&fora los nimeros complejos son puntos en el plano

cartesiano

Dominio fuente

Dominio destinatario

Ser un par ordenado (x, y) en el plano
cartesiano

Ser un nimero complejo

Coordenada x del par ordenado (X, y)

Parte real del nmero complejo x + iy

Coordenada y del par ordenado (x, y)

Parte imaginaria del nimero complejo
X + iy

Eje X del plano cartesiano

NuUmeros reales

Eje Y del plano cartesiano

NUmeros imaginarias

Pregunta 2

Por favor explica en qué consiste la forma polar de un nimero complejo. ¢Puedes ilustrar

geométricamente la representacion polar que has expresado?

En el cuestionario, la estudiante F menciond que una representacion de los nimeros

complejos era la forma polar z = cos x + i sen 'y, como se muestra en la figura 5.11.

2.- Dé un ejemplo de una representacion de un nimero complejo.

Una oe e e

7 - cosx 215eN\W

<

{xar mo Pe loy

Figura 5.11. Representacion de un numero complejo en forma polar segun F

Obsérvese que la alumna escribi6 z = cos x + i sen y; luego, estaba considerando

angulos diferentes para representar un numero complejo, a saber, el angulo x y el angulo y.




147

Se le cuestiond sobre la representacion geométrica de dicho modelo pero no pudo externar
una idea matematica solida. En sus palabras expresiones es evidente que no logro
apropiarse de la idea central de la representacion, como se exhibe en el siguiente extracto

de la entrevista.

I: Ahora, también hablaste aqui en tu cuestionario sobre la forma polar de un nimero
complejo.

F: Ahh aja.

I: ¢Puedes ilustrar geométricamente a qué te refieres con la forma polar de un nimero
complejo?

F: Aja. Bueno, pues precisamente como se puede ver como un vector.

I: Aja.

F: Ehhh ahh es que no me acuerdo como se saca.

I: Por aqui lo tenias [la investigadora le muestra la parte del cuestionario donde hablé sobre
la representacion polar].

F: Ahsi, z=cos x + i seny. Pues sale de Pitagoras.

I: Aja.

F: [La estudiante dibuja el esquema que se mjuestra en la figura 5.12] Y este es seno...
ahhh... es que luego me equivoco, coseno... ;0 es al reves? [Vacila al colocar “las
etiquetas” cos X y sen 'y a los catetos que forman el triangulo rectangulo que aparece en su

esquema.]

Figura 5.12. Representacién geométrica de un nimero complejo en forma polar, segin F
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I: Es al revés [la investigadora corrige los nombres de los catetos, pero no corrige el dato
relacionado con el angulo].

F: Si, verdad, coseno de ahh si, cos x, seny... si. Perdon.

I: No, no te preocupes.

F: Si, y bueno esa es la forma polar de verlo, y ya que éste es el eje de las Y ’s, y bueno,

pues en este eje estan todos los imaginarios.

F reforzd la idea de que en el eje Y del plano cartesiano se encuentran las partes
imaginarias de los niUmeros complejos, a pesar de que se necesita cambiar de sistema de
referencia para trabajar con coordenadas polares. Por otra parte, no medité sobre el asunto
de los angulos de los que calcula el seno y el coseno. En su esquema dibuj6 un vector y
traz6 un segmento de recta paralelo al eje Y que iba del extremo final del vector al eje X
formando un tridngulo rectdngulo, como se observa en la figura 5.13. En su explicacion no
fue clara la necesidad de utilizar el teorema de Pitagoras, solo obtuvo el seno y el coseno
del angulo agudo formado por el vector y el eje horizontal (sefialado con una flecha en la
figura 5.13), obsérvese que escribid cos X y sen y y para referirse al mismo angulo, no
expresd nada sobre por qué se remite por escrito a &ngulos diferentes si la ilustracion

muestra que alude al mismo angulo.

Figura 5.13. Triangulo rectangulo formado por el vector, su ordenada y su abscisa

Por otra parte, F no consider?6 la longitud del “vector” en la representacion polar que

utilizé. Incluso en la parte superior del esquema escribi6 z = cos x + i sen'y. Nétese que los
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elementos clave en esta representacion de los nimeros complejos, el angulo de inclinacién
del vector y la longitud del vector, no son elementos contundentes en la explicacion de F.
La estudiante intento valerse de la metafora un nimero complejo es un punto en el plano
con coordenadas polares. Los elementos que integran la metafora se muestran en el cuadro
5.7.

Cuadro 5.7. Elementos de la metafora un nimero complejo es un punto en el plano

con coordenadas polares

Dominio Fuente Dominio destinatario

Ser un par ordenado (r, @) en el plano Ser un numero complejo de la forma
z=r(cos@d+isend)

Coordenada r del par ordenado (r, 8) Norma del namero complejo
z=r(cos@d+isend)

Coordenada & del par ordenado (r, 8) Argumento del nimero complejo
z=r(cos@d+isend)

Eje polar del plano NuUmeros reales positivos

Polo Numero complejo 0

Respecto a la pregunta 3, En las representaciones que diste en el cuestionario
utilizas una flecha en el plano que parte del origen. ¢Puedes explicar mas sobre este
modelo? ya se ha explicado el significado que F asocid a la flecha que usé en sus

representaciones geométricas.

Pregunta 4

Mencionas que R? es isomorfo a los nimeros complejos, ¢qué significa esto?

En el cuestionario, F escribid respecto a las representaciones de los nimeros complejos:
“[una representacion de los niUmeros complejos es] la forma de parejas en el plano
cartesiano, donde se ve el isomorfismo de R* con los complejos”. Ilustr6 su idea con el

esguema que se muestra en la figura 5.14.
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Figura 5.14. F escribe sobre el isomorfismo de R? con los niimeros complejos

Obseérvese que la estudiante no se refirio a la existencia de una funcion biyectiva f
cuyo dominio es el espacio vectorial R* y con contradominio C (los nimeros complejos) tal
que f (ab) =f (a) f (b). Tampoco se refirid a los nUmeros complejos como un espacio
vectorial explicitamente. En la entrevista se le pregunto a F sobre el significado de su

afirmacion:

|: ...Ahora, mencionaste también en tu cuestionario que R? es isomorfo a los niimeros
complejos.

F: Aja.

I: ¢ Que significa esto?

F: Ahhh... lo llamo, bueno, como lo vi en la clase de variable, lo [lamamos un isomorfismo
porque nosotros, precisamente al verlo como un plano cartesiano podemos decir que existe
un eje, que es Y, que va a ser el de todos los imaginarios y un eje R que va a ser el eje real,
el eje X va a ser el eje real. Entonces, nosotros decimos que existe un isomorfismo (o es
como lo definimos) porque si nosotros tomamos un punto como coordenadas cartesianas,
sea (a, b), por medio de alguna operacion, no sé, * [estrella] podemos decir que ese es un
numero; o sea, podemos decir que también existe aqui un namero complejo z [la estudiante
escribe sobre el esquema del plano cartesiano que utilizo anteriormente las coordenadas (a,
b) y el simbolo * junto con la letra z que simboliza a un nUmero complejo, como se muestra

en la figura 5.15].
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Figura 5.15. Operaci6n * que interviene en el isomorfismo de R? y los niimeros complejos

I: Aja.

F: Un ndmero complejo z.

I: O sea, estas diciéndome que a través de “estrella” podriamos determinar una biyeccion
entre el plano y...

F: Si, entre el plano y... [no continta].

La estudiante justificé en su explicacion el isomorfismo entre R? y los nimeros complejos
afirmando implicitamente que hay una biyeccion entre los nimeros reales y el eje X, y una
biyeccidn entre los nimeros imaginarios y el eje Y. De alguna manera, le basta suponer esta
biyeccion para asegurar que puede vincular cada punto (X, y) del plano con un nimero
complejo z. Por otra parte, propone una operacion que denota con *(y llama estrella),
gracias a la que el isomorfismo es posible. F exhibe una concepcion limitada del concepto
de isomorfismo y por tanto también se limita su comprensién del isomorfismo entre R? y
los niimeros complejos. En esta exposicion se respondié ya a la pregunta 5: ¢por qué R? es
isomorfo a los nUmeros complejos? La estudiante tratd de justificar de una manera rigurosa
por qué los numeros complejos pueden ser vistos como puntos en el plano cartesiano o
como vectores en el mismo plano al que llamé R?; para ello recurri6 a su concepcién de
isomorfismo. Su profesor de clase hablé del isomorfismo entre R? y los nimeros complejos

pero no exhibio la funcion biyectiva que lo sustenta.
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Pregunta 6

¢Qué es un namero imaginario? ¢Un nimero imaginario es un nimero complejo?

En el cuestionario la estudiante explico que los nimeros imaginarios son las raices
cuadradas de los nimeros negativos y escribié como ejemplo i =+/—1. Sobresale que se
refirié a los nimeros imaginarios como numeros que se consideraron indeterminados o
inexistentes en determinado periodo de la historia, desde su perspectiva. También agregd

gue la comunidad matematica determind por convencién que i =+/—1. En la figura 5.16 se
muestra esta respuesta.
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Figura 5.16. Respuesta de F a la pregunta ¢Qué es un nimero imaginario?, del

cuestionario

En la entrevista la estudiante explico lo siguiente.

F: Un niimero imaginario... bueno... es el que basicamen[te]... bueno... matematicamente
yo lo entiendo que es como el que se obtiene de un resultado por aqui, al obtener la raiz
cuadrada de un nimero negativo.

I: Bien.

F: Por ejemplo, —1.

I: Por ejemplo —1... entonces, la raiz cuadrada de —1 seria...

F: Un ndmero imaginario.

I: Bien. ¢Y un nimero imaginario es un niamero complejo?

F: Si.
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En este fragmento de la entrevista destaca que la estudiante F consideraba que los

numeros imaginarios son nimeros complejos.

Pregunta 7
Utilizando una representacion diferente a z = x + iy ¢cOmo representarias i?

En la entrevista se dio el siguiente dialogo en relacion con esta pregunta.

I:...Y ahora, utilizando cualquiera de las representaciones que manejaste, ,cOmMoO
representarias i?

F: Ahh... pues... por ejemplo, en la parte cartesiana [utilizando la forma cartesiana], i
estaria en el eje de las Y ’s, simplemente seria i y su parte real es cero. [La estudiante dibujé

el esquema que se muestra en la figura 5.17.]

Figura 5.17. Representacion geométrica de i, segun F

I: Bien. ¢Por qué i se ubica ahi?
F:¢Enelejedelasy ’s?
I: Aja.

F: Pues... asi lo definimos (risas) pero realmente, tampoco 10 Sé.

Notese que F se refirié al modelo cartesiano para representar al nimero i; esbozo el
esquema de la figura 5.17, dejando implicito que el par ordenado (0, 1) representa a i.

Evidencia de esto es que junto al simbolo i que sefiala en el eje Y escribid el nimero 1.
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Por otra parte, cuando se le preguntd sobre la ubicacion de i hizo alusion a “la

definicién”. En sus clases de variable compleja | el profesor definié i como v—1, pero
nunca dio una explicacion de por qué el nimero i se ubicaba sobre el eje Y en la parte
positiva a una unidad de distancia del origen de coordenadas. Es natural preguntarse por

qué i tiene esa ubicacion; sin embargo a F le extraid la pregunta.

Pregunta 8
¢Qué denota i?
En el cuestionario utilizado para esta investigacion, F sefial6 que i denota v—1. Cuando se

le hizo la misma pregunta en la entrevista, F agreg6 lo siguiente.

I: ... ;Y qué denota i?
F: Es una distancia, como tal vez, bueno... yo lo veo como distancia en el eje real; como

por ejemplo 1 en el eje real, aqui en vez de ser L es i.

F consider6 que i era una distancia. La estudiante buscé un referente familiar para
explicar el significado de i. Al utilizar la representacion cartesiana, o la metafora de los
numeros complejos son puntos en el plano cartesiano, F mostro que tenia dificultades para
separar el dominio fuente del dominio destinatario. No utiliz6 la met&fora para comprender
el significado de los nimeros complejos, particularmente de i, sino que asumio que i s un
par ordenado y por tanto puede manipularlo como tal. Por ejemplo, pudo calcular la
distancia entre dos puntos; en este caso, la distancia del origen al par ordenado (0, 1) y

asociar esa distancia a i.

Pregunta 9

¢ Como se representa 1 + i con el modelo z = cos6 + i send ? ;CAmo se representa en el
plano?

Considerando que F utilizé el modelo de coordenadas polares z = r (cos@+ i sené), pero
omitiendo r y empleando angulos diferentes, recuérdese que ella escribié z=cosx +iseny

asociando los angulos x y y a un mismo namero complejo y sin hacer aclaraciones respecto
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a ellos. Se le pidié que representara al nimero 1 + i utilizando la forma z = cos@ + i sené.
Se corrigid la cuestion de los angulos diferentes, pues la representacion que se le mostro

solo utilizaba @ como angulo asociado al nimero complejo z, pero no se agrego el factor r
que representa la norma del nimero complejo. Notese que la norma del nimero complejo

1 + i es diferente de 1. El siguiente extracto muestra cobmo piensa la estudiante.

I: ... (Como se representaria el numero 1 + i en el modelo que manejas en la forma polar?
F: Uyyy... A ver, déjame acordarme. Mmmm... 1 + i ahh... pues seria coseno, coseno de 1
masisenodel[cosl+isenl].

I: A ver, escribelo, por favor.

F: Aver, 1 +iel modelo, ;como es? z = cos@+ i sené.

I: Aja.

F:z=cos1+isenl. (Véase lafigura5.18.)

{

Figura 5.18. Forma polar del namero 1 + i segin F

Obsérvese que F no logré obtener con éxito el argumento del nimero complejo
1 + i, tampoco calculd su norma. Tenia una concepcion limitada de la forma polar de un

numero complejo: ignoraba los elementos méas importantes de este modelo.

Pregunta 10

Utilizando cualquiera dos de las representaciones de los nUmeros complejos que conoces,
por favor, obtén el resultado de (4 + 2i) + (6 — 3i)

El siguiente fragmento de la entrevista muestra como intentd F resolver la suma de

numeros complejos.
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I: Ahora, utilizando las representaciones o los modelos que ta prefieras de los nimeros
complejos, ¢podrias sumar estos dos numeros, por favor: (4 + 2i) + (6 — 3i)?

F: (4 +2i) + (6 - 3i).

I: Puedes utilizar la forma que gustes.

F: Puedo con la cartesiana. [Escribe los nimeros que sumara en la hoja de papel y traza el
esquema que se muestra en la figura 5.19; en este momento de la entrevista sélo ha

dibujado los vectores marcados con flechas.] Seria la suma de vectores.

N
/7

Figura 5.19. Representacién geométrica de la suma (4 + 2i) + (6 — 3i).

I: Esta bien.

F: Seria, éste més éste [sefiala los vectores que dibujé en el esquema de la figura 5.19].

La estudiante recurrid a la suma de vectores para obteber la suma de nimeros
complejos que se le habia pedido. Obsérvese que utiliz6 la metafora los nimeros complejos
son vectores. Propuso hacer la suma de vectores, valida en el dominio fuente, para ejecutar
la operacion de nimeros complejos. Intentd trasladar esta operacion, valida en el dominio
fuente, a los elementos del dominio destinatario. Sin embargo, a pesar de haber utilizado un
método aparentemente mas familiar para ella, no concluyd el ejercicio, como se muestra a

continuacion.

I: Bueno, no sé si la quieras terminar (risas).
F: ¢La tengo que terminar?

I: Como quieras. (La estudiante no concluyd el ejercicio.)
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F: Es que la verdad, ahorita no me acuerdo bien de como se suman los vectores. Hay que
hacer el paralelogramo y luego la diagonal. [Intenta trazar el paralelogramo y su diagonal

sobre el esquema que dibujo antes Véase la figura 5.20.]

Figura 5.20. Construccién del paralelogramo para sumar dos vectores

Pregunta 11
¢Como se resuelve x = (1 +i)%?

Para resolver el problema, F recurri6 a la aritmética de los nimeros complejos.

F: Ahh... pues eso algebraicamente, ;no?

I: ¢Algebraicamente? ;Lo podrias escribir, por favor.

F:1... (mas qué?

I: (1 +i)?

F: Serfa (1 +i) por (1 +i)yesoesigual al+i+i+i’peroestoesl+2i—1yestoesigual
a 2i. (Véase la figura 5.22.)

Figura 5.22. Desarrollo aritmético de (1 + i)?
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Obsérvese que para F era mas comodo calcular empleando la forma z = x + iy de los
numeros complejos. Para el caso de la suma de nameros complejos F tuvo un referente
geométrico para explicar el significado de la suma. En el caso de la multiplicacion, se
limitd a aplicar el algoritmo de la multiplicacion de binomios. Aunque las concepciones de
los nimeros complejos que tenia F eran limitadas, pudo resolver adecuadamente la

pregunta 5 del cuestionario: ¢Cuales son las soluciones de la ecuacion x> + 1 =0? Y en la

. " ./ 2—/—4
pregunta 6, a pesar del error aritmético que cometio al expresar que \2/_ = v—4,nole

provoco ningun conflicto concluir que x = +v—4. Véanse las figuras 5.23 y 5.24.

5.- {Cuales son las soluciones de la ecuacién x> + 1 = 0?

”

= O

e

Figura 5.23. Resolucién de la ecuacién x>+ 1 =0

6.- {Cuales son las soluciones de la ecuacién x* — 2x + 2 = 0?

Figura 5.24 Resolucion de la ecuacion x> —2x +2 =0

Se detectaron las siguientes dificultades en la conceptuacion de F de los nimeros

complejos.
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— F afirmo que la forma mas comun de un nimero complejo es la forma z = a + ib. Sin
embargo, relacioné directamente esta forma con el plano cartesiano, diciendo que aes la
parte real que puede ubicarse sobre el eje X del plano cartesiano y bi es la parte
imaginaria que se ubica en el Y. No tenia claridad sobre el significado de la parte
imaginaria. Utiliz6 la metafora los nimeros complejos son vectores en el plano. A pesar
de que etiqueto a estos vectores en el plano cartesiano como (X, y) no logro interiorizar
que la parte imaginaria del namero complejo x + iy es y. Esto lleva a pensar que F

comprendi6 que la longitud de la ordenada del vector (X, y) es iy.

— La estudiante F utilizé la metafora un nimero complejo es un par de coordenadas
polares. Sin embargo, no pudo determinar los elementos que conforman la metafora para
expresar un nimero complejo en la forma z =r (cosé@ + i sen@). Evidencia de ello esta en
su produccidn escrita, al referirse a los nimeros complejos escritos en forma polar como
numeros del tipo z = cos x + i sen y. No tomo en cuenta la norma del nimero complejo y

no tenia claridad sobre el argumento de un nimero complejo.

— F afirmé que los nimeros complejos son isomorfos a R% Sin embargo, en su respuesta
relacionada con este asunto, la estudiante no hablé de la existencia de una funcion
biyectiva f cuyo dominio es el espacio vectorial R* y con contradominio C (los n(imeros
complejos) tal que f (ab) =f (a) f (b). Tampoco se refirié a los numeros complejos como
un espacio vectorial explicitamente. F justificé el isomorfismo entre R? y los niimeros
complejos afirmando implicitamente que hay una biyeccion entre los nimeros reales y el

eje X, y una biyeccion entre los nimeros imaginarios y el eje Y.

— Respecto a los nimeros imaginarios, la estudiante los concebia como una convencion
matematica necesaria. Cuando se le preguntd sobre la ubicacion del nimero i en el plano,
sefiald su posicion sobre la parte positiva del eje Y a una unidad de distancia del origen, y

argumento que ésa era la ubicacion correcta por definicion.



160

Anadlisis de la entrevista de H, estudiante de licenciatura de la asignatura de variable

compleja | del grupo 2

La tercera entrevistada para esta investigacion fue una persona estudiante de
licenciatura a quien se llamara H de aqui en adelante. Estudiaba en el grupo 2 de la
asignatura de variable compleja I, cuyas clases fueron seguidas por quien reporta esta
investigacion. H habia cursado 75% de sus materias correspondientes a los primeros sexto
seis semestres del programa de estudios de la carrera de fisica de la Facultad de Ciencias de
la UNAM. No era la primera vez que cursa la materia de variable compleja I.

La estudiante fue seleccionada porque utilizé dos representaciones para referirse a
los nimeros complejos. La primera de ellas fue la representacion z = x + iy y la segunda
fue la representacion de los numeros complejos como puntos en el plano complejo. En esta
segunda representacion, H dio como ejemplo el par ordenado (1, i). Esta manera de utilizar
pares ordenados cuya segunda componente es un nimero imaginario muestra una
concepcion diferente de la representacion que el profesor expuso en clase. La metéafora que
H utilizo para conceptuar los nimeros complejos es distinta de la propuesta por G o por F.
Estos alumnos utilizaron pares ordenados donde las dos coordenadas son nimeros reales,
ya sea para representar puntos en el plano o para representar vectores. Por otra parte, en el
cuestionario utilizado para la investigacion que aqui se reporta, H escribio que los nimeros
imaginarios “son los puntos que no podemos ver comunmente, son imaginarios”.

¢Qué tipo de concepcidn sobre los nimeros imaginarios ha desarrollado H? Otro
aspecto que destaco en las respuestas de esta estudiante al cuestionario fue que en las dos
preguntas que implican la resolucion de ecuaciones cuadraticas obtuvo las respuestas
correctas realizando los calculos aritméticos necesarios en los que intervenian nimeros
complejos. Asi, las concepciones que F tenia sobre estos numeros no interfirieron de
manera negativa en la ejecucion de las operaciones aritméticas basicas de los niUmeros
complejos, como lo muestra su correcta resolucién de ecuaciones cuadraticas.

Acorde con las respuestas que H escribio en el cuestionario, se disefid la siguiente

entrevista semiestructurada.
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1.— En el cuestionario mencionaste que un namero complejo es aquel que tiene una parte
real y una imaginaria y utilizaste la representacion z = x + iy. ¢Cual es la parte real y cual
es la parte imaginaria del nimero complejo?

2.— ¢Qué es un numero imaginario?

3.— ¢Un ndmero imaginario es un numero complejo?

4.— Te referiste a los nimeros complejos como puntos en el plano complejo. Entonces,
¢todo nimero complejo z = x + iy puede representarse con un punto en el plano complejo?
¢Qué numero complejo de la forma z = x + iy esta representado por el punto (1, i) de tu
ejemplo?

5.— En la representacién de los nUmeros complejos como puntos en el plano complejo, ¢qué
punto corresponde al nimero i? ¢Por qué i se ubica en ese punto en el plano complejo?

6.— ¢Donde se ubica el nimero 2 + 3i?

7.— ¢Donde se ubica el nUmero —3i?

8.— Utilizando la representacion de los niumeros complejos como puntos en el plano, ¢cémo
obtienes el resultado de (4 + 2i) + (6 — 3i)?

9.— Con esa misma representacion, ,c6mo se resuelve x = (1 + i)?? ;Puedes utilizar otra

representacion para resolver la ecuacion?

Estas preguntas durante la entrevista no se formularon tal como estan escritas. Sin
embargo, se respetd la idea principal de cada una. No se proporcionaron las preguntas por
escrito a la entrevistada: se buscé promover un dialogo natural y fluido preguntando sélo de
manera oral. Se proporcionaron hojas blancas y lapiz a la estudiante para recabar sus
producciones escritas, en caso de que ella necesitara escribir algo. Las respuestas obtenidas

en la entrevista fueron las siguientes.

Pregunta 1

En el cuestionario mencionaste que un nimero complejo es aquel que tiene una parte real
y una imaginaria y utilizaste la representacion z = x + iy. ¢Cual es la parte real y cual es
la parte imaginaria del nUmero complejo?

En el cuestionario, H respondi6 que un numero complejo es aquel de la forma z = x + iy

que tiene una parte real y una parte imaginaria. Su respuesta se muestra en la figura 5.25.
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1.- ;Qué es un namero complejo?
Es aquel el cal  posec ura purte real 4y ura puv’*e LrragInar

%:X’r'&j donde T es - VN NUNED - (‘wf\e\’\o

Figura 5.25. Respuesta a la pregunta ¢Qué es un nimero complejo?

Como en su respuesta no especificd cudl era la parte real y cudl la parte imaginaria,

se le preguntd sobre esto.

I: ... En el cuestionario que contestaste, mencionaste que un numero complejo es aquel que
tiene una parte real y una parte imaginaria, utilizaste la representacion x + iy. ¢De acuerdo?
Escribiste z = x + iy, donde z es un nimero complejo. En esta representacion, ¢cual es la
parte real y cual es la parte imaginaria del nimero complejo?

H: La parte real es igual a x.

I: ¢ Y la parte imaginaria?

H:y.

La estudiante H concibid a x como la parte real del nimero complejoz=a+ibya

y como la parte imaginaria.

Pregunta 2
¢Qué es un nimero imaginario?
En el cuestionario, H respondi6: “Son los puntos que no podemos ver cominmente, son

‘imaginarios’” como se muestra en la figura 5.26.

3.- {Qué es un nimero imaginario?
n "vw\gA«\f;ﬂ ve C Yy -Jr\rvwfl“”;'(‘ > |
O JOCLENY N { '
Son los ()ur\—lros i i = j
11
(NS

N

Figura 5.26. Concepcién de H sobre los niUmeros imaginarios
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Se planted la misma pregunta en la entrevista y H dio una respuesta diferente.

I: Para ti, ¢qué es un numero imaginario?
H: Este... es aquel que la parte real es igual a cero; entonces, es un nimero que es

puramente imaginario.

La estudiante H expreso su concepcion de nimero imaginario valiéndose del
modelo z = x + iy. Utiliz6 una de las definiciones que su profesor le proporciond en clase.
En el cuestionario, H contest6 a la pregunta ¢qué es un nimero imaginario? de la siguiente
manera: “Son los puntos que no podemos ver comunmente, son ‘imaginarios’ ”. En la
entrevista se le pidi6 a la estudiante explicar su respuesta. El siguiente fragmento muestra

lo que H respondié.

I: Entonces, a ver... aqui, por ejemplo, algo que me Ilamd la atencion de lo que contestaste
fue que escribiste que [los numeros imaginarios] son los puntos que no podemos ver
comunmente. ¢Qué fue lo que quisiste expresar con esa respuesta?

H: Es que estaba pensando que, ya que estamos aqui [en los estudios de licenciatura] pues
nos hablan mucho de... de los campos, ¢no? De los reales, de los racionales, de los
irracionales. Entonces, al llegar aqui y que nos presenten a los imaginarios por primera vez,
pues si te... como que te saca de onda. Entonces, pues ya con el tiempo vas viendo que los
imaginarios son un conjunto que esta... que es mas grande todavia que los reales.

I: Bien.

H: Entonces, por eso el que no lo podiamos ver cominmente, era como el estar arrastrando

a siempre pensar en los naturales, en los enteros o en los reales.

Notese que H se refiere a los nimeros imaginarios como un conjunto de nimeros
desconocido hasta que inicio6 sus estudios de licenciatura. Ella afirm¢é estar familiarizada
con los numeros reales, los racionales y los irracionales, pero aludio a los nimeros
imaginarios como un conjunto que en un principio le parecié extrafio; utilizo la frase “como

que te saca de onda”.
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Por otra parte, son dignas de atencion las siguientes palabras que expreso: “ya con el
tiempo vas viendo que los imaginarios son un conjunto que esta... que es mas grande
todavia que los reales”. H externé que termind por aceptar la existencia del conjunto de los
numeros imaginarios y ademas lo comprendié como un conjunto de cardinalidad mayor
que los numeros reales (a pesar de que esta idea es erronea).

En la parte final de este fragmento de la entrevista H dijo que se referia a los
nimeros imaginarios como “los puntos que no podemos ver comunmente”, porgque con
frecuencia las ideas matematicas que ella ha estudiado conciernen a nimeros naturales,
enteros o reales. Esto invita a pensar que la idea de la existencia del conjunto de los
numeros imaginarios resulté desconcertante para esta estudiante porque no tenia referentes
de ningun tipo para ellos. La naturaleza abstracta con que los nimeros complejos se
presentaron en su ambito escolar, limitd la imaginacion de H; no fue capaz de construir una
meté&fora con elementos matematicos que le fuesen familiares para explicarse a si misma

qué es un numero complejo.

Pregunta 3
¢Un nimero imaginario es un nimero complejo?

La respuesta a esta pregunta se muestra a continuacion.

I: ...;Un ndmero imaginario es un niamero complejo?

H: Pues estéa dentro de los complejos.

H reconocié a los numeros imaginarios como nameros complejos. Tenia muy clara
la representacion a + bi e identificaba aquellos nUmeros con a = 0 como numeros

complejos e imaginarios.

Pregunta 4

Te referiste a los nUmeros complejos como puntos en el plano complejo. Entonces, ¢todo
numero complejo z = x + iy puede representarse con un punto en el plano complejo? ¢Qué
numero complejo de la forma z = x + iy esta representado por el punto (1, i) de tu

ejemplo?
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En el cuestionario, la estudiante H identifico a los nimeros complejos como puntos en el

plano complejo segun se muestra en la figura 5.27.
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Figura 5.27. Representacion de los numeros complejos como puntos en el plano

Notese que H denotd al par ordenado (1, i) como un nimero complejo representado

por el punto sefialado en el plano complejo. Obsérvese que la segunda entrada del par

ordenado no es un namero real sino un ndmero imaginario, a pesar de que en la primera

pregunta de la entrevista H aclar6 que la parte imaginaria de un nimero complejo z = x + iy

esy yno iy. La estudiante utilizo la metafora los nimeros complejos son puntos del plano

complejo de la forma (X, iy).

Cuadro 5.8. Elementos de la metafora los nimeros complejos son puntos del plano

complejo de la forma (X, iy)

Dominio Fuente

Dominio destinatario

Ser un par ordenado (x, iy) en el plano
complejo

Ser un numero complejo

Coordenada x del par ordenado (X, iy)

Parte real del nimero complejo x + iy

Coordenada iy del par ordenado (x, iy)

Parte imaginaria del nimero complejo
X + iy

Eje Re del plano complejo

NuUmeros reales

Eje Im del plano cartesiano

NUmeros imaginarios

Punto (0, i)

Numero complejo i

En la entrevista, la estudiante H afirmé que todo nimero complejo z = x + iy puede

representarse con un punto en el plano complejo.
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I: ... Eso quiere decir que todo numero complejo z = x + iy lo puedes representar como un
punto?

H: Si.

I: Entonces, ¢qué numero complejo de la forma z = x + iy esta representado por el punto
que tu diste aqui? Diste el punto (1, i) [asi lo escribi6 la estudiante en el cuestionario].
Entonces, si escribiste que todos los nimeros complejos x + iy, bueno es lo que entiendo
que respondiste, todo numero x + iy se puede representar como un punto en el plano.

H: Aja.

I: Entonces, este punto que llamaste (1, i), ¢a qué nimero de esta forma corresponde? [La
entrevistadora sefiala la representacion z = x + iy escrita en una hoja de papel.]

H: Bueno, la primera coordenada pertenece a la parte real, y la sequnda coordenada a la
parte imaginaria.

I: Entonces, ¢este numero como se llama? Si lo escribieras asi [la entrevistadora sefiala la
representacion z = x + iy], si se escribe de esta forma, ¢cémo se transcribe éste [la
entrevistadora sefiala la representacion (1, i) que la entrevistada escribio en el cuestionario]
con esta representacion [la entrevistadora sefiala la representacion z = x + iy]?

H: Como x + i.

En esta parte de la entrevista H dijo que la primera coordenada del par ordenado
(1, 1) es la parte real de un nimero complejo y la segunda coordenada es la parte
imaginaria. N6tese en comparacion con la respuesta dada a la pregunta 1 de la entrevista
que H consideraba al numero imaginario i como una pieza de la parte imaginaria de un
numero complejo. Finalmente, relaciond al par ordenado (1, i) con el nUmero complejo
X + .

Para H no era totalmente clara la relacion entre las coordenadas del par ordenado
que representa al punto y las partes real e imaginaria del namero complejo x + iy. Por otra
parte, obsérvese que H asumid que i es un nimero complejo que se ubica en la parte
positiva del eje vertical del plano que dibuja; probablemente lo consider6 una pieza que le

daba el caracter de imaginario a la parte imaginaria del nimero complejo.
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Pregunta 5
En la representacion de los nimeros complejos como puntos en el plano complejo, ¢qué

punto corresponde al numero i? ¢Por qué i se ubica en ese punto en el plano complejo?

En el cuestionario, H respondi6 que i denota a v—1. En el siguiente extracto de la

entrevista se lee la respuesta de H a la pregunta formulada.

I: ...Por favor, ¢podrias aqui dibujar el plano? [La entrevistadora proporciond hojas de
papel a la entrevistada].

H: Aja.

I: ¢En donde se ubica el nimero i?

H: Aqui. (Obsérvese el punto sefialado con una flecha en la figura 5.28.) Mmm... en lo que

para nosotros seria como el eje Y.

Figura 5.28. Representacion de i en el plano.

H sefial al nimero i en el plano, como se muestra en la figura 5.28, con una flecha.
En cuanto a la pregunta ¢por qué i se ubica en ese punto en el plano complejo?, se dio el

siguiente dialogo.

I:....Y por qué el nimero i esta ubicado ahi?

H: Mmmm... bueno... aqui seria el punto (0, 1), que seria como escribir O + i.

I: De acuerdo.

H: Entonces, este... pues... es que aqui yo lo que entiendo es que nuestro eje Y es... en vez

de que sea 1, 2, es i, es 2i, 3i, igual aqui, —i, —2i.
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I: Pero, ¢por qué i esta aqui y no, digamos, a la altura de lo que llamas 2i, por ejemplo?

H: Mmm... ¢por la escala?

H tom6 como unidad de medida del eje imaginario, al que llamd eje Y en esta parte
de la entrevista, a la unidad imaginaria i. Notese que al llamar al eje vertical eje Y, H estaba
considerando al plano cartesiano como el medio que le permitia representar a los niUmeros
complejos. Por otra parte, en el cuestionario se refirid a la representacion de los niUmeros
complejos como puntos del plano complejo, como se muestra en la figura 5.29. Notese que
alude al plano complejo al llamar a los ejes de referencia eje Im (imaginario) y eje Re (real).
Asi, para H no habia diferencia entre plano complejo y plano cartesiano como medios para
representar a los nimeros complejos como puntos. Es posible que esta ambigtiedad
respecto al plano haya dado lugar al par ordenado (1, i), pues por una parte afirmé que la
unidad de medida del eje Y es i, y por otra, H llamé a este eje imaginario.

Figura 5.29. Representacion del punto (1, i) en el plano complejo

Por otra parte, cuando H respondio en la entrevista; “aqui seria el punto (0, 1), que
seria como escribir 0 + i, ndtese que en tomo6 un namero real para la segunda entrada del
par ordenado que representa al namero complejo i. Ademas, dio por sentado que (0, 1)
representaba a i, sin dar una explicacion del porqué, simplemente lo asumi6. Cuando se le
pregunto por qué el punto que representaba a i no se ubicaba en otro sitio, como por
ejemplo en donde ella habia sefialado al punto que representaba al nimero 2i respondi6
dudosamente que el motivo era la escala. Notese que la concepcidon geométrica del nimero
complejo i que tenia la estudiante H era limitada; no pudo dar un argumento sélido que

validara la ubicacion de i que ella propuso en el plano.
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Pregunta 6
¢Doénde se ubica el nimero 2 + 3i?
Utilizando el mismo esquema que H dibujo para representar al nimero i como punto en el

plano, se le pidid localizar el nimero complejo 2 + 3i.

I: ...;Donde ubicarias en ese plano complejo al namero 2 + 3i?

H: 2 + 3i?

I: Aja.

H: Aqui esta el 2 y aca esta el... [obsérvese el punto marcado con la flecha en la figura

5.30.]

Figura 5.30. Punto en el plano que representa al nimero complejo 2 + 3i

H no tuvo ningun problema para localizar el nimero pedido.

Pregunta 7
¢Doénde se ubica el nimero —3i?
En el mismo esquema localiz6 el nimero imaginario —3i, como se muestra en el siguiente

extracto.

I:...¢Y el nimero —3i?
H: ;Nada mas —3i?
I: Si.

H: Ahhh... ac4, a no... aca. [Obsérvese la figura 5.31.]
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Figura 5.31. Punto en el plano que representa al nimero complejo —3i.

Como se puede ver, H tampoco tuvo problemas para ubicar el nimero imaginario —3i en el

plano.

Pregunta 8

Utilizando la representacion de los nimeros complejos como puntos en el plano, ¢cémo
obtienes el resultado de (4 + 2i) + (6 — 3i)?

En esta pregunta, H prefirid usar como primera opcion el modelo z = x + iy. Realiz6
aritmética basica de los nUmeros complejos para dar una respuesta como se muestra en el

siguiente extracto de la entrevista.

I: ...Utilizando esta representacion que manejas, que es la de los nimeros complejos como
puntos del plano complejo, ;c6mo se suman los nimeros 4 + 2i y 6 — 3i?

H: Ah... la suma de nimeros complejos es la suma de los nimeros reales mas la suma de
los niUmeros imaginarios.

I: Entonces, utilizarias otra representacion, la representacion que diste al principio.

H: Aja.

I: Entonces, ¢podrias realizar la suma por favor?

H: Tenemos (4 + 2i) + (6 — 3i), entonces la suma seria 6 + 4... serian 10, y 2i — 3i seria —i.

Entonces, la suma seria 10 — 3i (observese la figura 5.32).
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Figura 5.32. Suma de nimeros complejos utilizando la representacion z = x + iy

I: Entonces, el modelo que teniamos anteriormente, o la representacion que teniamos
anteriormente del plano cartesiano, ¢no nos ayuda a resolver esto? ;O lo ves mas viable
utilizando esta otra representacion?

H: Mmmm... pues a mi me queda mas claro asi.

Obsérvese que H utilizé como primer recurso para resolver la suma propuesta la
aritmética basica de los nameros complejos de la forma z = x + iy. Ignoré que se le pidié
que trabajara con el modelo de los nimeros complejos como puntos en el plano. La
estudiante H no tenia problemas para trabajar aritméticamente con los nimeros complejos
bajo la representacion z = x + iy, incluso agregd “...pues a mi me queda mas claro asi”.

Respecto a resolver el problema utilizando la representacion de los nimeros

complejos como puntos en el plano, H contesto lo siguiente.

H: Pero en el plano seria como sumar este... coordenadas, es como la [regla] del

paralelogramo.

La estudiante sélo se refirid a este procedimiento pero no lo utiliz6. Notese que se
refirié a utilizar la regla del paralelogramo, lo que sugiere la idea de los nimeros complejos

como vectores en el plano, no como puntos.

Pregunta 9

¢Con esa misma representacion [nimeros complejos como puntos en el plano],¢,como se
resuelve x = (1 + i)?? ¢Puedes utilizar otra representacion?

Después de observar la manera en que H resolvid la suma de nimeros complejos, esta
pregunta se plante6 de manera diferente; se pidio a la estudiante que utilizara la

representacion que considerara mas cémoda para resolver x = (1 + i) H recurri6 a la
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aritmeética de los nimeros complejos bajo la forma z = x + iy, como lo muestra el siguiente

fragmento de la entrevista.

I: Y ahora, ehh... ;como resolverias esto? ;COmo obtendrias este resultado: x = (1 + i)*?
¢Qué representacion te acomodaria mas para resolverlo?
H: Mmmm... (silencio prolongado)... pues es la multiplicacion, ¢no?, de cada uno de ellos.

Seriai +1i+1i—1, entonces seria 3i — 1 (obsérvese la figura 5.33).

> = o

(18 sl i e

Figura 5.33. Obtencidn de (1 + i)?

Nuevamente se observa que la estudiante recurrio a la aritmética basica de los
nameros complejos. A pesar de haber utilizado los puntos en el plano como representacion
de los numeros complejos, no recurrié a ningun tipo de geometria relacionada con el plano
para resolver el problema planteado. Ademas, el resultado que obtuvo fue erréneo.

De las respuestas obtenidas durante la entrevista asi como de los resultados del
cuestionario que H respondid, se detectaron las siguientes dificultades en su conceptuacion

de los nimeros complejos.

— La estudiante comprendia cual es la parte real y cuél es la parte imaginaria de un niUmero
complejo al emplear la representacion z = x + iy. Sin embargo, cuando empleaba la
representacion de los nUmeros complejos como puntos de la forma (x, iy), la nocién de
parte imaginaria de un namero complejo se transformo, pues desde este punto de vista la

estudiante no concibid la parte imaginaria como un niamero real.

— La alumna concebia al nimero i como un nimero definido, es decir, i =+/—1 por
definicidn. Su concepcion geométrica de éste y de los deméas nimeros complejos era

limitada.
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— H se vali6 unicamente de la aritmética de los nimeros complejos para resolver problemas
relacionados con su suma y su potenciacion. Aunque podia resolver la mayoria de los
ejercicios de manera correcta, su conocimiento de los nimeros complejos se reducia a su
correcta manipulacion aritmética. H no extern6 algin conocimiento mas profundo
relacionado con los nimeros complejos. A pesar de manejar una metafora que relaciona a
los nimeros complejos con puntos en el plano, esta representacion no era significativa
para H, no la utiliz6 para ningun ejercicio propuesto y considero que para ella era mas
claro manipular los nimeros complejos desde su perspectiva aritmética Unicamente, se

limitaba a los algoritmos.

— Al principio de la entrevista H manifesto que los nimeros complejos le eran ajenos por
Ser un conjunto que no manejaba con frecuencia. Sus argumentos llevaron a la conclusion
de que H no tenia ningun referente para los nUmeros complejos antes de sus estudios
universitarios, después de haber cursado la materia de variable compleja | H no podia
generar una idea distinta de los numeros complejos basada en experiencias matematicas
previas; prefirid trabajar inicamente de manera algoritmica con estas cantidades. Asi que
después de un curso de variable compleja I, para H no habia referentes geométricos Utiles

para los numeros complejos.

Analisis de la entrevista de K, estudiante de bachillerato de la asignatura de matematicas IlI

La primera estudiante de bachillerato seleccionada para ser entrevistada sera
Ilamada K a lo largo de este andlisis. K era estudiante de cuarto semestre al momento de la
entrevista. Pertenecia a un grupo especial denominado grupo PAI (programa de
acreditacion inmediata) de matematicas Ill, integrado por estudiantes de cuarto semestre de
los turnos matutino y vespertino del CCH Vallejo que Unicamente adeudaban la materia de
matematicas Il de tercer semestre.

Durante la ensefianza de los numeros complejos en el aula, a manera de
introduccidn, la profesora de K pregunto: ¢Los fantasmas existen? Varios estudiantes

contestaron que no, otros respondieron: “depende”. La maestra hablo sobre definir qué es
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un fantasma y de cdmo a partir de esa definicidn se puede determinar si algo es un
fantasma.

Los nameros complejos se trabajaron en la clase de K durante el estudio de la
parébola. La profesora habl6 sobre la ubicacion del vértice y las intersecciones de la
parabola con los ejes coordenados X y Y. Dada la ecuacién de la parabola y = ax? + bx + c,
asocio las intersecciones de su gréafica cartesiana con el eje X a las raices del polinomio
ax? + bx + ¢, es decir, a las soluciones de la ecuacién ax® + bx + ¢ = 0. En estas condiciones
la profesora plante6 la necesidad de definir a los numeros complejos, pues existen
parabolas que no se intersecan con el eje X, y esto no implica que los polinomios asociados

a ellas no tengan raices. Para motivar la definicion de i =+/—1, la profesora trabajé con las
parabolas cuyas ecuaciones son y = 8x* —4x — 3 y y = —8x*— 4x — 3. La grafica de la
primera de ellas se interseca con el eje X, mientras que la grafica de la segunda no.

Bajo estas condiciones, K conceptud a los nimeros complejos utilizando la
metafora de enlace: Los numeros complejos son las raices de un polinomio de segundo
grado. Las concepciones de K sobre la existencia de un nimero pusieron en juego esta
metafora.

Con el fin de ahondar en las respuestas que cada uno de los tres estudiantes de
bachillerato proporcioné en el cuestionario, se disefié un conjunto de preguntas
relacionadas con dichas respuestas. Sin embargo, a causa de que la estudiante K asi como
sus comparieros externaron que no recordaban con claridad las respuestas que dieron a las
preguntas del cuestionario, se retomo este instrumento de investigacion y se leyo
integramente con cada estudiante. Se insertaron las preguntas correspondientes en el
momento propicio durante la lectura de las preguntas y las respuestas. La guia para la

entrevista semiestructurada realizada a K fue la siguiente.

1.- En el cuestionario escribiste que un nimero complejo es la raiz cuadrada de un nimero

negativo. ¢Con qué raiz cuadrada de un nimero negativo se asocia a 2i?

2.- ¢El nimero —5i es un numero complejo? ¢El nimero v—7 es un nimero complejo?

3.- En el cuestionario escribiste: “Un nimero imaginario es aquel que esta en la recta pero

no existe”. ;En qué parte de la recta se ubica v—2?
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4.- ;En qué parte de la recta se ubica i?
5.- ¢Qué quieres decir cuando explicas que un niumero imaginario es aquel que no existe?

6.- ¢(Que diferencia hay entre un nimero complejo y un nimero imaginario?

Los resultados obtenidos en el cuestionario y la entrevista fueron los siguientes.

Pregunta 1

En el cuestionario escribiste que un nimero complejo es la raiz de un nimero negativo.

¢ Con qué raiz cuadrada de un nimero negativo se asocia a 2i?

En la pregunta 1 del cuestionario, ¢Qué es un nimero complejo?, la estudiante K se refirié
a estos nimeros como un resultado de las raices cuadradas de los nUmeros negativos. Esto

se muestra en la figura 5.34.

1.- ;Qué es un niimero complejo? ) \

Figura 5.34. Nimero complejo es la raiz de un nimero negativo

Obsérvese que K sefialé como ejemplos de nimeros complejos a 2i y 4i. En este
contexto se le pregunt6 sobre la relacion de 2i con la raiz cuadrada de algin nimero

negativo.

I: ...entonces, en un principio dijiste que estos nimeros resultan de las raices de los
numeros negativos.
K: Si, segln yo.

I: Entonces, ¢de dénde sale 2i?
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K: Sélo fue un ejemplo para explicar como se hacian diferentes operaciones, de la suma
resta, y asi. Solo fue que se me ocurrio.

I: ¢Como se relaciona con la raiz de algiin nimero negativo? Porque explicaste que éstos
[los numeros complejos] salen de las raices cuadradas de los nimeros negativos. ¢Con qué
raiz cuadrada de un nimero negativo se puede relacionar 2i?

K: Ay pues... yo apliqué que eran raices negativas.

I: Aja.

K: Porque sélo fue lo que me Ileg6 a la mente, no me acorde bien en ese instante.

K no pudo relacionar el nimero 2i que ella misma proporcioné como ejemplo de
numero complejo con la raiz cuadrada de algin nimero negativo de acuerdo con lo que
escribio en el cuestionario. Asi, esta concepcion de nimero complejo no le resultaba facil
de aplicar, puede entenderse como un intento de memorizacion de una definicion.
Obsérvese que K dijo respecto al porqué de sus ejemplos: “no me acordé bien en ese
instante”. Por otra parte, notese que la estudiante s6lo proporciond numeros imaginarios
como ejemplos de nimeros complejos; en su respuesta no considero a los nimeros reales ni

a los nimeros de la forma a + bi.

Pregunta 2

¢El nimero —5i es un nimero complejo? ¢El nimero v—7 es un nimero complejo?
En la pregunta 2 del cuestionario, ¢ Coémo se representa un nimero complejo?, K expreso
que un nimero complejo es cualquier nimero acompafado por la letra i, como se muestra

en la figura 5.35.

Figura 5.35. Representacion de un numero complejo
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Con base en esta respuesta se le pregunté a la estudiante: ¢EI nimero —5i es un

namero complejo? ¢El nimero v—7 es un nimero complejo? Su respuesta se observa en el

siguiente fragmento de la entrevista.

I: Entonces... este nimero, el nimero —5i, ¢es un numero complejo?

K: Mmmm... si.

I: Y el nimero V=7, ¢es un nimero complejo?

K: Pues, al igual que esta dentro de una raiz si seria un nUmero complejo porque es
inexacto y es negativo, a pesar de que no esta acompariado de una i.

I: Entonces dices que es complejo porque es un nimero negativo adentro de una raiz.
¢Aunque no tenga la i?

K: Si, es imaginario.

En la respuesta que K escribi6 en el cuestionario puede notarse que la estudiante
concebia a i como un simbolo que le permitia identificar a un nimero complejo. Sin
embargo, esta no era la Gnica manera que tenia K para reconocer dichos nimeros.
Obsérvese que K afirmé que el nimero v/—7 es un nimero complejo a pesar de no estar
acompafado por la letra i. Argumentd que es un nimero negativo dentro de un radical, es
decir, utilizd su definicién de nimero complejo. Por otra parte, sobresale que consideré a
v/—7 como un nimero complejo por ser inexacto, y aclaré que es un nimero imaginario. En
este momento de la entrevista ain no se distinguia si para K existia alguna diferencia entre

namero complejo y nimero imaginario. Esto se vera més adelante.

Pregunta 3

En el cuestionario escribiste: “Un nizimero imaginario es aquel que esta en la recta pero no
existe”. ;En qué parte de la recta se ubica \[—2?

En la pregunta 3 del cuestionario, ¢Qué es un nimero imaginario?, K respondio: “Un
numero imaginario es aquel que esta en la recta pero no existe, como por ejemplo la raiz
negativa”. Agregé dos ejemplos de ndmeros imaginarios, vV—7 y v—2, como se observa en
la figura 5.36.



178

3.- ¢ Qué es un nimero imaginario?

Figura 5.36. Un nimero imaginario no existe

Otra concepcidn que tenia K de los numeros imaginarios era que son puntos

inexistentes que pueden ubicarse en la recta. Para profundizar en esta idea y tomando en

cuenta los ejemplos que ella misma proporciond, se le pregunté sobre la ubicacion de v —2.

Sus respuestas aparecen en el siguiente fragmento en extenso de la entrevista.

I: ...[en el cuestionario] te preguntamos sobre los nimeros imaginarios y escribiste: “un

numero imaginario es aquel que esta en la recta pero no existe”. Entonces, ;v/—2 en qué
parte de la recta lo ubicas?

K: Pues... haz de cuenta que primero graficas y esta dentro de la...

I: A ver, si quieres, puedes realizar un esquema aqui o...

K: ¢Un boceto o0 algo? Bueno, la maestra, nuestra profesora nos explicé que tenias tu plano
cartesiano, estaba asi [dibuja una linea horizontal que serd Illamado eje X aunque K no lo
haya etiquetado explicitamente, y una linea vertical que serd Illamado eje Y]. Y tu... esta...
[dibuja una parabola vertical que no se interseca con ni toca al eje X]... estaba asi.

(Observese la figura 5.37.)

Figura 5.37. Parabola en el plano
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I: Aja.
K: Pero que, dentro de la formula salia otro que podia estar por aqui [dibuja el punto
sefialado por una flecha en la figura 5.38], que era como una interseccion, pero como estaba

en negativo significaba que era parte pero no estaba dentro de [en] la parabola.

Nt
1 ~ ~~ r

Figura 5.38 Resultado del discriminante negativo

I: Entonces trazaste una parabola que no esta tocando al eje de las X’s.

K: No, pero dentro de éste [sefiala la parabola] existia un punto que era una raiz imaginaria.

Después de esta explicacion se le pidio a K ubicar v/—2 en el esquema que habia

trazado. La entrevista continu6 de la siguiente manera.

I: Entonces, ¢podrias ubicar v—2 aqui, en este esquema gue me muestras?

K: Sélo seria sacandola con la calculadora.

Se proporciono una calculadora a la estudiante con la finalidad de que pusiera en
practica su idea para ubicar v/—2 en el plano cartesiano. Después de realizar la operacion en

la calculadora K llegd a la siguiente conclusion.

K: Seria v—2 y [la calculadora] te marca rapido el error porque es imaginario. Igual que
aqui, dice que esta aqui [sefiala la parabola] pero no esté dentro de ahi.
Este segmento en extenso de la entrevista proporciona varios elementos que

intervienen en la conceptuacion de los nimeros imaginarios de esta estudiante. En su
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explicacion K hizo alusién a la formula general de resolucion de ecuaciones de segundo
grado cuando dijo: “...pero que, dentro de la formula salia otro que podia estar por
aqui...”, a las raices de un polinomio de segundo grado, es decir, un polinomio de la forma
ax? + bx + ¢, cuando dijo: “dentro de éste existia un punto que era una raiz imaginaria” y a
la representacion de estas raices mediante las intersecciones de la gréafica de la parabola
y = ax? + bx + ¢, asociada al polinomio ax® + bx + ¢, con el eje X.

La estudiante afirmo implicitamente que si se utiliza la formula general de

., . —-b+VbZ-4ac .
resolucion para ecuaciones de segundo grado, x = ——— para encontrar las raices

del polinomio ax? + bx + c, es decir, para hallar las soluciones de la ecuacion
ax? + bx + ¢ = 0, puede suceder que el discriminante b® — 4ac sea un nlimero negativo.
Luego, segun K, existiria una especie de interseccion entre la parabola y el eje X; la
estudiante dijo textualmente: “Pero que, dentro de la formula salia otro que podia estar por
aqui, que era como una interseccion, pero como estaba en negativo significaba que era parte
pero no estaba dentro [en] de la pardbola”. No hay que perder de vista que con estaba
explicacion la estudiante esta intentando representar geométricamente un nimero
imaginario.

La estudiante K sabfa que las soluciones x; y X, de la ecuacién ax® + bx +c¢ =0
(puede existir una unica solucion de multiplicidad 2) encontradas con la formula general
eran las abscisas de los puntos (X1, 0) y (X2, 0) que deberian ser parte de la parabola
y = ax? + bx + ¢ (por lo menos sabe que asi funcionan las cosas cuando X, y X, son nlmeros
reales). Sin embargo, no logré comprender como esas soluciones eran puntos ubicados en
el eje X si la grafica de la parabola no tocaba ni intersecaba con dicho eje. Por otra parte, si
la ordenada de dichos puntos fuera diferente de 0, de acuerdo con el modelo geométrico de
raiz de un polinomio de grado 2 planteado en clase, los nimeros X; y X, no solucionarian la
ecuacion ax® + bx + ¢ = 0. Lo que K podria estarse planteando es lo siguiente: Si
consideramos la grafica de y = ax? + bx + ¢, y se hace y = 0 para encontrar las
intersecciones de la grafica de la pardbola con el eje X, las soluciones forman parte de la
grafica de la parabola. Si no son parte de la pardbola, ¢por qué decimos que la ecuacién
propuesta si tiene solucion? Quizas de aqui se desprenda el hecho de que K consideraba a

los nimeros imaginarios, aunque en realidad quiso decir a los nimeros complejos, como
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intersecciones inexistentes, o en sus propias palabras: “era cComo una interseccion, pero
como estaba en negativo significaba que era parte pero no estaba dentro de [en] la
parabola”.

Este modelo planteado por K obedece a la explicacion que recibio en clase sobre las
raices de los polinomios de la forma ax? + bx + c, tales que el discriminante de la ecuacién
ax? + bx + ¢ = 0 es negativo. En su clase se plante6 que dichas ecuaciones s tenfan solucién
pero no se manejo un modelo geomeétrico que pudiera ilustrar esto. Por otra parte, en la
explicacion que K intentd dar para representar geométricamente v—2 dejo ver que para ella
todo nimero complejo era un ndmero imaginario.

A partir del analisis de esta pregunta de la entrevista se muestran las dos metaforas

que K utiliz6 para conceptuar a los nUmeros imaginarios:

Metéfora 1
Los nimeros imaginarios son las raices de los polinomios de la forma ax? + bx + c, tales

que la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 tiene discriminante menor que O.
Metéafora 2
Los nGimeros imaginarios son las intersecciones de la grafica de y = ax? + bx + ¢ con el eje

X, donde ax® + bx + ¢ = 0 tiene discriminante menor que O.

Cuadro 5.9. Elementos de la metafora 1

Dominio Fuente Dominio destinatario
Ser una raiz del polinomio ax* + bx + ¢ Ser un numero imaginario
donde ax? + bx + ¢ = 0 tiene discriminante
menor que 0

Cuadro 5.10. Elementos de la metafora 2

Dominio Fuente Dominio destinatario
Ser una interseccion inexistente de la Ser un numero imaginario
grafica de y = ax® + bx + ¢ con el eje X
Ser un punto del eje X que soluciona la Ser un numero imaginario
ecuacion ax® + bx + ¢ = 0y que no es parte
de la parabolay = ax? + bx + ¢




182

Pregunta 4

¢En qué parte de la recta se ubica i?

En el cuestionario se planted la siguiente pregunta de opcion multiple: ;Qué significa el
simbolo i? Las opciones eran: a) un punto en el plano, b) no s¢, ¢) v—1, y d) otra (explica).
La estudiante K eligio dos respuestas, la opcion c¢) v/—1, y la opcién d) otra (explica) en
donde escribid: “es lo que acompaia al nUmero complejo y ayuda a identificarlo”, como se

muestra en la figura 5.39.

4.- ;Qué significa el simbolo i?
a) Un punto del plano
b) No sé
C) \?1

——d) Otra (Explica):

.

Figura 5.39. i como simbolo

Sobresale que antes de considerar a i como un numero, la estudiante lo reconocid
como un simbolo que le permitia identificar a los nimeros complejos. Para K no era
totalmente claro el significado de i, como se muestra en el siguiente fragmento de

entrevista.

I: Escribiste: “[i] es lo que acomparfia al nimero complejo y ayuda a identificarlo”.
Entonces, ¢i es un simbolo que me ayuda a identificar a los nimeros complejos?
K: [Asiente] A los nimeros complejos.

I: Y alavezirepresenta...

K: La raiz de un nimero negativo.

I: ¢La raiz de un nimero negativo cualquiera?

K: Si.

I: Entonces, por ejemplo, el nimero v —2.
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K: Aja.

I: Ese, ¢cOMO se representa en términos de i?

K: Me acuerdo que solamente se pasaba el 2 y se le agregaba una i, 2i.
I: 2i, y entonces, ¢i seria nada mas v—1?

K: Aja.

Notese que K externd que i era un simbolo que ayudaba a identificar a los nimeros
complejos y también afirm6 que era la raiz cuadrada de un nimero negativo cualquiera. Sin
embargo, a pesar de esta afirmacion, sostuvo que i = +/—1. Por otra parte, obsérvese que la
estudiante relacion6 erroneamente al simbolo i con v—2 diciendo que v—2 = 2i. Esta idea
vaga sobre i como un nimero imaginario cualquiera se reafirmé cuando se le preguntd
sobre la ubicacion de i en el plano cartesiano, pues en las preguntas anteriores K dejo ver
que conceptuaba a los numeros imaginarios como puntos que podian ubicarse en dicho

plano.

I: Entonces ¢podrias ubicar v—1 en este plano que tienes aqui dibujado?

K: Seria como una i sola, ya te habia dicho que v—1 era igual a i. Entonces podriamos
marcar que ésta va por aqui [dibuja el punto sefialado con una flecha en el cuadrante
superior derecho del esquema que dibujé anteriormente, mostrado en la figura 5.40],

dependiendo.

>
L r

Figura 5.40. Ubicacion de i en el plano
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Cuando K afirmd respecto a i, “podriamos marcar que ésta va por aqui,

dependiendo” confirma que a pesar de asociar el namero v—1 al simbolo i, no lo
consideraba una constante, la estudiante externd que el nimero i podia cambiar segun el
namero imaginario al que se ligara.

En este momento de la entrevista surgio la siguiente declaracion de K que puede dar
luz sobre el porqué de algunas dificultades que enfrentd en su proceso de conceptualizacién

de los nimeros complejos.

K: Eso es igual en lo que yo me hago bolas, porque no sé cémo graficar un nimero
complejo.

I: No sabes como graficar un ntimero...

K: No.

I: O sea que, ¢no tienes un referente geométrico?

K: Si, no tengo idea de codmo se ponen negativos, positivos o eso, mas bien.

Pregunta 5

¢Qué quieres decir cuando explicas que un nimero imaginario es aquel que no existe?
Como ya se menciono, en la pregunta 3 del cuestionario, ¢quée es un nimero imaginario?,
la estudiante K respondio: “Un numero imaginario es aquel que esta en la recta pero no
existe, como por ejemplo la raiz negativa, vV—7, vV—2".

Recuérdese que la estudiante desarrollé sus concepciones sobre los niUmeros
complejos, y en particular sobre los nimeros imaginarios, en el contexto del estudio de las
raices de un polinomio de grado 2 que se ilustrd6 mediante las intersecciones de la parabola,
asociada al polinomio, con el eje X. En el siguiente fragmento de entrevista se habla

respecto a la inexistencia de los nimeros imaginarios expresada por K.

I: Ahora, cuando dices, “un niimero imaginario es aquel que esta en la recta pero no existe”,

(.)A qUé te I‘eﬁel‘es con “no eXiste”?”
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K: Bueno, es... si s cOmMo que existe, pero no esta dentro de [en] esta pardbola; o sea, no
estd dentro de [entre] estos puntos que estan aqui [sefiala la parabola], sino que esta afuera
de la figura.

I: De acuerdo. ¢Pero en el plano existe?

K: Si, algo asi.

I: Entonces, si nos trasladamos a este contexto, el contexto de la parabola en el plano
cartesiano...

K: Aja.

I: ¢ TG relacionas los nimeros imaginarios con las intersecciones de la parabola con alguno
de los ejes?

K: Mmmm... no sélo con las intersecciones, sino que, no sélo pueden estar en la
interseccion de aqui [sefiala un punto de la recta horizontal que trazdé como eje], sino en la
de aqui 0 més para aca [sefiala puntos cualesquiera en el plano que forman parte de la
parabola].

I: Aja. Entonces, te refieres a que no existen cuando ese punto no esta. ..

K: En la parabola.

I: 'Y entonces, digamos, todos estos puntos que estan aqui en [sefiala los puntos de la
parabola], esos si serian...

K: Pertenecientes y positivos.

I: Esté seria un niimero...

K: Aja.

I: ¢Es un nimero complejo? [Sefiala un punto de la parabola que la estudiante dibujé.]

K: Mmmm... no porque éste si esta adentro de [en] la parabola.

I: Esta adentro de [en] la parébola.

K: Y existe.

I: Entonces, si le pones aqui por favor que no es un nimero complejo [la estudiante hace la
anotacion en el esquema; véase la figura 5.41]. De acuerdo. Entonces ya me queda clara tu

concepcion respecto a lo que es un nimero complejo.
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Figura 5.41 Ubicacion de los nameros complejos en el plano

Obsérvese que K clasificd a los numeros como existentes o inexistentes segun que
formaran parte 0 no de la parabola asociada al polinomio cuadratico del que se deseaba
conocer sus raices. Asi, un punto que “existe” en determinada parabola puede no existir en
otra, es decir, un nimero puede existir bajo determinadas condiciones pero no en otras. Este
razonamiento reafirma su concepcion limitada por el modelo geométrico planteado para
representar las raices de un polinomio cuadratico, modelo que no le permitié identificar
dichas raices en el plano cuando se trataba de nimeros complejos. Nuevamente afirmo que
un numero imaginario era aquel que formaba parte de la parabola pero no estaba en ella por
alguna razon que no pudo expresar. Asi, esos numeros que forman parte de la parabola pero
que no estan en ella son los nimeros complejos. Todo punto de la parabola es un niamero
que existe y que por tanto no es un nimero complejo. Nétese que se le pregunt6 a K si el
punto sefialado en la pardbola era un nimero complejo, y no se le pregunt si era un
numero imaginario. Esto dio pie a preguntar sobre las distinciones que la estudiante
expresd entre nimero complejo y nUmero imaginario y se mostrara mas adelante. En este

fragmento de la entrevista se rescata la siguiente metéfora:

Los nimeros complejos son los puntos que no estan en la gréafica de la parabola

y = ax® + bx + ¢ pero que son soluciones de la ecuacion ax® + bx + ¢ = 0.
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Cuadro 5.11.Elementos de la metafora los nimeros complejos son los puntos que no
estan en la grafica de la parabola y = ax? + bx + ¢ pero que son

soluciones de la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0.

Dominio Fuente Dominio destinatario

Ser un punto de la parébola No ser un nimero complejo
y=ax+bx+c

Por otra parte, en la pregunta 5 del cuestionario, ¢Cuales son las soluciones de la
ecuacion x> +1 = 0?, y en la pregunta 6, ¢,cuales son las soluciones de la ecuacién
x? — 2x + 2 = 0?, la estudiante K contesté de manera correcta despejando x en la pregunta 5
y utilizando la formula general de resolucién de ecuaciones cuadraticas en la pregunta 6.
Sin embargo, en ambos casos concluyé que las soluciones encontradas no existian como se

muestra en la figuras 5.42 y 5.43.

5.- ;Cuales son las soluciones de la ecuacion x” + 1 = 0?
i
X ¥ 2 \
\
'

Figura 5.42. Resolucién de la ecuacion x* + 1= 0

6.- ¢ Cuales son las soluciones de la ecuacién x* — 2x + 2 = 0?

>(_/ =9 L ‘.l “ -Y4q

14. @

Figura 5.43. Resolucién de la ecuacion x> —2x + 2 =0
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En la pregunta 5 la estudiante K sélo consider6 la solucion x = v—1. Obsérvese que

escribio: “La raiz de —1 no existe, son nimeros imaginarios”. En la pregunta 6, respecto a

24V=2

las soluciones x = escribio: “Si la raiz es negativa, no existe”. Con relacion a la

solucién de la ecuacién x* +1 = 0 y a la existencia o inexistencia de los niimeros en el
contexto geomeétrico de la parabola asociada al polinomio y sus raices, considérese el

siguiente fragmento de la entrevista.

I: Llegas a que x =+/—1. Y escribiste, “la raiz de —1 no existe, son niimeros imaginarios”.
Aqui, en este caso no tenemos parabola.

K: Ni ninguna figura.

I: Ni ninguna figura. Pero entonces, ¢por qué dices que no existe? Porque yo entiendo que
aca [en momentos previos de la entrevista] me dices que la existencia del nimero depende
de si esta o no...

K: En la parabola.

I: ¢Y acd, entonces?

K: Pues aqui como que, mmm... no es lo mismo que diga x = i, aunque si coincide con
que, con lo que aqui te habia dicho que vV—1 = i.

I: Aja.

K: Aqui me refiero a que es éste [sefiala la ecuacion x = +/—1], al resolverla te da un
numero imaginario, es por eso que no existe.

I: Es por eso que no existe. Entonces, ¢qué caracteristicas debe de tener un nimero para que
exista?

K: Mmm... bueno, aqui seria que dentro de la raiz estuviera un nimero positivo, para que

pueda existir dentro del plano.

En las respuestas de K se hace evidente que asume a las raices cuadradas de los
nUmeros negativos como inexistentes por el hecho de que el nimero dentro del radical es
un namero negativo. La estudiante no pudo asociar una parabola en particular con la
ecuacion propuesta, ni recurrié a otro argumento de tipo geométrico como los que propuso

anteriormente para justificar la inexistencia de la solucién de la ecuacion. Cuando se le
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dijo: “Aqui no tenemos parabola”, ella agrego: “Ni ninguna figura”. Asi, la conceptuacion
limitada que K tiene sobre los nUmeros imaginarios como puntos que no estan en las
parabolas asociadas a polinomios de segundo grado no tiene conexién alguna para ella con
el problema algebraico de resolver una ecuacién cuadrética del tipo ax® + bx + ¢ = 0. Sin
embargo, se rescata que recurre a su definicion de nimero complejo, que hasta el momento
no habia relacionado con ningin modelo geométrico. Recuérdese que el modelo de la
parabola fue empleado por K para referirse a los nimeros imaginarios.

I: Entonces, los nimeros imaginarios son aquellos que no existen. ;Y los nimeros
imaginarios son numeros complejos?

K: Este... si.

Pregunta 6

¢Que diferencia hay entre un nimero complejo y un numero imaginario?

Considerando que K conceptud a los nimeros imaginarios (a los que también catalogd
como numeros inexistentes en las ecuaciones cuadraticas que resolvié en el cuestionario)
como las raices cuadradas de los nimeros negativos y del mismo modo, segun la pregunta
1 del cuestionario; ¢qué es un numero complejo?, caracteriz6 a los nameros complejos,
surge la pregunta: ¢qué diferencia hay entre un nimero complejo y un nimero imaginario?

El siguiente fragmento en extenso de la entrevista muestra informacion al respecto.

I: Escribiste que los numeros complejos resultan de...

K: Las raices negativas.

I: Las raices de los niUmeros negativos. Y en lo que me explicas aca, dices que un nimero
imaginario son las raices de los numeros...

K: Negativos.

I: Entonces, ¢un nimero imaginario es un nimero complejo?

K: Si.

I: De acuerdo. Entonces, ¢dices que —5i es un nimero complejo?

K: Si.

I: ¢v/—7 es un nimero complejo?



190

K: Si.

I: ¢El nimero % + 2i es un nimero complejo?

K: Mmm... digamos que estas juntando términos diferentes. El 2i si es un término
complejo y el % no porque tiene un signo positivo y no estad acompanado de ninguna i.
I: Entonces, ¢2i es un nimero complejo?

K: Si.

I: ¢Y también es un nimero imaginario?

K: Aja.

I: ¢Hay alguna diferencia entre nimeros complejos y nimeros imaginarios? ;O son la
misma cosa?

K: Pues, son como que lo mismo pero tienen diferentes caracteristicas, no sé, un imaginario
simplemente est4 especificado aqui con la v/—7.

I: Aja. ¢Ese es un nimero imaginario?

K: Aja. Pero aqui complejo seria especificando mas con la i como lo que puse en la otra

[respuesta].

Obsérvese que nuevamente K hizo uso de i como un simbolo que le permitia

reconocer a los nimeros complejos. Por una parte consideraba al nimero v/—7 como un
numero imaginario, por ser la raiz cuadrada de un nimero negativo, y por otra lo
consideraba como un nimero complejo porque su definicion de nimero complejo es esa:
las raices cuadradas de los nimeros negativos. Sin embargo, la diferencia entre complejos e
imaginarios radica en el uso simbdlico de i. Esta postura se reafirmo cuando expreso lo

siguiente.

I: Entonces, los numeros complejos estan asociados con...

K: Lai.

I: Se asocian con la i. ¢ Y los numeros imaginarios?

K: Son los que aln estan dentro de una raiz, que no han sido resueltos o algo asi.
I: ¢Son las raices [cuadradas] de los [nUmeros] negativos?

K: Aja.
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I: ¢Como por ejemplo v/—7?
K: Aja.

Otro asunto que debe hacerse notar es que K no considero que los nimeros de la
. , . . . 1 .
forma a + ib fuesen numeros complejos. Cuando se le preguntd, ¢EI nimero P 2iesun
numero complejo?, ella respondid: “Mmm... digamos que estas juntando términos
. P I . . 1 f . .
diferentes. El 2i si es un término complejo y el > No porque tiene un signo positivo y no

estd acompafiado de ninguna i ”. De este modo, K expresé que los nimeros complejos son
las raices cuadradas de los nimeros imaginarios pero que se hacen evidentes al expresarlos
de manera explicita utilizando el simbolo i, si al expresar un nimero imaginario no se
utiliza el simbolo i y s6lo se indica la raiz cuadrada de un nimero negativo, o en palabras
de K, “la raiz no se resuelve”, el nimero es imaginario. En la conceptuacion de K de los
numeros complejos no habia cabida para los nimeros de la forma a + bi, donde a y b son
nameros reales. Luego, para K los nimeros reales no son nimeros complejos.

Se detectaron las siguientes dificultades en la conceptuacion de los nimeros

complejos.

— ElI modelo geométrico por medio del cual la estudiante conceptuo a los niUmeros
imaginarios no le permiti6 hacer una identificacion precisa de un nimero imaginario
determinado. La estudiante no pudo ubicar en el plano cartesiano un nimero imaginario
de la forma +/—a, siendo a un nimero natural positivo, a pesar de que afirmé que los

nUmeros imaginarios se pueden representar en dicho plano.

— La estudiante identifico a i con v—1, pero también utilizé a i como un simbolo que le
permitia identificar a los nameros que ella Ilam6 complejos considerando a i como la raiz

cuadrada de cualquier nimero negativo.

— La estudiante considerdé como numeros complejos Gnicamente a los niUmeros imaginarios.
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— La estudiante considera al nimero a + ib como 2 nimeros, a e ib. No pudo entenderlo

como una entidad.

— La estudiante pudo resolver ecuaciones cuadraticas utilizando la formula general de
resolucion o despejando la incégnita elevada al cuadrado, aunque el discriminante de la
ecuacion sea menor que 0; pero no pudo asociar su modelo geométrico de nimero

complejo a las soluciones de esta ecuacion.

— La estudiante considerd a los nimeros imaginarios como nimeros inexistentes.

— Las dificultades relacionadas con la existencia o inexistencia de un nimero surgieron del

modelo geométrico planteado en clase para motivar el estudio de los nimeros complejos.

Analisis de la entrevista de D, estudiante de bachillerato de la asignatura de matematicas Il|

La segunda estudiante de bachillerato seleccionada para ser entrevistada sera
Ilamada D. So6lo se trabajé con un grupo de CCH en esta investigacion; la estudiante D
pertenecia al mismo grupo PAI (programa de acreditacion inmediata) de matematicas 11
que la estudiante K.

En la introduccion al analisis de la entrevista realizada a K, se describio como la
profesora del grupo PAI de matematicas 111 motivo el estudio de los nUmeros complejos en
el contexto del estudio de las raices de los polinomios de grado 2 por medio de las
parabolas asociadas a dichos polinomios y sus intersecciones con el eje X. La estudiante D
fue seleccionada para ser entrevistada porque su conceptuacion de los nimeros complejos
no se relaciond con las condiciones propuestas por su profesora de clase. A pesar de las
explicaciones geométricas de la profesora, D conservo sus ideas arraigadas en cursos
anteriores sobre la imposibilidad de obtener las raices cuadradas de un nimero negativo.
Por otra parte, D relaciono el concepto de numero complejo con el de nimero complicado o
dificil. Ademas, se destaca que D externd al momento de la entrevista que recurrié a
internet como medio de apoyo para buscar informacién sobre los nimeros complejos una

vez que se le informo sobre el interés de entrevistarla.
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Como en los casos anteriores, se elabord una entrevista semiestructurada acorde con
las respuestas que D proporciond en el cuestionario. Se leyeron las respuestas del
cuestionario junto con la estudiante y en el momento adecuado se realizaron las preguntas

pertinentes. La entrevista semiestructurada es la siguiente.

1.- Por favor, da un ejemplo de un nimero complejo.

2.- ¢En qué parte de la sucesion de numeros, que segun tus respuestas al cuestionario
representa a los nimeros complejos, se ubica el nUmero que diste como ejemplo?

3.- ¢Por qué los nimeros negativos no tienen raices cuadradas?

4.- ¢Un namero imaginario es un nimero complejo?

5.- ¢i es un namero complejo?

6.- ¢Hay alguna diferencia entre un nimero complejo y un nimero imaginario?

No se pudieron plantear todas las preguntas de la entrevista semiestructurada porque
antes de comenzar la entrevista D externd que habia cambiado de opinion respecto a
algunas respuestas de su cuestionario. La estudiante manifesto que recurrio a internet para
verificar sus respuestas y, al notar que sus razonamientos no concordaban con la
informacidn que obtuvo, elaboro nuevas reflexiones. Por este motivo se incluyeron otras
preguntas surgidas en el momento de la entrevista. Los resultados obtenidos fueron los

siguientes.

Pregunta 1

Por favor, da un ejemplo de un nimero complejo

Uno de los motivos por los que D fue seleccionada para ser entrevistada fue su respuesta a
la pregunta 1 del cuestionario, ¢Queé es un niumero complejo? La estudiante respondio:
“Son todos aquellos nimeros negativos. Un ejemplo podria ser deber dinero, si debes $10 y
pagas $7 ahora deberas $3, lo que es igual a —10 + 7 = 3. (Véase la figura 5.44.)
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1.- ;Qué es un numero complejo?
o~ Yo o ;\\.f‘\.i‘»)-; NOMEVQo wv“-/‘ VoD S
0 LN <) f\rv\p\'l pov (O XK ¢ leher Aincvo, S ctehes $O N
: s BN
PR C l 3/ ohex O e eron $—$/ \e; Gue ¢ ,9\1/)\ O \O

Figura 5.44. Los nimeros complejos son nimeros negativos segun D

Sin embargo, cuando se le preguntd a D sobre esta respuesta, dijo que habia
encontrado informacion al respecto y que era diferente de las ideas que escribi6 en su

cuestionario. Expreso lo siguiente en entrevista.

D: No. Bueno, este... ya he investigado acerca de esto y ya me di cuenta que dice que...
bueno en internet, que un nimero complejo es la suma de un nimero real mas uno
imaginario. Entonces, en este caso podria ser un, este, digamos 7, como dice aqui, mas un
5.

3+ S

Figura 5.45. Ejemplo de nimero complejo segin D

La estudiante D escribio 7 + 5i como ejemplo de nimero complejo (Véase la figura
5.45). A pesar de que su profesora si se refirio a esta representacion en clase, recurrié a otro
medio para buscar informacion. En el siguiente fragmento de entrevista se puede leer

respecto a su respuesta en el cuestionario.

I: Entonces, aqui no s¢, mas bien a lo mejor tenias otra...
D: Si, si... tenia otra idea, como niimero complejo es como... como complicado no sé, eso
me...

I: ¢ Y te hizo pensar en los niUmeros negativos?
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D: En los negativos, aja. Porque dije: como complejo, ¢pues cuales? Se me hizo asi como

complicado, mas bien lo relacioné y ya.

Obsérvese que la estudiante utiliza la palabra “complejo” en el sentido de
complicado para tratar de identificar a los nimeros complejos. Ella afirmé: “ndmero
complejo es como, como complicado no sé...” y los niumeros que consideré complicados
fueron los numeros negativos. Busco un ejemplo metaférico para explicar los niUmeros
negativos: las deudas de dinero. Escribi6: “...si debes $10 y pagas $7 ahora deberas $3, lo
que esiguala-10 + 7 =-3”,

De la respuesta que D dio a la pregunta 1 del cuestionario se puede inferir la
necesidad de la estudiante de tener un modelo concreto que le permitiera comprender qué
es un numero complejo. Después de buscar informacién en internet sobre los nimeros
complejos, cambid de opinidn y en la entrevista dijo, en otras palabras, que un nimero
complejo es un nimero de la forma a + ib. Cuando se le preguntd como se representa un
namero complejo, explico: “... Ahorita ya serian... cualquier nimero, uno asi infinito con
i...”. Cuando D dijo infinito se referia a un nimero cualquiera aunque fuese un nimero
muy grande. Nétese que su nueva concepcion de nimero complejo esta ligada al nimero 1.

La pregunta 2 de la entrevista semiestructurada; ¢En qué parte de la sucesion de
numeros, que segun tus respuestas al cuestionario representa a los nimeros complejos, se
ubica el numero que diste como ejemplo?, no pudo plantearse; pues como ya se menciong,

la estudiante externo reflexiones diferentes durante la entrevista.

Pregunta 3

¢Por qué los nimeros negativos no tienen raices cuadradas?

La estudiante D contesto a la pregunta 3 del cuestionario, ¢Qué es un nimero imaginario?,
de la siguiente manera; “Esta representado asi, “i’, lo que es igual a+/—1, y son los niimeros

negativos adentro de una raiz, para los que no hay solucion”. (Véase la figura 5.46).
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3.- (Qué es un numero imaginario?
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Figura 5.46. ;Qué es un nimero imaginario?

La estudiante se refirio a los nimeros imaginarios como aquellos que no tienen
solucion. Se le pregunté al respecto y su respuesta puede leerse en el siguiente fragmento

de la entrevista.

I: ¢A qué te refieres con que no tienen solucién?
D: Bueno, porgue recuerdo que vi en clase, no recuerdo por qué razén precisamente, pero la

profesora nos explico esto, creo que usted estuvo en la clase, pero que segun este no tenia

solucion [sefialav/—1 que esta escrito en su cuestionario]. Por eso es por lo que le puse que
no tenia solucion.

I: O sea, ¢no existe la raiz [cuadrada] de un nimero negativo? ;A eso te refieres?

D: Bueno, es que en la calculadora sale como error.

I: Aja.

D: Pero no sé si después... bueno, mas bien seria como en un estudio ya para la carrera de

matematicas, yo creo, ya seria donde verian eso.

Debe aclararse que, como ya se explico antes, la profesora de D preguntd a modo de
introduccidn en el estudio de los nUmeros complejos, ¢Los fantasmas existen? Es probable
que D haya sido de los estudiantes que afirmaron que los fantasmas no existen. A pesar de
que la profesora explico que bastaba con definir qué era un fantasma para determinar su
existencia o inexistencia, al parecer sus argumentos no fueron suficientemente convincentes
para D. La profesora expuso a sus estudiantes que los nimeros complejos son nimeros del
tipo a + ib, siendo a y b nimeros reales. Ademas, definié al nimero i como v/—1, y dadas
estas “sencillas reglas”, afirmo que los nimeros negativos si tienen raices cuadradas,

contrario al discurso escolar promovido en algunos cursos de matematicas de secundaria o
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en cursos previos en el mismo bachillerato. La profesora explic que un nimero de la
forma +/—n, siendo n un nimero natural, puede escribirse como vn i.

Por otra parte, la profesora de D no era consciente de las consecuencias que una
metéafora como la que utilizé puede acarrear en el pensamiento de sus estudiantes. La
referencia a los fantasmas en el discurso didactico de la profesora, como un recurso para
alegar la existencia de una entidad a partir de caracterizarla, probablemente influy6 en la
determinacién de D al afirmar que no era posible encontrar las raices cuadradas de un

numero negativo. Un fantasma puede caracterizarse; sin embargo, depende de cada

individuo creer en su existencia o no. La estudiante aceptd que i =+/—1. Sin embargo, esta
igualdad matematica es una definicion que en algin momento aparecio en el pizarrén, a la
que no le atribuy6 una utilidad o razén de ser. Considerd que para comprender su
significado se requerian estudios universitarios avanzados en matematicas. Segun lo que
externd, entender por qué los nimeros negativos si tienen raices cuadradas era algo fuera de
su alcance. Asi, D mantuvo su idea arraigada sobre la imposibilidad del asunto.

En este mismo tenor, en la pregunta 6 del cuestionario, ¢Cuales son las soluciones
de la ecuacion x* — 2x + 2 = 0?, la estudiante D utiliz6 la férmula de resolucién de

—-b+Vb2—-4ac
2a

ecuaciones de segundo grado: x = . La estudiante utilizé de manera adecuada la

formula; sin embargo, no logré obtener las soluciones correctas. (Véase en la figura 5.47,
. . 0 .
encerrado en un rectangulo, que una de sus soluciones es x; = > ). En la entrevista la

estudiante externo6 que esa solucién le causaba conflicto porque no entendia como 0 podia
dividirse entre 2. Este comentario muestra una dificultad relacionada con el cero. Sin
embargo, en lo que atafie a esta investigacion, otra dificultad en la resolucion de la ecuacion

se hace evidente en la parte encerrada con 6valos en la misma figura.
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Figura 5.47. Resolucion de la ecuacién x> —2x +2 =0

Obsérvese que el discriminante de la ecuacion es —4. La estudiante agregd: “Aqui es
donde ocurre un problema, éste es un nimero imaginario, no tiene solucién”. Para eludir la
dificultad, D obtuvo la raiz cuadrada de 4 y continud el procedimiento. En la entrevista se

le pregunto al respecto y contesto de la siguiente manera.

I: Vamos a la pregunta 6. Dice: ¢cudles son las soluciones de la ecuacion

x? — 2x + 2 = 0? Utilizaste la férmula general para resolver ecuaciones cuadraticas. Y aquf
especificaste quién es a, el valor de a es 1, el valor de b es -2, el valor de c es 2 y realizaste
los célculos.

D: El célculo. Pero aqui fue donde me atoré, por aqui [sefiala la parte encerrada en un
rectangulo en la figura 5.47]. Aqui, por ejemplo, en el resultado x, quedaria asi, entonces es
cuando ya no sé como, por qué 0 entre 2.

I: A ver, regresemos a este paso, aqui.

D: Aja.

I: Cuando tU llegas [a este punto], dices que x = 2 ++/—4. Eso es el numerador, todo eso

sobre 2. Y aqui haces una observacion.
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D: Es donde ocurre el problema porque es nimero imaginario.

I: cTe refieres a vV—47?

D: AvV—4.

I: Y escribes: “Aqui es donde ocurre el problema, esto es un nimero imaginario y no tiene
solucion™.

D: No tiene solucién.

I: Entonces, como no tiene solucidn, lo que tu hiciste fue que sacas la raiz de 4 Gnicamente.
D: Aja.

Cuando la estudiante dijo “no tiene solucion” respecto a vV—4 se referia a que no
puede obtener las raices cuadradas de —4. Obsérvese que D argument6 su manera de
proceder diciendo que v—4 es un ndmero imaginario y no tiene solucion, pone énfasis en
esta situacion cuando dice: “Es donde ocurre el problema porque es nimero imaginario”; y
después agreg0: “No tiene solucion”. La estudiante juzgé al discriminante negativo de una
ecuacion cuadratica como una limitante que le impidid continuar el desarrollo aritmético de
la formula de resolucion.

Como ya se menciond antes, D atribuy6 a i dos significados: 1) i =v/—1, y 2) es el
simbolo que le permitia identificar a un nimero imaginario. Teniendo en cuenta esto, se le

pregunto si la idea de i =+ —1 podria ayudarle a evitar su dificultad aritmética.

I: ... ¢Y no te podria ayudar un poco lo que tu me dices aca [en la pregunta 3]? Sabes que i
esigual av/—1.

D: {Ayudar?... ;como?

I:c T crees que puedes representar a v—4 utilizando i? Hacer alguna transformacion
aritmética o representar de alguna otra manera a v—4 valiéndote de i?

D: Mmmm... no, no se me ocurre como podria.

I: Entonces, consideras que esto te limita.

D: Amm, si. Bueno, porque nunca me habia pasado que en una formula general... pues
normalmente todo marcha bien y en las raices siempre son positivos. Hasta este momento

en el que aqui me aparece un numero negativo [sefala la parte del radical en su aplicacion
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de la formula general de resolucion de ecuaciones cuadraticas], es donde ya no sé qué se
hace, precisamente porque...
I: Es la raiz de un nimero negativo.

D: Aja. Entonces, s un nimero imaginario y ya no sabria como seguir.

Este fragmento de la entrevista muestra que la estudiante conferia un caracter
totalmente simbolico al nimero i: no pudo relacionarlo con la raiz cuadrada de un nimero
negativo, a pesar de que aceptaba que i = v—1.

Por otra parte, aunque la nueva postura de D respecto a los nimeros complejos
parecia ser clara, se le pidio clasificar algunos nimeros. La estudiante afirmé que los
numeros complejos son de la forma a + ib. Sin embargo, aunque consider6 que a 'y b eran
numeros reales, no tomd en cuenta los casos 0 + ib y a + 0i, como se muestra en el

siguiente fragmento de la entrevista.

, 1 . p -
I: EI nUmero 5t 21, ¢es un numero complejo?
P , p ~ 1
D: Pues si, porque éste es un namero real [sefiala a E]'

I: Bueno. EIl nimero v2 + i, ¢es un nimero complejo?

D: Mmm... pues si, yo creo que si porque entra dentro de los numeros reales [se refiere a
V2].

I: Entonces td dices que si porque +/2 es un nimero real. Ahora, el nimero 3, ¢es un
namero complejo?

D: Mmm... pues creo que no porgue no tiene la i, entonces no seria nmero imaginario,
para empezar. Entonces seria un numero real solamente.

I: A secas y hasta ahi.

D: Aja.

I: 'Y el nimero 2i, ¢es un nimero complejo?

D: Seria un nimero imaginario.

I: ¢Pero no es un nimero complejo?

D: Mmmm... nooo... bueno, no sé. Ahi es donde entro en confusion porque segun es un

namero real mas un nimero imaginario. Bueno, ahi es donde me quedo. Bueno, el concepto
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de numero complejo. Entonces, cuando dices 2i es como si fuera solamente el imaginario.

Entonces, para mi, s6lo es un numero imaginario.

Con este fragmento de la entrevista quedarian contestadas las preguntas 4, 5y 6 que
se habian disefiado como guia de la entrevista semiestructurada. La pregunta 4 es: ¢Un
numero imaginario es un nimero complejo? Segun la clasificacion que la estudiante hizo,
un namero imaginario no es un numero complejo porque carece de parte real. D no
considerd que la parte real de un nimero imaginario sea 0. La pregunta 5 es: ¢i s un
numero complejo? En este tenor, la estudiante clasifico al nimero 2i como un ndmero
imaginario, pero no como un nimero complejo, pues desde su punto de vista no tiene parte
real. Luego, habria clasificado al nimero i seria como un nimero imaginario, pero no como
un numero complejo. La pregunta 6 es: ¢Hay alguna diferencia entre nimero complejo y
numero imaginario? Segun las respuestas que la estudiante proporciono, la diferencia entre
numero imaginario y nimero complejo radica en la aparicidn explicita de i. Un nimero
complejo es de la forma a + bi, siendo, segln la estudiante, ni a ni b igual 0. Un nimero
imaginario para ella estaba asociado con la aparicion de i; asi, un nimero real no es un
numero complejo segin D porque carece de parte imaginaria.

Se detectaron las siguientes dificultades en la conceptuacion de los nimeros

complejos.

— La estudiante relacion6 los nimeros complejos con nimeros complicados. Busco una
metafora de tipo fundamental; es decir, tratd de establecer la idea de nimero complejo en

términos de experiencias diarias.

— La estudiante aceptd que i =+ —1 de manera dogmatica. Esto se comprobé cuando no

pudo relacionar de alguna manera i con v—n siendo n un namero natural. Por otra parte,

pensd a i como un simbolo que le permitia identificar a los nUmeros complejos.

— La estudiante comprendi6 que un nimero complejo tiene la forma a + ib de manera

limitada. Para ella los nimeros reales no eran nimeros complejos porque carecen de parte
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imaginaria, y los nimeros imaginarios no eran nimeros complejos porque no tienen parte
real. No considerd que la forma a + ib de un niUmero complejo no impide que a o b sea

igual a 0.

— La estudiante considerd que los nimeros negativos no tienen raices cuadradas.

Anélisis de la entrevista de L, estudiante de bachillerato de la asignatura de matematicas Il1

La estudiante que de aqui en adelante sera llamada L también formo parte del grupo
PAI de matematicas Il1. Se selecciond a la estudiante L porque fue la Unica que clasificé a
los nimeros reales como nameros complejos. Posiblemente conceptu6 a los nimeros
complejos utilizando el modelo a + ib; sin embargo, en sus respuestas a las preguntas del
cuestionario: ¢Qué es un numero complejo?, ; Como se representa un numero complejo? y
¢Qué es un namero imaginario?, L no escribio6 sobre la representacion a + ib. Por otra
parte, se selecciond a L porque, en el cuestionario se refirié al conjunto de los nUmeros
enteros negativos como nimeros imaginarios.

Se disefid la siguiente entrevista semiestructurada para la estudiante L. Las
preguntas se elaboraron con base en las respuestas que dio en el cuestionario. Como en el
caso de las otras entrevistadas de estudiantes del CCH, se leyeron las respuestas del
cuestionario con esta estudiante y en el momento indicado se plantearon las preguntas de la

entrevista semiestructurada.

1.- ;Qué es un nimero complejo?

2.- ¢Qué es un nimero imaginario?

3.- ¢Que diferencia hay entre un nimero imaginario y un nimero complejo?
4.- ¢Qué diferencia hay entre un nimero real y un nimero imaginario?

5.- ¢Un ndmero irracional es un nimero complejo?

Estos fueron los puntos sobresalientes durante la entrevista.
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Pregunta 1

¢ Qué es un namero complejo?

En el cuestionario se planted esta misma pregunta. L respondié que los nimeros complejos
son todos los nimeros que conoce. Menciond a los nimeros reales, imaginarios, racionales
e irracionales. Dijo que esos numeros son nimeros complejos porque asi lo habia

entendido. En la figura 5.48 se muestra su respuesta a esta pregunta en el cuestionario.

1.- {Qué es un nimero complejo?
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Figura 5.48. ;Qué es un nimero complejo?

En la entrevista la estudiante repitié lo mismo y se mostré renuente para aportar mas

informacion.

Pregunta 2

¢ Qué es un nimero imaginario?

Esta pregunta también se formul6 en el cuestionario que la estudiante contestd. L escribio
lo siguiente: “Un nimero imaginario son todos aquellos que van del nimero cero al menos
infinito (—oo), por ejemplo: -1, -2, -3, 10, —20... etc. Son imaginarios Creo yo porque no
se pueden tener como tal, por ejemplo podemos deber diez pesos pero no hay una moneda

de menos diez pesos”. (Véase la figura 5.49.)
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3.- (Qué es un numero imaginario?
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Figura 5.49. Los nimeros imaginarios son los nimeros negativos

Notese que L buscé una metafora para explicar el concepto de niUmero imaginario y

lo relacion6 con algo que no es tangible. La estudiante expreso lo siguiente.

L: Mmm... bueno, como la palabra lo dice, son imaginarios; por eso puse el ejemplo,
porque... bueno... yo entiendo que si debemos... bueno $10...

I: Aja.

L: No tenemos una moneda que nos diga vale —$10, se tiene una moneda que vale $10 para
pagar lo que debes, entonces es lo que yo entiendo. Y también, bueno, aqui nos han

comentado que van desde el 0 hacia menos infinito.

Es claro que la estudiante tenia confusidn con el concepto de nimero imaginario
desde el nombre mismo. En las entrevistas anteriores sus comparieras se refirieron a los
numeros imaginarios como ndmeros inexistentes. Se le pregunt6 a L al respecto en el

siguiente fragmento de la entrevista.

I: Hay algunos compafieros que contestaron que un nimero imaginario no existe. ¢ Tiene
que ver eso con lo que ta planteas aqui de que no se puede tener como tal?

L: Pues si, en parte. No existe porque no lo podemos tener asi, bueno como quien dice
tocar, bueno los numeros asi normales tampoco, pero el imaginario... ehh... es
bueno...[largo silencio].

I: O sea como que, a ver, lo que dices es que a pesar de que los nimeros o los otros

numeros, los que no son imaginarios, tampoco los podemos tocar...
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L: Aja.

I: Entiendo que me explicas que si hay una manera de representarlos con cosas que
tenemaos.

L: Aja.

I: O con cosas que estan a nuestro alrededor.

L: Si.

I: ¢Y un nimero imaginario no?

L: Aja. Es... como quien dice, es algo que falta.

Obsérvese que la estudiante se refirid a los nUmeros que no son imaginarios como
“nimeros normales”. Destaca que considero6 a los nimeros imaginarios como “algo que
hace falta”. Ante la imposibilidad de representar a los nimeros complejos con algo tangible
o con un modelo matematico basado en sus conocimientos previos que le permitiera
conceptualizar adecuadamente qué es un nimero imaginario, L recurrio a los nimeros

negativos para explicar el concepto.

Pregunta 3

¢ Qué diferencia hay entre un nimero imaginario y un nimero complejo?

La estudiante reconocio a los nimeros negativos como nimeros imaginarios, pero en la
pregunta 1 dijo que los nimeros complejos “son todos los numeros”. Surge la pregunta:
¢Qué diferencia hay entre un nimero imaginario y un namero complejo? La estudiante
contestd de manera cautelosa y se mostré renuente para aportar mas informacion al
respecto, como se ve en la siguiente parte de la entrevista.

I: Ahora, ¢qué diferencia hay entonces entre un nimero imaginario y un nimero complejo?
L: Ammm... pues creo que... bueno, que los complejos son todos y el imaginario sélo es

una parte de.

Pregunta 4
¢ Queé diferencia hay entre un nimero real y un nimero imaginario?
Se insistio en preguntar sobre las diferencias entre los distintos tipos de nimeros que L

expuso en las respuestas de su cuestionario y los nimeros complejos, asi como sus
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diferencias con los nimeros imaginarios. El objetivo fue conocer las posibles
conceptuaciones que la estudiante habia logrado de cada tipo de nimero para poder
identificar si utilizd o no metaforas durante sus procesos cognitivos. Si se reconoce la
manera en la que un nimero de la forma a + bi con b = 0 es conceptuado y posteriormente
conceptualizado podrian encontrarse indicios sobre el porqué de las dificultades al intentar
conceptuar un nimero de la forma a + bi conb # 0.

La estudiante L contesto en la entrevista del siguiente modo.

I: Y entonces, ¢qué diferencia habria entre un nimero real y un nimero imaginario?
L: Que bueno, yo entiendo que el real lo tenemos asi como tal (risas). Asi con cosas y
podemos decir este es un lapiz, una libreta y no podemos decir... ehh... bueno... menos

una libreta o asi.

L se aferro a las metéaforas que hemos llamado metaforas fundamentales. Es decir,
aquellas que fundamentan nuestro entendimiento en términos de la experiencia diaria. Sin
embargo, volvié a referirse a ejemplos relacionados s6lo con nimeros enteros, se refirié a
“un lapiz”, “una libreta”, “no podemos decir menos una libreta”. Como en el ejemplo de las
deudas de dinero que propuso en su respuesta a la pregunta 1 del cuestionario, no hizo
alusion a cantidades reales distintas de los nameros enteros. Esto puede indicar una

conceptuacion limitada incluso de los nimeros reales.

Pregunta 5.

¢Un numero irracional es un nimero complejo?

En este caso no se redactd la pregunta de manera literal. Se propuso a la estudiante
reflexionar sobre el nimero v/2. Las respuestas obtenidas sobre la naturaleza de este

namero fueron las siguientes.

I: ¢ Qué tipo de nimero es v/2?
L: Pues creo que seguiria siendo complejo.

I: Sequiria siendo complejo... ;Por qué es complejo?
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L: Porque forma parte de los nimeros, los racionales, los irracionales.

I: Entonces este es un nimero complejo porque o0 es un ndmero real 0 es un nUMero
racional o es un numero irracional.

L: Aja.

I: Es lo que estas diciendo. Entonces, ¢podrias determinar exactamente qué tipo de nimero
es, de estos que td englobas como complejos?

L: Mmm... pues seria real, porque es positivo.

L clasifico a los nimeros como ndmeros reales y nimeros imaginarios, y considerd
gue ambos conjuntos integran el conjunto de los nimeros complejos. Obsérvese que para L

un nmero no era imaginario si era un ndmero positivo. Para ella todo nimero positivo era

un namero real. Por otra parte, nétese que L no pudo clasificar a +/2 dentro de los nimeros
reales como un namero irracional, s6lo se refirié a él como un numero real. Asi, es claro
gue L tenia concepciones limitadas respecto a otros conjuntos de ndmeros.

Teniendo en cuenta que la estudiante no proporcioné mucha informacion cuando se

le pregunto sobre la diferencia entre los niUmeros complejos y los niUmeros imaginarios, se
le pregunto respecto a la naturaleza del nimero v—1. L afirmo en su respuesta a la

pregunta 4 del cuestionario que el simbolo i significa v—1.

I: Entonces, ¢qué tipo de nimero es v/—1?

L: Ahh... pues seria irracional.

I: Seria irracional.

L: Si. No... seria irreal.

I: ¢lrreal?

L: Creo que si.

I: ¢Seria irreal?

L: Aja.

I: ¢ Y por queé seria irreal?

L: Porque es una raiz negativa y entonces... ehh... bueno... se dice que no se le puede

sacar raiz a los nimeros negativos, a menos que se representen con la letra i.
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I: Y entonces, ¢si no se les puede sacar raices cuadradas son irreales?

L: Si.

I: ¢Y esos caen dentro de los imaginarios?

L: Si, yo digo que si.

I: O sea, entonces, éstos, las raices de los nimeros negativos y los nimeros negativos serian
imaginarios.

L: Aja.

Obsérvese que la estudiante agreg6 a los nimeros irreales que son las raices
cuadradas de los numeros negativos como parte de los nimeros imaginarios. Respecto a la
respuesta de la pregunta 4, en donde L afirmé que el significado del simbolo ies v—1, la

estudiante expreso lo siguiente.

L: Bueno, es que yo lo puse asi porque la raiz de —1 seria imaginaria. Entonces, si le
ponemos... bueno, una vez una maestra me dijo que se le podia sacar raiz pero si lo
tomabamos como si fuera 1y no -1, y lo que salga le ponemos la i y decimos que entonces
es imaginario con la letra i.

I: Con la letra i. Pero entonces i en particular es éste [sefiala el nimero v/—1 escrito en el
cuestionario de L], ¢0 i puede ser cualquiera?

L: Mmmm... pues si, i puede ser cualquiera, cualquier nimero imaginario.

I: O sea, el i nos ayuda nada mas a hacer la diferencia entre las raices de los numeros
negativos...

L: Y los positivos. Bueno, entre los nimeros positivos y los negativos.

Una limitacién méas que queda al descubierto con las palabras de L es que concebia
a i como un simbolo que le permitia identificar a los nUmeros imaginarios, como se muestra
a continuacion, independientemente de que en su respuesta a la pregunta 4 del cuestionario
afirmo que i esv/—1. En esta parte de la entrevista también dijo: “i puede ser cualquiera,
cualquier nimero imaginario”. Asi, es claro que la estudiante no tenia una idea precisa del

significado de i. Reconocia que i =+ —1 de manera dogmatica y por ello también afirmé
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que i podia ser cualquier nimero imaginario, es decir, le atribuia un caracter totalmente
simbolico cuya utilidad consistia en permitir distinguir un conjunto de nimeros de otro.

Considérese ahora la respuesta a la pregunta 6 del cuestionario: ¢Cuales son las
soluciones de la ecuacion x? — 2x + 2 = 0? L determiné las soluciones de la ecuacién
utilizando la formula de resolucion de ecuaciones cuadraticas. Cuando la estudiante
descubrio que el discriminante de la ecuacién era negativo, continué de manera adecuada el
procedimiento pero agregd lo siguiente: “No tiene solucion porque no hay raices negativas
a menos que al lado del nimero le pongamos la letra “i’, porque asi se representan los

numeros imaginarios”. (Véase la figura 5.50.)

6.- ; Cuales son las soluciones de la ecuacion x” —2x + 2 = 0?
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Figura 5.50. Resolucién de la ecuacion x* — 2x + 2 =0

Teniendo esta respuesta en mente, se le pregunt6 a la estudiante sobre el papel de i

en la resolucioén de la ecuacion.

I: Entonces, ¢qué es i?
L: Bueno, nos sirve para identificar a los nimeros que son imaginarios.
I: Y entonces, por ejemplo, aqui ya con la ayuda de i lo que ta hiciste... a ver no sé... me

gustaria que lo pudieras repetir aqui, solamente la parte referente a v—4. Tienes v—4 y te

apoyas en i para trabajar con ella. ;Como lo haces?
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L: Entonces, bueno yo... saco raiz de 4 y es 2, pero como ésta era —4 entonces le pongo i.

Es como si sacaras vV —4 pero con 4.
I: Porque no se puede [obtener las raices cuadradas] con los nimeros negativos.

L: Aja. Y entonces para indicar que era un nimero negativo le pongo la i al resultado.

Obsérvese que la estudiante realiz6 adecuadamente la aritmética de los nimeros
complejos. Sin embargo, el significado que atribuia a i era el de herramienta que le permitia
obtener las raices cuadradas de un nimero negativo, cosa que, segln sus concepciones no
podia hecer comunmente. Al parecer la estudiante no se preguntd por qué este
procedimiento en el que interviene i es valido: para ella simplemente el procedimiento
funciona y vya.

Algunas dificultades que se observaron respecto a la conceptuacion de los numeros

complejos fueron las siguientes.

— La estudiante considerd que los nUmeros negativos son nimeros imaginarios, del mismo

modo que las raices cuadradas de los nUmeros negativos.

— Consider6 que los numeros imaginarios no son numeros ‘“normales”. Atribuy¢ el caracter

de imaginario a dichos nimeros porque no pueden representarse con objetos tangibles.

— Para referirse a los nimeros imaginarios utilizé frases como: “no hay una moneda de
99 ¢ 99 ¢

menos diez pesos”, “es algo que falta”, “este es un lapiz, una libreta, [...] no podemos

decir menos una libreta”.
— Sélo utiliz6 metaforas fundamentales para referirse a los nimeros reales y dichas

metaforas s6lo hacian alusion a los nUmeros enteros positivos. Esto es evidencia de una

conceptuacion limitada de los nimeros reales.

— No pudo clasificar v—2 entre los diferentes tipos de nimeros reales que menciono.
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— Se refirio a las raices cuadradas de los nUmeros negativos como nimeros irreales.

— La estudiante pudo realizar la aritmética necesaria para resolver problemas que
implicaban ecuaciones de segundo grado utilizando la formula general de resolucion; sin
embargo, el unico significado que le dio a i fue el de simbolo que permite obtener raices
cuadradas de nameros negativos. No mostré indicios de conocer por qué el simbolo i le

permitia obtener las soluciones buscadas mas alla de la aplicacion del algoritmo.

— Reconoci6 que i =+v—1. Sin embargo, también afirmé que i podia ser cualquier nimero

imaginario; es decir, no comprendié completamente el significado de i.

En este capitulo se mostraron los resultados obtenidos en las entrevistas a los
estudiantes seleccionados y se sefialaron algunas dificultades que presentaron durante sus
procesos de conceptuacion de los nameros complejos. En el capitulo seis se presentaran las
conclusiones obtenidas de este analisis asi como una posible continuacion de la

investigacion.



212

CAPITULO VI
CONCLUSIONES

En este capitulo se presentan las conclusiones obtenidas después del analisis de las
entrevistas a los estudiantes seleccionados. En primer lugar aparecen algunas
observaciones, producto de los analisis de las entrevistas hechas a los estudiantes de las
licenciaturas en fisica y matematicas; en segundo lugar se muestran las observaciones
obtenidas de las entrevistas hechas a las estudiantes del CCH-UNAM, y en tercer lugar
aparecen algunas observaciones surgidas, de manera global, de las seis entrevistas
expuestas en el capitulo cinco. Ademas, se ha destinado un apartado en el que se expone

una posible continuacion de esta investigacion.

Observaciones obtenidas mediante los instrumentos aplicados a los estudiantes de

licenciatura

En los cuestionarios aplicados en la Facultad de Ciencias de la UNAM a un grupo
de algebra, integrado por estudiantes de primer semestre de la carrera de fisica, y 2 grupos
de un primer curso de variable compleja, formados por estudiantes de las carreras de fisica
y de matematicas que por lo menos cursaban una materia de quinto semestre en su carga de
asignaturas, se observo gque los alumnos estudiaron diversas representaciones de los
numeros complejos.

Los estudiantes se refirieron a los nimeros complejos de las siguientes maneras: 1)
como numeros de la forma x + yi, siendo x y y nimeros reales, 2) como numeros que
pueden representarse por medio de puntos en el plano cartesiano o en plano complejo, 3)
como vectores en el plano cartesiano o en el plano complejo, 4) como pares ordenados de la

forma (X, y), 5) como numeros de la formaz =r (cos@+isenfd) o0z = r(e“’),
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oz=(a b) C) y un estudiante menciond que podian ser representados utilizando la

proyeccion estereografica.

Por medio de las entrevistas realizadas a tres estudiantes que contestaron el
cuestionario, se pudo ahondar en las ideas que plasmaron en el papel. Los tres estudiantes
conocian mas de una representacion de los nimeros complejos. La representacién que
resulté mas familiar para los tres fue z = x + yi siendo X y y nimeros reales; ninguno tuvo
dificultades para reconocer a x como la parte real de un nimero complejoy ay como la
parte imaginaria en esta representacion. Por otra parte, los tres aceptaron como
representacion del nimero complejo z = x + iy al par ordenado (X, y), que fue interpretado
como un punto en el plano complejo o en el plano cartesiano y como un vector en el plano
complejo o en el plano cartesiano. Desde esta representacion ya no fue evidente para los
tres estudiantes cudl era la parte real y cuél la parte imaginaria del nimero complejo; dos
estudiantes consideraron que la parte imaginaria de un nimero complejo era un nimero
imaginario; es decir, identificaron a iy como la parte imaginaria del nimero complejo
representado por el punto en el plano cuyas coordenadas son (x, y). Cabe aclarar que el
plano complejo y el plano cartesiano son diferentes. El plano cartesiano esta formado por
dos ejes perpendiculares, el eje X y el eje Y, ambos de la misma naturaleza y cada uno
representado por la recta real. El plano complejo en cambio esta formado por dos ejes
perpendiculares, el eje real y el eje imaginario; la unidad de medida del eje real es de
naturaleza diferente a la unidad de medida del eje imaginario: aunque ambos ejes son
rectas, la naturaleza matematica de las magnitudes que representan es diferente. Los
estudiantes entrevistados transitaron del plano cartesiano al plano complejo sin prestar
atencion a esta sutileza matematica.

En este tenor y reconociendo que los tres estudiantes entrevistados (asi como varios
de sus comparieros que contestaron el cuestionario) se refirieron al plano cartesiano o al
plano complejo como una representacion de los nimeros complejos, los tres sefialaron al
punto (0, 1) como la representacion en el plano del ndmero i. Ninguno de los estudiantes
entrevistados explico con argumentos sélidos por qué ese punto y no otro representaba al

ndamero i.
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Los estudiantes utilizaron las representaciones z = r (cos@+isen@d)yz = r(eie)

con limitaciones. Uno de ellos asocié a un nimero complejo dos angulos diferentes y que
no eran equivalentes (un nimero complejo tiene como argumento un &ngulo ¢ que puede
escribirse como ¢ + 2kz con k € Z, el &ngulo ¢ + 2k se considera un &ngulo equivalente a
»). Ademas, los alumnos restringieron dichas representaciones a nimeros con modulo
(representado por r) igual a 1. Por otra parte, se debe destacar que no lograron conectar la
representacion z = x + iy con alguna de las representaciones anteriores. Esto muestra que
para los estudiantes las representaciones z =x + 1y y z=r(cosd+ i send) son
practicamente ajenas entre si, y lo mismo sucede conz=x +iy y z=r(e').

Teniendo en cuenta que los estudiantes conocieron diversas representaciones de los
numeros complejos, cada una con ventajas y desventajas para enfrentar determinados
problemas que implican la manipulacion de nimeros complejos, vale la pena hacer notar
que todos recurrieron a la representacion z = x + iy y a los algoritmos aritméticos
relacionados con esta representacion para enfrentar los problemas planteados en el
cuestionario y en las entrevistas. Los estudiantes resolvieron de manera aceptable los
problemas algebraicos que se les propusieron sin recurrir a las representaciones que
implicaban conocer el argumento del numero complejo en cuestion o su modulo. Para los
estudiantes fue poco o nada significativo saber de la existencia de las representaciones en
las que intervienen elementos geométricos.

Con relacion a las metaforas que se logré identificar en las conceptuaciones que los
estudiantes mostraron de los nUmeros complejos se destaca que ninguno logro pasar del
dominio fuente al dominio destinatario completamente. Como se especificé en el capitulo
relacionado con el marco tedrico (Capitulo Il), conceptualizar un dominio matematico en
términos de otro tiene sus riesgos, siendo el mas peligroso terminar por creer que las
entidades matematicas de las cuales nos valemos para construir un nuevo concepto son ese
nuevo concepto. Los estudiantes entrevistados asumieron que i es el punto del plano con
coordenadas (0, 1) por definicién.

Los alumnos que compartieron sus concepciones de los numeros complejos en las
entrevistas pudieron resolver, en esencia, las ecuaciones cuadraticas de segundo grado que

implicaban la manipulacién de nimeros complejos. Aungue su conceptualizacion de los
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numeros complejos no era sélida, esto no impidio la correcta resolucién de las ecuaciones
propuestas. Esto es evidencia de que un estudiante de licenciatura puede resolver problemas
algebraicos que impliquen el manejo de cantidades complejas sin conocer el porqué de un
numero complejo. Pero considerando que los estudiantes entrevistados realizaban estudios
en la Facultad de Ciencias de la UNAM, resulta poco comprensible que tengan que asumir
la existencia de una entidad matematica como el nimero i como el producto de una
definicion conveniente. Como ya se ha expuesto, en algunos libros de texto que aparecen
en las bibliografias de los temarios de las materias de algebra y variable compleja | se
presenta al nimero i como un numero que permite resolver ecuaciones de segundo por

medio de la extension del campo de los numeros reales. En las clases observadas, los

profesores definian i como v/—1. Los estudiantes tenian referentes como la longitud, que les
permitia comprender la naturaleza de la unidad real. Con relacion a la unidad imaginaria las
cosas eran distintas; no se presentaba un referente “fisico” o un modelo claro que permitiera
comprender por qué la unidad imaginaria puede verse como el punto (0,1) del plano
complejo.

Los nimeros complejos tienen una esencia diferente a la de los nimeros reales. Los
numeros complejos no pueden representarse en la recta real, no son nimeros que nos
permitan medir algo como sucede con algunos nimeros reales. Las magnitudes complejas
no se generan de la misma manera que las magnitudes reales, su ontologia es diferente. Las
representaciones que se manejan en los cursos de algebra y de variable compleja | tienen
algunas limitaciones que no permiten apreciar esa naturaleza diferente y que promueven

considerar a la unidad imaginaria i como una definicién necesaria.

Observaciones obtenidas mediante los instrumentos aplicados a los estudiantes del
CCH Vallejo

Los estudiantes del CCH Vallejo que participaron contestando el cuestionario
estaban poco familiarizados con los nimeros complejos. Para algunos fue la primera vez

que trabajaron con ellos. Una de las principales dificultades que enfrentaron estos
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estudiantes fue concebir las raices cuadradas de los nimeros negativos como entes
matematicos existentes.

Las tres estudiantes entrevistadas tenian arraigadas, en diferente medida, sus
concepciones previas de las raices cuadradas de los nimeros negativos. En los tres casos las

alumnas expusieron que las raices cuadradas de los nUmeros negativos no existian. Sin

embargo, cuando en clase la profesora definié al nmero i como v/—1, las estudiantes lo
aceptaron pero comenzaron a generar concepciones limitadas sobre este nimero.

En general los estudiantes de bachillerato reconocieron a i como un simbolo que les
permitié identificar a los numeros complejos. Si un nimero cualquiera estaba acompafado
de i, ése era un numero complejo; si se les presentaba un numero real, dicho nimero no
pertenecia al conjunto de los nimeros complejos por carecer del simbolo que marcaba la
diferencia, el simbolo i. Asi, para las estudiantes entrevistadas, i era un simbolo que
permitia reconocer a los nUmeros complejos.

Evidencia de las concepciones limitadas de las estudiantes entrevistadas es que no
pudieron distinguir adecuadamente entre un nimero imaginario y un namero complejo. Si
bien todo nimero imaginario es un nimero complejo, no todo nimero complejo es un
numero imaginario. Una de las estudiantes entrevistadas se refirié a los nUmeros complejos
como aquellos nimeros de la forma bi y explico que los nimeros imaginarios eran las
raices cuadradas de los niimeros negativos; es decir, nimeros de la forma +/—n siendo n un
namero natural. Debe mencionarse que la principal diferencia entre estos dos tipos de
numeros, segun esta estudiante, es la presencia de i como simbolo. Por otra parte, las tres
estudiantes se refirieron a las raices cuadradas de los nimeros negativos como nimeros

imposibles de obtener, decian: “no existen”.

Respecto al nimero i, a pesar de que la profesora lo defini6 en clase como v/—1, las
tres estudiantes entrevistadas externaron que i podia ser un nimero cualquiera. Una de las
alumnas entrevistadas, a diferencia de las otras dos, utilizd i para resolver las ecuaciones
cuadréticas que se le propusieron; sin embargo, sélo le concedio el caracter de herramienta
atil para librar los obstaculos de operar con las raices cuadradas de nimeros negativos. Al

respecto afirmoé que por medio de i los algoritmos conocidos para las raices cuadradas de
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los nimeros positivos podian aplicarse a las raices cuadradas de los nimeros negativos y el
problema de la imposibilidad de obtener dichas raices cuadradas quedaba superado.

Otra situacion interesante fue que las estudiantes buscaron referentes para tratar de
explicarse a si mismas los nameros complejos. Dos de ellas recurrieron a metéaforas
fundamentales, es decir, utilizaron metaforas cuyo dominio fuente esta fuera de las
matematicas y basado en las experiencias diarias del individuo que las utiliza, mientras que
el dominio destinatario se encuentra en las matematicas. Ambas estudiantes utilizaron
metaforas vinculadas a los nimeros negativos y una de ellas extern6 que el nombre mismo
de numeros complejos la habia hecho pensar en nimeros complicados y su referente mas
proximo a los nimeros complicados fueron los nimeros negativos. Sin embargo, aunque
las dos estudiantes utilizaron metaforas fundamentales relacionadas con los numeros
negativos, destaca que Unicamente mencionaron cantidades enteras negativas. Asi, se
exhiben concepciones limitadas incluso de los nimeros reales.

Una de las estudiantes entrevistadas intentd explicar una representacion geométrica
de los numeros complejos basada en el modelo de la pardbola que no se interseca con el eje
X'y las raices del polinomio asociado a esa parabola. Sin embargo, no pudo determinar con
éxito la ubicacidn en el plano de alguno de los numeros que ella misma propuso como
numeros complejos. La estudiante externd que no tenia claro como representar
geométricamente un numero complejo, no podia ubicarlo en el plano.

Para explicar, los numeros imaginarios (aunque verbalmente se refierio a los
nameros complejos), razono de la siguiente manera: Existe una raiz del polinomio
ax? + bx + ¢ que es parte de la parabola pero no esta en ella, esta en el eje X; las
coordenadas de ese punto resuelven la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0, es decir, ese punto esté en
la pardbola y esta en el eje, aunque en la parabola no lo podamos ver.

Las reflexiones de la estudiante se fundamentaron en sus conocimientos
relacionados con el modelo de la parabola y las raices de un polinomio de segundo grado
en el campo de los numeros reales. Al encontrarse con el mismo modelo, pero teniendo
como contexto un dominio numérico mas amplio (del que ella no era consciente), surgio un
conflicto cognitivo que hasta el momento de la entrevista no logro superar. Ante las
preguntas de la entrevista es probable que la estudiante haya notado por primera vez que los

criterios que, segun ella, le permitian distinguir un nimero imaginario en determinada



218

situacion algebraica (encontrar las raices de un polinomio de la forma ax? + bx + ¢ = 0) son
ambiguos, pues al cambiar la situacion en el mismo contexto geométrico ese mismo
numero podria no ser un nimero imaginario. Por otra parte, cuando a la estudiante se le
presentaron ecuaciones cuadraticas del tipo ax* + bx + ¢ = 0 sin un contexto geométrico
especifico, no vinculé el problema con sus concepciones geométricas, incluso externo
implicitamente en la entrevista que la resolucién de ecuaciones del tipo ax? + bx + ¢ = 0 no
tiene relacion con la geometria. Asi, el modelo geométrico que se relaciona con las
metéforas encontradas en los razonamientos de la estudiante no es muy fructifero en cuanto
a la construccién adecuada del concepto de nimero complejo.

En otro orden de ideas, la unidad imaginaria i desempefia un papel importante en las
concepciones de las estudiantes entrevistadas: todas lo concibieron como un simbolo que
les permitia identificar un nuevo conjunto de nimeros y a la vez manipular aritméticamente
cantidades que en cursos anteriores calificaron de inexistentes. Sin embargo, el nimero i es
mas que un simbolo, es un nimero de caracteristicas diferentes a la unidad de los nimeros
reales.

Las tres estudiantes buscaron referentes que les permitieran comprender que es un
numero complejo. Dos de ellas recurrieron a sus experiencias diarias sin obtener resultados
favorables, mientras la tercera estudiante recurrié a las matematicas mismas tratando de
deducir en el modelo de la pardbola que no se interseca con el eje de las X’s la ubicacion de
algunos numeros complejos. Para las tres estudiantes resulté complicado, segun los
resultados obtenidos en sus cuestionarios y en las entrevistas, conceptuar a la unidad
imaginaria i como la unidad de un nuevo conjunto de nimeros que en cursos anteriores se
considerd como un conjunto inexistente: el conjunto de los nimeros imaginarios. Sin la
posibilidad de conceptuar adecuadamente este conjunto, la conceptuacion de los nimeros

complejos resultd mas complicada y limitada.
La importancia del namero i en las conceptuaciones de los estudiantes entrevistados
De los estudiantes entrevistados, 5 de ellos resolvieron adecuadamente las

ecuaciones cuadraticas propuestas en el cuestionario, s6lo una estudiante de bachillerato

considero6 que no era posible obtener las raices cuadradas de los nimeros negativos. Los
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estudiantes de licenciatura asi como una estudiante de bachillerato emplearon la aritmética
de los numeros complejos, una de las estudiantes del CCH dej6 indicadas las soluciones en
términos de raices cuadradas de nimeros negativos. Las concepciones que cada uno de los
estudiantes tenia sobre los numeros complejos eran limitadas. Sin embargo esto no impidio,
como se ha mostrado, que los estudiantes pudieran resolver problemas con este tipo de
numeros.

Para las estudiantes del CCH no fue claro qué tipo de nimero es el nimero i, como
se puede representar en el plano, y si dicha representaciéon tiene alguna utilidad. A pesar de

esto, sus concepciones de los nimeros complejos estaban sustentadas en i. Para los

estudiantes de licenciatura i es un nimero definido convenientemente como v/—1. Lo
utilizaban en varias representaciones de los nimeros complejos y geométricamente lo
ubicaban como un punto en el plano complejo con coordenadas (0, 1) sin entender
cabalmente porque esto ocurria asi. De este modo, comprender la naturaleza de i permitiria

comprender la naturaleza misma del conjunto de los nimeros complejos.

Metéaforas empleadas por los estudiantes entrevistados para conceptualizar los

numeros complejos

Durante las entrevistas, los estudiantes hablaron de sus concepciones sobre los
numeros complejos plasmadas en sus cuestionarios y algunos externaron reflexiones que no
formaron parte de sus producciones escritas. En el analisis de los cuestionarios asi como del
material obtenido en las entrevistas se identificaron algunas metaforas bajo los criterios ya
establecidos que se mencionan nuevamente.

Diremos que una estructura de pensamiento es una metafora si podemos caracterizar
su dominio fuente asi como su dominio destinatario y si podemos identificar los
mecanismos que permiten apropiarse del nuevo concepto a través del concepto conocido.
En cuanto a la cognicidn relacionada con los niUmeros complejos, hemos reconocido como
metaforas aquellas estructuras de pensamiento de los estudiantes en las que se pueden
determinar tanto el dominio fuente (dentro o fuera de las matematicas) y su

correspondencia con el dominio destinatario (los numeros complejos), como los
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mecanismos que permiten al estudiante apropiarse del concepto de nimero complejo. Es
decir, aguellos mecanismos que permitan trasladar propiedades de un dominio a otro, o que
permitan transponer una serie de caracteristicas y estructuras de un dominio a otro (asociar
segmentos rectilineos, asociar angulos, sumar coordenadas, sumar segmentos
geomeétricamente).

Se identificaron en esta investigacion educativa las siguientes ocho metéaforas en

relacion con la conceptuacion de los nUmeros complejos en el &mbito escolar.

Metéafora 1: Un nimero complejo es un punto en el plano complejo.

Cuadro 6.1. Elementos de la metafora 1.

Dominio fuente Dominio destinatario
Ser un par ordenado (a, b) en el plano Ser un nimero complejo
complejo
Coordenada a del par ordenado (a, b) Parte real del numero complejo a + bi
Coordenada b del par ordenado (a, b) Parte imaginaria del nimero complejo

a+ bi

Eje Re del plano complejo Numeros reales
Eje Im del plano complejo NUmeros imaginarios

Esta metafora es similar a otra met&fora encontrada en esta investigacion que
consideraremos un variante: los nimeros complejos son puntos en el plano cartesiano. La
diferencia radica en que la estudiante F, quien utilizd la metafora variante, concibi6 a los
numeros complejos como puntos en el plano cartesiano. Los elementos que intervienen en
la metafora variante son los casi los mismos que aparecen en el cuadro 6.1 y se observan en

el cuadro 6.1.1.




Cuadro 6.1.1 Elementos de la metafora los nimeros complejos son puntos en el plano

cartesiano
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Dominio fuente

Dominio destinatario

Ser un par ordenado (x, y) en el plano
cartesiano

Ser un numero complejo

Coordenada x del par ordenado (X, y)

Parte real del nimero complejo x + iy

Coordenada y del par ordenado (x, y)

Parte imaginaria del nimero complejo
X + iy

Eje X del plano cartesiano

NuUmeros reales

Eje Y del plano cartesiano

NUmeros imaginarias

Metéafora 2: Un numero complejo es un punto en el plano con coordenadas polares

Cuadro 6.2. Elementos de la metafora 2.

Dominio fuente

Dominio destinatario

Ser un par ordenado (r, &) en el plano

Ser un nimero complejo de la forma
z=r(cos@+isend)

Coordenada r del par ordenado (r, &)

Norma del namero complejo
z=r(cos@+isend)

Coordenada @ del par ordenado (r, &)

Argumento del nimero complejo
z=r(cos@d+isend)

Eje polar del plano

NUmeros reales positivos

Polo

Numero complejo 0

Metafora 3: Los niimeros complejos son vectores del espacio vectorial R.

Cuadro 6.3. Elementos de la metafora 3.

Dominio fuente

Dominio destinatario

Ser un vector (a, b) en el espacio vectorial
RZ

Ser un numero complejo.

Vector (1, 0)

Ndmero real 1

Vector (0, 1)

NUmero i

El vector k(1, 0) con keR

El nimero real k

El vector n(0, 1) con neR

El nGmero ni con neR

En este caso el estudiante identificé una base especifica del espacio vectorial R?

transponiendo las propiedades del dominio fuente, a través de la base del espacio vectorial,




222

al dominio destinatario. Se identifico una variante de esta misma metafora en la que no se

tiene una base particular para el espacio vectorial R?, la cual se muestra en el cuadro 6.4.

Metéfora 4: Los nimeros complejos son vectores en el plano.

Cuadro 6.4 Elementos de la metafora 4

Dominio fuente

Dominio destinatario

Ser un vector en el plano cartesiano cuyo
extremo inicial es (0, 0) y con extremo final

(%, Y)

Ser el nimero complejo x + iy

Coordenada x del punto (x, y) extremo final
del vector anclado al origen

Parte real del nimero complejo x + iy

Coordenada y del punto (x, y) del extremo
final del vector anclado al origen

Parte imaginaria del nimero complejo
X + iy

Eje Y del plano cartesiano

NUmeros imaginarios

Eje X del plano cartesiano

NuUmeros reales

Metéafora 5: Los numeros complejos son puntos del plano complejo de la forma (x, iy).

Cuadro 6.5. Elementos de la metafora 5.

Dominio fuente

Dominio destinatario

Ser un par ordenado (x, iy) en el plano
complejo

Ser un nimero complejo

Coordenada x del par ordenado (x, iy)

Parte real del nimero complejo x + iy

Coordenada iy del par ordenado (x, iy)

Parte imaginaria del nimero complejo
X+ 1y

Eje Re del plano complejo

Ndmeros reales

Eje Im del plano cartesiano

NUmeros imaginarios

Punto (0, 1)

NUmero complejo i

Metéafora 6: Los nUmeros imaginarios son las raices de los polinomios de la forma

ax? + bx + c, tales que la ecuacién ax® + bx + ¢ = 0 tiene discriminante menor

que 0.




Cuadro 6.6. Elementos de la metéafora 6.
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Dominio fuente

Dominio destinatario

Ser una raiz del polinomio ax” + bx + c,
donde ax? + bx + ¢ = 0 tiene discriminante
menor que 0

Ser un numero imaginario

Metafora 7: Los nimeros imaginarios son las intersecciones inexistentes de la gréafica de

y = ax® + bx + ¢ con el eje X, donde ax? + bx + ¢ = 0 tiene discriminante menor

que 0.

Cuadro 6.7. Elementos de la metafora 7

Dominio fuente

Dominio destinatario

Ser una interseccioén inexistente de la
grafica de y = ax® + bx + ¢ con el eje X

Ser un nimero imaginario

Ser un punto del eje X que soluciona la
ecuacion ax’ +bx +¢=0 y que no es parte
de la parabolay = ax? + bx + ¢

Ser un nimero imaginario

Metéfora 8: Los nimeros complejos son los puntos que no estan en la grafica de la

parabola y = ax® + bx + ¢ pero que son soluciones de la ecuacién

ax?+bx+c¢=0.

Cuadro 5.8. Elementos de la metafora 8.

Dominio Fuente

Dominio destinatario

Ser un punto de la parabola
y=ax+bx+c

No ser un nimero complejo

Como se menciond en el capitulo correspondiente al marco teorico de esta

investigacion (capitulo 11), las metaforas conceptuales tienen un papel importante en la

construccion de nuevo conocimiento. Es a traves de la metafora que nuestras primeras

intuiciones modelan conceptos formales. Sin embargo, no todas las metaforas conducen a

construcciones mentales coherentes con los saberes matematicos que se busca que los

estudiantes obtengan. Si una metafora no cumple las expectativas deseadas no significa que

sea inutil o errénea, por lo contrario, las construcciones surgidas de ella pueden arrojar luz
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sobre las deficiencias del estudiante o provocar un conflicto cognitivo que derive en la

construccion de conocimiento mas significativo.

Continuacion de la investigacion

En esta investigacion se presentaron las concepciones de cuatro grupos de
estudiantes; tres de ellos fueron grupos de licenciatura de la Facultad de Ciencias de la
UNAM vy el cuarto fue un grupo del CCH — UNAM (Colegio de Ciencias y Humanidades
de la Universidad Nacional Autonoma de México) plantel Vallejo. Las concepciones
recabadas son valiosas porque muestran las bases que cada estudiante se esfuerzaba por
construir para alcanzar la conceptualizacion de los niUmeros complejos. Sin embargo, estas
concepciones eran limitadas y en algunos casos los cuestionarios mostraron concepciones
poco coherentes con los contenidos matemaéticos abordados en las clases.

Los estudiantes fundamentaban su conocimiento de los niUmeros complejos en su

conocimiento de la unidad imaginaria i. En los libros de texto se define i como v—1.
Pensando a los nimeros reales como magnitudes que pueden generarse linealmente (su
modelo mas conocido es la recta real), podria preguntarse sobre el modo de generar
magnitudes complejas. Una de las estudiantes de bachillerato que particip6 en las
entrevistas se refirid a los nimeros complejos como numeros dificiles cuyo entendimiento

requiere estudios de matematicas de nivel licenciatura. Irénicamente, los estudiantes de

licenciatura entrevistados argumentaron que el nimero i se define como v—1 y que su
representacion en el plano queda establecida por medio del punto o vector (0, 1), una
concepcion no muy diferente de las concepciones de los estudiantes de bachillerato.

Para enriquecer las concepciones que tienen los estudiantes, el estudio de la historia
de las matematicas con fines pedagdgicos proporciona opciones viables. En 1799 Carl
Friedrich Gauss (1777 — 1855) presentd su disertacion de doctorado, que consistio en la
primera demostracion aceptada del teorema fundamental del &lgebra. Dicha demostracion
es de caracter geométrico, aunque en la actualidad poco de esto se presenta en los libros de
texto; en su disertacion Gauss construyd las magnitudes complejas. Mediante el estudio de

la historia de las matematicas se tiene una opcidn para comprender la epistemologia y la



225

ontologia de un concepto, no como un producto terminado sino como un proceso de
construccion. Es dificil entrar en la cabeza del principe de las matematicas, Carl Friedich
Gauss, pero también es dificil entrar en la cabeza de los estudiantes, comprender sus
procesos cognitivos y buscar maneras de ayudar a superar las dificultades que se presentan
en ellos.

El siguiente paso una vez que mediante los resultados de la investigacion llevada a
cabo para esta tesis de maestria se ha recabado informacion sobre cobmo los modelos
actuales para comprender los nimeros complejos generaban, en los estudiantes que
participaron en esta investigacion, concepciones limitadas y por tanto conceptualizaciones
limitadas, consistira en elaborar una propuesta de investigacion educativa que permita
enfrentarse a los obstaculos aqui mostrados y lograr una conceptuacién mas rica en vias de

una conceptualizacion méas provechosa de los nimeros complejos.
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