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Resumen

Un problema de control clásico se formula considerando un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias en dimensión finita. Luego, decimos que el sistema es exactamente controlable
en un intervalo de tiempo, si existe un control, tal que es posible alcanzar cualquier estado en
un tiempo final (mayor a cero), a partir de una condición inicial dada en el tiempo cero. Esta
teoŕıa de control está bien fundamentada, sin embargo, al considerar otro tipo de sistemas, la
controlabilidad exacta no siempre se logra. Por ejemplo, un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales, como la ecuación de calor, no es exactamente controlable, por lo que en esta tesis se
propone reemplazar el problema de controlabilidad exacta por uno de controlabilidad a cero, es
decir, a partir de un dato inicial dado para la ecuación de calor, deberemos probar la existencia
de un control tal que sea posible alcanzar el estado final cero. Primero, para lograr la controla-
bilidad a cero de la ecuación de calor, utilizaremos herramientas matemáticas proporcionadas
en la teoŕıa de control para ecuaciones diferenciales parciales, como el método de unicidad de
Hilbert propuesto en [Lio88a]. Luego, debido a que uno los principales propósitos del presente
trabajo es hacer una analoǵıa entre la teoŕıa de control para ecuaciones diferenciales parciales
y la teoŕıa de control clásica para ecuaciones diferenciales ordinarias, aplicaremos el méto-
do de unicidad de Hilbert a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, analizando a
fondo la herramienta principal que proporciona este método, que es la desigualdad de obser-
vabilidad, con la cual es posible demostrar que para ecuaciones ordinarias, la observabilidad
implica la controlabilidad exacta. Análogamente, para la ecuación de calor, la desigualdad de
observabilidad permite probar que la observabilidad implica la controlabilidad a cero. Final-
mente, probaremos la desigualdad de observabilidad a través de estimaciones con peso para la
desigualdad de Carleman clásica (ver [Pue19, Cho16]).
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Abstract

A classical control problem is formulated by considering a system of ordinary differential
equations in finite dimension. Then, we say that the system is exactly controllable in a time
interval, if there is a control, such that it is possible to reach any state in a final time (greater
than zero), from an initial condition given at time zero. This control theory is well founded,
however, when considering other types of systems, exact controllability is not always achieved.
For example, a system of partial differential equations, such as the heat equation, is not exactly
controllable, so in this thesis we propose to replace the exact controllability problem by one
of null controllability, i.e., starting from a given initial data for the heat equation, we will
have to prove the existence of a control such that it is possible to reach the zero final state.
First, to achieve the null controllability of the heat equation, we will use mathematical tools
provided in the control theory for partial differential equations, such as the Hilbert uniqueness
method proposed in [Lio88a]. Then, since one of the main purposes of the present work is to
make an analogy between the control theory for partial differential equations and the classical
control theory for ordinary differential equations, we will apply Hilbert’s uniqueness method
to a system of ordinary differential equations, analyzing in depth the main tool provided by
this method, which is the observability inequality, with which it is possible to show that for
ordinary equations, observability implies exact controllability. Similarly, for the heat equation,
observability implies null controllability. Finally, we will prove the observability inequality
through weighted estimates for the classical Carleman inequality (see [Pue19, Cho16]).
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1.3. Convergencia débil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.4. Existencia y unicidad de soluciones débiles para ecuaciones parabólicas . . . . . 22
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Introducción

En la ciencia moderna se pueden encontrar diversas aplicaciones donde se requiere, en gran
medida, de la búsqueda de soluciones e interpretaciones de modelos matemáticos basados en
ecuaciones diferenciales parciales (EDPs). En el estudio de las EDPs, surgen problemas con con-
diciones de frontera que son una consecuencia casi inevitable del uso de las matemáticas para
resolver problemas del mundo real. Las EDPs se clasifican según su tipo, orden y linealidad. En
la actualidad, no se conoce una teoŕıa que demuestre una solución general para todos los mode-
los de las EDPs, sin embargo, existe una vasta literatura (por ejemplo [Bre10, Eva10, Tro10]),
enfocada a proponer distintos métodos que se utilizan para probar la existencia y unicidad de
soluciones de EDPs (con condiciones de frontera) particulares, que son cruciales para distin-
tos campos de la ciencia e ingenieŕıa. Una de las clasificaciones más importantes de las EDPs
lineales son las ecuaciones parabólicas de segundo orden, que son una generalización de la ecua-
ción de calor. La importancia de la ecuación de calor radica en que muchas de sus variaciones
se encuentran en ramas relevantes de las matemáticas y la f́ısica. Por ejemplo, en [Dav17] se
aprovecha la linealidad de la ecuación de calor para resolver y proponer un control para la
EDP de Black-Scholes. También está relacionada con el movimiento Browniano fraccionario
(ver [MW12]).

En la literatura se proponen algunos métodos para la demostración de la existencia y unici-
dad de soluciones para las ecuaciones parabólicas con condiciones de frontera; por ejemplo, en
[Eva10] se enfatiza la importancia de encontrar soluciones a través de herramientas matemáti-
cas tales como desigualdades, integración por partes, fórmula de Green, convolución, estimados
de enerǵıa, principio del máximo. En [Eva10, Rob01] se presenta el método de Galerkin, en
donde se construye una solución aproximada que se obtiene a partir de transformar el sistema
de EDPs a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), luego se establece la
existencia de la solución a través de la convergencia débil. Otro método se da a partir de la
teoŕıa de semigrupos (explicado en [Eva10, Bre10, ABHN11]), que construye una solución más
regular que la proporcionada por el método de Galerkin, sin embargo, esta técnica requiere
que algunos de los términos de la ecuación parabólica sean independientes del tiempo (a dife-
rencia del método de Galerkin que trabaja sin esta restricción). Por otro lado, en textos como
[Man85, Roa82], la fórmula de Green se utiliza como una función auxiliar para la construcción
de una solución de la ecuación de calor.

La demostración de la existencia y unicidad de las ecuaciones parabólicas permite estudiar
la controlabilidad de la ecuación de calor. Este tema ha sido ampliamente investigado en los
últimos años, dando como resultado una gran variedad de art́ıculos sobre el tema donde se ana-
lizan diversas variantes de la ecuación de calor (por ejemplo [Zua97, FCZ00, LW97, Pue19]).
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En la teoŕıa de control clásica, un problema de controlabilidad exacta consiste probar la exis-
tencia de un control, tal que sea posible llevar el estado inicial en el tiempo cero, a un objetivo
deseado en el tiempo final (mayor a cero). Sin embargo, la ecuación de calor no es exactamente
controlable debido al efecto regularizante (ver [Zua02]). En textos como [Fat66, Zua97], se pro-
pone reemplazar el problema de la controlabilidad exacta por uno de optimización, de manera
que podemos plantear un control que nos lleve de un estado inicial, hacia el estado final cero.
Este es un problema de controlabilidad a cero.

Una de las contribuciones principales de esta tesis, es hacer una analoǵıa entre la teoŕıa de
control para EDPs y la teoŕıa de control clásica para EDOs, por lo que estudiaremos herra-
mientas matemáticas que tienen su base en la teoŕıa de control de EDPs y las aplicaremos a un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en dimensión finita, presentando aśı, el método
de unicidad de Hilbert penalizado (HUM), propuesto en [Pue19, MZ10, Zua02] para demostrar
la controlabilidad a cero de la ecuación de calor en dimensión uno con condiciones de frontera
tipo Dirichlet homogéneas. Primero aplicaremos el método HUM a un sistema de EDOs y lo
dividiremos por etapas para analizar a fondo las herramientas matemáticas proporcionadas en
este método. En la sección 2.1 se muestra que para EDOs la controlabilidad exacta es equivalen-
te a la controlabilidad a cero. Posteriormente mencionamos que la noción de controlabilidad y
optimización son dos conceptos ı́ntimamente relacionados, puesto que el método HUM permite
encontrar la trayectoria de coste mı́nimo con la cual es posible llegar de un estado inicial a un
objetivo deseado. Luego, el método HUM adapta el sistema de EDOs planteado inicialmente
a un sistema de minimización sin restricciones llamado sistema adjunto. En la sección 2.2.1 se
introduce la herramienta matemática fundamental que permite demostrar la controlabilidad
exacta para un sistema de EDOs, y es la desigualdad de observabilidad, ya que a través de
ella es posible probar que la observabilidad es equivalente a la controlabilidad exacta. En la
sección 2.3 se expone el criterio de controlabilidad de Kalman el cual unif́ıca los conceptos de
controlabilidad exacta, controlabilidad a cero y observabilidad, probando que un problema de
controlabilidad exacta está bien fundamentado para EDOs.
De manera similar, en la sección 3.2.1 planteamos una desigualdad de observabilidad para el
sistema adjunto de la ecuación de calor, y junto con otras herramientas dadas en la sección
1.4, demostraremos que la observabilidad implica la controlabilidad a cero del sistema. Final-
mente, introducimos la desigualdad de Carleman, con la cual podemos probar la desigualdad
de observabilidad propuesta para el sistema adjunto de la ecuación de calor.

Esta tesis está organizada de la siguiente manera. En el Caṕıtulo 1 damos una introducción
a los espacios en donde se desarrolla la teoŕıa de EDPs, e introducimos algunas herramientas
de utilidad para la demostración de la controlabilidad a cero de la ecuación de calor. En el
Caṕıtulo 2 se presenta el método de unicidad de Hilbert aplicado a EDOs, lo que nos permite
hacer una analoǵıa de la teoŕıa de control clásica con la teoŕıa de control para EDPs. En
el Caṕıtulo 3 demostramos la controlabilidad a cero de la ecuación de calor. Posteriormente,
demostraremos la desigualdad de observabilidad y la desigualdad de Carleman. En el Caṕıtulo
3.3.3 daremos una conclusión sobre los resultados obtenidos en esta tesis.



Preliminares

En este caṕıtulo se establecerán algunas de las herramientas necesarias que serán utili-
zadas para los resultados del Caṕıtulo 3, donde se analiza el problema de la controlabilidad
a cero de la ecuación de calor. Vamos a aplicar estas herramientas a la teoŕıa de ecuaciones
diferenciales parciales (EDPs). Las EDPs pueden clasificarse según su tipo, orden y lineali-
dad (ver [Eva10]). En esta tesis haremos un particular énfasis a las ecuaciones parabólicas
(ver [Eva10, Bre10, Tro10]). Esto es aśı debido a que las ecuaciones parabólicas son una ge-
neralización de la ecuación de calor, por lo que de inicio, definiremos los espacios vectoriales
en donde se desarrollan este tipo de ecuaciones, es decir, los espacios de Sobolev (consultar
[Eva10, Bre10, Tro10]).

1.1. Introducción a los espacios de Hilbert

En esta sección, daremos nociones básicas que nos permitirán definir los espacios de Hilbert.
También enunciaremos algunos otros conceptos y teoremas importantes que se emplearán en
secciones posteriores.

1.1.1. Nociones básicas

Para poder definir un espacio de Hilbert es necesario introducir el concepto de espacio
de Banach debido a que todos los espacios de Hilbert son espacios de Banach. Dicho esto, a
continuación mencionaremos propiedades y conceptos tomados de [Ber76] y [DM99].

Definición 1.1.1 (Norma) Sea V un espacio vectorial, una función ∥·∥V : V → R es llamada
norma si esta satisface los axiomas siguientes:

1. ∥x∥V ≥ 0.

2. ∥x∥V = 0 śı y solo si x = 0.

3. ∥αx∥V = |α|∥x∥V ∀x ∈ V, α ∈ R.

4. ∥x+ y∥V ≤ ∥x∥V + ∥y∥V para todo x, y ∈ V .

El sub́ındice en la notación ∥ · ∥V de la Definición 1.1.1 denota el espacio en donde esa norma
está definida. Debido a la gran variedad de espacios con los cuales se trabajará en este texto,
se usará un sub́ındice distinto que dependerá del espacio en donde se esté definiendo la norma
a utilizar.
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Definición 1.1.2 (Espacio normado) Un espacio vectorial con una norma definida en él es
llamado espacio vectorial normado o espacio normado. Es decir, es un par (V, ∥ · ∥V ), donde
V es un espacio vectorial.

Definición 1.1.3 (Sucesión de Cauchy) Una sucesión de vectores {xn} en un espacio nor-
mado se llama sucesión de Cauchy, si para todo ε > 0 existe un número M ∈ N tal que
∥xm − xn∥V < ε para todo m,n > M , con m,n ∈ N.

Dados los conceptos anteriores podemos definir ahora la noción de espacio de Banach.

Definición 1.1.4 (Espacio de Banach) Un espacio vectorial normado (V, ∥·∥V ) es llamado
completo si toda sucesión de Cauchy en V converge a un elemento de V . Un espacio vectorial
normado completo es llamado espacio de Banach.

Ya hemos mencionado que todos los espacios de Hilbert, son espacios de Banach. Aśı que para
poder definir lo que es un espacio de Hilbert se dará el concepto fundamental que transforma
un espacio de Banach en un espacio de Hilbert.

Definición 1.1.5 (Producto interno) Sea V un espacio vectorial. Un mapeo (·, ·)V : V ×
V → R es llamado producto interno en V si para todo x, y, z ∈ V y α, β ∈ R se cumplen los
siguientes axiomas:

1. (x, y)V = (y, x)V .

2. (αx+ βy, z)V = α(x, z)V + β(y, z)V .

3. (x, x)V ≥ 0.

4. (x, x)V = 0 =⇒ x = 0.

El sub́ındice en la notación (·, ·)V de la Definición 1.1.5 denota el espacio en donde ese producto
interno está definido. Debido a la gran variedad de espacios con los cuales sé trabajará en este
texto, se usará un sub́ındice distinto que dependerá del espacio en donde se esté definiendo el
producto interno a utilizar.

Ahora podemos dar la definición de espacios de Hilbert, cabe señalar que denotaremos con
H a estos espacios definidos en el campo de los reales.

Definición 1.1.6 (Espacio de Hilbert) Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con
producto interno (H, (·, ·)H), el cual es un espacio métrico completo, con respecto a la siguiente
norma:

∥v∥H =
√

(v, v)H .

Los espacios de Hilbert generalizan y extienden muchos conceptos conocidos en el álgebra lineal
a espacios de dimensión arbitraria, a continuación presentaremos algunos de estos.

Definición 1.1.7 (Expansión ortogonal) Sea V un espacio vectorial con producto interno
y sea u, v ∈ V . Decimos que u y v son ortogonales (u ⊥ v) si (u, v)V = 0.
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Definición 1.1.8 (Sistema ortogonal) Sea {en}n∈I ⊂ V \{0}, donde I es un conjunto de
ı́ndices, {en}n∈I es llamado sistema ortogonal si en ⊥ em con n ̸= m. Además, si ∥en∥V =
1 ∀ n ∈ I el sistema se llama ortonormal. Si I = N al sistema le llamamos sucesión ortonormal.

De igual manera se define el concepto del i-ésimo coeficiente de Fourier y de la serie de Fourier:

Definición 1.1.9 Sea {en} una sucesión ortogonal en un espacio de Hilbert. Entonces, para
cualquier vector x ∈ H, el i-ésimo coeficiente de Fourier se define como

(x, en)H ,

mientras que la serie de Fourier se define como

∞∑
i=1

en(x, en)H .

Dadas estas definiciones podemos enunciar la siguiente desigualdad.

Definición 1.1.10 (Desigualdad de Bessel) Sea {en}n∈N una sucesión ortonormal en un
espacio con producto interno H. Entonces

∞∑
i=1

|(x, en)H |2 ≤ ∥x∥2H . (1.1)

Gracias a la desigualdad de Bessel podemos afirmar que la serie de la ecuación (1.1) es finita y
pertenece al espacio de Hilbert, sin embargo, no es suficiente para decir que un vector x ∈ H es
igual a su expansión de Fourier para un sistema ortonormal cualquiera, para ello se enunciará
lo siguiente:

Definición 1.1.11 Una sucesión ortonormal {en}n∈N en un espacio de Hilbert es completa si
el único vector y ∈ H tal que y ⊥ en ∀n ∈ N es el cero.

Teorema 1.1.12 Sea {en}n∈N una sucesión ortonormal completa en un espacio de Hilbert H.
Entonces si x ∈ H,

x =

∞∑
n=1

en(x, en)H .

La demostración del Teorema 1.1.12 se puede consultar en [You88].

Definición 1.1.13 Una base ortonormal en un espacio de Hilbert H es una sucesión ortonor-
mal completa.

Para poder continuar debemos dar el concepto de conjunto generado en un espacio vectorial
(ver [You88, Hei19]).
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Definición 1.1.14 Sea F = {en}n∈I una sucesión de vectores en un espacio vectorial V ,
donde I es un conjunto de ı́ndices. El conjunto generado por F , denotado por span(F), es el
conjunto de todas las combinaciones finitas lineales de los elementos de F , es decir

span(F) = span{en}n∈I =

{
N∑
i=1

cieni tal que N > 0, ni ∈ I, ci es un escalar

}
.

La cerradura del conjunto generado por F lo denotaremos de la siguiente manera

span(F) = span{en}n∈I .

Con la definición anterior podemos dar ahora el siguiente teorema, el cual muestra una equiva-
lencia entre la Definición 1.1.11 y el Teorema 1.1.12 (su demostración se puede ver en [You88]).

Teorema 1.1.15 Sea {en}n∈N una sucesión ortonormal en un espacio de Hilbert H. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) {en}n∈N es completa .

b) span{en}n∈N = H.

c) ∥x∥2H =

∞∑
n=1

|(x, en)H |2 ∀x ∈ H.

1.1.2. Espacio dual

Un concepto ampliamente utilizado en este documento es el de espacio dual [Ber76]. Para
definir el espacio dual daremos algunas nociones previas. Primero estableceremos el concepto
de funcional como un mapeo que va de un espacio normado a los reales. Para los propósitos
de este texto, dicho espacio normado se tratará de un espacio de Hilbert, a menos que se
especifique lo contrario. Además, un funcional es lineal si cumple con la siguiente definición:

Definición 1.1.16 Sea H un espacio de Hilbert, un funcional f : H → R es lineal si es
aditivo, es decir, para cualquier x, y ∈ H, se tiene que

f(x+ y) = f(x) + f(y),

y homogéneo, es decir, para cualquier x ∈ H, y cualquier λ ∈ R

f(λx) = λf(x).

Ahora analizaremos la continuidad de un funcional lineal a través de la siguiente definición
(ver [Poz08, Hei19, Bru66]).

Definición 1.1.17 Sea f : H → R un funcional lineal en un espacio de Hilbert H (con norma
∥ · ∥H) y x ∈ H, decimos que f es continuo en x0 ∈ H, si dado ε > 0, existe δ = δ(ε) > 0 tal
que si ∥x− x0∥H < δ, entonces |f(x)− f(x0)| < ε.
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Los siguientes dos lemas dan una equivalencia de la Definición 1.1.17 (sus pruebas se inquieren
en [Poz08, Bru66] respectivamente).

Lema 1.1.18 Sea f un funcional lineal definido en un espacio de Hilbert H. Si f es continuo
en el punto 0 ∈ H, entonces es continuo en cualquier punto x0 ∈ H.

Lema 1.1.19 Si un funcional lineal f definido en un espacio de Hilbert H es continuo en un
punto, entonces es continuo en cualquier punto de H, y además, es uniformemente continuo.

Con lo anterior podemos afirmar lo siguiente:

Observación 1.1.20 Para un funcional lineal f : H → R definido en un espacio de Hilbert
H, los siguientes enunciandos son equivalentes:

f es continuo en algún punto de H.

f es continuo en el punto 0 ∈ H.

f es continuo (en todo punto de H).

f es uniformemente continuo.

Más aún, la linealidad del funcional f permite expresar su continuidad como el mapeo de un
conjunto acotado a los reales. Para explicar esto detalladamente daremos la siguiente definición:

Definición 1.1.21 Un funcional lineal f : H → R definido en un espacio de Hilbert H se dice
acotado si existe un numéro real M > 0, tal que para todo x ∈ H

|f(x)| ≤M∥x∥H . (1.2)

Además, la norma del funcional lineal acotado f se define como

∥f∥H = sup
x∈H

∥x∥H≤1

|f(x)|.

De la definición anterior podemos observar que, usando la linealidad de f , obtenemos∣∣∣∣f ( x

∥x∥H

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ f(x)∥x∥H

∣∣∣∣ = |f(x)|
∥x∥H

,

de donde podemos ver que f está acotado, satisfaciendo la desigualdad (1.2), si y solo si

sup
x∈H

∥x∥H≤1

|f(x)| ≤M,

es decir, f es un funcional acotado en la bola unitaria cerrada {x ∈ H : ∥x∥H ≤ 1}. Por lo tanto,
un funcional lineal acotado es un mapeo que asigna elementos de un conjunto acotado (bola
unitaria cerrada) a los reales. Finalmente damos el siguiente teorema que da la equivalencia
entre la continuidad y la acotación de un funcional lineal (su demostración se da en [Bru66]).
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Teorema 1.1.22 Un funcional lineal es acotado si y solo si es continuo.

Dicho lo anterior podemos definir ahora el concepto de espacio dual.

Definición 1.1.23 Sea V ∗ el conjunto de todos los funcionales lineales y continuos definidos
sobre un espacio normado (V, ∥ · ∥V ). Entonces V ∗ es un espacio de Banach con la siguiente
norma

∥f∥V ∗ = sup
x∈V

∥x∥V ≤1

|f(x)|,

donde f es un funcional lineal.

Es decir, sobre el espacio vectorial V , construimos funcionales lineales y continuos que van de
V a los reales. Entonces todos los funcionales lineales y continuos que se puedan definir están
en V ∗. El espacio V ∗ es llamado el dual de V .

Definición 1.1.24 (Producto de dualidad) Sea H un espacio de Hilbert, si f ∈ H∗, de-
notamos para x ∈ H,

f(x) = (f, x)H∗,H ,

al producto de dualidad que hay entre el funcional f y x.

La conexión entre los espacios de Hilbert y su espacio dual está dado por el siguiente teorema
cuya demostración se ve en [You88].

Teorema 1.1.25 (Riesz-Fréchet) Sea H un espacio de Hilbert y f : H → R un funcional
lineal continuo. Entonces existe un único y ∈ H tal que

f(x) = (x, y)H ,

para todo x ∈ H. Además, ∥y∥H = ∥f∥H∗.

1.2. Espacios de Sobolev

Para los fines de este trabajo, los espacios de Sobolev son de suma importancia. En estos
espacios se encuentran las soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales que estudiaremos
posteriormente en este caṕıtulo. Para poder definirlos primero daremos definiciones básicas de
la teoŕıa de espacios Lp y algunos conceptos importantes que nos ayudarán a definir el concepto
de derivada débil. Finalmente se anexarán algunos teoremas importantes que junto con los ya
vistos en la sección anterior se utilizarán para la demostración de la existencia y unicidad de
soluciones débiles de ecuaciones parabólicas (ver sección 1.4).
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1.2.1. Espacios Lp

La importancia de este tema radica en que los espacios de Sobolev son sub-espacios de los
espacios Lp. Las siguientes definiciones mencionadas en [Tro10, Hei19, DM99] nos ayudarán a
definir las normas Lp y aśı construir el concepto de los espacios de Sobolev. Sea un espacio
de medida (E,F , µ), cuya tripleta consiste de un conjunto E no vaćıo, de una σ-álgebra F de
subconjuntos de E y de una medida µ en F .

Definición 1.2.1 Dada una función medible f : E → R, se dice que f es integrable si∫
E
|f | dµ <∞,

dotado con la norma

∥f∥L1(E) = ∥f∥1 =
∫
E
|f | dµ.

Definición 1.2.2 Sea 1 ≤ p <∞, denotaremos por Lp(E) al espacio formado por las funcio-
nes medibles tal que |f |p son integrables en E, es decir

Lp(E) =
{
f : E −→ R medible | |f |p ∈ L1(E)

}
,

es decir ∫
E
|f |p dµ <∞,

dotado con la norma

∥f∥Lp(E) = ∥f∥p =
(∫

E
|f |p dµ

)1/p

.

Definición 1.2.3 Denotamos con L∞(E) al espacio de todas las funciones medibles y esen-
cialmente acotadas, equipadas con la siguiente norma

∥f∥L∞(E) = ess sup
E,µ

|f(x)| := ı́nf
{
c ∈ R+ : µ({x ∈ E : |f(x)| > c}) = 0

}
,

donde R+ = {a ∈ R tal que 0 ≤ a ≤ ∞} y además, “ess sup”significa el supremo esencial
de una función, es decir, el ı́nfimo de todas las cotas superiores esenciales de f . Si c ∈ R+ es
una cota superior esencial de f , entonces la desigualdad |f(x)| ≤ c se cumple µ-c.t.p., esto es,

µ({x ∈ E : f(x) > c}) = 0.

El siguiente teorema da una definición más concreta de los espacios Lp (su demostración se
puede ver en [Mal95]).

Teorema 1.2.4 Sea (E,F , µ) un espacio de medida, y sea 1 ≤ p <∞. Entonces Lp(E) es un
espacio vectorial equipado con la norma ∥ · ∥p.
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Además, el teorema que se menciona a continuación (cuya demostración se puede consultar en
[Bru66]), muestra que el espacio (Lp(E), ∥ · ∥p) es un espacio de Banach. Por lo tanto, Lp(E)
es un espacio vectorial normado completo.

Teorema 1.2.5 Sea (E,F , µ) un espacio de medida. Entonces Lp(E), con 1 ≤ p < ∞, es un
espacio de Banach, y su norma es ∥ · ∥p.

Un caso de particular interés para los propósitos de esta tesis es cuando p = 2, debido a que
L2(E) es un espacio de Hilbert. Enunciaremos lo dicho anteriormente en el siguiente teorema:

Teorema 1.2.6 Sea (E,F , µ) un espacio de medida y f, g ∈ L2(E). Entonces L2(E) es un
espacio de Hilbert cuando el producto interno está definido por

(f, g)L2(E) =

∫
E
fg dµ. (1.3)

La demostración del Teorema 1.2.6 se puede consultar en [Mal95, Bru66], donde se explica que
el producto interno (1.3) está bien definido en L2(E) gracias a la desigualdad de Hölder (ver
[Eva10, DM99]). Por otro lado, las herramientas proporcionadas en la sección 1.1 son de gran
utilidad para analizar L2(E) por ser un espacio de Hilbert.

El teorema que se menciona a continuación será útil para definir funcionales lineales y
continuos en los espacios Lp, y tiene su base en los Teoremas 1.1.23 y 1.1.25.

Teorema 1.2.7 (Representación de Riesz para Lp) Sea 1 < p < ∞ y q su exponente
conjugado. Si ϕ ∈ (Lp)∗, donde ϕ : Lp → R, entonces existe un único u ∈ Lq, tal que

ϕ(f) =

∫
E
uf dµ, ∀f ∈ Lp,

con la norma

∥u∥q = ∥ϕ∥(Lp)∗ .

Por lo tanto, (Lp)∗ = Lq, es decir, el dual del espacio Lp es Lq.

1.2.2. Derivada débil

Antes de introducir los espacios de Sobolev debemos extender el concepto de derivada. Para
ello harémos una analoǵıa con un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). Un
requisito para la controlabilidad de un sistema de EDOs es la existencia y unicidad de una
solución para el mismo, además, está solución deberá ser continua, lo que quiere decir que es
una función suave y, por lo tanto, derivable en el sentido fuerte (o clásico). Sin embargo, para
EDPs, esto no es aśı, puesto que la solución viene dada en el sentido débil, y se encuentra
dentro de algún espacio de Sobolev. La noción de solución débil para una EDP (como se de-
fine en [Eva10, Bre10, Tro10, OR76]), se refiere a una función, la cual no es necesariamente
suave (o infinitamente diferenciable) e incluso podŕıa ser no derivable, sin embargo, satisface
nuestro sistema en algún sentido. Este sentido se basa en lo que definiremos como noción de
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distribución, la cual permite reescribir nuestra EDP de tal manera que no aparezcan derivadas
en la solución, utilizando funciones de prueba (ya que todas las derivadas pasan a esta fun-
ción de prueba por medio de la integración por partes), las cuales deben de ser infinitamente
diferenciables con soporte compacto. Es por este motivo que una EDP puede tener soluciones
que no son necesariamente diferenciables, puesto que esta formulación débil en el sentido de
distribuciones permite encontrar dichas soluciones. Entonces una EDP se puede expresar en
términos de normas de Lesbegue, pues al poseer una solución que solo es integrable, esta se
encuentra en el espacio Lp.

Para definir la derivada débil en el sentido de distribución (ver [OR76, VH94]), damos antes
los siguientes conceptos.

Definición 1.2.8 Tenemos que:

1. C(0, 1) es el espacio de funciones continuas sobre (0, 1).

2. Ck(0, 1) es el espacio de funciones k-veces continuamente diferenciables sobre (0, 1) (k ∈
N).

3. C∞(0, 1) =
⋂

k C
k(0, 1).

4. C0(0, 1) es el espacio de funciones continuas con soporte compacto sobre (0, 1).

5. Ck
0 (0, 1) = Ck(0, 1)

⋂
C0(0, 1).

6. C∞
0 (0, 1) = C∞(0, 1)

⋂
C0(0, 1).

Ahora definiremos el conjunto de funciones de prueba dado por D(0, 1) = C∞
0 (0, 1), que además

tiene la siguiente noción de convergencia:

Definición 1.2.9 Sea {φi} una sucesión de funciones de D(0, 1). Diremos que {φi} converge
en D(0, 1) a φ si existe un conjunto compacto K ⊂ (0, 1), tal que, supp φi ⊂ K para toda
i ∈ N, y si además

φ′
i → φ′ uniformemente en K,

es decir
ĺım
i→∞

sup
x∈K

|φ′
i(x)− φ′(x)| = 0,

donde φ′
i, φ

′ denota la derivada de la función correspondiente.

Dicho esto daremos el concepto de distribución.

Definición 1.2.10 Diremos que T es una distribución en (0, 1) si

T : D(0, 1) → R,

es lineal, continua, y además
ĺım
i→∞

T (φi) = T (φ),
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para toda φi que converge en D(0, 1) a φ. Aqúı T (φ) = (T, φ)D∗(0,1),D(0,1) (donde la notación
(·, ·)D∗(0,1),D(0,1) expresa el producto de dualidad entre T ∈ D∗(0, 1) y φ ∈ D(0, 1)). El espacio
D∗(0, 1) es el dual de D(0, 1) y también es conocido como el espacio de distribuciones sobre
(0, 1).

Ya que hemos definido la noción de distribución que caracteriza al conjunto de funciones de
prueba D(0, 1), vamos a dar el siguiente ejemplo, el cual da una motivación para definir la
derivada débil.

Ejemplo 1.2.11 Dada una función f ∈ C([0, 1]), encontraremos una función u que satisfaga{
−u′′ + u = f en [0, 1],

u(0) = u(1) = 0.
(1.4)

Una solución de (1.4) en el sentido clásico (o fuerte) es una función de clase C2 en [0, 1]
que satisface (1.4) en el sentido usual (la solución de este tipo de sistemas se puede ver en
[CL55]). Sin embargo, dados nuestros propósitos, vamos a utilizar la integración por partes
para encontrar otra solución (en el sentido débil). Para ello multiplicamos la ecuación (1.4)
por φ(x) ∈ D(0, 1), e integramos en (0, 1) para obtener

−
∫ 1

0
u′′φ(x)dx+

∫ 1

0
uφ(x)dx =

∫ 1

0
fφ(x)dx,

entonces podemos integrar por partes algunos términos, es decir

−
∫ 1

0
u′′φ(x)dx = −u′φ(x)

∣∣∣∣1
0

+

∫ 1

0
u′φ′(x)dx.

Dado que φ ∈ D(0, 1), los términos evaluados en los puntos de frontera desaparecen, por lo que∫ 1

0
u′φ′(x)dx+

∫ 1

0
uφ(x)dx =

∫ 1

0
fφ(x)dx, ∀φ ∈ D(0, 1), (1.5)

En el ejemplo 1.2.11 observamos que la ecuación (1.5) hace sentido para u ∈ C1([0, 1]), e incluso
es suficiente con saber que u, u′ ∈ L1(0, 1) (mientras que (1.4) requiere que la solución u tenga
dos derivadas). Este sentido del cual hablamos es la noción de derivada débil y lo exponemos
en la siguiente definición:

Definición 1.2.12 (Derivada débil) Sea una función u ∈ L2(0, 1). Decimos que u = u(x)
es débilmente diferenciable, con derivada débil u′ ∈ L2(0, 1) si∫ 1

0
u′(x)φ(x)dx = −

∫ 1

0
u(x)φ′(x)dx, ∀φ ∈ D(0, 1).
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Retomando el Ejemplo 1.2.11 diremos que la función u ∈ C1([0, 1]), la cual satisface (1.5) es
solución débil de (1.4). Incluso podemos decir que si u es dos veces diferenciable, entonces la
derivada en el sentido clásico es equivalente a la derivada débil, sin embargo, si u ∈ C1([0, 1])
la derivada débil no implica la derivada en el sentido clásico. Por lo tanto, una derivada clásica
también es una derivada débil.

Por otro lado, vamos a enunciar el siguiente teorema que nos va a servir más adelante (su
demostración se puede ver en [NS82, AF03]).

Teorema 1.2.13 El espacio de funciones C∞
0 (0, 1) es denso en Lp(0, 1), con 1 ≤ p <∞.

Derivado del teorema anterior, damos la siguiente proposición tal como en [VH94].

Proposición 1.2.14 El espacio de funciones de prueba D(0, 1) es denso en Lp(0, 1), con 1 ≤
p <∞.

Ahora vamos a definir los espacios de Sobolev, los cuales son importantes para nuestros
propósitos, pues están equipados con la norma Lp, lo que permite hacer las manipulaciones
necesarias para trabajar con las expresiones complejas que surgen en el estudio de las EDPs,
ya que estos espacios combinan el concepto de formulación débil mencionado anteriormente
y el de normas de Lesbegue. Denotaremos a los espacios de Sobolev como Wm,p, donde m
representa el número de derivadas débiles que puede tener una función, mientras que p es el
orden de integración. Dicho lo anterior ahora definiremos estos espacios en dimensión uno.

Definición 1.2.15 Sea 1 ≤ p ≤ ∞, el espacio de Sobolev W 1,p(0, 1) se define como

W 1,p(0, 1) =

{
u ∈ Lp(0, 1) | ∃ u′ ∈ Lp(0, 1) que satisface∫ 1

0
uφ′ = −

∫ 1

0
u′φ, ∀φ ∈ D1

0(0, 1)

}
,

es decir, el conjunto de funciones que están en Lp(0, 1) y tienen derivada débil. Además,
W 1,p(0, 1) está equipado con la siguiente norma

∥u∥W 1,p(0,1) =
(
∥u∥pLp(0,1) + ∥u′∥pLp(0,1)

)1/p
.

Análogamente, para p = ∞, W 1,∞(0, 1) se equipa con la norma

∥u∥W 1,∞(0,1) = máx
∥∥u′∥∥

L∞(0,1)
.

Cabe destacar que W 1,p(0, 1) es un subespacio de Lp(0, 1), y ya que por el Teorema 1.2.5,
Lp(0, 1) es un espacio de Banach, W 1,p(0, 1) también es un espacio de Banach. Enunciamos
esto en el siguiente teorema (cuya demostración se da en [AF03]).

Teorema 1.2.16 El espacio W 1,p(0, 1) es un espacio de Banach.
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1.2.3. El espacio H1
0

En esta sección vamos a comenzar estudiando el espacio de Sobolev cuando p = 2, es decir,
W 1,2(0, 1). Similar a lo que sucede en el Teorema 1.2.16, dado que W 1,2(0, 1) es un subespacio
de L2(0, 1), por el Teorema 1.2.6, W 1,2(0, 1) hereda una propiedad importante de L2(0, 1), la
cual es es ser un espacio de Hilbert (ver [Tro10, AF03, Bre10]). Hacemos entonces la siguiente
notación:

H1(0, 1) :=W 1,2(0, 1),

es decir,

H1(0, 1) =

{
u ∈ L2(0, 1) | ∃ u′ ∈ L2(0, 1) que satisface∫ 1

0
uφ′ = −

∫ 1

0
u′φ, ∀φ ∈ D1

0(0, 1)

}
,

equipado con la norma

∥u∥H1(0,1) =
(
∥u∥2L2(0,1) +

∥∥u′∥∥2
L2(0,1)

)1/2
,

y con el producto escalar

(u, v)H1(0,1) = (u, v)L2(0,1) +
(
u′, v′

)
L2(0,1)

=

∫ 1

0

(
uv + u′v′

)
dx.

En la Sección 1.4 se estudia la existencia y unicidad de soluciones débiles para ecuacio-
nes parabólicas en dimensión uno, con condiciones de frontera tipo Dirichlet homogénea (ver
[Bre10, Eva10, Tro10]), es decir, la solución de nuestra ecuación parábolica es igual a cero en
la frontera Σ = {0, 1}× (0, T ), para un tiempo T > 0, y donde {0, 1} son los puntos de frontera
del conjunto (0, 1). Dicho esto, el valor de la solución y ∈ H1 de la ecuación parabólica eva-
luada en la frontera Σ debe ser cero. El problema radica en que Σ, dado como un subconjunto
de R2, tiene medida cero (ver [DM99, Tro10]), por lo que el valor de la función y ∈ L2(0, 1)
evaluada en Σ puede ser arbitrario sin afectar a y como elemento de L2(0, 1). Para resolver
este problema vamos a mencionar la noción de cerradura de un conjunto (ver [Tro10, DM99]).
Sea E ⊂ H, donde H es un espacio de Hilbert con norma ∥ · ∥H. La cerradura de E se denota
por

Ē = {x ∈ H | x es el ĺımite de una sucesión {xn}∞n=1 ⊂ E}.

Decimos que el conjunto E ⊂ H es denso en H si Ē = H. Con esta noción podemos dar la
definición del espacio H1

0 .

Definición 1.2.17 La cerradura del conjunto de funciones de prueba D(0, 1) en H1(0, 1) es
denotado como H1

0 (0, 1).

Observamos que H1
0 es un espacio de Hilbert equipado con la norma ∥ · ∥H1 . Además, por defi-

nición, D(0, 1) es denso en H1
0 (0, 1). Por lo tanto, los elementos de H1

0 pueden ser considerados
como funciones que evaluadas en la frontera Σ son iguales a cero.
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1.2.4. El espacio H−1

Denotaremos con H−1 al dual del espacio H1
0 , es decir, el espacio H−1 es el conjunto de

todos los funcionales lineales y continuos que están bien definidos en H1
0 . Con ayuda de la

Definición 1.1.24 intrducimos el producto de dualidad entre H−1(0, 1) y H1
0 (0, 1).

Definición 1.2.18 Denotaremos con (·, ·)H−1,H1
0
al producto de dualidad entre H−1(0, 1) y

H1
0 (0, 1), es decir que dado un funcional lineal y continuo f ∈ H−1(0, 1), y un elemento

u ∈ H1
0 (0, 1) se tiene

f(u) = (f, u)H−1,H1
0
.

Con lo anterior podemos dar una definición concreta del espacio H−1 (ver [Eva10]).

Definición 1.2.19 Sea f ∈ H−1(0, 1) un funcional lineal y continuo definido en H1
0 (0, 1).

Entonces f esta equipado con la siguiente norma

∥f∥H−1(0,1) = sup
{
(f, u)H−1,H1

0
| u ∈ H1

0 (0, 1), ∥u∥H1
0 (0,1)

≤ 1
}
.

Finalmente enunciamos el siguiente teorema cuya demostración se puede consultar en [Eva10].

Teorema 1.2.20 (Caracterización de H−1) Supongamos que f ∈ H−1(0, 1). Entonces exis-
ten funciones f0, f1, . . . , fn en L2(0, 1) tal que

(f, v)H−1,H1
0
=

∫ 1

0

(
f0v +

n∑
i=1

fivx

)
dx, (1.6)

∀ v ∈ H1
0 (0, 1) y donde vx = ∂v

∂x . Además

∥f∥H−1(0,1) = ı́nf


(∫ 1

0

n∑
i=0

∣∣f i∣∣2 dx)1/2

| f satisface (1.6) para f0, . . . , fn ∈ L2(0, 1)

 .

1.3. Convergencia débil

Para esta sección denotaremos con B a los espacios de Banach definidos en el campo de
los reales. Además, el dual de B lo definiremos como B∗, y el producto de dualidad entre estos
espacios lo denotaremos como (·, ·)B∗,B. Dicho esto damos la siguiente definición:

Definición 1.3.1 Decimos que una sucesión en un espacio de Banach {uk}∞k=1 ⊂ B converge
debilmente a una función u ∈ B, denotado como

uk ⇀ u,

si
(u∗, uk)B∗,B ⇀ (u∗, u)B∗,B ,

para cada funcional lineal y continuo acotado u∗ ∈ B∗.
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De la definición anterior podemos observar que si uk → u, entonces uk ⇀ u. También es cierto
que cualquier sucesión que converge débilmente es acotada. Además, si uk ⇀ u, entonces

∥u∥B ≤ ĺım inf
k→∞

∥uk∥B .

Ahora enunciamos el siguiente teorema (el cual se puede consultar en [Eva10]).

Teorema 1.3.2 (Compacidad débil) Sea B un espacio de Banach, y {uk}∞k=1 ⊂ B una
sucesión acotada. Entonces existe una subsucesión

{
ukj
}∞
j=1

⊂ {uk}∞k=1 y u ∈ B tal que

ukj ⇀ u.

Es decir, las sucesiones acotadas en un espacio de Banach son débilmente precompactas (existe
una subsucesión que converge débilmente a una función en ese espacio). En particular,una
sucesión acotada en un espacio de Hilbert contiene una subsucesión débilmente convergente.

1.4. Existencia y unicidad de soluciones débiles para ecuacio-
nes parabólicas

En esta sección vamos a estudiar la existencia y unicidad de soluciones débiles para ecua-
ciones parabólicas en dimensión uno. Las ecuaciones parabólicas son una generalización de la
ecuación de calor, por lo que, encontrar una solución débil para las ecuaciones parabólicas es
imprescindible para el control de la ecuación de calor.

Vamos a comenzar definiendo una ecuación parabólica. Para ello sea el conjunto (0, 1),
cuyos puntos de frontera son denotados por Γ = {0, 1}. Definimos Q = (0, 1) × (0, T ), para
algún tiempo T > 0. Ahora sea y : Q̄ → R una función dependiente del tiempo t ∈ (0, T ) y
una variable x ∈ (0, 1), hacemos la siguiente notación:

yx =
∂y

∂x
, yxx =

∂2y

∂x2
,

yt =
∂y

∂t
, ytt =

∂2y

∂t2
.

Además, establecemos Σ = Γ× (0, T ) y consideramos la siguiente ecuación:
yt +Ay = v en Q,

y(x, t) = 0 para (x, t) ∈ Σ,

y(x, 0) = y0 en (0, 1),

(1.7)

donde v : Q→ R y y0 : (0, 1) → R. Por último A es un operador diferencial de segundo orden.
Este operador puede tener la forma de divergencia o no divergencia (ver [Eva10]). Para esta
tesis usaremos la forma de divergencia, que es la siguiente:

Ay = − (a(x, t)yx)x + b(x, t)yx + c(x, t)y, (1.8)
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con x ∈ (0, 1), y donde a(x, t), b(x, t), c(x, t) ∈ L∞ (Q), v ∈ L2(Q), y0 ∈ L2(0, 1).
Decimos que la ecuación (1.7) es de tipo parabólico si cumple con la siguiente desigualdad
(llamada condición de elipticidad), para una constante α > 0

a(x, t) ≥ α.

Ahora vamos a dar el siguiente ejemplo que da un caso espećıfico de las ecuaciones parabólicas.
Dicha ecuación resultante es la ecuación de calor.

Ejemplo 1.4.1 Para el operador (1.8) y la ecuación (1.7) se tiene a(x, t) ≡ 1, b(x, t) ≡
c(x, t) ≡ v ≡ 0. Entonces Ay = −yxx, y la ecuación (1.7) se transforma en la ecuación de
calor. Además, observamos que para α = 1 se satisface la condición de elipticidad.

1.4.1. Motivación

Vamos a dar una motivación para la definición de solución débil de la ecuación parabólica
(1.7). Para ello haremos una analoǵıa con el Ejemplo 1.2.11 visto con anterioridad. Primero
vamos a suponer temporalmente que la solución y = y(x, t) de (1.7) es infinitamente diferen-
ciable, por lo que podemos multiplicar la ecuación (1.7) por una función suave del conjunto de
funciones de prueba z0 ∈ D(0, 1), e integrar en el conjunto (0, 1). Tal como pasa en el Ejemplo
1.2.11, deberemos integrar algunos términos por partes. Luego, observamos que z0 = 0 en la
frontera. Ahora, recordamos que el conjunto de funciones de prueba D(0, 1) es denso en el
espacio H1

0 (0, 1), por lo que podemos reemplazar la función z0 por z ∈ H1
0 (0, 1). La ecuación

resultante de multiplicar z ∈ H1
0 (0, 1) por (1.7) se satisface para y ∈ H1

0 (0, 1). Como se men-
cionó en la Sección 1.2.3, si la solución y pertenece al espacio H1

0 , entonces podemos cumplir
con las condiciones de frontera de la ecuación parabólica (1.7).

Vamos a detallar anaĺıticamente lo dicho en el párrafo anterior. Comenzamos dando la
siguiente definición:

Definición 1.4.2 Sea 1 ≤ p < ∞. El espacio Lp(0, T ; (0, 1)) consta de todas las funciones
medibles u : [0, T ] → (0, 1) con

∥u∥Lp(0,T ;(0,1)) :=

(∫ T

0
∥u(t)∥p

L2(0,1)
dt

)1/p

<∞.

Además,
∥u∥L∞(0,T ;(0,1)) := ess sup

0≤t≤T
∥u(t)∥L2(0,1) <∞.

Ahora, para esta sección vamos a considerar a la solución y de (1.7) como un mapeo que va
del intervalo [0, T ] al espacio H1

0 (0, 1), en lugar de tomarla como una función que evalua a las
variables x, y juntas, es decir

y : [0, T ] → H1
0 (0, 1),

tal que
[y(t)](x) := y(x, t) en Q.
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De manera similar definimos
v : [0, T ] → L2(0, 1),

tal que
[v(t)](x) := v(x, t) en Q.

Efectuamos el producto interno entre la ecuación (1.7) con una función fija z ∈ H1
0 (0, 1), por

lo que se tiene
(yt, z)L2(0,1) + (Ay, z)L2(0,1) = (v, z)L2(0,1). (1.9)

Recordamos que (·, ·)L2(0,1) denota el producto interno en L2(0, 1) (ver Teorema 1.2.6), es decir

(v, z)L2(0,1) =

∫ 1

0
vz dx. (1.10)

Sustituyendo (1.8) en (1.9) y desarrollando el producto interno de este término como en la
ecuación (1.10) se tiene

(Ay, z)L2(0,1) =

∫ 1

0
(Ay)z dx =

∫ 1

0
− (a(x, t)yx)x z + (b(x, t)yx) z + c(x, t)yz dx. (1.11)

Integramos por partes el primer término de (1.11)∫ 1

0
− (a(x, t)yx)x z dx = − (a(x, t)yx) z

∣∣∣∣1
0

+

∫ 1

0
a(x, t)yxzx dx

=

∫ 1

0
a(x, t)yxzx dx, (1.12)

esto debido a que z ∈ H1
0 (0, 1). Sustituyendo (1.12) en (1.11) se tiene

(Ay, z)L2(0,1) =

∫ 1

0
a(x, t)yxzx + b(x, t)yxz + c(x, t)yz dx.

Establecemos (Ay, z)L2(0,1) = B[y, z; t], donde B : H1
0 ×H1

0 → R. Entonces la ecuación (1.9)
se convierte en

(yt, z)L2(0,1) +B[y, z; t] = (v, z)L2(0,1). (1.13)

Ahora, de la ecuación (1.7) podemos observar que

yt = v −Ay = f0 + f1x en Q, (1.14)

con {
f0 := v − b(x, t)yx − c(x, t)y,

fj := a(x, t)yx.
(1.15)

Gracias al Teorema 1.2.20 y a las ecuaciones (1.13),(1.14), podemos suponer que yt es un
elemento de H−1.
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Para poder continuar mencionamos el siguiente teorema (su demostración se puede con-
sultar en [Eva10]), el cual dice que la solución del sistema (1.7) perteneciente al espacio de
Sobolev H1

0 , puede redefinirse como una función continua, proporcionando una manera más
sencilla de trabajar en este espacio. Además, esta función que se ha redefinido es continua en el
espacio [0, T ], lo que permite satisfacer las condiciones iniciales de nuestra ecuación parabólica
(1.7).

Teorema 1.4.3 Supongamos y ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (0, 1)
)
, con yt ∈ L2

(
0, T ;H−1(0, 1)

)
. Entonces

y ∈ C
(
[0, T ];L2(0, 1)

)
.

El mapeo
t 7→ ∥y(t)∥2L2(0,1),

es absolutamente continuo, con

d

dt
∥y(t)∥2L2(0,1) = 2 (yt, y(t))L2(0,1) ,

para 0 ≤ t ≤ T c.t.p. Además, se tiene la siguiente desigualdad

máx
0≤t≤T

∥y(t)∥L2(0,1) ≤ C
(
∥y∥L2(0,T ;H1

0 (0,1))
+ ∥yt∥L2(0,T ;H−1(0,1))

)
,

donde la constante C depende solo de T .

Luego de la ecuación (1.15) podemos intuir que es factible encontrar una solución débil tal que
yt ∈ H−1(0, 1), para el tiempo 0 ≤ t ≤ T c.t.p.

Definición 1.4.4 Una función y ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (0, 1)
)
, con yt ∈ L2

(
0, T ;H−1(0, 1)

)
, es una

solución débil de la ecuación parabólica (1.7) si se cumple

(yt, z)H−1,H1
0
+B[y, z; t] = (v, z)L2(0,1),

para cada z ∈ H1
0 (0, 1) y en 0 ≤ t ≤ T, c.t.p. (donde recordamos que (·, ·)H−1,H1

0
denota el

producto de dualidad entre H−1(0, 1) y H1
0 (0, 1)), y además,

[y(0)](x) = y0.

1.4.2. Existencia y unicidad

Dados los propósitos de esta tesis, nos basaremos en el método de Galerkin (los detalles de
este método se dan en [Eva10]) para la demostración de la existencia y unicidad de soluciones
débiles para ecuaciones parabólicas. La idea básica de este método consiste en aproximar la
solución y : [0, T ] → H1

0 (0, 1) de la ecuación parabólica (1.7), a través de funciones ym :
[0, T ] → Em, donde Em ⊂ H0

1 (0, 1) es un subespacio de dimensión finita de tamaño m. Para
nuestro análisis Em = (w1, . . . , wm), m ∈ N, donde podemos considerar que wm = wm(x) son
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funciones suaves. La solución aproximada ym(t) se encuentra en el espacio de dimensión finita
generado por Em, tal que {wk}∞k∈N es una base ortogonal de H1

0 (0, 1) y {wk}∞k∈N es una base
ortonormal de L2(0, 1). Esto es aśı debido a que para obtener ym(t), hacemos la proyección
de la ecuación parabólica (1.7) sobre Em. Al hacer esta proyección obtenemos un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), cuya solución se da por la teoŕıa de EDOs (ver
[CL55]). Cada ym(t) satisface una estimación de enerǵıa dada por el siguiente teorema (cuya
demostración se da en [Eva10]).

Teorema 1.4.5 (Estimación de enerǵıa) Existe una constante C, que depende de T, (0, 1),
y de los coeficientes de (1.8), tal que

máx
0≤t≤T

∥ym(t)∥L2(0,1) + ∥ym∥L2(0,T ;H1
0 (0,1))

+ ∥ym,t∥L2(0,T ;H−1(0,1)) (1.16)

≤ C
(
∥v∥L2{0,T ;L2(0,1)) + ∥y0∥L2(0,1)

)
.

Estas estimaciones son uniformes para cada m ∈ N, lo que permite tomar el ĺımite m →
∞ y obtener la solución completa de la ecuación parabólica (1.7). Para explicar esto más a
fondo, de la ecuación (1.16), vemos que la sucesión {ym}∞m=1 está acotada uniformemente en
L2
(
0, T ;H1

0 (0, 1)
)
, y {ym,t}∞m=1 está acotado en L2

(
0, T ;H−1(0, 1)

)
. Entonces, por el Teorema

1.3.2, existe una subsucesión {ymi}
∞
i=1 ⊂ {ym}∞m=1 y una función y ∈ L2

(
0, T ;H1

0 (0, 1)
)
, con

yt ∈ L2
(
0, T ;H−1(0, 1)

)
, tal que{
ymi ⇀ y débilmente en L2

(
0, T ;H1

0 (0, 1)
)
,

ymi,t ⇀ yt débilmente en L2
(
0, T ;H−1(0, 1)

)
.

Este argumento es la base para demostrar la existencia de una solución débil de las ecuaciones
parabólicas. Mencionamos entonces el siguiente teorema (su demostración se puede ver en
[Eva10]).

Teorema 1.4.6 (Existencia de soluciones débiles) Existe una solución débil de (1.7)

La unicidad se da en el siguiente teorema (cuya demostración se puede consultar en [Eva10]).

Teorema 1.4.7 (Unicidad de las soluciones débiles) Una solución débil de (1.7) es úni-
ca.



Controlabilidad de sistemas lineales
en dimensión finita (EDO)

Para el estudio del control de la ecuación de calor deberemos explicar antes algunas defini-
ciones aplicadas a ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) en dimensión finita, esto con el
fin de presentar algunas ideas clave que podrán ayudarnos posteriormente a explorar técnicas
utilizadas para la demostración de la controlabilidad y observabilidad de las ecuaciones par-
ciales en una dimensión.
Comenzaremos explicando algunas nociones de control clásico, para ello definimos la siguiente
notación. Sea x : [0, T ] → Rn una función dependiente del tiempo, entonces

ẋ =
dx

dt
, ẍ =

d2x

dt2
.

Además, seam,n > 0 conm,n ∈ N, y consideramos el siguiente sistema para un tiempo T > 0.{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0,
(2.1)

donde A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, x0 ∈ Rn es el dato inicial. La variable x(t) representa el estado,
y u : [0, T ] → Rm, representa el control.
Tal como se describe en [Kuo62], para facilidad de expresión y manipulación, el sistema (2.1),
el cual es dinámico, lineal e invariante en el tiempo, está dado en la forma de espacio de
estados. De esta manera, el conocimiento de la variable x(t), en cualquier instante de tiempo
t0 > 0 y la información sobre la entrada aplicada en este mismo momento t0, son suficientes
para determinar el estado del sistema en cualquier momento t > t0. Se necesita encontrar
una forma para modificar el comportamiento de la ecuación (2.1) expresado en términos de la
variable x(t), por medio de acciones de control que se aplican a la entrada del sistema a través
de la variable u(t). En la práctica lo que se requiere es tener menos controles que ecuaciones
(estados), es decir, que m < n.
Ahora, deberemos ver que el sistema tenga una solución. En [Kai80] se obtiene una solución
para la ecuación (2.1), es decir, dada una condición inicial x0 ∈ Rn y una función u(t) ∈
L2(0, T ;Rm), el sistema (2.1) tiene una única solución x(t), caracterizada por la fórmula de
variación de las constantes

x(t) = eAtx0 +

∫ t

0
eA(t−s)Bu(s) ds, ∀ t ∈ [0, T ]. (2.2)
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La ecuación (2.2) nos dice como es la solución de (2.1), y es bien conocida para las EDOs lineales
de dimensión finita. Sabiendo esto, ahora nos enfocaremos en estudiar la controlabilidad de
este sistema.

Como ya se ha mencionado, el objetivo de este caṕıtulo es explorar algunos conceptos
aplicados a las ecuaciones diferenciales ordinarias, como una motivación para entender las
definiciones que se utilizarán para la controlabilidad y observabilidad de la ecuación de calor
en el Caṕıtulo 3.

2.1. Controlabilidad exacta y controlabilidad a cero para EDOs

La existencia de un control que permite llevar el estado inicial de un sistema lineal de EDOs
a un estado final deseado está ligado al concepto de controlabilidad exacta. En control clásico,
la noción de controlabilidad y controlabilidad exacta son idénticas, sin embargo, para ser más
expĺıcitos y evitar confusiones, en este texto se utiliza el término controlabilidad exacta. Por
otro lado, la controlabilidad a cero consiste en encontrar un control que lleve el estado inicial
de un sistema lineal de EDOs al estado final cero. Veremos más adelante que un sistema de
EDOs es exactamente controlable si y solo si es controlable a cero. Toda esta teoŕıa está bien
fundamentada, e incluso existe el criterio de controlabilidad de Kalman (ver [Kai80, L0́9]) que
da una condición suficiente y necesaria para demostrar la controlabilidad exacta de un sistema
de EDOs, algo que no pasa para EDPs. En [Zua02, FR71] se explica porque la controlabilidad
exacta no se logra para un sistema de EDPs (esto también se analiza en el Caṕıtulo 3).
Dicho lo anterior damos la siguiente definición:

Definición 2.1.1 El sistema (2.1) se dice exactamente controlable al tiempo T > 0, si dado
cualquier dato inicial x0 ∈ Rn y cualquier dato final x1 ∈ Rn existe un control u ∈ L2(0, T ;Rm)
tal que la solución de (2.1) satisface

x(T ) = x1.

Para enfocar de una mejor manera el concepto de controlabilidad exacta, daremos los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 2.1.2 Sea el sistema (2.1) donde

A =

(
1 0
0 1

)
, B =

(
1
0

)
, x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
, x0 =

(
x01
x02

)
,

entonces se tiene que {
ẋ1(t) = x1(t) + u,

ẋ2(t) = x2(t).

Usando la ecuación (2.2), tenemos quex1(t) = etx01 +

∫ t

0
e(t−s)u(s) ds,

x2(t) = etx02.
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Observamos que este sistema no es exactamente controlable, pues x2 está determinado única-
mente por x02. □

Ejemplo 2.1.3 Sea el sistema (2.1), tal que se tiene un solo control y dos estados (n=2,
m=1). Consideremos entonces

A =

(
0 1
−1 0

)
, B =

(
0
1

)
, x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
,

con condiciones iniciales y finales

x0 =

(
x01
x02

)
, x1 =

(
x11
x12

)
. (2.3)

Por lo tanto tenemos el siguiente sistema de ecuaciones{
ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = u(t)− x1(t).
(2.4)

En (2.4), observamos que una de las ecuaciones esta siendo afectada expĺıcitamente por el con-
trol u(t), sin embargo, determinar la solución del sistema por medio de la fórmula de variación
de constantes no es sencillo debido a la complejidad del cálculo de la matriz exponencial, por
lo que deberemos utilizar otro método para corroborar que en este ejemplo el sistema es exac-
tamente controlable. Para ello, dado (2.3) arbitrario, es posible construir una función suave
z(t) de modo que {

z(0) = x01, z(T ) = x11,

ż(0) = x02, ż(T ) = x12.
(2.5)

Dicha función podemos construirla seleccionando, por ejemplo, un polinomio cúbico (ya que es
posible obtener su segunda derivada) tal que

z(t) = at3 + bt2 + ct+ d,

ż(t) = 3at2 + 2bt+ c,

z̈(t) = 6at+ 2b.

(2.6)

donde a, b, c, d son constantes. Luego, de (2.5) y (2.6) podemos deducir que z(0) = d = x01 y
ż(0) = c = x02. De la misma manera, se sigue que{

z(T ) = x11 = aT 3 + bT 2 + x02T + x01,

ż(T ) = x12 = 3aT 2 + 2bT + x02,

lo que implica el siguiente sistema de ecuaciones

x11 − x01 − x02T = aT 3 + bT 2,

x12 − x02 = 3aT 2 + 2bT.
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Resolvemos utilizando el método de Gauss-Jordan, entonces, denotamos con i1, i2 para referir-
nos a la primer y segunda fila de la siguiente matriz, por lo que se tiene(

T 3 T 2 | x11 − x01 − x02T
3T 2 2T | x12 − x02

)
i2T=i2=⇒

(
T 3 T 2 | x11 − x01 − x02T
3T 3 2T 2 | x12T − x02T

)
i2−3i1=i2=⇒

(
T 3 T 2 | x11 − x01 − x02T
0 −T 2 | −3x11 + 3x01 + 2x02T + x12T

)
i1+i2=i1=⇒(

T 3 0 | −2x11 + 2x01 + x02T + x12T
0 −T 2 | −3x11 + 3x01 + 2x02T + x12T

)
.

Dividiendo la primer fila de este último resultado entre T 3 y la segunda fila entre −T 2 se tiene(
1 0 | −2x1

1+2x0
1+x0

2T+x1
2T

T 3

0 1 | 3x1
1−3x0

1−2x0
2T−x1

2T
T 2

)
.

Por lo tanto obtenemos los valores de las constantes de la ecuación (2.6), es decir
a =

−2x11 + 2x01 + x02T + x12T

T 3
, c = x02,

b =
3x11 − 3x01 − 2x02T − x12T

T 2
, d = x01.

Ahora, tomaremos u(t) = z̈(t) + z(t) debido a que por (2.5), tenemos que tanto x1(t) como la
función z(t) tienen las mismas condiciones iniciales y finales, es decir, por la linealidad y con-
tinuidad de (2.1), aśı como la existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones diferenciales,
x1(t) coincide con z(t). Luego se tiene que

ẍ1(t) = ẋ2(t) = u(t)− x1(t) =⇒ ẍ1(t) + x1(t) = u(t) = z̈(t) + z(t),

entonces se satisfacen los requerimientos de controlabilidad. □

Vemos que en el Ejemplo 2.1.3, la ecuación ẋ1(t) = x2(t), de (2.4) es afectada indirectamente
por el control u(t), lo cual se observa más claramente al construir la función z(t), por lo que
es posible alcanzar cualquier estado final por medio de acciones de control y dado un dato
inicial. Gracias a la diversidad de formas en que se puede establecer z(t), podemos advertir
que u(t) no es único, sino que existe una infinidad de controles. Esto se ejemplifica de una mejor
manera en [DOP02], donde se hace un análisis de la controlabilidad exacta de la ecuación de
calor con coeficientes de difusión discontinua, aqúı el objetivo es proporcionar un control, de
varios que existen, tal que se pueda hallar la trayectoria ideal que nos permita llegar de una
condición inicial dada a un estado final, es decir se deberán calcular acciones de control tal
que se determine el valor óptimo de las variables que definen el sistema en cada instante de
tiempo, dentro de un intervalo dado.

En [Zua02] se define la controlabilidad exacta como la posibilidad de llegar cualquier estado
final x1 dada una condición inicial x0 y un control u ∈ L2 (0, T ;Rm). Por lo tanto, observamos
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que hay una equivalencia entre alcanzar cualquier vector de Rn y la controlabilidad exacta.
Escribiremos esto formalmente, para ello definiremos el siguiente conjunto, al cual llamaremos
conjunto de estados alcanzables

R
(
T, x0

)
=
{
x(T ) ∈ Rn | x es solución de (2.1) conu ∈ L2 (0, T ;Rm)

}
,

por lo tanto, se tiene que

Controlabilidad exacta ⇐⇒ R
(
T, x0

)
= Rn,

para cualquier x0 ∈ Rn. Por esta definición de controlabilidad exacta y dado que el sistema
(2.1) es lineal, sin perdida de generalidad, podemos asumir que x1 ≡ 0. Por otro lado si x1 ̸= 0,
se puede resolver {

ẏ(t) = Ay(t) con t ∈ (0, T ),

y(T ) = x1,

y definir z(t) = x(t)− y(t), donde{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

x(0) = x0.

Dado que z(t) = x(t)− y(t) ⇒ ż(t) = ẋ(t)− ẏ(t), entonces

ż(t) = ẋ(t)− ẏ(t)

= Ax(t) +Bu(t)−Ay(t)

= A(x(t)− y(t)) +Bu(t)

= Az(t) +Bu(t).

Por lo tanto tenemos
ż(t) = Az(t) +Bu(t).

Luego z(0) = x(0)− y(0) = x0 − y(0), entonces tenemos el siguiente sistema{
ż = Az +Bu,

z(0) = x0 − y(0),

Observamos que z(T ) = x(T )− y(T ), sustituyendo y(T ), tenemos

z(T ) = x(T )− y(T ),

= x(T )− x1.

Si z(T ) = 0 =⇒ x(T ) = x1.
Esta noción se utilizará más adelante, y dice que si tenemos un sistema lineal el cual queremos
controlar para alcanzar un estado final, es más factible reducir el problema de manera que po-
damos estudiar la controlabilidad que nos lleva hacia un estado final cero. Por lo tanto, cuando
tengamos un problema de control para un sistema tal que se requiera llegar a cualquier estado
final, podemos proponer un sistema auxiliar con el que podamos simplificar a un problema
de encontrar la controlabilidad del sistema de un dato inicial a cero. Esto motiva la siguiente
definición.
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Definición 2.1.4 El sistema (2.1){
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), t ∈ (0, T ),

x(0) = x0.

se dice controlable a cero en tiempo T > 0 si dado cualquier dato inicial x0 ∈ Rn existe
u ∈ L2(0, T ;Rm) tal que x(T ) = 0.

Entonces, de la definición anterior se tiene que:

controlabilidad a cero ⇐⇒ 0 ∈ R(x0, T ),

para cualquier x0 ∈ Rn. Como consecuencia de esto tenemos:

controlabilidad a cero ⇐⇒ Controlabilidad exacta.

Como conclusión, podemos decir entonces que el sistema (2.1) es controlable a cero si y solo si
0 ∈ R(T, x0).

2.2. Observabilidad para EDOs

La razón por la cual se estudiará el concepto de observabilidad es porque éste implica
la controlabilidad exacta y viceversa. La manera en como se relaciona la observabilidad y la
controlabilidad exacta es a través de una desigualdad, conocida como desigualdad de observabi-
lidad. Esta idea fue introducida por J.L. Lions en [Lio88a, Lio88b], a través de un procedimiento
llamado el método de unicidad de Hilbert (HUM). Tal como se describe en [Ped00], el método
de unicidad de Hilbert permite caracterizar el espacio donde se encuentra el dato inicial para
garantizar la controlabilidad exacta y aśı poder identificar uno o varios controles óptimos, es
decir, con este método se encuentra una trayectoria ideal que nos permite llegar de una condi-
ción inicial dada a un estado final, tal que sé minimice el costo de enerǵıa. Es útil mencionar
que el método HUM se utiliza para el estudio de la controlabilidad exacta, mientras que una
variante de este método se usa para el estudio de la controlabilidad aproximada, lo cual se
verá en el Caṕıtulo 3. En varios art́ıculos como en [Zua02, Zua97] se menciona que utilizar el
método HUM en la ecuación de calor resulta ser bastante complicado, sin embargo este método
es de utilidad si se desea estudiar otros casos espećıficos de las ecuaciones diferenciales par-
ciales, como la ecuación de onda [Kom89]. En esta sección se estudiará el método HUM como
introducción para establecer varios conceptos que nos ayudarán más adelante. Dividiremos el
método HUM por etapas, las cuales se explicarán a lo largo de las siguientes subsecciones. En
la subsección 2.2.1 se plantea la desigualdad de observabilidad, mientras que en la subsección
2.2.2 se demuestra que la observabilidad implica la controlabilidad exacta.

2.2.1. Desigualdad de observabilidad

Explicaremos el método de unicidad de Hilbert paso a paso para deducir la relación entre
la observabilidad y la controlabilidad exacta. Este método se estudia en [Lio88a, Ben93], sin
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embargo, debido a que en la presente sección se analiza la observabilidad para un sistema de
EDOs, haremos algunas variaciones de este procedimiento de una manera similar a como se
explica en [Lag91, CGL94].

En la primera etapa del método HUM se considera el sistema lineal que deseamos controlar,
este sistema fue descrito en la sección anterior en la ecuación (2.1). Para la segunda etapa del
método HUM debemos definir el sistema adjunto homogéneo de la ecuación (2.1), para ello
se introducirá el concepto de operador adjunto [Kub12, DM99]. Denotamos con A∗ como la
matriz adjunta de A, es decir, aquella con la propiedad

(Ax, y)Rn = (x,A∗y)Rn , ∀ x, y ∈ Rn,

y entonces, podemos considerar el sistema adjunto homogéneo correspondiente a la ecuación
(2.1), con φ = φ(t), es decir {

−φ̇ = A∗φ, con t ∈ (0, T ),

φ(T ) = φT .
(2.7)

Para cada φT ∈ Rn, el sistema (2.7) puede ser resuelto hacia atrás en el tiempo. Podemos
aplicar un cambio de variable (t→ T−t) a la ecuación (2.7) para generar un nuevo sistema que
pueda ser resuelto hacia adelante en el tiempo. Para ello definimos φ̃(t) = φ(T−t), que implica
˙̃φ(t) = −φ̇(T−t), y A∗φ̃(t) = A∗φ(T−t), por lo que ˙̃φ(t)−A∗φ̃(t) = −φ̇(T−t)−A∗φ(T−t) = 0
por (2.7). Además φ̃(0) = φT , entonces podemos formar la siguiente ecuación{

˙̃φ(t) = A∗φ̃(t), con t ∈ (0, T ),

φ̃(0) = φ̃0.
(2.8)

La continuidad de la solución φ̃ para este nuevo sistema y los criterios de existencia y unicidad
para ecuaciones diferenciales ordinarias se aplican a (2.8) como por ejemplo en [CL55], por lo
que podemos decir que la ecuación (2.7) cumple con esta misma teoŕıa para EDOs, entonces
existe una única solución φ ∈ L2(0, T ;Rn) para nuestro sistema adjunto que además es conti-
nua. Dicho esto se sigue la tercer etapa del método de unicidad de Hilbert. De igual manera
que se hizo con la matriz A, denotamos como B∗ a la matriz adjunta de B, tal que satisface
lo siguiente

(Bu,φ)Rn = (u,B∗y)Rm ,

para todo φ ∈ Rn, y u ∈ Rm.
Ahora daremos el siguiente lema, el cual propone una relación de dualidad. En [Lag91], se
menciona que dicha relación de dualidad caracteriza los estados finales alcanzables del sistema
adjunto mediante la acción de controles.

Lema 2.2.1 Un dato inicial x0 ∈ Rn de (2.1) es controlado a cero al tiempo T > 0, usando
un control u ∈ L2 (0, T ;Rm), si y solo si:∫ T

0
(u(t), B∗φ(t))Rm dt+

(
x0, φ(0)

)
Rn = 0.



34 Controlabilidad de sistemas lineales en dimensión finita (EDO)

Demostración. Sea φT ∈ Rn arbitrario y φ la solución de la ecuación (2.7). Tomamos la
ecuación ẋ = Ax+Bu y calculamos

(ẋ, φ)Rn = (Ax,φ)Rn + (Bu,φ)Rn . (2.9)

Ahora efectuamos el producto interno en Rn entre la ecuación −φ̇ = A∗φ, y la solución x del
sistema (2.1)

− (φ̇, x)Rn = (A∗φ, x)Rn

= (φ,Ax)Rn

= (Ax,φ)Rn . (2.10)

De las ecuaciones (2.10) y (2.9) se tiene que

(ẋ, φ)Rn + (φ̇, x)Rn = (Bu,φ)Rn .

Por las propiedades del producto interno y el Teorema 1.4.3 tenemos

(ẋ, φ)Rn + (x, φ̇)Rn =
d

dt
(x, φ)Rn = (Bu,φ)Rn ,

que es equivalente a la siguiente ecuación∫ T

0

d

dt
(x, φ)Rndt =

∫ T

0
(Bu,φ)Rn dt,

Aplicamos el Teorema fundamental del cálculo para obtener

(x(T ), φ(T ))Rn − (x(0), φ(0))Rn =

∫ T

0
(Bu,φ)Rn dt.

Como φ(T ) = φT y x(0) = x0, entonces

(x(T ), φT )Rn − (x0, φ(0))Rn =

∫ T

0
(Bu,φ)Rn dt

=

∫ T

0
(u,B∗φ)Rm dt.

usando nuestra hipótesis observamos que

x(T ) = 0,

con lo cual se demuestra nuestro resultado. □

El Lema 2.2.1 resulta ser una herramienta muy útil, pues es fundamental al momento de
deducir la desigualdad de observabilidad y para demostrar algunos otros conceptos que se
exponen más adelante.
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Ahora, para la etapa 4 del método HUM, introducimos el funcional cuadrático, J : Rn → R,
propuesto en [CGL94], cuyos puntos cŕıticos caracterizan el control. Tenemos entonces

J (φT ) =
1

2

∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rm dt+

(
x0, φ(0)

)
Rn , (2.11)

donde φ es la solución del sistema adjunto (2.7) con dato inicial φT ∈ Rn al tiempo T > 0.
Lo que veremos a continuación, es que la igualdad del Lema 2.2.1, es una condición de optima-
lidad para este funcional y el punto cŕıtico es el control que buscamos y nos lleva de un dato
inicial x0 a cero. Enunciaremos entonces el siguiente lema.

Lema 2.2.2 Suponga que el funcional J definido en (2.11) tiene un minimizador φ̂T ∈ Rn y
sea φ̂ la solución del sistema adjunto (2.7) con dato inicial φ̂T . Entonces

u = B∗φ̂,

es un control para el sistema (2.1) con dato inicial x0.

Demostración. Si φ̂T es un punto donde J alcanza su mı́nimo, entonces la derivada de
Gateaux del funcional J , en el punto φ̂T , en la dirección φT , es igual a cero, es decir

∇J(φ̂T )φT = ĺım
h→0

J (φ̂T + hφT )− J (φ̂T )

h
= 0, ∀φT ∈ Rn. (2.12)

Sabemos que φ es solución del sistema (2.7) con dato inicial φT . Ahora sea φ̂ solución del
siguiente sistema {

− ˙̂φ = A∗φ̂, con t ∈ (0, T ),

φ̂(T ) = φ̂T .
(2.13)

De las ecuaciones (2.7) y (2.13) se obtiene{
− ˙̂φ− hφ̇ = A∗φ̂+ hA∗φ, con t ∈ (0, T ),

φ̂(T ) + hφ(T ) = φ̂T + hφT ,

que es equivalente al siguiente sistema con solución (φ̂+ hφ)− d

dt
(φ̂+ hφ) = A∗(φ̂+ hφ), para t ∈ (0, T ),

φ̂(T ) + hφ(T ) = (φ̂T + hφT ).
(2.14)

Gracias a los sistemas (2.13) y (2.14) podemos calcular la derivada direccional (2.12), y de
(2.11) se sigue

∇J(φ̂T )φT = ĺım
h→0

1

h

[
1

2

∫ T

0
∥B∗ (φ̂(t) + hφ(t))∥2Rm dt+

(
x0, φ̂(0) + hφ(0)

)
Rn

−1

2

∫ T

0
∥B∗φ̂(t)∥2Rm dt−

(
x0, φ̂(0)

)
Rn

]
. (2.15)
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Desarrollamos por separado los términos de la ecuación (2.15), es decir, para el primer sumando
se tiene

1

2

∫ T

0
∥B∗ (φ̂(t) + hφ(t))∥2Rm dt =

1

2

∫ T

0
(B∗ (φ̂(t) + hφ(t)) , B∗ (φ̂(t) + hφ(t)))Rm dt

=
1

2

∫ T

0
∥B∗φ̂(t)∥2Rm + h2∥B∗φ(t)∥2Rm

+ 2h (B∗φ̂(t), B∗φ(t))Rm dt, (2.16)

y además, aplicamos las propiedades del producto interno para el segundo sumando de (2.15)(
x0, φ̂(0) + hφ(0)

)
Rn =

(
x0, φ̂(0)

)
Rn + h

(
x0, φ(0)

)
Rn . (2.17)

Sustituimos los resultados (2.16), (2.17) en (2.15) y eliminando términos semejantes obtenemos

∇J(φ̂T )φT = ĺım
h→0

1

h

[
1

2

∫ T

0
h2 ∥B∗φ(t)∥2Rm + 2h (B∗φ̂(t), B∗φ(t))Rm dt+ h

(
x0, φ(0)

)
Rn

]
= ĺım

h→0

[∫ T

0

h

2
∥B∗φ(t)∥2Rm + (B∗φ̂(t), B∗φ(t))Rm dt+

(
x0, φ(0)

)
Rn

]
.

Aplicamos el ĺımite h→ 0, e igualando la derivada direccional a cero se obtiene∫ T

0
(B∗φ̂, B∗φ)Rm dt+

(
x0, φ(0)

)
Rn = 0 ∀φT ∈ Rn.

Definiendo u = B∗φ̂ y usando el Lema 2.2.1 se obtiene el resultado. □

En el Lema 2.2.2 tratamos con un problema de minimización para el funcional J , el cual puede
ser resuelto usando la derivada de Gateaux. Luego, si J tiene mı́nimo en φ̂T , entonces podemos
representar el control u mediante la multiplicación de la matriz B∗ por la solución del sistema
adjunto φ̂, es decir, gracias al Lema 2.2.2 obtenemos un método que nos permite plantear el
control u de una manera sencilla a través del mı́nimo del funcional J , que es el dato inicial del
sistema adjunto.

Siguiendo con la quinta etapa del metodo de unicidad de Hilbert, enunciaremos la siguiente
definición que introduce la desigualdad de observabilidad y nos permite satisfacer una de las
hipotesis para que un funcional J tenga un minimizador. Esta definición puede consultarse en
[Zua02, CGL94].

Definición 2.2.3 Sea φ la solución del sistema adjunto (2.7). Se dice que el sistema (2.7) es
observable al tiempo T > 0 si existe una constante universal C0 > 0 tal que∫ T

0
∥B∗φ∥2Rm dt ≥ CO∥φ(0)∥2Rn , (2.18)

para toda condición inicial φT ∈ Rn.
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La desigualdad (2.18) es importante porque permite saber que la información de nuestro sis-
tema está determinada únicamente por el dato φ(0).
Ahora sea el mapeo

M : Rn −→ Rn,

φT 7−→ φ(0)

donde φ es la solución correspondiente al dato inicial φT . El mapeo M es una transformación
lineal con inversa acotada y por lo tanto se obtiene∫ T

0
∥B∗φ∥2Rm dt ≥ CO2∥φ(T )∥2Rn , (2.19)

que es una segunda variante de la desigualdad de observabilidad (2.18).

2.2.2. Relación entre observabilidad y controlabilidad exacta

Finalmente daremos la sexta, y última etapa del método HUM, donde se demuestra que
el sistema (2.1) es exactamente controlable si y solo si, se satisface la desigualdad de observa-
bilidad (2.18) para el sistema adjunto correspondiente. Observamos que la importancia de la
desigualdad de observabilidad radica en que ayuda a demostrar la controlabilidad exacta. Sin
embargo, antes de continuar, introduciremos algunas definiciones y teoremas que nos ayudarán
a demostrar esta última etapa. Seguido de esto probaremos que el funcional J posee un único
mı́nimo. Con ello podremos demostrar que la observabilidad implica la controlabilidad exacta
para un sistema de EDOs. Por último exponemos el criterio de controlabilidad de Kalman, el
cual es bien conocido en la teoŕıa de control [Kai80, Kuo62, Poz08], y proporciona una ma-
nera sencilla para determinar la controlabilidad exacta de un sistema de EDOs. Entonces la
importancia de este criterio radica en que es equivalente a la controlabilidad exacta.

Lema 2.2.4 Sea la siguiente norma

∥φT ∥A =

[∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rm dt

]1/2
, (2.20)

donde denotamos ∥ · ∥A ≡ ∥ · ∥L2(0,T ;Rm). Entonces, existen constantes c1, c2 > 0, tal que se
satisface la siguiente equivalencia de normas

c1 ∥φT ∥Rn ≤ ∥φT ∥A ≤ c2 ∥φT ∥Rn .

Demostración. Observamos que la equivalencia c1 ∥φT ∥Rn ≤ ∥φT ∥A, ya está dada por la se-
gunda variante de la desigualdad de observabilidad (2.19), por lo que CO2 = c1. Falta demostrar
la equivalencia ∥φT ∥A ≤ c2 ∥φT ∥Rn , para ello de (2.20) se sigue que

∥φT ∥2A =

∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rm dt.
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De la desigualdad de Hölder (ver [Eva10, DM99]), con p = 1 y q = ∞, obtenemos

∥φT ∥2A ≤ T máx
t∈[0,T ]

∥B∗φ(t)∥2Rm . (2.21)

Ahora sea ∥ · ∥Rn : Rn → R y además ∥ · ∥Rm : Rm → R, definimos ∥ · ∥Rm,n : Rm×n → R, tal
que para una matriz M ∈ Rm×n su norma inducida se define como

∥M∥Rm,n = sup
v∈Rn

v ̸=0

∥Mv∥Rm

∥v∥Rn
. (2.22)

Lo anterior implica que para B∗ ∈ Rm×n, y φ(t) ̸= 0 ∈ Rn , obtendremos

∥B∗∥Rm,n = sup
v∈Rn

v ̸=0

∥B∗v∥Rm

∥v∥Rn
≥ ∥B∗φ(t)∥Rm

∥φ(t)∥Rn
.

Multiplicando ambos lados de la desigualdad anterior por ∥φ(t)∥Rn tenemos

∥B∗φ(t)∥Rm ≤ ∥B∗∥Rm,n∥φ(t)∥Rn ,

lo que implica
∥B∗φ(t)∥2Rm ≤ ∥B∗∥2Rm,n∥φ(t)∥2Rn . (2.23)

Sustituyendo (2.23) en (2.21) se tiene

∥φT ∥2A ≤ T máx
t∈[0,T ]

∥B∗φ(t)∥2Rm ≤ CB∗ máx
t∈[0,T ]

∥φ(t)∥2Rn , (2.24)

con CB∗ = T∥B∗∥2Rm,n .

Por otro lado tomamos la ecuación (2.7), de nuestro sistema adjunto homogéneo

−φ̇(t) = A∗φ(t),

y efectuamos el producto interno en ambos lados de la igualdad con φ(t) ∈ Rn, entonces

−(φ̇(t), φ(t))Rn = (A∗φ(t), φ(t))Rn .

Sea −(φ̇(t), φ(t))Rn = −1
2(φ̇(t), φ(t))Rn − 1

2(φ(t), φ̇(t))Rn , se sigue que

−1

2

d

dt
(φ(t), φ(t))Rn = −1

2
((φ̇(t), φ(t))Rn + (φ(t), φ̇(t))Rn) = (A∗φ(t), φ(t))Rn ,

lo que implica,

− d

dt
∥φ(t)∥2Rn = 2(A∗φ(t), φ(t))Rn .

Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz a la igualdad anterior

− d

dt
∥φ(t)∥2Rn ≤ 2∥A∗φ(t)∥Rn∥φ(t)∥Rn ,
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y utilizamos (2.22) como antes, y se tiene

− d

dt
∥φ(t)∥2Rn ≤ CA∗∥φ(t)∥2Rn ,

con CA∗ = 2∥A∗∥Rn,n como constante, y hacemos la siguiente integral en ambos lados de la
desigualdad

−
∫ T

t

d

dt
∥φ(t)∥2Rndt ≤ CA∗

∫ T

t
∥φ(t)∥2Rndt,

para obtener

−∥φ(T )∥2Rn + ∥φ(t)∥2Rn ≤ CA∗

∫ T

t
∥φ(t)∥2Rndt.

Reescribimos la expresión anterior haciendo el siguiente cambio de variable

∥φ(t)∥2Rn ≤ ∥φT ∥2Rn + CA∗

∫ T

t
∥φ(s)∥2Rnds.

Empleando la desigualdad de Gronwall para ecuaciones que se resuelven hacia atrás en el
tiempo (ver [SY09]), se tiene que

∥φ(t)∥2Rn ≤ ∥φT ∥2RneCA∗ (T−t)

de donde se sigue que

máx
t∈[0,T ]

∥φ(t)∥2Rn ≤ ∥φT ∥2Rn

(
máx
t∈[0,T ]

eCA∗ (T−t)

)
= C ′

A∗∥φT ∥2Rn , (2.25)

con C ′
A∗ = eTCA∗ . Entonces de (2.24) y (2.25) obtendremos

∥φT ∥2A ≤ CB∗ máx
t∈[0,T ]

∥φ(t)∥2Rn ≤ c22∥φT ∥2Rn

con c22 = C ′
A∗CB∗ . □

Ahora describiremos el denominado método directo del cálculo de variaciones mediante el
siguiente lema (ver [Rin18, Poz08]).

Lema 2.2.5 (Método directo del cálculo de variaciones) Sea (H, (·, ·)H) un espacio de
Hilbert, y sea J : H → R continuo, convexo y coercivo. Entonces J alcanza su mı́nimo en H.
Más aún, si J es estrictamente convexo, el mı́nimo es único.

Mencionamos la siguiente definición que se plantea en [Poz08], y establece la condición para
que el funcional J sea coercivo.

Definición 2.2.6 Sea (H, (·, ·)H) un espacio de Hilbert. Un funcional J : H → R se dice
coercivo si para cualquier u ∈ H se tiene

ĺım
∥u∥H→∞

J(u) = +∞.
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Por el Lema 2.2.5, hace falta ver que el funcional J , cumpla con algunas propiedades. Para ello
daremos la siguiente proposición.

Proposición 2.2.7 El funcional J definido en la ecuación (2.11) es continuo, estrictamente
convexo y coercivo.

Demostración. Iniciamos probando la continuidad. Sea ϵ0 > 0. De (2.11) se sigue que

|J(φT )− J(φT0)| =
∣∣∣∣12
∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rmdt+ (x0, φ(0))Rn

−1

2

∫ T

0
∥B∗φ0(t)∥2Rmdt− (x0, φ0(0))Rn

∣∣∣∣ .
Agrupamos términos semejantes

|J(φT )− J(φT0)| =
∣∣∣∣12
∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rmdt− ∥B∗φ0(t)∥2Rmdt+ (x0, φ(0))Rn − (x0, φ0(0))Rn

∣∣∣∣ .
(2.26)

Analizamos por separado los términos de la ecuación anterior, entonces tenemos

1

2

∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rmdt− ∥B∗φ0(t)∥2Rmdt =

1

2

∫ T

0
(B∗φ(t), B∗φ(t))Rm − (B∗φ0(t), B

∗φ0(t))Rm .

Sumamos 0 = (B∗φ(t), B∗φ0(t))Rm − (B∗φ(t), B∗φ0(t))Rm , y luego

1

2

∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rmdt− ∥B∗φ0(t)∥2Rmdt =

1

2

∫ T

0
(B∗φ(t), B∗φ(t))Rm − (B∗φ0(t), B

∗φ0(t))Rm

+ (B∗φ(t), B∗φ0(t))Rm − (B∗φ(t), B∗φ0(t))Rm dt

=
1

2

∫ T

0
(B∗φ(t)−B∗φ0(t), B

∗φ(t) +B∗φ0(t))Rm dt.

(2.27)

Por otro lado, por propiedades del producto interno, se tiene que

(x0, φ(0))Rn − (x0, φ0(0))Rn =
(
x0, φ(0)− φ0(0)

)
Rn . (2.28)

Sustituyendo las ecuaciones (2.28) y (2.27) en (2.26) obtenemos

|J(φT )− J(φT0)| =
∣∣∣∣12
∫ T

0
(B∗φ(t)−B∗φ0(t), B

∗φ(t) +B∗φ0(t))Rm dt

+
(
x0, φ(0)− φ0(0)

)
Rn

∣∣ .
Aplicamos la desigualdad del triángulo a la ecuación anterior, entonces

|J(φT )− J(φT0)| ≤
∣∣∣∣12
∫ T

0
(B∗φ(t)−B∗φ0(t), B

∗φ(t) +B∗φ0(t))Rm dt

∣∣∣∣
+
∣∣(x0, φ(0)− φ0(0)

)
Rn

∣∣ . (2.29)
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Examinamos cada término por separado, es decir∣∣∣∣12
∫ T

0
(B∗φ(t)−B∗φ0(t), B

∗φ(t) +B∗φ0(t))Rm dt

∣∣∣∣
≤ 1

2

(∫ T

0
∥B∗ (φ(t)− φ0(t)) ∥2Rm

) 1
2
(∫ T

0
∥B∗ (φ(t) + φ0(t)) ∥2Rm

) 1
2

. (2.30)

Ahora, sabemos que φ es solución de (2.7). Sea φ0(t), solución de el siguiente sistema{
−φ̇0 = A∗φ0, con t ∈ (0, T ),

φ0(T ) = φT0 ,
(2.31)

para φT0 arbitrario. Restamos (2.31) de (2.7), para obtener el siguiente sistema, cuya solución
es (φ(t)− φ0(t)) − d

dt
(φ− φ0) = A∗(φ− φ0), con t ∈ (0, T ),

φ(T )− φ0(T ) = (φT − φT0).
(2.32)

Sumamos (2.31) y (2.7), para obtener el siguiente sistema, cuya solución es (φ(t) + φ0(t))− d

dt
(φ+ φ0) = A∗(φ+ φ0), con t ∈ (0, T ),

φ(T ) + φ0(T ) = (φT + φT0).
(2.33)

Aplicamos (2.20) a los sistemas (2.32) y (2.33), entonces

∥φT − φT0∥A =

[∫ T

0
∥B∗ (φ(t)− φ0(t)) ∥Rm

] 1
2

, (2.34)

y además

∥φT + φT0∥A =

[∫ T

0
∥B∗ (φ(t) + φ0(t)) ∥Rm

] 1
2

. (2.35)

Sustituimos (2.34) y (2.35) en (2.30)∣∣∣∣12
∫ T

0
(B∗φ(t)−B∗φ0(t), B

∗φ(t) +B∗φ0(t))Rm dt

∣∣∣∣ ≤ 1

2
∥φT − φT0∥A∥φT + φT0∥A.

Aplicando el Lema 2.2.4 tenemos que

∥φT − φT0∥A ≤ c2,1∥φT − φT0∥Rn ,

y además

∥φT + φT0∥A ≤ c2,2∥φT + φT0∥Rn .
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Si hacemos C3 =
1
2c2,1c2,2, entonces∣∣∣∣12

∫ T

0
(B∗φ(t)−B∗φ0(t), B

∗φ(t) +B∗φ0(t))Rm dt

∣∣∣∣ ≤ C3∥φT − φT0∥Rn∥φT + φT0∥Rn

= C3∥φT − φT0∥Rn∥φT + φT0 − φT0 + φT0∥Rn

= C3∥φT − φT0∥Rn∥φT − φT0 + 2φT0∥Rn .

Por la desigualdad del triángulo tenemos que∣∣∣∣12
∫ T

0
(B∗φ(t)−B∗φ0(t), B

∗φ(t) +B∗φ0(t))Rm dt

∣∣∣∣
≤ ∥φT − φT0∥Rn (C3∥φT − φT0∥Rn + 2C3∥φT0∥Rn) . (2.36)

Por otro lado, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz al segundo sumando de (2.29), se tiene∣∣(x0, φ(0)− φ0(0)
)
Rn

∣∣ ≤ ∥x0∥Rn∥φ(0)− φ0(0)∥Rn . (2.37)

Aplicamos la desigualdad de observabilidad (2.18) al sistema (2.32)

C∥φ(0)− φ0(0)∥Rn ≤
[∫ T

0
∥B∗ (φ(t)− φ0(t)) ∥Rm

] 1
2

.

Por lo tanto de (2.37) se sigue que

∣∣(x0, φ(0)− φ0(0)
)
Rn

∣∣ ≤ 1

C
∥x0∥Rn

[∫ T

0
∥B∗ (φ(t)− φ0(t)) ∥Rm

] 1
2

. (2.38)

Usamos la ecuación (2.20) y el Lema 2.2.4, entonces∣∣(x0, φ(0)− φ0(0)
)
Rn

∣∣ ≤ 1

C
∥x0∥Rn∥φT − φT0∥A ≤ C4∥x0∥Rn∥φT − φT0∥Rn ,

con C4 = 1
C c2,3, donde c2,3 es la constante de equivalencia entre normas. Sustituyendo las

desigualdades (2.36) y (2.38) en (2.29), se tiene

|J(φT )− J(φT0)| ≤ ∥φT − φT0∥Rn (C3∥φT − φT0∥Rn + 2C3∥φT0∥Rn)

+ C4∥x0∥Rn∥φT − φT0∥Rn

= ∥φT − φT0∥Rn

(
C3∥φT − φT0∥Rn + 2C3∥φT0∥Rn + C4∥x0∥Rn

)
.

Supongamos φT ∈ Rn tan cerca como sea posible φT0 ∈ Rn, tal que se satisfaga

0 < ∥φT − φT0∥Rn < 1,

entonces

|J(φT )− J(φT0)| ≤ ∥φT − φT0∥Rn

(
C3 + 2C3∥φT0∥Rn + C4∥x0∥Rn

)
.
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Por lo tanto si

∥φT − φT0∥Rn ≤ mı́n

{
1,

ϵ0
C3 + 2C3∥φT0∥Rn + C4∥x0∥Rn

}
,

entonces |J(φT )− J(φT0)| ≤ ϵ0.

Ahora probaremos la convexidad estricta (vea [Ser18, Poz08]). De (2.11) se sigue

J ((1− α)φT1 + αφT2) =
1

2

∫ T

0
∥ ((1− α)φ1 + αφ2) ∥2Rmdt+

(
x0, (1− α)φ1(0) + αφ2(0)

)
Rn .

(2.39)
Analizamos los términos por separado de la ecuación anterior, es decir

1

2

∫ T

0
∥B∗ ((1− α)φ1 + αφ2) ∥2Rmdt

=
1

2

∫ T

0
(B∗(1− α)φ1 +B∗αφ2, B

∗(1− α)φ1 +B∗αφ2)Rm dt

=
1

2

∫ T

0
∥B∗(1− α)φ1∥2Rm + 2 (B∗(1− α)φ1, B

∗αφ2)
2
Rm + ∥B∗αφ2∥2Rmdt

=
1

2

∫ T

0
(1− α)2∥B∗φ1∥2Rm + 2α(1− α) (B∗φ1, B

∗φ2)
2
Rm + α2∥B∗φ2∥2Rmdt. (2.40)

De (2.40) examinamos individualmente el término

1

2

∫ T

0
2α(1− α) (B∗φ1, B

∗φ2)
2
Rm dt.

Sea B∗φ1 ̸= B∗φ2, entonces, 0 < ∥B∗φ1 − B∗φ2∥2Rn = ∥B∗φ1∥2Rn − 2 (B∗φ1, B
∗φ2)Rn +

∥B∗φ2∥2Rn =⇒ 2 (B∗φ1, B
∗φ2)Rn < ∥B∗φ1∥2Rn + ∥B∗φ2∥2Rn , por lo tanto

1

2

∫ T

0
2α(1−α) (B∗φ1, B

∗φ2)
2
Rm dt <

1

2

∫ T

0
α(1−α)∥B∗φ1∥2Rn +α(1−α)∥B∗φ2∥2Rndt. (2.41)

Ahora sea

α(1− α) = (1− (1− α))(1− α) = (1− α)− (1− α)2,

y además

α(1− α) = α− α2.

Estos resultados los sustituimos en (2.41), y se tiene

1

2

∫ T

0
2α(1− α) (B∗φ1, B

∗φ2)
2
Rm dt <

1

2

∫ T

0
(1− α)∥B∗φ1∥2Rn − (1− α)2∥B∗φ1∥2Rn

+ α∥B∗φ2∥2Rn − α2∥B∗φ2∥2Rn dt.
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Sustituyendo este resultado en (2.40) y reduciendo términos semejantes obtenemos

1

2

∫ T

0
∥B∗ ((1− α)φ1 + αφ2) ∥2Rmdt <

1

2

∫ T

0
(1− α)∥B∗φ1∥2Rn + α∥B∗φ2∥2Rndt

= (1− α)
1

2

∫ T

0
∥B∗φ1∥2Rndt+ α

1

2

∫ T

0
∥B∗φ2∥2Rndt.

(2.42)

Por otro lado, aplicamos las propiedades del producto interno al segundo término de (2.39),
tenemos(

x0, (1− α)φ1(0) + αφ2(0)
)
Rn = (1− α)

(
x0, φ1(0)

)
Rn + α

(
x0, φ2(0)

)
Rn . (2.43)

Reemplazamos la desigualdad (2.42) y la ecuación (2.43) en (2.39), agrupamos términos seme-
jantes, entonces

J ((1− α)φT1 + αφT2) < (1− α)

[
1

2

∫ T

0
∥B∗φ1∥2Rndt+

(
x0, φ1(0)

)
Rn

]
+ α

[
1

2

∫ T

0
∥B∗φ2∥2Rndt+

(
x0, φ2(0)

)
Rn

]
,

con lo cual se demuestra la convexidad estricta.

Finalmente, vamos a probar la coercividad. Para ello usaremos la desigualdad de observabi-
lidad (2.18). Además, observamos que el funcional J no depende explicitamente del dato inicial
φT , por lo que la ecuación (2.20) será de utilidad. Luego, por la definición 2.2.6 deberemos
determinar que

ĺım
∥φT ∥

Rn
→∞

J (φT ) = +∞,

es cierto. Entonces, tenemos que

J (φT ) =
1

2

∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rm dt+

(
x0, φ(0)

)
Rn .

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Young (ver [Eva10, DM99])
al término

(
x0, φ(0)

)
Rn en la ecuación anterior tenemos

∣∣(x0, φ(0))Rn

∣∣ ≤ ∥∥x0∥∥Rn ∥φ(0)∥Rn ≤ γ

2

∥∥x0∥∥2Rn +
1

2γ
∥φ(0)∥2Rn , ∀γ > 0. (2.44)

Usamos (2.44) en el funcional J(φT )

J (φT ) ≥
1

2

∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rm dt−

γ

2

∥∥x0∥∥2Rn − 1

2γ
∥φ(0)∥2Rn , (2.45)
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lo que nos da una cota por abajo del funcional. Entonces hemos dividimos un término sin signo
en dos con signo. Sabemos que el sistema adjunto (2.7) es observable, entonces ∃ C > 0 tal
que

C∥φ(0)∥2Rn ≤
∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rm dt,

lo que implica

−C∥φ(0)∥2Rn ≥ −
∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rm dt. (2.46)

Si tomamos γ = 2
C donde C > 0 es la constante de la desigualdad de observabilidad (2.18),

entonces

C =
2

γ
=⇒ 1

C
=
γ

2
. (2.47)

Luego aplicamos (2.46) y (2.47) a la desigualdad (2.45), para obtener

J (φT ) ≥
1

2

∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rm dt−

1

C

∥∥x0∥∥2Rn − 1

4

∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rm dt

≥ 1

4

∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rm dt−

1

C

∥∥x0∥∥2Rn ,

donde el término − 1
C ∥x

0∥2Rn es constante, y además por (2.20) se tiene que

1

4
∥φT ∥2A =

1

4

∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rm dt,

por lo tanto

J (φT ) ≥
1

4

∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rm dt−

1

C

∥∥x0∥∥2Rn =
1

4
∥φT ∥2A − 1

C

∥∥x0∥∥2Rn .

Usando el Lema 2.2.4, de equivalencia de normas, podemos dar una cota por abajo, entonces

J (φT ) ≥
1

4
c21 ∥φT ∥2Rn − 1

C

∥∥x0∥∥2Rn .

Luego, tomando el siguiente ĺımite, tenemos

ĺım
∥φT ∥Rn→∞

J (φT ) ≥ ĺım
∥φT ∥Rn→∞

(
C2 ∥φT ∥2Rn − 1

C

∥∥x0∥∥2Rn

)
= +∞,

donde C2 = 1
4c

2
1. Con esto, y por la Definición 2.2.6, se ha demostrado que el funcional es

coercivo. □

El siguiente teorema dice que para definir la controlabilidad de un sistema, hace falta de-
mostrar que existe una desigualdad de observabilidad para el sistema adjunto y viceversa.
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Teorema 2.2.8 El sistema (2.1) es exactamente controlable si y solo si el adjunto (2.7) es
observable al tiempo T.

Demostración. Primero demostraremos que la observabilidad implica la controlabilidad. De
acuerdo al Lema 2.2.2, la controlabilidad se tiene, si para cualquier x0 ∈ Rn, el funcional J
definido por

J (φT ) =
1

2

∫ T

0
∥B∗φ(t)∥2Rm dt+

(
x0, φ(0)

)
Rn ,

tiene un mı́nimo. Gracias al Lema 2.2.5, sabemos que J(φT ) tiene un minimizador, y por el
Lema 2.2.2, ese minimizador es φ̂T , que a su vez es el dato inicial del sistema adjunto (2.7),
cuya solución es φ̂. Por lo tanto se tiene un control u = B∗φ̂, para el sistema (2.1).

Ahora probaremos que la controlabilidad implica la observabilidad. Suponemos que el sis-
tema (2.1) es controlable al tiempo T . Suponemos que el adjunto (2.7) no es observable, es
decir, existe 

(
φk
T

)
k∈N

⊂ Rn, tal que ,
∥∥∥φk

T

∥∥∥
Rn

= 1, ∀k ∈ N,

ĺım
k→∞

∫ T

0

∥∥∥B∗φk(t)
∥∥∥2
Rm

dt = 0,
(2.48)

donde φk es la solución del adjunto con dato inicial φk
T . La ecuación (2.48), permite observar

que la desigualdad de observabilidad no se cumple. Por (2.48) existe una subsucesión (φk
T )k∈N

tal que φk
T −→ φT cuando k −→ ∞ y ∥φT ∥Rn = 1.

Por el Lema 2.2.1 y dado que (2.1) es controlable, sabemos que para cualquier dato inicial
x0 ∈ Rn, existe u ∈ L2(0, T ;Rm) tal que∫ T

0

(
u(t), B∗φk(t)

)
Rm

dt+
(
x0, φk(0)

)
Rn

= 0,

para cualquier φk
T ∈ Rn, donde φk es la solución del adjunto (2.7) con dato inicial φk

T . Si
tomamos u = B∗φk(t) se tiene∫ T

0

∥∥∥B∗φk(t)
∥∥∥2
Rm

dt = −
(
x0, φk(0)

)
Rn
.

Aplicamos el ĺımite cuando k → ∞ en ambos lados de la ecuación anterior

ĺım
k→∞

∫ T

0

∥∥∥B∗φk(t)
∥∥∥2
Rm

dt = ĺım
k→∞

−
(
x0, φk(0)

)
Rn
,

por lo tanto tenemos
0 = −

(
x0, φ(0)

)
Rn .

Dado que x0 ∈ Rn es arbitrario (porque suponemos que (2.1) es controlable y no importa con
que dato inicial)

φ(0) =⇒ φT = 0.

Esto contradice ∥φT ∥ = 1. El fallo esta en suponer que el adjunto no es observable. □
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2.3. Criterio de controlabilidad de Kalman

En esta sección estudiaremos un criterio de controlabilidad, el cual fue introducido por
Kalman en [Kal60b], y es un concepto que se utiliza con bastante frecuencia en la teoŕıa de
control, tal como se menciona en [L0́9, Kuo62]. Este resultado permite establecer si nuestro
sistema (2.1) es controlable. Con este fin definiremos la siguiente matriz, a la cual llamaremos
matriz de controlabilidad

K
def
= (B|AB| . . . |An−1B) ∈ Rn×mn,

donde A ∈ Rn×n y B ∈ Rn×m. Los detalles del criterio de controlabilidad de Kalman se explican
en [KFA69], donde se dice que el sistema (2.1) es exactamente controlable si la matriz K es de
rango completo. Además en [Kal60a], se da una aplicación de este resultado para un problema
clásico de control óptimo. Enunciaremos lo dicho anteriormente de una manera formal en el
siguiente teorema

Teorema 2.3.1 El sistema (2.1) es exactamente controlable en algún tiempo T > 0 si y solo
si

rango(K) = rango (B|AB| . . . |An−1B) = n.

Demostración. Supongamos que rango(K) < n, entonces ker(K) ̸= 0, es decir existe φT ∈
Rn\{0}, tal que φ∗

TK = 0. De ah́ı se sigue que

φ∗
TK = φ∗

T

[
B|AB| · · · | An−1B

]
=
[
φ∗
TB |φ∗

TAB| · · · | φ∗
TA

n−1B
]
,

lo que implica

φ∗
TB = φ∗

TAB = φ∗
TA

n−1B = 0. (2.49)

Por el teorema de Cayley-Hamilton se tiene que para constantes c0 . . . cn−1 se deduce

An = c0I + c1A+ . . .+ cn−1A
n−1.

Multiplicando ambos lados de la ecuación anterior por φ∗
T y la matriz B se tiene

φ∗
TA

nB = c0φ
∗
TB + c1φ

∗
TAB + . . .+ cn−1φ

∗
TA

n−1B,

y, por (2.49) obtenemos que φ∗
TA

nB = 0. Entonces podemos decir que para toda j ∈ N,
φ∗
TA

jB = 0. Dado a que la matriz exponencial se define como

eAt def
=

∞∑
j=0

(At)j

j!
,

tenemos que φ∗
T e

AtB = 0, lo que implica

B∗eA
∗tφT = 0. (2.50)
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Por otro lado gracias a la fórmula de variación de constantes (2.2) la solución del sistema al
tiempo T es

x(T ) = eATx0 +

∫ T

0
eA(T−s)Bu(s) ds.

Efectuamos el siguiente producto interno entre la ecuación anterior y φT ∈ Rn

(φT , x(T ))Rn =
(
φT , e

ATx0
)
Rn +

∫ T

0

(
φT , e

A(T−s)Bu(s)
)
Rn
ds.

Utilizando la noción de operador adjunto tenemos

(φT , x(T ))Rn =
(
x0, eA

∗TφT

)
Rn

+

∫ T

0

(
u(s), B∗eA

∗(T−s)φT

)
Rm

ds,

por lo tanto, de (2.50) se sigue que

(φT , x(T ))Rn =
(
x0, eA

∗TφT

)
Rn

=
(
φT , e

ATx0
)
Rn . (2.51)

Ahora, el conjunto de estados alcanzables es equivalente a escribirlo de la siguiente manera

R
(
T, x0

)
=

{
eATx0 +

∫ T

0
eA(T−s)Bu(s)ds, u ∈ L2 (0, T ;Rm)

}
.

Lo que la ecuación (2.51) dice, es que φT es ortogonal al espacio vectorial R
(
T, x0

)
− eATx0

,
y por lo tanto el conjunto de estados alcanzables es diferente de Rn. Dicho de otra forma,
la proyección de la solución x al tiempo T en φ(T ) es independiente del valor del control.
Entonces el sistema es no controlable. Gracias a la fórmula de variación de constantes

Ahora asumiremos que el sistema (2.1) no es exactamente controlable, esto es, el conjunto
de estados alcanzables es diferente de Rn. Por lo tanto, existe φT ̸= 0, el cual es ortogonal al
espacio vectorial R

(
T, x0

)
− eATx0

. De la fórmula de variación de constantes (2.1) obtenemos
el siguiente resultado (tal como ya se hizo en el paso anterior)

(φT , x(T ))Rn =
(
x0, eA

∗TφT

)
Rn

+

∫ T

0

(
u(s), B∗eA

∗(T−s)φT

)
Rm

ds,

y como φT es ortogonal a R
(
T, x0

)
− eATx0

, entonces se sigue que para cualquier control u,
obtenemos ∫ T

0

(
u(s), B∗eA

∗(T−s)φT

)
Rm

ds = 0.

Aplicamos la ecuación anterior al caso particular para el control u(t) = B∗eA
∗(T−t)φT . Sea

T = t, entonces u(T ) = B∗φT = 0. Derivamos u(t) = B∗eA
∗(T−t) = 0, respecto de t y tomamos

T = t, entonces por continuidad tenemos

u(T ) = B∗φT = 0,
d

dt
(u(T )) = −B∗A∗φT = 0, . . . ,

dn−1

dtn−1
(u(T )) = ±B∗(A∗)n−1φT = 0,
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y por tanto se sigue
B∗(A∗)jφT = 0 ∀j ≥ 0.

Esto implica que φT ⊥ rango(K∗), y ademas por definición de la matriz exponencial

B∗eA
∗tφT = 0, ∀t ∈ [0, T ],

por lo que se demuestra que φT ∈ ker (K∗), y por ello el nucleo de la matriz de controlabilidad
no puede ser reducido a {0}. □

Para concretizar este concepto, examinemos el siguiente ejemplo

Ejemplo 2.3.2 Consideremos el sistema (2.1) representado por las siguientes matrices

A =

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 ;B =

 0 0
1 0
1 0

 ,

Calculamos entonces, las matrices que permiten determinar la matriz de controlabilidad, es
decir

AB =

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 0 0
1 0
1 0

 =

 1 0
1 0
1 0

 ,

A2B =

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 0 0
1 0
1 0

 =

 1 2 0
0 1 0
0 0 1

 0 0
1 0
1 0

 =

 2 0
1 0
1 0

 .

Ahora calculamos la matriz de controlabilidad, entonces:

K =

 0 0 | 1 0 | 2 0
1 0 | 1 0 | 1 0
1 0 | 1 0 | 1 0

 .

Obsevamos que las dos últimas lineas de la matriz de controlabilidad son iguales, por lo que se
tiene rango(K) = 2 ≤ n = 3, por lo tanto, esta representación de estado no es controlable.
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Controlabilidad a cero de la ecuación
de calor

El objetivo de este caṕıtulo es proporcionar un análisis completo del problema de contro-
labilidad a cero para la ecuación de calor en una dimensión. El concepto de controlabilidad
exacta fue explicado en el Caṕıtulo 2, y consiste en alcanzar un estado final deseado para un
sistema de EDOs a partir de una condición inicial dada, a través de la existencia de un control.
Ahora en este caṕıtulo se dará la noción de controlabilidad en un sentido más débil. Una vez
hecho esto, procederemos a analizar la observabilidad de la ecuación de calor.
Recordemos entonces la siguiente notación. Sea el conjunto (0, 1), cuyos puntos de frontera son
denotados por Γ = {0, 1}. Definimos Q = (0, 1)× (0, T ), para algún tiempo T > 0. Ahora sea
y : Q̄ → R una función dependiente del tiempo t ∈ (0, T ), y una variable x ∈ (0, 1), hacemos
la siguiente notación: 

yx =
∂y

∂x
, yxx =

∂2y

∂x2
,

yt =
∂y

∂t
, ytt =

∂2y

∂t2
.

Además, definimos O como el dominio de control, el cual es un conjunto abierto tal que
O ⊂ (0, 1). Denotamos Σ = Γ× (0, T ) y consideramos la siguiente ecuación:

yt − yxx = vχO en Q,

y(x, t) = 0 para (x, t) ∈ Σ,

y(x, 0) = y0 en (0, 1),

(3.1)

donde y = y(x, t) es el estado, v = v(x, t) ∈ L2(O × (0, T )) es el control y χO es la función
caracteristica del conjunto O.

Al sistema (3.1) se le conoce como la ecuación de calor en una dimensión y es ampliamente
estudiada en [Eva10, Tro10, CGL94, FR71, LW97, Zua02, Zua97]. Cabe destacar que la ecua-
ción (3.1) es un caso especifico de las ecuaciones parabólicas. Recordamos los Teoremas 1.4.6 y
1.4.7 (ver sección 1.4.2), donde se enuncia la existencia y unicidad soluciones débiles para las
ecuaciones parabólicas. De ah́ı que introducimos entonces el siguiente teorema, que además se
relaciona con el Teorema 1.4.3.
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Teorema 3.0.1 Para cualquier control v ∈ L2(O × (0, T )) y condición inicial y0 ∈ L2(0, 1),
existe una única solución para la ecuación (3.1) tal que

y ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (0, 1)
)

con yt ∈ L2
(
0, T ;H−1(0, 1)

)
,

lo que implica

y ∈ C
(
[0, T ];L2(0, 1)

)
.

Note que la solución del sistema parabólico (3.1) satisface que, y ∈ C
(
[0, T ];L2(0, 1)

)
∩

L2
(
0, T ;H1

0 (0, 1)
)
.

3.1. Controlabilidad de la ecuación de calor

En esta sección examinaremos los conceptos de controlabilidad aproximada y controlabili-
dad a cero para la ecuación de calor. Motivados por la metodoloǵıa para controlar un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias (visto en el Caṕıtulo 2), queda deducir si la ecuación de
calor es controlable a cero. Para esto abordaremos el problema de la controlabilidad a cero
usando una variación del método de unicidad de Hilbert, es decir, primero damos el sistema
adjunto a la ecuación (3.2), ya que el control de la ecuación de calor viene dada por la solución
de su sistema adjunto, y esta solución minimiza una función cuadrática J , como la que se
propone en el Caṕıtulo 2. Veremos más adelante que la principal variación del método HUM
utilizada para este cápitulo consiste en agregar un término de penalización extra al funcional
J utilizado anteriormente. El mı́nimo de este funcional se alcanza en el espacio de Hilbert
L2(0, 1) y esta definido a partir de una desigualdad, que es la desigualdad de observabilidad
para el sistema adjunto. Esta herramienta es sumamente importante, ya que recordemos que
el sistema adjunto de la ecuación de calor se dice observable si se satisface la desigualdad de
observabilidad, por lo que podemos concluir que la observabilidad implica la controlabilidad a
cero. Finalmente se destaca el hecho de que la estrategia para demostrar que la observabilidad
implica la controlabilidad a cero, es diferente a como se hizo para ecuaciones diferenciales or-
dinarias, pero algunas de las nociones siguien siendo las mismas. Dicho esto procedemos a dar
primero la noción de controlabilidad aproximada.

3.1.1. Controlabilidad aproximada

Comencemos definiendo el conjunto de estados alcanzables para el sistema (3.1), entonces
tenemos que con y0 ∈ L2(0, 1) y T > 0 se tiene

Rc(T ; y0) = {y(·, T ) : y es solución de (3.1) con v ∈ L2(O × (0, T ))}.

Luego, el sistema (3.1) seŕıa exactamente controlable si ocurriera que Rc(T ; y0) = L2(0, 1),
sin embargo esto no es posible debido al llamado efecto regularizante de la ecuación de calor
explicado en [Zua02] y dice que la solución de (3.1) al tiempo t = T es suave en (0, 1)\O.
Entonces, en general no es posible encontrar un control v ∈ L2(O × (0, 1)) tal que y(T ) = y1,
ya que por el efecto regularizante y(·, T ) ∈ C∞((0, 1)\O) y y1 ∈ L2(0, 1), el estado que final
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que queremos alcanzar es arbitrario en el espacio de las funciones cuadrado integrables. La
controlabilidad aproximada de la ecuación de calor es analizado en [Pue19, FCZ00, Zua02]
donde se plantean diversos métodos y herramientas para atacar este problema. Basado en esos
art́ıculos, damos la noción de controlabilidad aproximada

Definición 3.1.1 Sea la ecuación (3.1). Dada una condición inicial y0 ∈ L2(0, 1), y un estado
final que se desea alcanzar y1 ∈ L2(0, 1), se dice que (3.1) es aproximadamente controlable si
para toda ε > 0, es posible encontrar un control v ∈ L2(O × (0, T )) tal que y(·, 0) = y0, y
además

∥y(·, T )− y1∥L2(0,1) < ε.

Por lo tanto, decimos que el conjunto de estados alcanzables Rc(T.y0) es denso en L2(0, 1), para
todo v ∈ L2(O × (0, T )). Con esto podemos ahora cuestionarnos si el sistema es controlable a
cero (problema en el cual nos enfocaremos), es decir, verficar que 0 ∈ Rc(T.y0) para todo v ∈
L2(O×(0, T )). Esto será analizado a fondo en la siguiente subsección. Finalmente mencionamos
que la controlabilidad a cero implica la controlabilidad aproximada (ver por ejemplo [Zua02,
FCZ00, MZ01]).

3.1.2. Controlabilidad a cero

Como ya se ha visto, un problema de controlabilidad consiste en describir el conjunto de
estados finales alcanzables. El problema de controlabilidad a cero es similar, con la diferencia
de que el estado final alcanzable es cero. Más formalmente decimos que, dado T > 0, y para
cada y0 ∈ L2(0, 1) deberemos encontrar un control v ∈ L2(O × (0, T )) tal que la solución
asociada a la ecuación (3.1) satisfaga

y(x, T ) = 0, ∀ x ∈ (0, 1).

Observamos entonces que por el Teorema 3.0.1 hacer esta evaluación es significativa.
Siguiendo el método de unicidad de Hilbert, para poder controlar a cero la ecuación (3.1),
adaptaremos este sistema de minimización restringida a un sistema adjunto de minimización
sin restricciones, el cual se expresa de la siguiente forma, con φ(·, t) = φ

−φt − φxx = 0 en Q,

φ = 0 en Γ× (0, T ),

φ (·, T ) = φT en (0, 1),

(3.2)

donde para cada dato inicial φT ∈ L2(0, 1), este sistema puede ser resuelto hacia atrás en el
tiempo. Podemos aplicar un cambio de variable (t → T − t) a la ecuación (3.2) para generar
un nuevo sistema que pueda ser resuelto hacia adelante en el tiempo. Para ello definimos
temporalmente κ = T − t, y además φ̃(·, t) = φ(·, κ), lo que implica φ̃t = −φκ, y φ̃xx = φxx,
entonces tenemos que φ̃t− φ̃xx = −φκ−φxx = 0, por (3.2). También se tiene que φ̃(·, 0) = φT ,
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entonces podemos formar la siguiente ecuación
φ̃t − φ̃xx = 0 en Q,

φ̃(·, t) = 0 en Γ× (0, T ),

φ̃ (·, 0) = φ̃T en (0, 1).

(3.3)

Los criterios de existencia y unicidad de soluciones débiles para ecuaciones parabólicas, asi
como el Teorema 3.0.1 se aplican al sistema (3.3), entonces podemos saber que existe una única
solución débil φ ∈ C

(
[0, T ];L2(0, 1)

)
∩ L2

(
(0, T );H1

0 (0, 1)
)
para nuestro sistema adjunto.

Ahora sea y1 un estado final que se desea alcanzar para el sistema (3.1) a través de un
control v. Consideramos el siguiente conjunto

C(T, y0, y1) = {v ∈ L2(O × (0, T )) | v satisface y(·, T ) = y1

para la ecuación de calor (3.1) con solución y}.

Es decir, C(T, y0, y1) es el conjunto conformado por todos los controles v tal que permiten
llevar la solución de (3.1) desde un estado inicial y0 en t = 0, hasta un estado final y1 en t = T .
Tomemos entonces dentro de este conjunto al control de norma mı́nima en L2(O × (0, T ))
(llamado control HUM, e introducido en [Lio88a]), es decir, la solución al siguiente problema
de minimización

mı́n
C(T,y0,y1)

J∗(v) =
1

2

∫ T

0

∫
O
v2(·, t) dxdt. (3.4)

En general, el problema (3.4) no tiene solución, esto por el efecto regularizante de la ecuación de
calor, lo que impide que se logre la condición de controlabilidad exacta y(x, T ) = y1. A través
de la dualidad en optimización convexa (ver [GY02]), y siguiendo [CGL94], la minimización de
J∗ puede ser reemplazada por el problema de minimización sin restricciones del funcional J ,
similar al Caṕıtulo 2 pero adaptado a nuestra ecuación de calor, entonces

J (φT ) :=
1

2

∫ T

0

∫
O
|φ|2 dxdt+ (φ(·, 0), y0)L2(0,1) . (3.5)

Aqúı φT minimı́za el funcional J . En [MZ10] se analiza en detalle que la minimización de (3.5)
esta mal planteado para la ecuación de calor. Para solucionar este problema, en este mismo
art́ıculo se propone utilizar el metodo de regularización donde se agrega el término ε ∥φT ∥L2(0,1)

al funcional J(φT ), es decir

Jε (φT ) :=
1

2

∫ T

0

∫
O
|φ|2 dxdt+ ε ∥φT ∥L2(0,1) + (φ(·, 0), y0)L2(0,1) . (3.6)

De igual manera en [MZ10], se da una explicación de como este funcional relaciona intimamente
la controlabilidad a cero con la controlabilidad aproximada de (3.1) utilizando series de Fourier.
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3.2. Observabilidad de la ecuación de calor

En esta sección comenzaremos dando la herramienta fundamental que nos ayudará a de-
mostrar la controlabilidad a cero y es la llamada desigualdad de observabilidad para la ecuación
de calor. Esta desigualdad se relaciona con las propiedades de continuidad, coercividad y con-
vexidad del funcional Jε, con lo cual podremos demostrar que este funcional tiene un único
mı́nimo. Posteriormente probaremos que la observabilidad implica la controlabilidad a cero pa-
ra el sistema (3.1). Cabe destacar que la manera en como esto se demostrará es muy diferente
a como se hizo para ecuaciones diferenciales ordinarias en el Caṕıtulo 2, ya que aqúı construi-
remos una sucesión de controles (vε)ε que llevarán la solución al tiempo T a una vecindad del
cero. Luego tendiendo ε→ 0, demostraremos la controlabilidad a cero. De igual manera, para
demostrar que la observabilidad implica la controlabilidad a cero deberemos hacer un análisis
del costo del control, es decir, detallaremos que la norma del control tiene una cota a tráves
de los estados iniciales y finales de (3.1). Varias de las herramientas utilizadas para ODEs, se
incluiran también en esta sección.

3.2.1. Desigualdad de observabilidad (EDPs)

Comenzamos enunciando a siguiente proposición, en donde se plantea la desigualdad de
observabilidad para el sistema adjunto (3.2).

Proposición 3.2.1 El sistema adjunto (3.2) se dice observable en tiempo T > 0 si existe una
constante universal Co > 0 tal que

∥φ(·, 0)∥2L2(0,1) ≤ Co

∫ T

0

∫
O
|φ|2 dxdt, ∀φT ∈ L2(0, 1) (3.7)

La importancia de la desigualdad (3.7) radica en que si se cumple para el sistema adjunto
(3.2), entonces se implica la controlabilidad a cero para la ecuación de calor (3.1). Para poder
demostrar esta implicación el funcional Jε debe satisfacer el Lema 2.2.5 (tal como pasa con las
EDOs). Dicho esto damos la siguiente proposición.

Proposición 3.2.2 El funcional Jε definido en la ecuación (3.6) es estrictamente convexo,
continuo y coercivo.

Demostración. Sea ϵ0 > 0. Notemos que

|Jε(φT )− Jε(φT0)| =
∣∣∣∣12
∫ T

0

∫
O
|φ|2 dxdt+ ε ∥φT ∥L2(0,1) + (φ(·, 0), y0)L2(0,1)

−1

2

∫ T

0

∫
O
|φ0|2 dxdt− ε ∥φT0∥L2(0,1) − (φ0(·, 0), y0)L2(0,1)

∣∣∣∣ .
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Agrupando términos semejantes

|Jε(φT )− Jε(φT0)| =
∣∣∣∣12
∫ T

0

∫
O
|φ|2 − |φ0|2 dxdt+ ε

(
∥φT ∥L2(0,1) − ∥φT0∥L2(0,1)

)
+(φ(·, 0), y0)L2(0,1) − (φ0(·, 0), y0)L2(0,1)

∣∣∣ . (3.8)

El primer sumando puede escribirse como

1

2

∫ T

0

∫
O
|φ|2 − |φ0|2 dxdt =

1

2

∫ T

0

∫
O
(φ+ φ0)(φ− φ0) dxdt. (3.9)

Usamos la desigualdad del triángulo en el segundo término

ε
(
∥φT ∥L2(0,1) − ∥φT0∥L2(0,1)

)
≤ ε ∥φT − φT0∥L2(0,1) .

Aplicaremos las propiedades del producto interno al tercer sumando de la igualdad (3.8)

(φ(·, 0), y0)L2(0,1) − (φ0(·, 0), y0)L2(0,1) = (φ(·, 0)− φ0(·, 0), y0)L2(0,1). (3.10)

Sustituyendo las expresiones (3.9)-(3.10) en la ecuación (3.8) se obtiene la siguiente desigualdad

|Jε(φT )− Jε(φT0)| ≤
∣∣∣∣12
∫ T

0

∫
O
(φ+ φ0)(φ− φ0) dxdt+ ε ∥φT − φT0∥L2(0,1)

+ (φ(·, 0)− φ0(·, 0), y0)L2(0,1)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣12
∫ T

0

∫
O
(φ+ φ0)(φ− φ0) dxdt

∣∣∣∣+ ε ∥φT − φT0∥L2(0,1)

+
∣∣(φ(·, 0)− φ0(·, 0), y0)L2(0,1)

∣∣ . (3.11)

Analizamos cada término de la desigualdad anterior. Para el primer sumando utilizamos la
desigualdad de Cauchy-Schwarz,∣∣∣∣12

∫ T

0

∫
O
(φ+ φ0) (φ− φ0) dxdt

∣∣∣∣ = 1

2
|((φ+ φ0) , (φ− φ0))|L2(O×(0,T ))

≤ 1

2
∥φ+ φ0∥L2(O×(0,T )) ∥φ− φ0∥L2(O×(0,T )) ,

y como O ⊂ (0, 1), se tiene que∣∣∣∣12
∫ T

0

∫
O
(φ+ φ0) (φ− φ0) dxdt

∣∣∣∣ ≤ 1

2
∥φ+ φ0∥L2(Q) ∥φ− φ0∥L2(Q) . (3.12)

Ahora, sea φ y φ0 las respectivas soluciones de los siguientes sistemas
−φt − φxx = 0 en Q,

φ = 0 en Γ× (0, T ),

φ (x, T ) = φT (x) en (0, 1),

(3.13)



3.2 Observabilidad de la ecuación de calor 57


−φ0,t − φ0,xx = 0 en Q,

φ0 = 0 en Γ× (0, T ),

φ0 (x, T ) = φT0(x) en (0, 1).

(3.14)

Si restamos (3.14) de (3.13), obtenemos
−(φ− φ0)t − (φ− φ0)xx = 0 en Q,

φ− φ0 = 0 en Γ× (0, T ),

φ (x, T )− φ0 (x, T ) = φT (x)− φT0(x) en (0, 1).

(3.15)

Por el Teorema 3.0.1 existe una única solución (φ−φ0) para el sistema (3.15). Luego aplicamos
el Teorema (1.4.5) para obtener la siguiente estimación de enerǵıa

∥(φ− φ0)t∥L2(0,T ;H−1(0,1)) + ∥φ− φ0∥L2(0,T ;H1
0 (0,1))

+ máx
t∈[0,T ]

∥φ(·, t)− φ0(·, t)∥L2(0,1)

≤ Ce

(
∥φT − φT0∥L2(0,1)

)
. (3.16)

Por otro lado, si sumamos las ecuaciones (3.13) y (3.14) tenemos que
−(φ+ φ0)t − (φ+ φ0)xx = 0 en Q,

φ+ φ0 = 0 en Γ× (0, T ),

φ (x, T ) + φ0 (x, T ) = φT (x) + φT0(x) en (0, 1).

(3.17)

Por el Teorema 3.0.1 existe una única solución (φ+φ0) para el sistema (3.17). Luego aplicamos
el Teorema (1.4.5) para obtener la siguiente estimación de enerǵıa

∥(φ+ φ0)t∥L2(0,T ;H−1(0,1)) + ∥φ+ φ0∥L2(0,T ;H1
0 (0,1))

+ máx
t∈[0,T ]

∥φ(·, t) + φ0(·, t)∥L2(0,1)

≤ Ce

(
∥φT + φT0∥L2(0,1)

)
. (3.18)

De (3.16), (3.18) y (3.12) se sigue que∣∣∣∣12
∫ T

0

∫
O
(φ+ φ0) (φ− φ0) dxdt

∣∣∣∣ ≤ Ce ∥φT + φT0∥L2(0,1) ∥φT − φT0∥L2(0,1) ,

donde Ce depende de las constantes de los estimados de enerǵıa y vaŕıa de linea a linea.∣∣∣∣12
∫ T

0

∫
O
(φ+ φ0) (φ− φ0) dxdt

∣∣∣∣ ≤ Ce ∥φT − φT0 + 2φT0∥L2(0,1) ∥φT − φT0∥L2(0,1)

≤ ∥φT − φT0∥L2(0,1)

(
Ce ∥φT − φT0∥L2(0,1)

+ 2Ce∥φT0∥L2(0,1)

)
. (3.19)
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Analizamos ahora el siguiente término de la desigualdad (3.11). Para ello aplicamos la des-
igualdad Cauchy-Schwarz∣∣∣(φ(·, 0)− φ0(·, 0), y0)L2(0,1)

∣∣∣ ≤ ∥φ(·, 0)− φ0(·, 0)∥L2(0,1) ∥y0∥L2(0,1) . (3.20)

Ahora usamos la desigualdad de observabilidad (3.7) en el sistema (3.15), entonces se tiene que

∥φ(·, 0)− φ0(·, 0)∥2L2(0,1) ≤ C0 ∥φ− φ0∥2L2(O×(0,T )) ,

y utilizamos este resultado en (3.20) para obtener∣∣∣(φ(·, 0)− φ0(·, 0), y0)L2(0,1)

∣∣∣ ≤ C0 ∥y0∥L2(0,1) ∥φ− φ0∥L2(O×(0,T )) ,

donde C0 depende de la constante de observabilidad y varia de linea a linea. Dado que O ⊂
(0, 1), obtenemos∣∣∣(φ(·, 0)− φ0(·, 0), y0)L2(0,1)

∣∣∣ ≤ C0 ∥y0∥L2(0,1) ∥φ− φ0∥L2(Q) .

Aplicando la desigualdad (3.16) como antes, se obtiene∣∣∣(φ(·, 0)− φ0(·, 0), y0)L2(0,1)

∣∣∣ ≤ Ce

(
C0 ∥y0∥L2(0,1) ∥φT − φT0∥L2(0,1)

)
, (3.21)

De (3.19),(3.21) y (3.11) se sigue

|Jε(φT )− Jε(φT0)| ≤ ∥φT − φT0∥L2(0,1)

(
Ce ∥φT − φT0∥L2(0,1) + 2Ce∥φT0∥L2(0,1)

+ ε+ CeC0 ∥y0∥L2(0,1)

)
.

Supongamos φT ∈ L2(0, 1) tan cerca como sea posible φT0 ∈ L2(0, 1), tal que se satisfaga

0 < ∥φT − φT0∥L2(0,1) < 1,

entonces

|Jε(φT )− Jε(φT0)| < ∥φT − φT0∥L2(0,1)

(
Ce + 2Ce∥φT0∥L2(0,1) + ε+ CeC0 ∥y0∥L2(0,1)

)
.

Por lo tanto si

∥φT − φT0∥L2(0,1) ≤ mı́n

{
1,

ϵ0
Ce + 2Ce∥φT0∥L2(0,1) + ε+ CeC0 ∥y0∥L2(0,1)

.

}
,

entonces |Jε(φT )− Jε(φT0)| ≤ ϵ0.



3.2 Observabilidad de la ecuación de calor 59

Ahora probaremos la convexidad estricta (ver [Ser18, Poz08]). De (3.6) se sigue

Jε ((1− α)φT1 + αφT2) =
1

2

∫ T

0

∫
O
|(1− α)φ1 + αφ2|2 dxdt

+ ε ∥(1− α)φT1 + αφT2∥L2(0,1)

+ ((1− α)φT1 + αφT2 , y0)L2(0,1) . (3.22)

Desglosamos el miembro derecho de la ecuación (3.22) y examinamos los términos individual-
mente. Para el primero usamos el hecho de que 2φ1φ2 < φ2

1 + φ2
2, si φ1, φ2 > 0, y φ1 ̸= φ2.

Por lo tanto

1

2

∫ T

0

∫
O
2α(1− α)φ1φ2 dxdt <

1

2

∫ T

0

∫
O

(
α(1− α)φ2

1 + α(1− α)φ2
2

)
dxdt.

Note que α(1− α) = (1− (1− α))(1− α) = (1− α)− (1− α)2. Por lo tanto

1

2

∫ T

0

∫
O
|(1− α)φ1 + αφ2|2 dxdt <

1

2

∫ T

0

∫
O

(
(1− α)2φ2

1 + 2α(1− α)φ1φ2 + α2φ2
2

)
dxdt

<
1

2

∫ T

0

∫
O

(
(1− α)φ2

1 + αφ2
2

)
dxdt.

Por lo tanto, de la desigualdad del triángulo y las propiedades del producto interno obtenemos

Jε ((1− α)φT1 + αφT2) < (1− α)
1

2

∫ T

0

∫
O
φ2
1 dxdt+ α

1

2

∫ T

0

∫
O
φ2
2 dxdt

+ (1− α)ε ∥φT1∥L2(0,1) + αε ∥φT2∥L2(0,1)

+ (1− α) (φT1 , y0)L2(0,1) + α (φT2 , y0)L2(0,1) ,

de donde se sigue que

Jε ((1− α)φT1 + αφT2) < (1− α)

(
1

2

∫ T

0

∫
O
φ2
1 dxdt+ ε ∥φT1∥L2(0,1) + (φT1 , y0)L2(0,1)

)
+ α

(
1

2

∫ T

0

∫
O
φ2
2 dxdt+ ε ∥φT2∥L2(0,1) + (φT2 , y0)L2(0,1)

)
= (1− α)Jε (φT1) + αJε (φT2) ,

con lo que concluimos que Jε es estrictamente convexo.

Finalmente se demostrará la coercividad. Entonces, utilizando la desigualdad de observa-
bilidad (3.7) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

Jε (φT ) ≥
1

2Co
∥φ(·, 0)∥2L2(0,1) + ε ∥φT ∥L2(0,1) − ∥φ(·, 0)∥L2(0,1) ∥y0∥L2(0,1) .
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Ahora, reacomodando el miembro derecho de la desigualdad anterior se tiene

Jε (φT ) ≥ ε ∥φT ∥L2(0,1) +
1

2Co

((
∥φ(·, 0)∥L2(0,1) − Co ∥y0∥L2(0,1)

)2
− C2

o ∥y0∥
2
L2(0,1)

)
≥ ε ∥φT ∥L2(0,1) +

1

2Co

(
−C2

o ∥y0∥
2
L2(0,1)

)
.

Por lo tanto obtenemos que

Jε (φT ) ≥ ε ∥φT ∥L2(0,1) −
Co

2
∥y0∥2L2(0,1) .

Tomamos el ĺımite cuando el término ∥φT ∥L2(0,1) tiende a infinito en ambos lados

ĺım
∥φT ∥L2(0,1)→∞

Jε (φT ) ≥ ĺım
∥φT ∥L2(0,1)→∞

ε ∥φT ∥L2(0,1) −
Co

2
∥y0∥2L2(0,1) = +∞,

lo que demuestra que el funcional Jε es coercivo. □

3.2.2. Relación entre la observabilidad y la controlabilidad a cero

Como ya se ha dicho, si la desigualdad de observabilidad (3.7) se cumple para el sistema
adjunto (3.2), entonces nuestra ecuación parabólica (3.1) será controlable. Este hecho se detalla
en el siguiente teorema, cuya prueba puede ser demostrada usando la Proposición 3.2.2.

Teorema 3.2.3 La desigualdad de observabilidad (3.7) implica la controlabilidad a cero de la
ecuación (3.1), es decir, existe v ∈ L2(O × (0, T )) tal que y(x, T ) = 0 en el conjunto (0, 1).

Demostración. Para facilitar la lectura, dividiremos esta prueba en tres pasos.
–Paso 1: Construcción de controles aproximados. En este paso construiremos una sucesión

de controles (vε)ε, ε > 0, uniformemente acotada tal que

∥yε(·, T )∥L2(0,1) ≤ ε. (3.23)

Por la Proposición 3.2.2, y el Lema 2.2.5, sabemos, que el funcional Jε posee un único mı́nimo,
el cual denotaremos como φT,ε ∈ L2(0, 1). La solución del adjunto asociada a φT,ε será denotada
por φε. Definimos ahora el siguiente sistema, cuyo control es vε = φεχO

yε,t − yε,xx = vε = φεχO en Q,

yε(x, t) = 0 para (x, t) ∈ Σ,

yε(x, 0) = y0 en (0, 1).

(3.24)

Sin olvidar que el sistema (3.24) esta asociado a (3.1), definimos y1 := y(x, T ) cuando v ≡ 0.
Primero supongamos que φT,ε = 0, por lo tanto

−φε,t − φε,xx = 0 en Q,

φε = 0 para (x, t) ∈ Σ,

φε(x, T ) = 0 en (0, 1).

(3.25)
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Con esto, podemos afirmar lo siguiente

φT,ε = 0 ⇐⇒ ∥y1∥L2(0,1) ≤ ε.

La implicación φT,ε = 0 =⇒ ∥y1∥L2(0,1) ≤ ε se deduce de que el sistema (3.25) =⇒ φε = 0.
Por otro lado la implicación ∥y1∥L2(0,1) ≤ ε =⇒ φT,ε = 0 es trivial, pues ya se cumple la
condición deseada.

Ahora supongamos que φT,ε ̸= 0, y calculemos la derivada de Gateaux del funcional Jε, es
decir

∇Jε (φT,ε)φT = ĺım
h→0

J (φT,ε + hφT )− J (φT,ε)

h
Sean φε y φ las soluciones del sistema correspondiente a las condiciones iniciales φT,ε y φT ,
respectivamente. Entonces (φε+hφ) es solución con condición inicial (φT,ε+hφT ) del siguiente
sistema 

− (φε + hφ)t − (φε + hφ)xx = 0 en Q,

(φε + hφ) = 0 para (x, t) ∈ Σ,

φε(x, T ) + hφ(x, T ) = (φT,ε + hφT ) en (0, 1).

De ah́ı que

∇Jε (φT,ε)φT = ĺım
h→0

1

h

[
1

2

∫ T

0

∫
O
|φε + hφ|2 dxdt+ ε ∥φT,ε + hφT ∥L2(0,1)

+ (φε(·, 0), y0)L2(0,1) + h (φ(·, 0), y0)L2(0,1)

−1

2

∫ T

0

∫
O
|φε|2 dxdt− ε ∥φT ∥L2(0,1) − (φε(·, 0), y0)L2(0,1)

]
.

Desarrollando la expresión elevada al cuadrado del primer término, agrupando y eliminando
términos semejantes se tiene

∇Jε (φT,ε)φT = ĺım
h→0

[∫ T

0

∫
O

(
φεφ+

h

2
φ2

)
dxdt

+
ε

h

(√
∥φT,ε∥2L2(0,1) + h2 ∥φT ∥2L2(0,1) + 2h (φT,ε, φT )L2(0,1) −

√
∥φT,ε∥2L2(0,1)

)
+ (φ(·, 0), y0)L2(0,1)

]
= ĺım

h→0

[∫ T

0

∫
O

(
φεφ+

h

2
φ2

)
dxdt

+
ε

h

 h2 ∥φT ∥2L2(0,1) + 2h (φT,ε, φ)L2(0,1)√
∥φT,ε∥2L2(0,1) +

√
∥φT,ε∥2L2(0,1) + h2 ∥φT ∥2L2(0,1) + 2h (φT,ε, φ)L2(0,1)


+ (φ(·, 0), y0)L2(0,1)

]
.

Tomamos el ĺımite cuando h→ 0, entonces, para cualquier φT ∈ L2(0, 1) obtenemos

∇Jε (φT,ε)φT =

∫ T

0
φεφ dxdt+

ε

∥φT,ε∥L2(0,1)

(φT,ε, φT )L2(0,1) + (φ(·, 0), y0)L2(0,1) ,
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donde, si ∇Jε (φT,ε)φT = 0 entonces se tiene la siguiente condición de optimalidad para el
funcional Jε (φT )

0 =

∫ T

0
φεφ dxdt+

ε

∥φT,ε∥L2(0,1)

(φT,ε, φT )L2(0,1) + (φ(·, 0), y0)L2(0,1) . (3.26)

Evaluaremos esta condición de optimalidad en el punto cŕıtico, es decir, tomando φT = φT,ε

en (3.26) obtendremos

0 =

∫ T

0

∫
O
|φε|2 dxdt+ ε ∥φT,ε∥L2(0,1) + (φε(·, 0), y)L2(0,1) . (3.27)

Repetimos este mismo paso para la desigualdad de observabilidad (3.7). Se tomará φε = φ, y
tendremos

∥φε(·, 0)∥2L2(0,1) ≤ Co

∫ T

0

∫
O
|φε|2 dxdt (3.28)

que es el resultado de evaluar (3.7) en el óptimo. Recordamos que vε = φεχO, y lo sustituimos
en la igualdad (3.27)

∥vε∥2L2(O×(0,T )) + ε ∥φT,ε∥L2(0,1) = − (φε(·, 0), y)L2(0,1) ,

aplicamos entonces la desigualdad de Cauchy-Schwarz al lado derecho de la igualdad y poste-
riormente usamos la desigualdad (3.28)

∥vε∥2L2(O×(0,T )) + ε ∥φT,ε∥L2(0,1) ≤
√
Co ∥vε∥L2(O×(0,T )) ∥y0∥L2(0,1) .

De la desigualdad anterior se tiene

∥vε∥2L2(O×(0,T )) ≤
√
Co ∥vε∥L2(O×(0,T )) ∥y0∥L2(0,1) − ε ∥φT,ε∥L2(0,1)

≤
√
Co ∥vε∥L2(O×(0,T )) ∥y0∥L2(0,1) ,

de donde se implica
∥vε∥L2(O×(0,T )) ≤

√
Co ∥y0∥L2(0,1) . (3.29)

La desigualdad (3.29) dice que el control vε está acotado uniformemente respecto a ε, lo cual
será utilizado posteriormente para acotar de igual manera la solución y su derivada.

Ahora, por el Teorema 1.4.3 sabemos

d

dt
(yε, φ)L2(0,1) = (yε,t, φ)L2(0,1) + (yε, φt)L2(0,1) ,

y por las ecuaciones (3.1) y (3.2) se tiene{
yt = yxx + vχO,

φt = −φxx,
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entonces podemos decir que

d

dt
(yε, φ)L2(0,1) =

∫ 1

0
yε,xxφ dx+

∫ 1

0
vεχOφ dx−

∫ 1

0
φxxyε dx. (3.30)

Integraremos por partes el primer término de la ecuación (3.30), entonces∫ 1

0
yε,xxφ dx = yε,x(x, t)φ(x, t)

∣∣∣∣x=1

x=0

−
∫ 1

0
yε,xφx dx,

pero φ(1, t) = φ(0, t) = 0 por las condiciones de frontera de (3.2), por lo tanto∫ 1

0
yε,xxφ dx = −

∫ 1

0
yε,xφx dx. (3.31)

De igual manera integramos por partes el tercer término de la ecuación (3.30)

−
∫ 1

0
φxxyε dx = −φx(x, t)yε(x, t)

∣∣∣∣x=1

x=0

+

∫ 1

0
yε,xφx dx,

pero yε(1, t) = yε(0, t) = 0 por las condiciones de frontera de (3.1), por lo tanto∫ 1

0
yε,xxφ dx =

∫ 1

0
yε,xφx dx. (3.32)

Sustituyendo las ecuaciones (3.31) y (3.32) en (3.30), e integrando en el intervalo [0, T ] se tiene
que ∫ T

0

d

dt
(yε, φ)L2(0,1) =

∫ T

0
(vεχO, φ)L2(0,1) .

Aplicamos el Teorema fundamental del cálculo, entonces

(yε(T ), φ(T ))L2(0,1) − (yε(0), φ(0))L2(0,1) =

∫ T

0

∫
O
vεφ dxdt. (3.33)

Sustituyendo los datos conocidos φ(x, T ) = φT , yε(x, 0) = y0, y vε = φεχO en la ecuación
(3.33) se tiene

(yε(·, T ), φT )L2(0,1) − (y0, φ(·, 0))L2(0,1) =

∫ T

0

∫
O
φεφ dxdt. (3.34)

Sustituimos la ecuación (3.34) en (3.26) y eliminamos términos semejantes. Obtenemos para
φT ∈ L2(0, 1) arbitrario la siguiente ecuación∣∣∣∣∫ 1

0
yε(·, T )φT dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣− ε

∥φT,ε∥L2(0,1)

∫ 1

0
φT,εφ dx

∣∣∣∣∣ .
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Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz al lado derecho de la ecuación anterior∣∣∣∣∫ 1

0
yε(·, T )φT dx

∣∣∣∣ ≤ ε ∥φT ∥L2(0,1) , ∀φT ∈ L2(0, 1).

En particular si φT = yε(·, T ) se tiene

∥yε(·, T )∥2L2(0,1) ≤ ε ∥yε(·, T )∥L2(0,1) , ∀ε > 0,

lo que implica (3.23).
–Paso 2: ĺımite cuando ε → 0. La desigualdad (3.23) nos dice que podemos controlar la

ecuación de calor en alguna zona cercana de cero. El siguiente paso es tender ε → 0 para
obtener

y(·, T ) = 0, c.t.p. en (0, 1).

donde y es la solución de (3.1) y aśı poder satisfacer las condiciones de la controlabilidad a
cero.

Para demostrarlo deberemos utilizar la desigualdad (3.29). Ésta nos dice que para cualquier
ε > 0 es posible encontrar un control vε uniformemente acotado respecto de ε y que depende
únicamente del dato inicial y de la constante de observabilidad Co. Aśı, podemos construir una
sucesión de controles (vε)ε uniformemente acotada en L2(O × (0, T )), y por el Teorema 1.3.2,
existe una subsucesión (vε)εj ⊂ (vε)ε tal que

vε ⇀ v en L2(O × (0, T )). (3.35)

Gracias al Teorema 3.0.1 sabemos y ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (0, 1)
)
y yt ∈ L2

(
0, T ;H−1(0, 1)

)
, entonces

utilizando ahora el Teorema 1.4.5 podemos decir que

∥yε,t∥L2(0,T ;H−1(0,1)) + ∥yε∥L2(0,T ;H1
0 (0,1))

+ máx
t∈[0,T ]

∥yε(t)∥L2(0,1)

≤ Ce

(
∥y0∥L2(0,1) + ∥vε∥L2(O×(0,T ))

)
,

donde la constante Ce depende de T , y del conjunto (0, 1). Dado que nuestro control vε esta
acotado en L2(O × (0, T )), por la desigualdad (3.29) se tiene

∥yε,t∥L2(0,T ;H−1(0,1)) + ∥yε∥L2(0,T ;H1
0 (0,1))

+ máx
t∈[0,T ]

∥yε(t)∥L2(0,1)

≤ Co,1 ∥y0∥L2(0,1) ,

con Co,1 = Ce(1 +
√
Co). Por lo tanto, gracias a la Teorema 1.3.2, podemos decir que existe

una función ỹ tal que {
yε ⇀ ỹ en L2

(
0, T ;H1

0 (0, 1)
)
.

yε,t ⇀ ỹt en L2
(
0, T ;H−1(0, 1)

)
.

Dado que H1
0 (0, 1) ↪→ L2(0, 1), en particular, tenemos

yε ⇀ ỹ en L2 (Q) . (3.36)
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–Paso 3: verificación del problema ĺımite. En el último paso vamos a ver que el control
ĺımite v obtenido en (3.35) y el estado ỹ obtenido en (3.36) verifican el problema de control
deseado.

Sea F ∈ L2(Q) arbitraria y consideremos el sistema adjunto
−ψt − ψxx = F en Q,

ψ = 0 para (x, t) ∈ Σ,

ψ(x, T ) = 0 en (0, 1).

(3.37)

Análogo al procedimiento utilizado para obtener (3.33), obtenemos que ψ solución de (3.37) y
y solución de (3.1) con el control v obtenido en (3.35) satisfacen

−(y0, ψ(0))L2(0,1) = −
∫ T

0

∫ 1

0
yFdxdt+

∫ T

0

∫
O
vψdxdt. (3.38)

Argumentando de la misma manera, podemos ver que la solución yε de (3.24) con control vε y
ψ solución de (3.37) verifican

−(y0, ψ(0))L2(0,1) = −
∫ T

0

∫ 1

0
yϵFdxdt+

∫ T

0

∫
O
vϵψdxdt. (3.39)

Usando la convergencia débil mostrada en (3.35) y (3.36) en (3.39), obtenemos

−(y0, ψ(0))L2(0,1) = −
∫ T

0

∫ 1

0
ỹFdxdt+

∫ T

0

∫
O
vψdxdt, (3.40)

por tanto, igualando (3.38) y (3.40), se tiene∫ T

0

∫ 1

0
(y − ỹ)Fdxdt = 0, ∀F ∈ L2(Q),

de donde se concluye que ỹ = y c.t.p. en Q, es decir, ỹ verifica el sistema (3.1).

Por último, vamos a ver que el sistema (3.1) también satisface la restricción de control,
i.e., y(·, T ) = 0. Para esto, consideremos el control v obtenido a partir de (3.35) y el sistema
adjunto 

−ϕt − ϕxx = 0 en Q,

ϕ = 0 para (x, t) ∈ Σ,

ϕ(x, T ) = ϕT en (0, 1).

(3.41)

con ϕT ∈ L2(0, 1) arbitrario.

Argumentando como antes, podemos demostrar que ϕ solución de (3.41) y (3.1) satisfacen
la relación

(y(T ), ϕT )L2(0,1) − (y0, ϕ(0))L2(0,1) =

∫ T

0

∫
O
vϕdxdt, (3.42)
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mientras que las soluciones de los sistemas (3.24) y (3.41) verifican

(yϵ(T ), ϕT )L2(0,1) − (y0, ϕ(0))L2(0,1) =

∫ T

0

∫
O
vεϕdxdt. (3.43)

De (3.23), podemos tender ε a 0 para obtener que yε(·, T ) → 0 en L2(0, 1). Esto, junto con la
convergencia (3.35) nos permiten pasar al ĺımite en (3.43) de donde concluimos

−(y0, ϕ(0))L2(0,1) =

∫ T

0

∫
O
vϕdxdt. (3.44)

Juntando (3.42) y (3.44), obtenemos

(y(T ), ϕT )L2(0,1) = 0,

y como ϕT ∈ L2(0, 1) es arbitrario, y(·, T ) = 0 c.t.p. Esto concluye la prueba. □

3.3. Desigualdad de Carleman

Como ya se ha visto en la sección pasada, para poder controlar a cero la ecuación de calor, es
indispensable contar con la desigualdad de observabilidad (3.7), tal que esta se satisfaga para el
sistema adjunto (3.2). En esta sección nos enfocaremos en probar la desigualdad de observabili-
dad dada su importancia. La prueba que veremos para demostrarla se basa en estimaciones con
peso llamadas desigualdades de Carleman globales. Este es un método utilizado para estudiar
el control de ecuaciones parabólicas. La estrategia de estimaciones con peso fue introducida por
Imanuvilov y Fusikov en [FI96, FI94]. Recordamos que las EDPs pueden clasificarse según su
tipo, orden y linealidad (ver [Eva10]), por esta razón, existen variaciones de la Desigualdad de
Carleman. Por ejemplo, en [FM16, Ler19] se plantean diferentes desigualdades de Carleman,
que se utilizan para estudiar la controlabilidad a cero y la observabilidad de distintos tipos
de EDPs, como ecuaciones parabólicas (degeneradas o no degeneradas), ecuaciones eĺıpticas,
etc. Otro ejemplo se da en [LZ19], donde se emplea una estimación de Carleman particular
para resolver ecuaciones estocásticas con operadores parabólicos. Por lo tanto, la desigualdad
de Carleman es importante para el estudio de la estabilidad de sistemas de EDPs. Para los
propósitos de esta tesis se usa la desigualdad de Carleman clásica planteada en [Cho16, Sec20],
y una identidad de peso llamada identidad de Carleman. Dicho lo anterior comenzaremos este
caṕıtulo estableciendo algunas funciones de peso con las cuales vamos a poder definir la des-
igualdad de Carleman clásica. Posteriormente, demostraremos la desigualdad de obervabilidad
(3.7) a través de la desigualdad de Carleman clásica de una manera similar a como se hace en
[Pue19, FCZ00]. Finalmente, demostraremos la desigualdad de Carleman.

3.3.1. Funciones de peso

Recordamos primero la notación ya usada anteriormente y agregaremos algunas nuevas.
Sea el conjunto (0, 1) cuyos puntos de frontera se denotan con Γ = {0, 1}. Se ha definido
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O, como el dominio de control, el cual es un conjunto abierto tal que O ⊂ (0, 1) y además
Q = (0, 1) × (0, T ),Σ = Γ × (0, T ). Ahora definiremos O0 ⊂⊂ O lo que significa que el con-
junto O0 esta compactamente contenido en O, o dicho de otra manera O0 ⊂ O. Por último
denotaremos con I = (0, 1)\O0.

La desigualdad de Carleman adopta la siguiente forma simplificada

∫ T

0

∫ 1

0
ρ2|φ|2 dxdt ≤ Co

∫ T

0

∫
O
ρ2|φ|2 dxdt,

donde ρ = ρ(x, t) es una función continua y estrictamente positiva. Para mostrar una desigual-
dad de Carleman necesitamos definir varias funciones de peso. Vamos a considerar un peso η
que satisface la siguiente hipótesis.

Hipótesis 3.3.1 Sea O0 ⊂⊂ O. Entonces existe una función η ∈ C4([0, 1]) tal que para algún
δ > 0 se satisface lo siguiente 

η > 0 en (0, 1),

|ηx| ≥ δ en I,
ηx(0) > 0,

ηx(1) < 0.

Definimos ahora, para (x, t) ∈ Q y λ > 0

α(x, t) =
e4λ∥η∥∞ − eλ(2∥η∥∞+η(x))

t(T − t)
, (3.45)

y además

ξ(x, t) =
eλ(2∥η∥∞+η(x))

t(T − t)
, (3.46)

donde α, ξ > 0. Observamos que α ↑ +∞, ξ ↑ +∞, cuando t → 0+, t → T−. Definimos otro
peso, para s > 0

ρ(x, t) = e−2sα.

Vemos que cuando α ↑ +∞, entonces ρ(x, t) → 0.

Ahora enunciaremos la desigualdad de Carleman clásica.

Lema 3.3.2 Consideremos la función η que satisface la Hipótesis 3.3.1, y definimos α y ξ
como antes. Entonces existen constantes positivas λ1, s1, C1 que dependen solo de los conjuntos
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(0, 1) y O tal que para cualquier λ ≥ λ1 y cualquier s ≥ s1

s−1

∫ T

0

∫ 1

0
e−2sαξ−1

(
|qt|2 + |qxx|2

)
dxdt+ sλ2

∫ T

0

∫ 1

0
e−2sαξ |qx|2 dxdt

+ s3λ4
∫ T

0

∫ 1

0
e−2sαξ3 |q|2 dxdt

≤ C1

(∫ T

0

∫ 1

0
e−2sα |qt + qxx|2 dxdt+ s3λ4

∫ T

0

∫
O
e−2sαξ3|q|2dxdt

)
, (3.47)

para todo q ∈ C4([0, 1] × [0, T ]), con q = 0 en Γ × (0, T ). Más aún, s1 = C(T + T 2) donde
C > 0 depende de los conjuntos (0, 1) y O.

3.3.2. Relación entre la desigualdad de Carleman y la desigualdad de ob-
servabilidad

Vamos a ver como nos ayuda la desigualdad de Carleman a probar la desigualdad de
observabilidad con un procedimiento similar al que se utiliza en [FCZ00, DFCGBZ02, Pue19].
Usaremos que C > 0 es una constante genérica que depende a lo más de los conjuntos (0, 1)
y O, y que puede cambiar de ĺınea a ĺınea. Primero notemos que las funciones definidas en el
Lema 3.3.2 nos permiten construir la desigualdad de Carleman (3.47).
Sea el sistema adjunto (2.7) con condición inicial φT ∈ L2(0, 1), y cuya solución es φ ∈
C
(
[0, T ];L2(0, 1)

)
∩L2

(
0, T ;H1

0 (0, 1)
)
. Por el Teorema 1.2.13, es posible tomar un dato inicial

φT ∈ C∞
c ([0, 1]), para la ecuación (2.7) con solución φ ∈ C∞([0, 1]×[0, T ]). Luego, por densidad,

el Lema 3.3.2 se satisface para el sistema (2.7). Dicho lo anterior, fijamos λ = λ1, y de (3.47)
se tiene

s3λ41

∫ T

0

∫ 1

0
e−2sαξ3|φ|2dxdt ≤

(∫ T

0

∫ 1

0
e−2sα |φt + φxx|2 dxdt

+ s3λ41

∫ T

0

∫
O
e−2sαξ3|φ|2dxdt

)
.

De (2.7) se tiene que φt + φxx = 0, por lo tanto

s3λ41

∫ T

0

∫ 1

0
e−2sαξ3|φ|2dxdt ≤ C1

(
s3λ41

∫ T

0

∫
O
e−2sαξ3|φ|2dxdt

)
, (3.48)

∀s ≥ s1 = C
(
T + T 2

)
, y ∀φT ∈ L2(0, 1). Ahora sea la función η, tal que satisface la Hipótesis

3.3.1. Tomando mı́n
x∈[0,1]

η(x) = 0, y dado que λ = λ1 entonces tenemos la siguiente cota por

debajo para (3.46)
t−1(T − t)−1 ≤ ξ.

Si tomamos máx
x∈[0,1]

η(x) = ∥η∥∞, deducimos una cota por arriba para (3.46), lo que implica

t−1(T − t)−1 ≤ ξ ≤ Ct−1(T − t)−1. (3.49)
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Eliminamos términos semejantes en (3.48) y aplicamos (3.49), entonces∫ T

0

∫ 1

0
e−2sαt−3(T − t)−3|φ|2dxdt ≤ C

∫ T

0

∫
O
e−2sαt−3(T − t)−3|φ|2dxdt. (3.50)

A continuación deberemos encontrar una cota por debajo y por arriba para el siguiente término

1

P(x, t)
= e−2sαt−3(T − t)−3 =

(
e
−2s

α0
t(T−t)

)
t−3(T − t)−3, (3.51)

donde α0 = α0(x) = e4λ∥η∥∞ − eλ(2∥η∥∞+η(x)). Fijamos temporalmente η(x) = η1 en cualquier
punto x ∈ [0, 1], tal que α1

0 = e4λ∥η∥∞−eλ(2∥η∥∞+η1) es una constante. Reescribimos la ecuación
(3.51) de la siguiente manera

Px(t) = e
2s

α1
0

t(T−t) t3(T − t)3 = e2s
α1
0
τ τ3 = J x(τ). (3.52)

Aqúı τ = t(T − t), por lo que derivando esta función e igualando a cero obetenemos que

τt = T − 2t = 0 =⇒ t = T
2 =⇒ máx

t∈[0,T ]
τ =

T 2

4
, de ah́ı que τ ∈ [0, T

2

4 ]. Ahora encontraremos

el mı́nimo de la función J x(t), para ello obtendremos su derivada e igualamos a cero, para
posteriormente sustituir este resultado en la función original. Entonces

d

dt
J x(τ) = 3τ2e

2sα1
0

τ − 2sα1
0τe

2sα1
0

τ = 0,

lo que implica τ̂ = 2
3sα

1
0. Luego, J x(τ̂) =

(
2
3sα

1
0

)3
e3 es el mı́nimo. Por otro lado, aplicando la

regla de l’Hôpital podemos determinar que

ĺım
τ→0+

J x(τ) = ∞,

lo que nos dice que la función J x(τ) decrece para valores τ ∈ (0, τ̂) e incrementa para τ > τ̂ .
Por lo tanto,

mı́n
t∈[0,T ]

Px(t) = mı́n
τ∈
[
0,T

2

4

]J x(τ)

=


J x(τ) =

(
2

3
sα1

0

)3

e3 si
T 2

4
≥ 2

3
sα1

0,

J x

(
T 2

4

)
=
T 6

26
e

8sα1
0

T2 si
T 2

4
<

2

3
sα1

0.

Otra manera de identificar el mı́nimo es graficando la función Px(t), tal como se muestra en
la figura 3.3.2, donde ponemos de ejemplo que 2sα1

0 = 12, T = 2, y observamos que el mı́nimo

de esta función se da cuando t = T
2 =⇒ τ = T 2

4 . Ahora, sabemos que m0 = mı́n
x∈[0,1]

α(x) ≤
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Figura 3.1: Gráfica de la función Px(t) con 2sα1
0 = 12, y T = 2.

α(x) =⇒ m0 ≤ α1
0, por lo tanto si

s ≥ s2 = máx

{
s1,

3T 2

8m0

}
, (3.53)

entonces tenemos

mı́n
t∈[0,T ]

Px(t) ≥ T 6

26
e

8m0s

T2 ,

lo que implica que hemos encontrado una cota superior para (3.51), es decir

e−2sαt−3(T − t)−3 ≤ 26

T 6
e−

8m0s

T2 , ∀s2 ≤ s. (3.54)

Recordando que C es una constante que puede cambiar de ĺınea a ĺınea, y por el Lema 3.3.2
tenemos que s1 = Cs(T + T 2), de (3.53) se sigue que

s2 ≤ s3 = C(T + T 2), con C = máx

{
Cs,

3

8m0

}
.

Fijamos s = s3, entonces de (3.54) obtenemos

e−2sαt−3(T − t)−3 ≤ 26

T 6
e−C1(1+ 1

T ) ∀(x, t) ∈ Q. (3.55)
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Ahora determinaremos una cota por debajo para (3.51), para ello, dado (3.52), sabemos que

τ = t(T − t) ∈
[
0, T

2

4

]
, sin embargo, la función J x(τ) no está acotada por arriba, ya que

J x(0) = ∞ por lo que restringiremos la función τ a valores para t ∈
[
T
4 ,

3T
4

]
, lo que implica

que τ ∈
[
3T 2

16 ,
T 2

4

]
. Con esto y dado que J x(τ) es simetrica (como se muestra en la figura

3.3.2), entonces el máximo para esta función se da al evaluarla en el punto τ = 3T 2

16 , de ahi que

máx
t∈[T4 ,

3T
4 ]

Px(t) = máx
τ∈
[
3T2

16
,T

2

4

]J x(τ) =

(
3T 2

16

)3

e
4
3

8sα1
0

T2 .

Puesto que M0 = máx
x∈[0,1]

α(x) ≥ α(x) =⇒ M0 ≥ α1
0, por lo tanto, para s ≥ T 2

8m0
≥ T 2

8M0
se tiene

máx
t∈[T4 ,

3T
4 ]

Px(t) ≥
(
3T 2

16

)3

e
4
3

8sM0
T2 .

Si tomamos s ≥ s3 obtenemos una cota inferior para (3.51), es decir

e−2sαt−3(T − t)−3 ≥
(
16

3T

)3

e−
4
3

8M0s

T2 .

Fijamos s = s3, entonces de la desigualdad anterior se sigue(
16

3T

)3

e−C2(1+ 1
T ) ≤ e−2sαt−3(T − t)−3, ∀(x, t) ∈ [0, 1]×

[
T

4
,
3T

4

]
. (3.56)

Aplicando (3.55) y (3.56) a (3.50) se obtiene(
16

3T

)3

e−C2(1+ 1
T )
∫ 3T

4

T
4

∫ 1

0
|φ|2dxdt ≤ 26

T 6
e−C1(1+ 1

T )
∫ T

0

∫
O
|φ|2dxdt,

lo que implica ∫ 3T
4

T
4

∫ 1

0
|φ|2dxdt ≤ Co

∫ T

0

∫
O
|φ|2dxdt, (3.57)

para alguna constante Co > 0, que depende de T , (0, 1) y O. Finalmente, acotaremos el término
a la izquierda de la desigualdad (3.57). Para ello de nuestra ecuación (3.2) se tiene que

−φt = φxx =⇒ φt = −φxx.

Hacemos el producto interno en L2(0, 1) con φ, entonces

(φt, φ)L2(0,1) = − (φxx, φt)L2(0,1) .
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Ahora sea (φt, φ)L2(0,1) =
1
2 (φt, φ)L2(0,1) +

1
2 (φ,φt, )L2(0,1), por lo que de la ecuación anterior

se sigue que

1

2

(
d

dt
(φ,φ)L2(0,1)

)
=

1

2

(
(φt, φ)L2(0,1) + (φ,φt)L2(0,1)

)
= −

∫ 1

0
φφxxdx,

de ahi que
d

dt
∥φ(·, t)∥L2(0,1) = −2

∫ 1

0
φφxxdx.

Integramos por partes el lado derecho de la ecuación anterior y por las condiciones de frontera
de (3.2) se tiene

d

dt
∥φ(·, t)∥L2(0,1) = 2

∫ 1

0
|φx|2dx ≥ 0.

Integramos ambos extremos de la desigualdad en el intervalo [0, t], y aplicando el Teorema
fundamental del cálculo tenemos que

∥φ(·, t)∥L2(0,1) ≥ ∥φ(·, 0)∥L2(0,1),

de donde se sigue ∫ 3T
4

T
4

∥φ(·, t)∥L2(0,1)dt ≥
∫ 3T

4

T
4

∥φ(·, 0)∥L2(0,1)dt.

Dado que el término ∥φ(·, 0)∥L2(0,1) no depende del parámetro t obtenemos

∫ 3T
4

T
4

∫ 1

0
|φ|2dxdt ≥ T

2
∥φ(·, 0)∥L2(0,1).

Sustituyendo este resultado en (3.57) tenemos

∥φ(·, 0)∥L2(0,1) ≤ C

∫ T

0

∫
O
|φ|2dxdt,

que es la desigualdad de observabilidad (3.7).

3.3.3. Prueba de la desigualdad de Carleman

En esta sección probaremos la desigualdad de Carleman del Lema 3.3.2. Para ello y como
ya se ha hecho antes, a partir del conjunto Oo ⊂⊂ O definimos el peso η, tal que satisface
la Hipótesis 3.3.1. Ahora consideramos los siguientes cambios de variable que nos permitirán
simplificar algunas ecuaciones más adelante,

ψ = e−sαq,

g = e−sαf,

f = qt + qxx.

(3.58)
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Recordamos los pesos de las ecuaciones (3.45), (3.46). Calculando αx, se tiene que

αx = −ληx

(
eλ(2∥η∥∞+η(x))

t(T − t)

)
.

Por lo tanto tenemos que

αx = −λξηx. (3.59)

Siguiento el mismo procedimiento tenemos que

ξx = λξηx. (3.60)

A continuación, a partir de (3.58) vamos a estimar una expresión a la cual llamaremos la
identidad de Carleman. Entonces tenemos que

f = qt + qxx.

Multiplicamos ambos lados de la ecuación anterior por el término e−sα

e−sαf = e−sα(qt + qxx).

Por (3.58), sabemos que g = e−sαf , además ψ = e−sαq =⇒ q = esαψ, entonces

e−sα [(esαψ)t + (esαψ)xx] = g. (3.61)

Calculamos primero el término (esαψ)t utilizando las fórmulas de derivación clásicas, es decir

(esαψ)t = esαψt + esαsαtψ = esα(ψt + sαtψ). (3.62)

Ahora calculamos el término (esαψ)xx. Para ello estimamos primero (esαψ)x, luego

(esαψ)x = esαψx + esαsαxψ.

De (3.45) tenemos que

(esαψ)x = esαψx + esαsλξηxψ.

Por lo tanto

(esαψ)xx = (esαψx + esαsλξηxψ)x. (3.63)

Ahora calculamos por separado los términos de (3.63), entonces

(esαψx)x = esαψxx + esαsαxψx

= esαψxx − esαsλξηxψx. (3.64)

Para el segundo término de (3.63) tenemos

(esαsλξηxψ)x = esα(sλξxηxψ + sλξηxxψ + sλξηxψx) + esα(s2αxλξηxψ).
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Por (3.45) y (3.46) se tiene que

(esαsλξηxψ)x = esα(sλ2ξ|ηx|2ψ + sλξηxxψ + sλξηxψx)− esα(s2λ2ξ2|ηx|2ψ). (3.65)

Sustituimos las ecuaciones (3.64) y (3.65) en (3.63) para obtener

(esαψ)xx = esα(ψxx − 2sλξηxψx − sλ2ξ|ηx|2ψ − sλξηxxψ + s2λ2ξ2|ηx|2ψ). (3.66)

Sustituyendo (3.62), (3.66) en (3.61) tenemos

g = e−sα
[
esα
(
ψt + sαtψ + ψxx − 2sλξηxψx − sλ2ξ|ηx|2ψ − sλξηxxψ + s2λ2ξ2|ηx|2ψ

)]
= ψt + sαtψ + ψxx − 2sλξηxψx − sλ2ξ|ηx|2ψ − sλξηxxψ + s2λ2ξ2|ηx|2ψ.

Sumamos los términos −sλ2ξ|ηx|2ψ, sλξηxxψ en ambos lados de la ecuación anterior, entonces

g + sλξηxxψ − sλ2ξ|ηx|2ψ = −2sλ2ξ|ηx|2ψ − 2sλξηxψx + ψt + s2λ2ξ2|ηx|2ψ + ψxx + sαtψ.

Hacemos la siguiente notación

Aψ = −2sλ2ξ |ηx|2 ψ − 2sλξηxψx + ψt, (3.67)

Bψ = s2λ2ξ2 |ηx|2 ψ + ψxx + sαtψ, (3.68)

gs,λ = g + sλξηxxψ − sλ2ξ |ηx|2 ψ. (3.69)

Tenemos entonces la identidad de Carleman que nos ayudará a probar la desigualdad del Lema
3.3.2, es decir

Aψ +Bψ = gs,λ. (3.70)

Definimos además {
A1 = −2sλ2ξ |ηx|2 ψ, A2 = −2sλξηxψx, A3 = ψt,

B1 = s2λ2ξ2 |ηx|2 ψ, B2 = ψxx, B3 = sαtψ.
(3.71)

Antes de continuar, deberemos estimar algunos resultados que nos ayudarán a deducir cotas
para ciertos términos que veremos más adelante. Primero calcularemos los términos ψx, ψxx y
ψt. Entonces para el primer término se tiene

ψx =
(
e−sαq

)
x

= e−sαqx +
(
−qse−sααx

)
.

Utilizando la ecuación (3.59) obtenemos

ψx = e−sαqx + se−sαqλξηx

= e−sαqx + sλξηxψ. (3.72)

Calculemos el término ψxx

ψxx =
(
e−sαqx + sλξηxψ

)
x
. (3.73)
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Para ello debemos realizar la derivada de cada uno de los sumandos de (3.73) por separado,
entonces (

e−sαqx
)
x
= e−sαqxx + qx

(
−se−sααx

)
= e−sαqxx + sλξe−sαqxηx. (3.74)

Ahora se tiene que

(sλξηxψ)x = sλξηxψx + sλξxηxψ + sλξηxxψ

= sλξηxψx + sλ2ξ|ηx|2ψ + sλξηxxψ, (3.75)

esto último por la ecuación (3.60). Sustituyendo las ecuaciones (3.74) y (3.75) en (3.73) tenemos

ψxx =e−sαqxx + sλξe−sαqxηx + sλξηxψx

+ sλξηxxψ + sλ2ξ|ηx|2ψ. (3.76)

Para el termino ψt se sigue

ψt =
(
e−sαq

)
t

= e−sαqt − sqe−sααt

= e−sαqt − sαtψ. (3.77)

Ahora vamos a estimar una cota superior para el término |αt|, entonces tenemos

αt =

(
e4λ∥η∥∞

t(T − t)

)
t

−

(
eλ(2∥η∥∞+η(x))

t(T − t)

)
t

. (3.78)

Desarrollaremos cada unos de los términos por separado utilizando las fórmulas clásicas de
derivación. Tenemos para el primer término(

e4λ∥η∥∞

t(T − t)

)
t

=
−e4λ∥η∥∞(T − 2t)

t2(T − t)2
= −e

4λ∥η∥∞(T − 2t)

t2(T − t)2
. (3.79)

Para el segundo término se tiene(
eλ(2∥η∥∞+η(x))

t(T − t)

)
t

=
−eλ(2∥η∥∞+η(x))(T − 2t)

t2(T − t)2
= −e

λ(2∥η∥∞+η(x))(T − 2t)

t2(T − t)2
. (3.80)

Sustituyendo (3.79) y (3.80) en (3.78) obtenemos

αt = −e
4λ∥η∥∞(T − 2t)

t2(T − t)2
+
eλ(2∥η∥∞+η(x))(T − 2t)

t2(T − t)2

=
(
eλ(2∥η∥∞+η(x)) − e4λ∥η∥∞

) (T − 2t)

t2(T − t)2
. (3.81)
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Tomemos |αt|, entonces podemos decir

|αt| =
∣∣∣eλ(2∥η∥∞+η(x)) − e4λ∥η∥∞

∣∣∣ |T − 2t|
t2(T − t)2

=

∣∣eλ(2∥η∥∞+η(x))
∣∣

t2(T − t)2

∣∣∣∣∣1− e4λ∥η∥∞

eλ(2∥η∥∞+η(x))

∣∣∣∣∣ |T − 2t|.

Como λ > 0 y η(x) ≥ 0 en [0, 1], entonces el término eλ(2∥η∥∞+η(x)) ≥ 1, y podemos decir que
eλ(2∥η∥∞+η(x)) ≤ e2λ(2∥η∥∞+η(x)), y además |T − 2t| ≤ |T |. Por lo tanto se produce la siguiente
desigualdad

|αt| ≤
∣∣e2λ(2∥η∥∞+η(x))

∣∣
t2(T − t)2

∣∣∣∣∣1− e4λ∥η∥∞

eλ(2∥η∥∞+η(x))

∣∣∣∣∣ |T |
=

∣∣∣∣∣1− e4λ∥η∥∞

eλ(2∥η∥∞+η(x))

∣∣∣∣∣Tξ2 (3.82)

Ahora sea ∣∣∣∣∣1− e4λ∥η∥∞

eλ(2∥η∥∞+η(x))

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣1− e4λ∥η∥∞−λ(2∥η∥∞+η(x))
∣∣∣ = ∣∣∣1− eλ(2∥η∥∞−η(x))

∣∣∣ .
Dado que η(x) > 0 por la Hipótesis 3.3.1, y como el intervalo [0, 1] es compacto, entonces
η(x) ≤ ∥η(x)∥∞ ∀ x ∈ [0, 1]. De ahi que∣∣∣1− eλ(2∥η∥∞−η(x))

∣∣∣ ≤ ∣∣∣1− eλ(2∥η∥∞+η(x))
∣∣∣ ≤ ∣∣∣1− eλ(2∥η∥∞+∥η∥∞)

∣∣∣ = C

Sustituyendo este resultado en la desigualdad (3.82) obtenemos

|αt| ≤ CTξ2. (3.83)

Calcularemos ahora αtt y daremos una cota por arriba para el valor absoluto de este término.
Entonces de (3.81) se tiene

αtt =

((
eλ(2∥η∥∞+η(x)) − e4λ∥η∥∞

) (T − 2t)

t2(T − t)2

)
t

=
(
eλ(2∥η∥∞+η(x)) − e4λ∥η∥∞

)(−2t2(T − t)2 − 2t(T − t)(T − 2t)2

t4(T − t)4

)
=
(
eλ(2∥η∥∞+η(x)) − e4λ∥η∥∞

)(−2t(T − t)− 2(T − 2t)2

t3(T − t)3

)
,

por lo tanto

αtt = −2
(
eλ(2∥η∥∞+η(x)) − e4λ∥η∥∞

) T 2 − 3Tt+ 3t2

t3(T − t)3
. (3.84)
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De (3.84), podemos estimar una cota por arriba para |αt|, entonces

|αtt| = | − 2|
∣∣∣eλ(2∥η∥∞+η(x)) − e4λ∥η∥∞

∣∣∣ |T 2 − 3Tt+ 3t2|
|t3(T − t)3|

= | − 2|
∣∣eλ(2∥η∥∞+η(x))

∣∣
|t3(T − t)3|

∣∣∣∣∣1− e4λ∥η∥∞

eλ(2∥η∥∞+η(x))

∣∣∣∣∣ |T 2 − 3Tt+ 3t2|

Como λ > 0 y η(x) ≥ 0 en [0, 1], entonces el término eλ(2∥η∥∞+η(x)) ≥ 1, y podemos decir que
eλ(2∥η∥∞+η(x)) ≤ e3λ(2∥η∥∞+η(x)), y además |T − 3Tt + 3t2| ≤ |T 2|. Por lo tanto se produce la
siguiente desigualdad

|αtt| ≤
∣∣e3λ(2∥η∥∞+η(x))

∣∣
t3(T − t)3

∣∣∣∣∣1− e4λ∥η∥∞

eλ(2∥η∥∞+η(x))

∣∣∣∣∣ |T 2|

=

∣∣∣∣∣1− e4λ∥η∥∞

eλ(2∥η∥∞+η(x))

∣∣∣∣∣T 2ξ3

Ahora sea ∣∣∣∣∣1− e4λ∥η∥∞

eλ(2∥η∥∞+η(x))

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣1− e4λ∥η∥∞−λ(2∥η∥∞+η(x))
∣∣∣ = ∣∣∣1− eλ(2∥η∥∞−η(x))

∣∣∣ .
Dado que η(x) > 0 por la Hipótesis 3.3.1, y como el intervalo [0, 1] es compacto, entonces
η(x) ≤ ∥η(x)∥∞ ∀ x ∈ [0, 1]. De ahi que∣∣∣1− eλ(2∥η∥∞−η(x))

∣∣∣ ≤ ∣∣∣1− eλ(2∥η∥∞+η(x))
∣∣∣ ≤ ∣∣∣1− eλ(2∥η∥∞+∥η∥∞)

∣∣∣ = C

Sustituyendo este resultado en la desigualdad (3.82) obtenemos

|αtt| ≤ CT 2ξ3. (3.85)

De igual manera estimaremos ξt, y daremos una cota por arriba para este término. Entonces
por la ecuación (3.80) tenemos que

|ξt| =

∣∣∣∣∣
(
eλ(2∥η∥∞+η(x))

t(T − t)

)
t

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣−eλ(2∥η∥∞+η(x))(T − 2t)

t2(T − t)2

∣∣∣∣∣ .
Como ya se ha dicho eλ(2∥η∥∞+η(x)) ≤ e2λ(2∥η∥∞+η(x)) y |T − 2t| ≤ |T |, por lo tanto se sigue la
siguiente desigualdad

|ξt| =

∣∣∣∣∣−eλ(2∥η∥∞+η(x))(T − 2t)

t2(T − t)2

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣−e2λ(2∥η∥∞+η(x))

t2(T − t)2

∣∣∣∣∣ |T | = ξ2T.

Dado que ξ2T > 0, y para C > 0, se tiene

|ξt| ≤ CTξ2 (3.86)
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Finalmente de las ecuaciones (3.59), (3.60), ∥ηx∥∞ ≤ C podemos establecer

αx = −λξηx = −ξx ≤ Cλξ

Procedemos ahora a tomar la norma L2(Q) en ambos lados de la ecuación (3.70), y obte-
nemos la siguiente ecuación

∥Aψ∥2L2(Q) + ∥Bψ∥2L2(Q) + 2
3∑

i,j=1

(Ai, Bj)L2(Q) = ∥gs,λ∥2L2(Q), (3.87)

con ∥Aψ∥2L2(Q), ∥Bψ∥
2
L2(Q) ≥ 0.

El lema que enunciamos a continuación es auxiliar para acotar la ecuación (3.87).

Lema 3.3.3 Sea η una función que satisface la Hipótesis 3.3.1, entonces

2

3∑
i,j=1

(Ai, Bj)L2(Q) ≥C
∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

sλ2ξ |ψx|2 dxdt, (3.88)

donde Ai, Bj se definen en la ecuación (3.71).

Demostración. Dividiremos la prueba en varias partes.

1. Calcularemos primero los términos (A1, B1)L2(Q) y (A2, B1)L2(Q), entonces por (3.71)

(A1, B1)L2(Q) = −
∫ T

0

∫ 1

0
2s3λ4ξ3 |ηx|4 |ψ|2 dxdt, (3.89)

(A2, B1)L2(Q) = −
∫ T

0

∫ 1

0
2s3λ3ξ3 (ηx)

3 ψψx dxdt

= −
∫ T

0

∫ 1

0
s3λ3ξ3 (ηx)

3 (|ψ|2)
x
dxdt.

Integrando por partes y recordando que ψ = e−sαq(x, t), q = 0 en Γ× (0, T ) por el Lema 3.3.2,
entonces

(A2, B1)L2(Q) =

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ3

(
ξ3 (ηx)

3
)
x
|ψ|2 dxdt.

=

∫ T

0

∫ 1

0
3s3λ3ξ2ξx (ηx)

3 |ψ|2 dxdt+
∫ T

0

∫ 1

0
3s3λ3ξ3 |ηx|2 ηxx|ψ|2 dxdt.
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Recordando la ecuación (3.60)

(A2, B1)L2(Q) =

∫ T

0

∫ 1

0
3s3λ4ξ3 |ηx|4 |ψ|2 dxdt+

∫ T

0

∫ 1

0
3s3λ3ξ3 |ηx|2 ηxx|ψ|2 dxdt. (3.90)

Sumando las ecuaciones (3.89) y (3.90) se tiene

(A1 +A2, B1)L2(Q) =

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3 |ηx|4 |ψ|2 dxdt+ 3

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ3ξ3 |ηx|2 ηxx|ψ|2 dxdt.

Por la Hipótesis 3.3.1 sabemos, |ηx| ≥ δ en I = (0, 1)\O0, por lo tanto podemos decir que
existe una constante Cδ que depende de δ tal que

(A1 +A2, B1)L2(Q) ≥ Cδ

∫ T

0

∫
I
s3λ4|ψ|2 dxdt+ 3

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ3ξ3 |ηx|2 ηxx|ψ|2 dxdt

+ C

∫ T

0

∫
O0

s3λ4ξ3|ψ|2 dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

s3λ4ξ3|ψ|2 dxdt

≥ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2 dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

s3λ4ξ3|ψ|2 dxdt

+ 3

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ3ξ3 |ηx|3 ηxx|ψ|2 dxdt,

Por otro lado como η ∈ C4[0, 1]∣∣∣∣3∫ T

0

∫ 1

0
s3λ3ξ3 |ηx|3 ηxx|ψ|2 dxdt

∣∣∣∣ ≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ3ξ3|ψ|2 dxdt.

Por lo tanto

(A1 +A2, B1)L2(Q) ≥C
∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2 dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

s3λ4ξ3|ψ|2 dxdt

− C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ3ξ|ψ|2 dxdt.

El término
∫ T
0

∫ 1
0 s

3λ4ξ3|ψ|2 absorbe al término
∫ T
0

∫ 1
0 s

3λ3ξ|ψ|2dxdt, si λ ≥ C

(A1 +A2, B1)L2(Q) ≥ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2 dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

s3λ4ξ3|ψ|2 dxdt. (3.91)

2. Calcularemos ahora los términos (A1, B2)L2(Q) y (A2, B2)L2(Q). De la ecuación (3.71)
estimaremos primero (A1, B2)L2(Q), aśı tenemos

(A1, B2)L2(Q) = −2

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ηx|2 ψψxxdxdt.
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Integramos por partes el término anterior y como ψ = e−sαq(x, t), q = 0 en Γ× (0, T ) se tiene

(A1, B2)L2(Q) = 2

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2

(
|ηx|2 ξψ

)
x
ψx dxdt.

Usando la regla de la cadena, y recordando la ecuación (3.60) se obtiene

(A1, B2)L2(Q) =2

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ηx|2 |ψx|2 dxdt+ 4

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξηxηxxψψx dxdt

+ 2

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξx |ηx|2 ψψx dxdt

=2

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ηx|2 |ψx|2 dxdt+ 4

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξηxηxxψψxdxdt

+ 2

∫ T

0

∫ 1

0
sλ3ξ(ηx)

3ψψxdxdt. (3.92)

Ahora analizaremos por separado algunos de los términos de la ecuación (3.92). Entonces
diremos que 

G1 := 4

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξηxηxxψψx dxdt,

G2 := 2

∫ T

0

∫ 1

0
sλ3ξ(ηx)

3ψψx dxdt.

Por tanto, para G1 usamos que η ∈ C4[0, 1] tenemos

|G1| ≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ|ψ| |ψx| dxdt = C

(
s

1
2λ2ξ

1
2 |ψ|, s

1
2 ξ

1
2 |ψx|

)
L2(Q)

.

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Young en la expresión anterior
se tiene que

|G1| ≤ C

(∫ T

0

∫ 1

0
sλ4ξ|ψ|2dxdt+

∫ T

0

∫ 1

0
sξ |ψx|2 dxdt

)
. (3.93)

De igual manera, para G2, usamos que η ∈ C4[0, 1], entonces

|G2| ≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ3ξ|ψ| |ψx| dxdt = C

(
sλ2ξ|ψ|, λ |ψx|

)
L2(Q)

.

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Young en la expresión anterior
deducimos

|G2| ≤ C

(∫ T

0

∫ 1

0
s2λ4ξ2|ψ|2dxdt+

∫ T

0

∫ 1

0
λ2 |ψx|2 dxdt

)
. (3.94)

Sustituyendo los resultados de (3.93) y (3.94) en (3.92) se produce la siguiente desigualdad

(A1, B2)L2(Q) ≥2

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ηx|2 |ψx|2 dxdt− C

∫ T

0

∫ 1

0

(
sλ4ξ + s2λ4ξ2

)
|ψ|2 dxdt

− C

∫ T

0

∫ 1

0

(
sξ + λ2

)
|ψx|2 dxdt. (3.95)
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Ahora estimaremos (A2, B2)L2(Q), entonces

(A2, B2)L(Q) = −2

∫ T

0

∫ 1

0
sλξηxψxψxx dxdt

= −
∫ T

0

∫ 1

0
sλξηx

(
|ψx|2

)
x
dxdt.

Integramos por partes este resultado, por lo tanto

(A2, B2)L2(Q) = −
∫ T

0
sλξ(1, t)ηx(1, t) |ψx(1, t)|2 dt+

∫ T

0
sλξ(0, t)ηx(0, t) |ψx(0, t)|2 dt

+

∫ T

0

∫ 1

0
sλ (ξηx)x |ψx|2 dxdt

= −
∫ T

0
sλξ(1, t)ηx(1, t) |ψx(1, t)|2 dt+

∫ T

0
sλξ(0, t)ηx(0, t) |ψx(0, t)|2 dt

+

∫ T

0

∫ 1

0
sλξηxx |ψx|2 dxdt+

∫ T

0

∫ 1

0
sλξxηx |ψx|2 dxdt.

Recordando la ecuación (3.60), se tiene

(A2, B2)L2(Q) =−
∫ T

0
sλξ(1, t)ηx(1, t) |ψx(1, t)|2 dt+

∫ T

0
sλξ(0, t)ηx(0, t) |ψx(0, t)|2 dt

+

∫ T

0

∫ 1

0
sλξηxx |ψx|2 dxdt+

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ηx|2 |ψx|2 dxdt.

Por la Hipótesis 3.3.1, sabemos ηx(0) > 0, y además ηx(1) < 0, lo que implica
−
∫ T

0
sλξ(1, t)ηx(1, t) |ψx(1, t)|2 dt ≥ 0,∫ T

0
sλξ(0, t)ηx(0, t) |ψx(0, t)|2 dt ≥ 0.

De ahi que podemos escribir la siguiente desigualdad

(A2, B2)L2(Q) ≥
∫ T

0

∫ 1

0
sλξηxx |ψx|2 dxdt+

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ηx|2 |ψx|2 dxdt. (3.96)

Usamos que η ∈ C4[0, 1] para primer término del lado derecho de la desigualdad (3.96), entonces∣∣∣∣∫ T

0

∫ 1

0
sλξηxx |ψx|2 dxdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

∫ 1

0
sλξ |ηxx| |ψx|2 dxdt ≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλξ |ψx|2 dxdt.

Sustituyendo este resultado en la ecuación (3.96) se tiene

(A2, B2)L2(Q) ≥− C

∫ T

0

∫ 1

0
sλξ |ψx|2 dxdt+

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ηx|2 |ψx|2 dxdt. (3.97)
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Sumando las ecuaciones (3.95) y (3.97) se tiene que

(A1 +A2, B2)L2(Q) ≥3

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ηx|2 |ψx|2 dxdt− C

∫ T

0

∫ 1

0

(
sλ4ξ + s2λ4ξ2

)
|ψ|2 dxdt

− C

∫ T

0

∫ 1

0

(
sξ + λ2 + sλξ

)
|ψx|2 dxdt.

Sabemos que |ηx| ≥ δ en I, por lo tanto podemos decir que existe una constante Cδ que
depende de δ tal que

(A1 +A2, B2)L2(Q) ≥ Cδ

∫ T

0

∫
I
sλ2ξ |ψx|2 dxdt− C

∫ T

0

∫ 1

0

(
sλ4ξ + s2λ4ξ2

)
|ψ|2 dxdt

− C

∫ T

0

∫ 1

0

(
sξ + λ2 + sλξ

)
|ψx|2 dxdt

≥ Cδ

∫ T

0

∫
I
sλ2ξ |ψx|2 dxdt+ Cδ

∫ T

0

∫
O0

sλ2ξ |ψx|2 dxdt

− Cδ

∫ T

0

∫
O0

sλ2ξ |ψx|2 dxdt− C

∫ T

0

∫ 1

0

(
sλ4ξ + s2λ4ξ2

)
|ψ|2 dxdt

− C

∫ T

0

∫ 1

0

(
sξ + λ2 + sλξ

)
|ψx|2 dxdt.

Entonces

(A1 +A2, B2)L2(Q) ≥C
∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

sλ2ξ |ψx|2 dxdt

− C

∫ T

0

∫ 1

0

(
sλ4ξ + s2λ4ξ2

)
|ψ|2 dxdt

− C

∫ T

0

∫ 1

0

(
sξ + λ2 + sλξ

)
|ψx|2 dxdt.

El término C
∫ T
0

∫ 1
0 sλ

2ξ |ψx|2 dxdt absorbe a −C
∫ T
0

∫ 1
0

(
sξ + λ2 + sλξ

)
|ψx|2 dxdt si λ ≥ C,

por lo tanto se tiene

(A1 +A2, B2)L2(Q) ≥C
∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

sλ2ξ |ψx|2 dxdt

− C

∫ T

0

∫ 1

0

(
sλ4ξ + s2λ4ξ2

)
|ψ|2 dxdt. (3.98)

3. Para los términos (A1, B3)L2(Q) y (A2, B3)L2(Q) se tiene por (3.71) que

(A1, B3)L2(Q) = −
∫ T

0

∫ 1

0
2s2λ2ξ |ηx|2 |ψ|2 αt dxdt, (3.99)
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(A2, B3)L2(Q) = −
∫ T

0

∫ 1

0
2s2λξηxψxψαt dxdt

= −
∫ T

0

∫ 1

0
s2λξηx

(
|ψ|2

)
x
αt dxdt. (3.100)

Integramos por partes la ecuación (3.100). Como ψ = e−sαq(x, t), q = 0 en Γ× (0, T ) entonces
se tiene que

(A2, B3)L2(Q) =

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ (ξηx)x |ψ|

2αt dxdt.

Utilizando la regla de la cadena, y por (3.60) obtenemos

(A2, B3)L2(Q) =

∫ T

0

∫ 1

0
s2λξxηx|ψ|2αt dxdt+

∫ T

0

∫ 1

0
s2λξηxx|ψ|2αt dxdt

=

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ |ηx|2 |ψ|2αt dxdt+

∫ T

0

∫ 1

0
s2λξηxx|ψ|2αt dxdt. (3.101)

Sumando las ecuaciones (3.99) y (3.101) se tiene

(A1 +A2, B3)L2(Q) = −
∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ |ηx|2 |ψ|2αt dxdt+

∫ T

0

∫ 1

0
s2λξηxx|ψ|2αt dxdt. (3.102)

Dado que ∣∣∣∣−∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ |ηx|2 |ψ|2αtdxdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ |ηx|2 |ψ|2 |αt| dxdt,

entonces, sustituyendo este resultado en la ecuación (3.102) obtenemos

(A1 +A2, B3)L2(Q) ≥ −
∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ |ηx|2 |ψ|2 |αt| dxdt+

∫ T

0

∫ 1

0
s2λξηxx|ψ|2αt dxdt.

Por la Hipótesis 3.3.1 sabemos |ηx| ≥ δ en I lo que implica que existe Cδ tal que − |ηx| ≥ −Cδ

en I, por tanto

(A1 +A2, B3)L2(Q) ≥ −Cδ

∫ T

0

∫
I
s2λ2ξ|ψ|2 |αt| dxdt− Cδ

∫ T

0

∫
O0

s2λ2ξ|ψ|2 |αt| dxdt

+ C

∫ T

0

∫
O0

s2λ2ξ|ψ|2 |αt| dxdt+
∫ T

0

∫ 1

0
s2λξηxx|ψ|2αtdxdt

≥ −C
∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ|ψ|2 |αt| dxdt+ C

∫ T

0

∫
O0

s2λ2ξ|ψ|2 |αt| dxdt

+

∫ T

0

∫ 1

0
s2λξηxx|ψ|2αtdxdt.
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Como el término C
∫ T
0

∫
O0
s2λ2ξ|ψ|2|αt|dxdt > 0, se tiene

(A1 +A2, B3)L2(Q) ≥− C

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ|ψ|2 |αt| dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

s2λ2ξ|ψ|2 |αt| dxdt

+

∫ T

0

∫ 1

0
s2λξηxx|ψ|2αtdxdt. (3.103)

Usando que η ∈ C4([0, 1]) en la ecuación anterior, podemos decir que∣∣∣∣∫ T

0

∫ 1

0
s2λξηxx|ψ|2αtdxdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

∫ 1

0
s2λξ |ηxx| |ψ|2 |αt| dxdt ≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
s2λξ|ψ|2 |αt| dxdt,

por lo que sustituyendo en (3.103), y usando (3.83) obtenemos

(A1 +A2, B3)L2(Q) ≥ −C
∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ|ψ|2 |αt| dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

s2λ2ξ|ψ|2 |αt| dxdt

− C

∫ T

0

∫ 1

0
s2λξ|ψ|2 |αt| dxdt

≥ −CT
∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ3|ψ|2dxdt− CT

∫ T

0

∫
O0

s2λ2ξ3|ψ|2dxdt

− CT

∫ T

0

∫ 1

0
s2λξ3|ψ|2dxdt,

donde el término −C
∫ T
0

∫ 1
0 s

2λ2ξ3|ψ|2dxdt absorbe a −C
∫ T
0

∫ 1
0 s

2λξ3|ψ|2dxdt, si λ ≥ C, y por
lo tanto

(A1 +A2, B3)L2(Q) ≥− C

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ3|ψ|2dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

s2λ2ξ3|ψ|2dxdt. (3.104)

4. Calculando el término (A3, B1)L2(Q) se tiene

(A3, B1)L2(Q) =

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ2 |ηx|2 ψψt dxdt

=
1

2

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ2 |ηx|2

(
|ψ|2

)
t
dxdt.

Integramos por partes este resultado para obtener

(A3, B1)L2(Q) =
1

2

∫ 1

0
s2λ2ξ2 |ηx|2 |ψ|2

∣∣∣t=T

t=0
dx− 1

2

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2 |ηx|2

(
ξ2
)
t
|ψ|2 dxdt

=
1

2

∫ 1

0
s2λ2ξ2 |ηx|2 |ψ|2

∣∣∣t=T

t=0
dx−

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ |ηx|2 ξt|ψ|2 dxdt. (3.105)
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A continuación analizaremos el término 1
2

∫ 1
0 s

2λ2ξ2 |ηx|2 |ψ|2
∣∣∣t=T

t=0
dx de la ecuación (3.105). De

ahi observamos que las variables dependientes de t son ξ y ψ, por ello nos enfocaremos en
desarrollar el término ξ2ψ2 por separado. Entonces de las ecuaciones (3.45) y (3.46) se tiene
que

(ψξ)2 =

(
qe−sα

(
eλ(2∥η∥∞+η(x))

t(T − t)

))2

=

qe−s

(
e4λ∥η∥∞−eλ(2∥η∥∞+η(x))

t(T−t)

)(
eλ(2∥η∥∞+η(x))

t(T − t)

)
2

.

Dado que q ∈ C4([0, 1]), entonces |q| ≤ ∥q∥∞, y de la ecuación anterior se tiene la siguiente
desigualdad

(ψξ)2 ≤

∥q∥∞e
−s

(
e4λ∥η∥∞−eλ(2∥η∥∞+η(x))

t(T−t)

)(
eλ(2∥η∥∞+η(x))

t(T − t)

)
2

. (3.106)

Además sabemos que η(x) ≤ ∥η∥∞, por lo tanto λ(2∥η∥∞+η(x) ≤ λ(2∥η∥∞+∥η∥∞) = 3λ∥η∥∞,
lo que implica

−eλ(2∥η∥∞+η(x)) ≥ −e3λ∥η∥∞ .
Sumando el término e4λ∥η∥∞ y multiplicando por s > 0 en ambos lados de la desigualdad
anterior tenemos que

s
(
e4λ∥η∥∞ − eλ(2∥η∥∞+η(x))

)
≥ s

(
e4λ∥η∥∞ − e3λ∥η∥∞

)
> 0.

Fijaremos η(x) y haremos la siguiente denotación temporalmente{
ℓ1 = s

(
e4λ∥η∥∞ − eλ(2∥η∥∞+η(x))

)
,

ℓ2 = ∥q∥∞eλ(2∥η∥∞+η(x)),

con ℓ1, ℓ2 > 0. Sustituyendo en la desigualdad (3.106) se tiene

(ψξ)2 ≤

ℓ2e− ℓ1
t(T−t)

t(T − t)

2

. (3.107)

Ahora tomaremos el ĺımite cuando t→ 0+

ĺım
t→0+

(ψξ)2 ≤ ĺım
t→0+

ℓ2e− ℓ1
t(T−t)

t(T − t)

2

, (3.108)

y desarrollaremos para el miembro derecho de la desigualdad (3.108), entonces

ĺım
t→0+

ℓ2e
− ℓ1

t(T−t)

t(T − t)
=

(
ĺım
t→0+

ℓ2
(T − t)

) ĺım
t→0+

e
− ℓ1

t(T−t)

t

 =
ℓ2
T

(
ĺım
t→0+

1
t

e
ℓ1

t(T−t)

)
.



86 Controlabilidad a cero de la ecuación de calor

Aplicando la regla de l’Hôpital se tiene

ĺım
t→0+

ℓ2e
− ℓ1

t(T−t)

t(T − t)
=
ℓ2
T

 ĺım
t→0+

∂
∂t

(
1
t

)
∂
∂te

ℓ1
t(T−t)


=
ℓ2
T

 ĺım
t→0+

(T − t)2e
− ℓ1

t(T−t)

ℓ1(T − 2t)


=
ℓ2
ℓ1

(
ĺım
t→0+

e
− ℓ1

t(T−t)

)
=
ℓ2
ℓ1

(
e

−ℓ1
T (ĺımt→0+

1
t )
)
,

y dado que ĺımt→0+
1
t = ∞, entonces, de la desigualdad (3.108) se tiene que para T > 0

ĺım
t→0+

(ψξ)2 = 0. (3.109)

A partir de la desigualdad (3.107), tomaremos ahora el ĺımite cuando t→ T−, entonces

ĺım
t→T−

(ψξ)2 ≤ ĺım
t→T−

ℓ2e− ℓ1
t(T−t)

t(T − t)

2

. (3.110)

Desarrollando el miembro derecho de la desigualdad (3.110) tenemos

ĺım
t→T−

ℓ2e
− ℓ1

t(T−t)

t(T − t)
=

(
ĺım

t→T−

ℓ2
t

) ĺım
t→T−

e
− ℓ1

t(T−t)

(T − t)

 =
ℓ2
T

(
ĺım

t→T−

1
(T−t)

e
ℓ1

t(T−t)

)
.

Aplicando la regla de l’Hôpital se tiene

ĺım
t→T−

ℓ2e
− ℓ1

t(T−t)

t(T − t)
=
ℓ2
T

 ĺım
t→T−

∂
∂t

(
1

(T−t)

)
∂
∂te

ℓ1
t(T−t)


=
ℓ2
T

 ĺım
t→T−

t2e
− ℓ1

t(T−t)

ℓ1(T − 2t)


= −ℓ2

ℓ1

(
ĺım

t→T−
e
− ℓ1

t(T−t)

)
= −ℓ2

ℓ1

(
e

−ℓ1
T

(
ĺımt→T−

1
(T−t)

))
,

y dado que ĺımt→0+
1

(T−t) = ∞, ya que T −t > 0 para valores de t que estan justo a la izquierda

de T = t, entonces, de la desigualdad (3.110) se obtiene que para T > 0

ĺım
t→T−

(ψξ)2 = 0. (3.111)
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Por los resultados de las ecuaciones (3.109) y (3.111) se sigue

1

2

∫ 1

0
s2λ2ξ2 |ηx|2 |ψ|2

∣∣∣∣t=T

t=0

dx = 0.

Sustituyendo este resultado en (3.105) y de la desigualdad (3.86) tenemos

(A3, B1)L2(Q) = −
∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ |ηx|2 ξt|ψ|2 dxdt

≥ −CT
∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ3 |ηx|2 |ψ|2 dxdt.

Por la Hipótesis 3.3.1 sabemos |ηx| ≥ δ en I ⇒ ∃ Cδ tal que − |ηx| ≥ −Cδ en I, por tanto

(A3, B1)L2(Q) ≥ −C
∫ T

0

∫
I
s2λ2ξ3|ψ|2 dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

s2λ2ξ3|ψ|2 dxdt

+ C

∫ T

0

∫
O0

s2λ2ξ3|ψ|2 dxdt

≥ −C
∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ3|ψ|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫
O0

s2λ2ξ3|ψ|2 dxdt. (3.112)

5. Para el término (A3, B2)L2(Q) tenemos

(A3, B2)L2(Q) =

∫ T

0

∫ 1

0
ψtψxx dxdt, (3.113)

Integraremos por partes este resultado, entonces

(A3, B2)L2(Q) =

∫ T

0
ψtψx

∣∣∣∣x=1

x=0

dt−
∫ T

0

∫ 1

0
(ψt)x ψx dxdt.

Integramos por partes el segundo término del miembro derecho de la ecuación anterior, enton-
ces, dado que ψ = e−sαq(x, t), q = 0 en Γ× (0, T ), se tiene

(A3, B2)L2(Q) =

∫ T

0
ψtψx

∣∣∣∣x=1

x=0

dt+

∫ T

0

∫ 1

0
(ψt)xx ψ dxdt. (3.114)

Intependente al resultado anterior, también podemos decir que

(A3, B2)L2(Q) =

∫ T

0

∫ 1

0
ψtψxxdxdt

=

∫ 1

0
ψψxx

∣∣∣∣t=T

t=0

dx−
∫ 1

0

∫ T

0
ψ (ψt)xx dtdx.
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Recordando que ψ = e−sαq, y además α ↑ +∞, conforme t→ 0+, t→ T− , se implica

ĺım
t→0+

ψxxψ = ĺım
t→T−

ψxxψ = 0,

por lo tanto

(A3, B2)L2(Q) = −
∫ 1

0

∫ T

0
ψ (ψt)xx dtdx. (3.115)

De las ecuaciones (3.114) y (3.115), se tiene

2

∫ T

0

∫ 1

0
(ψt)xx ψ dxdt = −

∫ T

0
ψtψx

∣∣∣∣x=1

x=0

dt. (3.116)

Luego por (3.115) y (3.116) se da la siguiente igualdad

−2 (A3, B2)L2(Q) = 2

∫ T

0

∫ 1

0
(ψt)xx ψ dxdt,

y sustituyendo en (3.116) obtenemos

−2 (A3, B2)L2(Q) = −
∫ T

0
ψtψx

∣∣∣∣x=1

x=0

dt.

Luego de (3.113) se sigue

(A3, B2)L2(Q) =

∫ T

0

∫ 1

0
ψtψxxdxdt =

1

2

∫ T

0
ψtψx

∣∣∣∣x=1

x=0

dt. (3.117)

Del Lema 3.3.2, sabemos que q ∈ C4([0, 1]× [0, T ]), entonces para t ∈ (0, T ) se tiene

qt(x, t)|x=0 = ĺım
h→0

q(0, t+ h)− q(0, t)

h
.

Puesto que q = 0 en Γ× (0, T ), entonces

qt(x, t)|x=0 = 0.

Luego qt(0, t) = 0 en (0, T ), y por continuidad qt(0, t) = 0 en [0, T ]. De igual manera se tiene
que

qt(x, t)|x=1 = ĺım
h→0

q(1, t+ h)− q(1, t)

h
= 0,

entonces qt(1, t) = 0 en [0, T ]. Por lo anterior y por la ecuación (3.77), se implica que

ψt(x, t)|x=0 = e−sα(0,t) (qt(0, t))− se−sα(0,t)q(0, t) (αt(0, t)) = 0,

y también
ψt(x, t)|x=1 = e−sα(1,t) (qt(1, t))− se−sα(1,t)q(1, t) (αt(1, t)) = 0.

Por lo que sustituyendo estos resultados en la ecuación (3.117) se llega a que (A3, B2)L2(Q) = 0.
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6. Finalmente estimaremos el término (A3, B3)L2(Q), es decir

(A3, B3)L2(Q) =

∫ 1

0

∫ T

0
sαtψtψ dxdt

=
1

2

∫ 1

0

∫ T

0
sαt

(
|ψ|2

)
t
dxdt.

Integramos por partes este resultado, entonces

(A3, B3)L2(Q) =
1

2

∫ 1

0
sαt|ψ|2

∣∣∣∣t=T

t=0

dxdt− 1

2

∫ 1

0

∫ T

0
sαtt|ψ|2dxdt.

Como ψ = e−sαq, y además α ↑ +∞, conforme t→ 0+, t→ T−

ĺım
t→0+

ψ = ĺım
t→T−

ψ = 0,

de ahi que

(A3, B3)L2(Q) = −1

2

∫ 1

0

∫ T

0
sαtt|ψ|2dxdt.

Por la desigualdad (3.85) se sigue

(A3, B3)L2(Q) ≥ −C
∫ T

0

∫ 1

0
sξ3|ψ|2dxdt. (3.118)

7. Ya que hemos estimado una cota para cada uno de los sumandos del término 2
∑3

i,j=1 (Ai, Bj),
ahora juntaremos todo.

Sumamos entonces las ecuaciones (3.91), (3.98) y (3.104) tenemos

(A1 +A2, B1 +B2 +B3)L2(Q) ≥ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

sλ2ξ |ψx|2 dxdt

− C

∫ T

0

∫ 1

0

(
sλ4ξ + s2λ4ξ2

)
|ψ|2dxdt

− C

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ3|ψ|2dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

s2λ2ξ3|ψ|2dxdt.

Donde C
∫ T
0

∫ 1
0 s

3λ4ξ3|ψ|2dxdt absorbe a los términos −C
∫ T
0

∫ 1
0

(
sλ4ξ + s2λ4ξ2

)
ψ|2dxdt y

−C
∫ T
0

∫ 1
0 s

2λ2ξ3|ψ|2dxdt.
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Además −C
∫ T
0

∫
O0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt absorbe a −C

∫ T
0

∫
O0
s2λ2ξ3|ψ|2dxdt, entonces

(A1 +A2, B1 +B2 +B3)L2(Q) ≥ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

sλ2ξ |ψx|2 dxdt.

(3.119)

Sumando las ecuaciones (3.112) y (3.118) se tiene

(A3, B1 +B3)L2(Q) ≥− C

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ3|ψ|2dxdt+ C

∫ T

0

∫
O0

s2λ2ξ3|ψ|2dxdt

− C

∫ T

0

∫ 1

0
sξ3|ψ|2dxdt,

donde el término −C
∫ T
0

∫ 1
0 s

2λ2ξ3|ψ|2dxdt absorbe a −C
∫ T
0

∫ 1
0 sξ

3|ψ|2dxdt, por lo tanto

(A3, B1 +B3)L2(Q) ≥− C

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ3|ψ|2dxdt+ C

∫ T

0

∫
O0

s2λ2ξ3|ψ|2dxdt. (3.120)

Finalmente sumamos (3.119) y (3.120), para estimar

2

3∑
i,j=1

(Ai, Bj)L2(Q) ≥2C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt− 2C

∫ T

0

∫
O0

s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

+ 2C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt− 2C

∫ T

0

∫
O0

sλ2ξ |ψx|2 dxdt

− 2C

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ3|ψ|2dxdt+ 2C

∫ T

0

∫
O0

s2λ2ξ3|ψ|2dxdt.

El término 2C
∫ T
0

∫ 1
0 s

3λ4ξ3|ψ|2dxdt absorbe a −2C
∫ T
0

∫ 1
0 s

2λ2ξ3|ψ|2dxdt.
De igual manera, −2C

∫ T
0

∫
O0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt absorbe a 2C

∫ T
0

∫
O0
s2λ2ξ3|ψ|2dxdt, por lo que

2
3∑

i,j=1

(Ai, Bj)L2(Q) ≥C
∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

sλ2ξ |ψx|2 dxdt,

que es la cota que se deseaba estimar. □

En el siguiente lema se acota superiormente la ecuación (3.87).
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Lema 3.3.4 Sea la ecuación (3.87). Bajo la Hipótesis 3.3.1, entonces

∥gs,λ∥2L2(Q) ≤C
∫ T

0

∫ 1

0
g2dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ4ξ2|ψ|2dxdt, (3.121)

Demostración. Por la ecuación (3.69) sabemos

∥gs,λ∥2L2(Q) =
∥∥∥g + sληxxξψ − sλ2 |ηx|2 ξψ

∥∥∥2
L2(Q)

,

donde haremos la siguiente notación temporal

g1 = sληxxξψ, g2 = −sλ2 |ηx|2 ξψ,

entonces

∥gs,λ∥2L2(Q) = ∥g + g1 + g2∥2L2(Q)

= ∥g∥2L2(Q) + ∥g1∥2L2(Q) + ∥g2∥2L2(Q)

+ 2(g, g1)L2(Q) + 2(g, g2)L2(Q) + 2(g1, g2)L2(Q).

Aplicando las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Young, se deduce

∥gs,λ∥2L2(Q) ≤3 ∥g∥2L2(Q) + 3 ∥g1∥2L2(Q) + 3 ∥g2∥2L2(Q) .

Sustituyendo las variables g1 y g2 entonces

∥gs,λ∥2L2(Q) ≤3

∫ T

0

∫ 1

0
g2dxdt+ 3

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ2 |ηxx|2 |ψ|2dxdt

+ 3

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ4ξ2 |ηx|4 |ψ|2dxdt.

Dado que η ∈ C4([0, 1]), entonces

∥gs,λ∥2L2(Q) ≤C
∫ T

0

∫ 1

0
g2dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ2ξ2|ψ|2dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ4ξ2|ψ|2dxdt,

donde el término C
∫ T
0

∫ 1
0 s

2λ4ξ2|ψ|2dxdt absorbe a C
∫ T
0

∫ 1
0 s

2λ2ξ2|ψ|2dxdt, por lo que

∥gs,λ∥2L2(Q) ≤C
∫ T

0

∫ 1

0
g2dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ4ξ2|ψ|2dxdt.

Por lo tanto hemos estimado la cota deseada. □

Ahora enunciamos el siguiente corolario, en cuya demostración se calcula la desigualdad de
Carleman.
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Corolario 3.3.5 Sea la ecuación (3.87). De las desigualdades (3.88) y (3.121) que satisfacen
la Hipotesis 3.3.1, se sigue la desigualdad de Carleman (3.47).

Demostración. Por la ecuación (3.87), y las desigualdades (3.88), (3.121) podemos decir

∥Aψ∥2L2(Q) + ∥Bψ∥2L2(Q) + C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

− C

∫ T

0

∫ 1

O0

sλ2ξ |ψx|2 dxdt− C

∫ T

0

∫
O0

s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
g2 dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ4ξ2|ψ|2dxdt,

de donde se sigue

∥Aψ∥2L2(Q) + ∥Bψ∥2L2(Q) + C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

− C

∫ T

0

∫ 1

0
s2λ4ξ2|ψ|2dxdt

≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
g2 dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

O0

sλ2ξ |ψx|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫
O0

s3λ4ξ3|ψ|2dxdt.

El término
∫ T
0

∫ 1
0 s

3λ4ξ3|ψ|2dxdt absorbe a C
∫ T
0

∫ 1
0 s

2λ4ξ2|ψ|2dxdt, por lo tanto

∥Aψ∥2L2(Q) + ∥Bψ∥2L2(Q) + C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
g2 dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

O0

sλ2ξ |ψx|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫
O0

s3λ4ξ3|ψ|2dxdt, (3.122)

para todo λ ≥ C.

Partiendo de la desigualdad (3.122) vamos a calcular la desigualdad de Carleman (3.47).
Con este fin, acotaremos al término ∥Bψ∥2L2(Q). Para ello de la ecuación (3.68) observamos que
se implica la siguiente igualdad

ψxx = Bψ − s2λ2ξ2 |ηx|2 ψ − sαtψ.

Multiplicamos ambos lados de esta ecuación por el término s−
1
2 ξ−

1
2 . Además nos percatamos

de que ξ−
1
2 , ξ−1 <∞ cuando t→ 0+ ó t→ T−, es decir se mantiene siempre acotada. Entonces

s−
1
2 ξ−

1
2ψxx = s−

1
2 ξ−

1
2Bψ − s

3
2λ2ξ

3
2 |ηx|2 ψ − s

1
2 ξ−

1
2αtψ.

Tomamos la norma L2(Q) al cuadrado en ambos lados de la igualdad anterior∥∥∥s− 1
2 ξ−

1
2ψxx

∥∥∥2
L2(Q)

=
∥∥∥s− 1

2 ξ−
1
2Bψ − s

3
2λ2ξ

3
2 |ηx|2 ψ − s

1
2 ξ−

1
2αtψ

∥∥∥2
L2(Q)

,
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y hacemos la siguiente notación temporalmente

g3 = s
1
2 ξ−

1
2Bψ, g4 = −s

3
2λ2ξ

3
2 |ηx|2 ψ, g5 = −s

1
2 ξ−

1
2αtψ,

por lo que ∥∥∥s− 1
2 ξ−

1
2ψxx

∥∥∥2
L2(Q)

= ∥g3 + g4 + g5∥2L2(Q)

= ∥g3∥2L2(Q) + ∥g4∥2L2(Q) + ∥g5∥2L2(Q)

+ 2 (g3, g4)L2(Q) + 2 (g3, g5)L2(Q) + 2 (g4, g5)L2(Q) .

Por la desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Young se tiene que∥∥∥s− 1
2 ξ−

1
2ψxx

∥∥∥2
L2(Q)

≤ 3 ∥g3∥2L2(Q) + 3 ∥g4∥2L2(Q) + 3 ∥g5∥2L2(Q) .

Sustituimos g3, g4, g5, entonces∥∥∥s− 1
2 ξ−

1
2ψxx

∥∥∥2
L2(Q)

≤3

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1|Bψ|2dxdt+ 3

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3 |ηx|4 |ψ|2dxdt

+ 3

∫ T

0

∫ 1

0
sξ−1 |αt|2 |ψ|2dxdt. (3.123)

Analizamos cada sumando por separado. Sea C > 0, entonces para el primer término se tiene

3

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1|Bψ|2dxdt ≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1|Bψ|2dxdt = C

∥∥∥s 3
2 ξ−

1
2Bψ

∥∥∥2
L2(Q)

. (3.124)

Para el segundo término, dado que η ∈ C4([0, 1]), entonces

3

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3 |ηx|4 |ψ|2dxdt ≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt = C

∥∥∥s 3
2λ2ξ

3
2ψ
∥∥∥2
L2(Q)

. (3.125)

Para el tercer término se tiene

3

∫ T

0

∫ 1

0
sξ−1 |αt|2 |ψ|2dxdt ≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
sξ−1 |αt|2 |ψ|2dxdt.

Usando (3.83) tenemos

C

∫ T

0

∫ 1

0
sξ−1 |αt|2 |ψ|2dxdt ≤ C2T 2

∫ T

0

∫ 1

0
sξ3|ψ|2dxdt = C

∥∥∥s 1
2 ξ

3
2ψ
∥∥∥2
L2(Q)

. (3.126)

Juntamos (3.124),(3.125) y (3.126), entonces sustituimos en (3.123) para obtener∥∥∥s− 1
2 ξ−

1
2ψxx

∥∥∥2
L2(Q)

≤ C
∥∥∥s− 1

2 ξ−
1
2Bψ

∥∥∥2
L2(Q)

+ C
∥∥∥s 3

2λ2ξ
3
2ψ
∥∥∥2
L2(Q)

+ C
∥∥∥s 1

2 ξ
3
2ψ
∥∥∥2
L2(Q)

= C
∥∥∥s− 1

2 ξ−
1
2Bψ

∥∥∥2
L2(Q)

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
sξ3|ψ|2dxdt.
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El término C
∫ T
0

∫ 1
0 s

3λ4ξ3|ψ|2dxdt absorbe a C
∫ T
0

∫ 1
0 sξ

3|ψ|2dxdt, entonces∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψxx|2 dxdt ≤C

∥∥∥s− 1
2 ξ−

1
2Bψ

∥∥∥2
L2(Q)

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt. (3.127)

Por el Lema 3.3.2 se tiene que, s ≥ CT 2 =⇒ s−1 ≤ C−1T−2, y si multiplicamos ambos lados
de esta desigualdad por ξ−1 obtenemos

s−1ξ−1 ≤ C−1T−2ξ−1.

Sustituimos ξ como en la ecuación (3.46)

s−1ξ−1 ≤ C−1T−2t(T − t)e−λ(2∥η∥∞+η(x)) ≤ C−1T−2t(T − t)eλ(2∥η∥∞+η(x)),

y como η(x) ≤ ∥η∥, entonces eλ(2∥η∥∞+η(x)) ≤ eλ(2∥η∥∞+∥η∥∞) = C

s−1ξ−1 ≤ C−1T−2t(T − t)C. (3.128)

Ahora analizamos la función t(T − t) por separado. Tenemos que

(t(T − t))t = T − 2t.

Si T − 2t = 0 ⇒ t = T
2 , por lo que la función t(T − t) alcanza su máximo valor en t = T

2 , lo

que implica, máx (t(T − t)) = T
2

(
T − T

2

)
= T 2

4 . Sustituyendo en (3.128) tenemos

s−1ξ−1 ≤ C−1T−2T
2

4
C−1 = C, (3.129)

por lo que la desigualdad (3.127) queda de la siguiente forma∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψxx|2 dxdt ≤C ∥Bψ∥2L2(Q) + C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt,

que es la cota para el término ∥Bψ∥2L2(Q) que se deseaba encontrar. Sustituyendo este resultado
en (3.122) se tiene

∥Aψ∥2L2(Q) +

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψxx|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt ≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
g2 + C

∫ T

0

∫ 1

O0

sλ2ξ |ψx|2 dxdt

+ C

∫ T

0

∫
O0

s3λ4ξ3|ψ|2dxdt. (3.130)

Ahora encontraremos una cota para el término C
∫ T
0

∫ 1
O0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt. Para ello lo multipli-

camos por la función ρ ∈ C∞
c (O), tal que ρ ≡ 1 en O0, con 0 ≤ ρ ⩽ 1, y O0 ⊂⊂ O ⊂ (0, 1).

Entonces

C

∫ T

0

∫
O0

sλ2ξ |ψx|2 ρ dxdt ≤ C

∫ T

0

∫
O
sλ2ξψxψxρ dxdt.
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Integramos por partes el miembro derecho de la desigualdad anterior. Dado que ρ = 0 en
ΓO × (0, T ), donde ΓO denota los puntos de frontera del conjunto O, se tiene que

C

∫ T

0

∫
O0

sλ2ξ |ψx|2 ρdxdt ≤ −C
∫ T

0

∫
O
sλ2 (ρξψx)x ψ dxdt

≤ −C
∫ T

0

∫
O
sλ2ξρxψxψ dxdt− C

∫ T

0

∫
O
sλ2ρξxψxψ dxdt

− C

∫ T

0

∫
O
sλ2ξρψxxψ dxdt.

Por la ecuación (3.60)

C

∫ T

0

∫
O0

sλ2ξ |ψx|2 ρ dxdt ≤ −C
∫ T

0

∫
O
sλ2ξρxψxψ dxdt− C

∫ T

0

∫
O
sλ3ξρηxψxψ dxdt

− C

∫ T

0

∫
O
sλ2ξρψxxψ dxdt, (3.131)

donde haremos la siguiente notación temporal

H1 = −C
∫ T

0

∫
O
sλ2ξρxψxψ dxdt

H2 = −C
∫ T

0

∫
O
sλ3ξρηxψxψ dxdt

H3 = −C
∫ T

0

∫
O
sλ2ξρψxxψ dxdt.

Integramos por partes H1. Dado que ρx = 0 en ΓO × (0, T ), y por (3.46) se tiene

H1 = C

∫ T

0

∫
O
sλ3ξηxρx|ψ|2dxdt.

Luego, como η ∈ C4([0, 1]) se implica

|H1| ≤ C

∫ T

0

∫
O
sλ3ξ |ηx| |ρx| |ψ|2dxdt ≤ C

∫ T

0

∫
O
sλ3ξ |ρx| |ψ|2dxdt. (3.132)

Integramos H2 por partes. Dado que ρ = 0 en ΓO × (0, T ), y por (3.60) se tiene

H2 = C

∫ T

0

∫
O
sλ4ξρ |ηx|2 |ψ|2dxdt.

Luego, como η ∈ C4([0, 1]), se implica que

|H2| =
∣∣∣∣C ∫ T

0

∫
O
sλ4ξρ |ηx|2 |ψ|2dxdt

∣∣∣∣ ≤ C

∫ T

0

∫
O
sλ4ξρ|ψ|2dxdt. (3.133)
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Por las desigualdades (3.132) y (3.133), y puesto que ρ ≡ 1 ∈ O0 y O0 ⊂⊂ O, se tiene

|H1|+ |H2| ≤ C

∫ T

0

∫
0

(
sλ3ξ + sλ4ξ

)
|ψ|2dxdt. (3.134)

Ahora acotemos por arriba a |H3|, es decir

|H3| =
∣∣∣∣−C ∫ T

0

∫
O
λ2ξρψxxψ dxdt

∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣(s− 1
2 ξ−

1
2 ρ

1
2ψxx, s

3
2λ2ξ

3
2 ρ

1
2ψ
)
L2(O×(0,T ))

∣∣∣∣ .
Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Young, entonces

|H3| ≤ σC

∫ T

0

∫
O
s−1ξ−1ρ |ψxx|2 dxdt+ CσC

∫ T

0

∫
O
s3λ4ξ3ρ|ψ|2dxdt, (3.135)

donde la constante Cσ depende de σ > 0. Sumando las desigualdades (3.134), (3.135) y susti-
tuyendo en (3.136) se tiene

C

∫ T

0

∫
O0

sλ2ξ |ψx|2 ρ dxdt ≤C
∫ T

0

∫
O

(
sλ3ξ + sλ4ξ

)
|ψ|2dxdt

+ σC

∫ T

0

∫
O
s−1ξ−1ρ |ψxx|2 dxdt

+ C

∫ T

0

∫
O
s3λ4ξ3ρ|ψ|2dxdt.

El término C
∫ T
0

∫
O s

3λ4ξ3ρ|ψ|2dxdt absorbe al término C
∫ T
0

∫
O
(
sλ3ξ + sλ4ξ

)
|ψ|2dxdt. Lue-

go, elegimos σ = 1
2C , y dado que ρ ≤ 1 con O ⊂ (0, 1) tenemos

C

∫ T

0

∫
O0

sλ2ξ |ψx|2 ρ dxdt ≤
1

2

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψxx|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫
O
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt.

(3.136)

Aplicando este resultado a la desigualdad (3.130) se tiene

∥Aψ∥2L2(Q) +

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψxx|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt ≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
g2dxdt+ C

∫ T

0

∫
O
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

+
1

2

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψxx|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫
O0

s3λ4ξ3|ψ|2dxdt.

El término C
∫ T
0

∫
O s

3λ4ξ3|ψ|2dxdt, absorbe a C
∫ T
0

∫
O0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt, puesto que O0 ⊂⊂ O.

Además restamos en ambos miembros de la desigualdad el término 1
2

∫ T
0

∫ 1
0 s

−1ξ−1 |ψxx|2 dxdt,
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entonces obtenemos

∥Aψ∥2L2(Q) +
1

2

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψxx|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt ≤ C

(∫ T

0

∫ 1

0
g2dxdt+

∫ T

0

∫
O
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

)
. (3.137)

Ahora acotaremos por debajo el término ∥Aψ∥2L2(Q). De la ecuación (3.67), se implica la si-
guiente igualdad

ψt = Aψ + 2sλ2ξ |ηx|2 ψ + 2sλξηxψx.

Multiplicamos ambos lados de la ecuación anterior por el término s−
1
2 ξ−

1
2 , entonces

s−
1
2 ξ−

1
2ψt = s−

1
2 ξ−

1
2Aψ + 2s

1
2λ2ξ

1
2 |ηx|2 ψ + 2s

1
2λξ

1
2 ηxψx.

Tomamos la norma al cuadrado en L2(Q) de ambos lados∥∥∥s− 1
2 ξ−

1
2ψt

∥∥∥
L2(Q)

=
∥∥∥s− 1

2 ξ−
1
2Aψ + 2s

1
2λ2ξ

1
2 |ηx|2 ψ + 2s

1
2λξ

1
2 ηxψx

∥∥∥
L2(Q)

.

Como se ha aplicado antes, por ejemplo en la ecuación (3.123), por la desigualdad de Young
se tiene que∥∥∥s− 1

2 ξ−
1
2ψt

∥∥∥
L2(Q)

≤3

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1|Aψ|2 dxdt+ 6

∫ T

0

∫ 1

0
sλ4ξ |ηx|4 |ψ|2dxdt

+

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ηx|2 |ψx|2 dxdt. (3.138)

Analizamos cada término por separado. Para el primer sumando se tiene

3

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1|Aψ|2 dxdt ≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1|Aψ|2 dxdt = C

∥∥∥s− 1
2 ξ−

1
2Aψ

∥∥∥2
L2(Q)

.

Para el segundo término, dado que η ∈ C4([0, 1]), entonces

6

∫ T

0

∫ 1

0
sλ4ξ |ηx|4 |ψ|2dxdt ≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ4ξ|ψ|2dxdt = C

∥∥∥s 1
2λ2ξ

1
2ψ
∥∥∥2
L2(Q)

.

De igual manera, para el tercer sumando tenemos∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ηx|2 |ψx|2 dxdt ≤

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt = C

∥∥∥s 1
2λξ

1
2ψx

∥∥∥2
L2(Q)

.

Juntando las tres desigualdades anteriores y sustituyendo en la desigualdad (3.138), obtenemos∥∥∥s− 1
2 ξ−

1
2ψt

∥∥∥
L2(Q)

≤C
∥∥∥s− 1

2 ξ−
1
2Aψ

∥∥∥2
L2(Q)

+ C
∥∥∥s 1

2λ2ξ
1
2ψ
∥∥∥2
L2(Q)

+ C
∥∥∥s 1

2λξ
1
2ψx

∥∥∥2
L2(Q)

.
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De ahi que∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψt|2 dxdt ≤C

∥∥∥s− 1
2 ξ−

1
2Aψ

∥∥∥2
L2(Q)

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ4ξ|ψ|2dxdt

+

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt.

Por (3.129) sabemos que s−1ξ−1 ≤ C, por lo tanto∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψt|2 dxdt ≤C ∥Aψ∥2L2(Q) + C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ4ξ|ψ|2dxdt

+

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt.

Sustituyendo la desigualdad anterior en (3.137), se tiene∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψt|2 dxdt+

1

2

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψxx|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt ≤ C

(∫ T

0

∫ 1

0
g2dxdt+

∫ T

0

∫
O
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

)
. (3.139)

Acotaremos por debajo a los tres primeros sumandos de la desigualdad (3.139). Comenzamos

encontrando una cota inferior para el término
∫ T
0

∫ 1
0 s

−1ξ−1 |ψt|2 dxdt. Para ello recordemos la
ecuación (3.77), es decir

ψt = e−sαqt − sαtψ =⇒ e−sαqt = ψt + sαtψ.

Multiplicamos ambos miembros de la ecuación anterior por el término s−
1
2 ξ−

1
2 , entonces

s−
1
2 ξ−

1
2 e−sαqt = s−

1
2 ξ−

1
2ψt + s

1
2 ξ−

1
2αtψ,

y tomamos la norma en L2(Q) al cuadrado∥∥∥s− 1
2 ξ−

1
2 e−sαqt

∥∥∥2
L2(Q)

=
∥∥∥s− 1

2 ξ−
1
2ψt + s

1
2 ξ−

1
2αtψ

∥∥∥2
L2(Q)

.

Aplicamos las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Young para obtener∥∥∥s− 1
2 ξ−

1
2 e−sαqt

∥∥∥
L2(Q)

≤ 2
∥∥∥s− 1

2 ξ−
1
2ψt

∥∥∥2
L2(Q)

+ 2
∥∥∥s 1

2 ξ−
1
2αtψ

∥∥∥2
L2(Q)

= 2

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψt|2 dxdt+ 2

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |αt|2 |ψ|2dxdt.

Por la desigualdad (3.83) se tiene∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1

∣∣e−sα
∣∣2 |qt|2 dxdt ≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψt|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ3|ψ|2dxdt.
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Por lo tanto, de la desigualdad (3.139) se sigue∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1

∣∣e−sα
∣∣2 |qt|2dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψxx|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt ≤ C

(∫ T

0

∫ 1

0
g2dxdt+

∫ T

0

∫
O
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

)
. (3.140)

Acotamos el término C
∫ T
0

∫ 1
0 sλ

2ξ |ψx|2 dxdt de (3.140). Entonces por (3.72) sabemos

ψx = e−sαqx + sλξηxψ =⇒ e−sαqx = ψx − sλξηxψ.

Multiplicamos ambos miembros de la ecuación anterior por el término s
1
2λξ

1
2 , entonces

s
1
2λξ

1
2 e−sαqx = s

1
2λξ

1
2ψx − s

3
2λ2ξ

3
2 ηxψ,

y tomamos la norma L2(Q) en toda la ecuación, por lo tanto∥∥∥s 1
2λξ

1
2 e−sαqx

∥∥∥2
L2(Q)

=
∥∥∥s 1

2λξ
1
2ψx − s

3
2λ2ξ

3
2 ηxψ

∥∥∥2
L2(Q)

.

Aplicamos las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Young, entonces∥∥∥s 1
2λξ

1
2 e−sαqx

∥∥∥2
L2(Q)

≤ 2
∥∥∥s 1

2λξ
1
2ψx

∥∥∥2
L2(Q)

+ 2
∥∥∥s 3

2λ2ξ
3
2 ηxψ

∥∥∥2
L2(Q)

= 2

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt+ 2

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3 |ηx|2 |ψ|2dxdt.

Dado que η ∈ C4([0, 1]), se tiene que∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ

∣∣e−sα
∣∣2 |qx|2 dxdt ≤ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ |ψx|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt.

Entonces, por la desigualdad anterior, de (3.140) se sigue∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1

∣∣e−sα
∣∣2 |qt|2dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψxx|2 dxdt

+

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ|e−sα|2 |qx|2 dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

≤ C

(∫ T

0

∫ 1

0
g2dxdt+

∫ T

0

∫
O
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

)
. (3.141)

Por último encontraremos una cota para el término C
∫ T
0

∫ 1
0 s

−1ξ−1 |ψxx|2 dxdt. Entonces, de
(3.76) se tiene que

ψxx = e−sαqxx + sλξηxe
−sαqx + sλξηxψx + sλξηxxψ + sλ2ξ |ηx|2 ψ,
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y sustituimos la variable ψx en el término sλξηxψx de la ecuación anterior como en (3.72),
entonces

ψxx = e−sαqxx + 2sλξηxe
−sαqx + s2λ2ξ2|ηx|2ψ + sλξηxxψ + sλ2ξ |ηx|2 ψ,

lo que implica

e−sαqxx = ψxx − 2sλξηxe
−sαqx − s2λ2ξ2|ηx|2ψ − sλξηxxψ − sλ2ξ |ηx|2 ψ.

Multiplicamos ambos lados de la ecuación anterior por el término s−
1
2 ξ−

1
2

s−
1
2 ξ−

1
2 e−sαqxx = s−

1
2 ξ−

1
2ψxx−2s

1
2λξ

1
2 ηxe

−sαqx−s
3
2λ2ξ

3
2 |ηx|2 ψ−s

1
2λξ

1
2 ηxxψ−s

1
2λ2ξ

1
2 |ηx|2 ψ,

y tomamos la norma en L2(Q) al cuadrado en toda la ecuación anterior∥∥∥s− 1
2 ξ−

1
2 e−sαqxx

∥∥∥2
L2(Q)

=
∥∥∥s− 1

2 ξ−
1
2ψxx − 2s

1
2λξ

1
2 ηxe

−sαqx − s
3
2λ2ξ

3
2 |ηx|2 ψ

−s
1
2λξ

1
2 ηxxψ − s

1
2λ2ξ

1
2 |ηx|2 ψ

∥∥∥2
L2(Q)

.

Hacemos la siguiente notación temporal{
g6 = s−

1
2 ξ−

1
2ψxx, g7 = −2s

1
2λξ

1
2 ηxe

−sαqx, g8 = −s
3
2λ2ξ

3
2 |ηx|2 ψ,

g9 = −s
1
2λξ

1
2 ηxxψ, g10 = −s

1
2λ2ξ

1
2 |ηx|2 ψ.

Entonces se tiene que∥∥∥s− 1
2 ξ−

1
2 e−sαqxx

∥∥∥2
L2(Q)

= ∥g6 + g7 + g8 + g9 + g10∥2L2(Q) .

Por la desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Young se tiene que∥∥∥s− 1
2 ξ−

1
2 e−sαqxx

∥∥∥2
L2(Q)

≤ 5 ∥g6∥2L2(Q) + 5 ∥g7∥2L2(Q) + 5 ∥g8∥2L2(Q) + 5 ∥g9∥2L2(Q) + 5 ∥g10∥2L2(Q)

Dado que η ∈ C4[(0, 1)], entonces∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1

∣∣e−sα
∣∣2 |qxx|2 dxdt ≤C ∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψxx|2 dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ

∣∣e−sα
∣∣2 |qx|2dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt+ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ|ψ|2dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ4ξ|ψ|2dxdt.
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Agrupamos términos semejantes para obtener∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1

∣∣e−sα
∣∣2 |qxx|2 dxdt ≤C ∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1 |ψxx|2 dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ

∣∣e−sα
∣∣2 |qx|2dxdt

+ C

∫ T

0

∫ 1

0
(s3λ4ξ3 + sλ2ξ + sλ4ξ)|ψ|2dxdt.

Hacemos el cambio de variable para ψ, g como en (3.58) para (3.141), y de desigualdad anterior
se sigue ∫ T

0

∫ 1

0
s−1ξ−1

∣∣e−sα
∣∣2 (|qt|2 + |qxx|2

)
dxdt+

∫ T

0

∫ 1

0
sλ2ξ|e−sα|2 |qx|2 dxdt

+

∫ T

0

∫ 1

0
s3λ4ξ3|e−sα|2|q|2dxdt ≤ C

(∫ T

0

∫ 1

0
|e−sα|2|qt + qxx|2dxdt

+

∫ T

0

∫
O
s3λ4ξ3|ψ|2dxdt

)
.

□
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Conclusiones

En esta tesis se demuestra la controlabilidad a cero de la ecuación de calor en dimensión
uno con condiciones de frontera tipo Dirichlet homogéneas a través del método de unicidad
de Hilbert, el cual adapta el sistema (3.1) al sistema adjunto de minimización sin restricciones
(3.2). Este método utiliza dos herramientas matemáticas principales. La primera es el funcio-
nal (3.6), que satisface el Lema 2.2.5, por lo que este funcional tiene un único mı́nimo. La
segunda es la desigualdad de observabilidad (3.7). Estas dos herramientas demuestran que el
problema de controlabilidad a cero es también un problema de optimización, y además, hemos
probado a través de ellas, que si el sistema adjunto (3.2) es observable, entonces se implica la
controlabilidad a cero para la ecuación de calor.
Por otra parte, hemos demostrado la desigualdad de observabilidad (3.2) a través de la des-
igualdad de Carleman (3.47) y usando el Teorema 1.2.13. De igual manera damos la prueba de
la desigualdad de Carleman usando como herramientas principales la identidad de Carleman
(3.70), y las estimaciones con peso mostradas en la Sección 3.3.3. Toda esta teoŕıa, junto con
los Teoremas 1.4.6 y 1.4.7 son el soporte para probar que la ecuación de calor es controlable a
cero.
Adicionalmente, en el Caṕıtulo 2 aplicamos el método de unicidad de Hilbert a un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias en dimensión finita para dar una introducción a las he-
rramientas que se emplean en el control de ecuaciones diferenciales parciales. Esto también
proporciona una analoǵıa entre la teoŕıa de control clásico y la teoŕıa de control para ecuacio-
nes diferenciales parciales. Concluimos entonces que plantear un control para un sistema de
EDPs es más complejo, y viene dado en un sentido más débil, que para un sistema de EDOs.

En un trabajo futuro se plantea solucionar el problema de la controlabilidad a cero de
la ecuación de calor en dimensión−n y extenderla al caso estocástico para resolver problemas
relacionados con nociones de economı́a y teoŕıa de juegos, como los planteados por H. von Stac-
kelberg en [AFCS15]. Estos problemas incluyen extender las herramientas abordadas en esta
tesis a herramientas estocásticas, como la fórmula de Itô para la integral estocástica, teoremas
de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales parciales estocásticas y estimaciones de
Carleman estocásticas.
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controllability of parabolic systems with a nonlinear term involving the state
and the gradient. SIAM J. Control Optim., 41(3):798–819, 2002.

[DM99] Lokenath Debnath and Piotr Mikusiński. Introduction to Hilbert spaces with
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