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Resumen

En este trabajo, se presenta el diseño de una ley de control para la formación y evasión de
colisiones en Sistemas Multi-Agente, por sus siglas en ingles (MAS). La estrategia de control pro-
puesta en este trabajo tiene dos objetivos principales, el primero es la convergencia a la formación
deseada de los agentes basado en el Algoritmo Fundamental de Consenso, el segundo es la evasión
de obstáculos y colisiones posibles entre los agentes del sistema para el cual se emplean los Campos
Vectoriales Arti�ciales (AVF) por sus siglas en ingles.

Para lograr el escalamiento de los AVF, es necesario calcular un parámetro de diseño ϵ el cual
esta implicado en la respuesta del sistema para determinar la evasión de las colisiones entre los
agentes. Los cálculos que se muestran más adelante determinaran una ecuación general de ϵ para
n agentes, con la cual, podremos obtener un ϵ constante que nos asegure la no colisión entre los
agentes.

Posteriormente, para probar que la ley de control diseñada funciona, se hace uso de aeronaves
tipo quadrirotor, haciendo uso de su modelo dinámico al cual se le acoplará la ley de control para
evasión de colisiones.

Para validar la ley de control propuesta, se realizan simulaciones numéricas. Para las simu-
laciones, se presentan los casos en los cuales se encuentran involucrados dos y tres agentes en el
sistema, para los cuales se proponen condiciones iniciales arbitrarias para que los agentes lleguen
a la formación deseada evadiendo las colisiones durante el comportamiento transitorio del sistema.
Con lo que podremos observar como es que los agentes convergen a la formación deseada, mientras
que estos tratan de evadir las colisiones entre los agentes del sistema o con algún obstáculo u objeto
�jo que se interponga en su camino.

Para las simulaciones con el modelo dinámico de la aeronave tipo quadrirotor, se consideran
un grupo de dos y tres agentes que se mueve en el plano a una altura constante, con el objetivo
de cambiar sus posiciones iniciales mientras estos evaden las colisiones durante su trayectoria.
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Abstract

In this work, we present the design of a control law for formation and collision avoidance in
Multi-Agent Systems (MAS). The control strategy proposed in this work has two main objectives,
the �rst one is the convergence to the desired formation of the agents based on the Fundamental
Consensus Algorithm, and the second one is the avoidance of obstacles and collisions between the
agents of the system for which Arti�cial Vector Fields (AVF) are employed.

To achieve AVF scaling, it is necessary to calculate a design parameter ϵ which is involved
in the system response to determine collision avoidance between agents. The calculations shown
below will determine a general ϵ equation for n agents, with which, we will be able to obtain a
constant ϵ that ensures no collision between agents.

Subsequently, to prove that the designed control law works, quadrotor aircraft are used, making
use of their dynamic model to which the collision avoidance control law is coupled.

To validate the proposed control law, numerical simulations are performed. For the simulations,
cases are presented in which two and three agents are involved in the system, for which arbitrary
initial conditions are proposed for the agents to reach the desired formation while avoiding collisions
during the transient behavior of the system. Thus, we can observe how the agents converge to the
desired formation, while they try to avoid collisions between agents in the system or with an
obstacle or �xed object that gets in their way.

For the simulations with the dynamic model of the quadrotor aircraft, a group of two and three
agents moving in the plane at a constant height are considered, to change their initial positions
while avoiding collisions during their trajectory.
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Capítulo 1

Introducción

Hoy en día los robots terrestres y aéreos aportan muchas oportunidades de trabajo en el sector
industrial debido a las amplias tareas que estos pueden realizar. Sin embargo, debido a la com-
plejidad de las tareas que se les pueden asignar, es necesario diseñar e implementar los controles
necesarios para que éstos puedan desarrollarlas sin riesgo alguno para los operadores de los robots
y que a su vez los robots no estén en peligro entre si. Actualmente, el diseño de controladores
para estos robots son un tema de gran interés dentro de la investigación. Es por eso que existen
controladores robustos que permiten a los robots realizar las tareas asignadas y lograr su objetivo
de regulación o de seguimiento.

Un Sistema Multi-Agente o Multi-Agent System, por sus siglas en ingles (MAS), es un sistema
compuesto por múltiples agentes inteligentes que interactúan entre ellos. Los MAS pueden ser uti-
lizados para resolver problemas que son difíciles o imposibles de resolver para un agente individual.
El organismo fundamental de un MAS, como es de esperarse, son los agentes. Aunque no existe una
de�nición formal de lo que es un agente, por lo general se reconocen como entidades inteligentes
en un sistema operativo y que se pueden comunicar a través de un mecanismo de comunicación
ínter proceso, usualmente un sistema de red, utilizando protocolos de comunicación.

El problema de control de movimiento (formación y/o marcha), con evasión de colisiones, tiene
una larga historia en la literatura especializada. Khatib proponía modelar el grupo de robots como
robots omni direccionales de primer orden imponiendo una estrategia de control de movimiento y
una ley de control para evitar las posibles colisiones entre los robots. Su enfoque estaba basado
en el empleo del gradiente negativo de funciones potenciales arti�ciales. Sin embargo, el principal
inconveniente es que la suma de la ley de control de movimiento y la ley reactiva que evita colisiones
puede dar lugar a equilibrios no deseados o mínimos locales. Este problema fue estudiado en
todo detalle en [1]. Posteriormente, el problema fue completamente resuelto en [2�4]. La técnica
empleada se conoce como campos vectoriales arti�ciales. Los campos vectoriales arti�ciales obligan
a cualquier grupo de agentes en peligro de colisión a evadirse siguiendo trayectorias espirales
divergentes (focos inestables). Esta novedosa técnica permite resolver el problema para cualquier
número de agentes y evitar, al mismo tiempo, la existencia de equilibrios no deseados. Con lo que
se busca resolver el siguiente problema.

Los agentes en un MAS tienen algunas características importantes:

Los agentes son al menos parcialmente autónomos.

Ningún agente tiene una visión global del sistema, debido a la complejidad y cantidad de

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

agentes que pueden estar presentes en el sistema; con lo cual, la gran cantidad de información
puede llevar a una carga computacional demasiado alta.

Debido a la complejidad que conllevan algunas tareas, los sistemas de un único agente se vuelven
incapaces de resolver el problema, provocado por sus limitaciones en el espacio de trabajo [5]. A
partir de aquí se nota la gran importancia de los MAS para resolver tareas más complejas.

Es por ello que en este trabajo se aborda el problema de control de formación con evasión de
colisiones para un grupo de robots móviles terrestres o aéreos que involucren dos o más agentes,
los cuales son modelados por ecuaciones diferenciales de segundo orden.

1.1. Estado del arte

El estudio de los MAS se ha vuelto más popular en los últimos años debido a la gran utilidad que
estos sistemas ofrecen para resolver problemas cada vez más complejos, los cuales un solo agente no
sería capaz de resolver, haciéndolos perfectos para llevar a cabo diversas tareas. Existen diversas
aplicaciones que se les pueden dar a los MAS entre los cuales se encuentran la manipulación de
objetos [6], búsqueda y rescate [7], formación de UAV's [8], redes de sensores [9], redes inteligentes
[10], entre otras. Para los MAS, los problemas de coordinación de movimiento y de consenso a las
formaciones deseadas se resuelven comúnmente con la teoría de grafos [11] [12].

El modelo más simple que podemos encontrar sobre los MAS son los que se encuentran descritos
por ecuaciones diferenciales de primer orden, en donde solo se consideran las velocidades que
repercuten sobre cada agente [2], despreciando los efectos inerciales que se tienen en consideración
en sistemas de segundo orden. En la literatura hay muchos trabajos relacionados al control de
MAS, en algunos se modelan con ecuaciones diferenciales de segundo orden [13�18]. Sin embargo,
en todo MAS debe existir coordinación y colaboración para que los agentes logren realizar la tarea
asignada, a su vez, los agentes del sistema deben considerar y evadir las colisiones entre agentes o
los posibles obstáculos que se encuentren en el entorno y aún así lograr un consenso. En algunos
sistemas, para lograr consenso se proponen algoritmos de control de líder-seguidor en una red de
agentes con dinámicas no lineales de segundo orden, en donde todos los agentes en la red se centran
en seguir al líder, mientras que el líder busca llegar al objetivo. Además, se desarrollan protocolos
de consenso para integradores dobles acoplados con una velocidad de referencia constante [14] [15].
Por otro lado, considerando que cada agente esta sujeto a perturbaciones y tienen una red de
comunicación dirigida se puede hacer uso de un protocolo basado en la técnica de backstepping,
donde se utiliza el método de control de estructura variable cooperativa distribuida para manejar
las perturbaciones acotadas [16].

Los primeros estudios sobre los MAS fueron propuestos por Khatib, en los años 90 [19]. Khatib
proponía modelar el grupo de robots como robots omni direccionales de primer orden; imponer
una estrategia de control de movimiento; y, posteriormente, una ley de control reactiva para evitar
las posibles colisiones entre los robots. Su enfoque esta basado en el empleo del gradiente negativo
de funciones potenciales arti�ciales.

Los MAS están sujetos a ciertas restricciones que se relacionan con el intercambio de información
entre los agentes. La forma más fácil de modelar un MAS es considerando que cada agente es capaz
de medir únicamente su posición. La cual, se envía a los vecinos con tasas de muestreo aperiódicas
y asíncronas [20].
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Otros de los problemas a los que se enfrentan los MAS, son las colisiones que se pueden dar
entre los agentes del sistema. Para lo cual, hay distintas formas de abordar este problema, como
lo puede ser un control por modelo predictivo distribuido para la formación de múltiples agentes
de segundo orden con evasión de colisiones y obstáculos [21]. En algunos casos, los MAS tienen
la con�guración líder-seguidor, en donde, solo algunos agentes seguidores tienen acceso al estado
de información del líder, por lo cual su control se divide en dos pasos, uno esta dedicado a la
estimación del estado del líder por cada seguidor que tiene acceso a su información y el segundo
paso se basa en la estimación del estado del líder, donde cada seguidor calcula su ley de control
para ubicar al líder en un tiempo �nito [17] [18].

1.2. Planteamiento del problema

El problema de evasión de colisiones esta presente en todos los escenarios compartidos por
diversos robots móviles mientras desarrollan diversas tareas. En el caso de agentes modelados
por ecuaciones diferenciales de primer orden, las leyes de control diseñadas se basan en campos
vectoriales tipo foco inestable que garantizan la evasión de colisiones, teniendo en consideración la
posición de todos los agentes en cualquier instante de tiempo mientras que los agentes se encuentren
en su estado transitorio [3].

Por lo tanto, este trabajo aborda el problema de control de movimiento (formación) con evasión
de colisiones, para un grupo de robots móviles modelados como robots puntuales omni direccionales
de segundo orden.

Sea N = {Ri, ..., Rn} un grupo de agentes móviles los cuales se mueven en el plano con coor-
denadas zi =

[
xi yi

]⊤ ∈ R2, para i = 1, ..., n y Ni ⊂ N es el conjunto de aquellos agentes que
pueden ser detectados por Ri. Cada agente Ri está descrito por un modelo de segundo orden, dado
por

z̈i = ui, i = 1, ..., n, (1.1)

donde ui =
[
uix uiy

]⊤ ∈ R2 corresponde a las entradas de control.

Suposición 1.1 En este trabajo se considera una grá�ca de formación no dirigida, es decir, el
agente Ri recibe información del agente Rj y viceversa, por lo tanto, Ni = {Rj} y Nj = {Ri}.

El problema de interés consiste en diseñar una estrategia de control de tal manera que

Los agentes evadan colisiones entre ellos, i.e,

∥zi(t)− zj(t)∥ > d,∀t ≥ 0,

donde d es la distancia de seguridad.

Los agentes logren posicionarse en un patrón geométrico, i.e,

ĺım
t→∞

(zi − z∗i ) = 0,
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donde, considerando una grá�ca de formación G no dirigida, la posición deseada de cada agente
está de�nida como

z∗i = zj + cji, i = 1, ..., n, j ̸= i,

con cji =
[
cjix cjiy

]⊤ ∈ R2 vectores de posición constantes los cuales especi�can la posición
relativa deseada entre los agentes.

Para lograr la formación, se deben atender dos objetivos por separado, para el tema de la
convergencia, consideraremos el requisito mínimo que el grá�co de comunicación debe contener un
árbol de expansión no dirigido [3] [4]. Este primer objetivo se soluciona al considerar que no existe
riesgo de colisión entre agentes. Por otra parte se diseña una ley de control complementaria para
atender el problema de la colisión basada en AVF [2].

Control de formación con no colisión

La ley de control propuesta está dada por

ui = γi + βi, i = 1, ..., n, (1.2)

donde γi es la parte del control que logra la convergencia a la formación deseada y está basada en
el Algoritmo Fundamental del Consenso [11] mientras que βi son los Campos Vectoriales Repulsivos
para lograr la evasión de colisiones, los cuales se de�nirán más adelante. En primera instancia se
considera que γi está dada por

γi = −k0z̃i − k1 ˙̃zi, i = 1, ..., n, (1.3)

donde z̃i = z̃i − z̃∗i se de�ne como el error de posición, ˙̃zi es el error de velocidad, k0 y k1 son
constantes de�nidas positivas las cuales se obtienen a partir de proponer polos reales para evitar
oscilaciones en el sistema ya que estas pueden generar entradas innecesarias en la zona de detección
de los agentes.

Observación 1.1 Es bien sabido que al aplicar la estrategia de control (1.3) al sistema (1.1) y,
considerando la Suposición 1.1, los agentes convergerán a la formación deseada si 0 < k0 < k1 [11].

Es importante destacar que la ley de control (1.3) no está acotada, por lo que al aplicarla a
algún sistema físico puede causar daños en los actuadores. En ese sentido, se propone una versión
de (1.3) acotada, dada por

γi = −k0ϕ (z̃i)− k1ϕ
(
˙̃zi
)
, i = 1, ..., n, (1.4)

con ϕ (·) una función de saturación del tipo sigmoide, en este caso la tangente hiperbólica.

Evasión de colisiones

Para resolver el problema de las colisiones se utiliza el enfoque de AVF. En ese sentido, un
campo vectorial es una representación matemática de la velocidad instantánea de las soluciones
de un sistema dinámico. El adjetivo repulsivo signi�ca que las soluciones divergen de un punto de
equilibrio. Los AVF se han diseñado tradicionalmente como el gradiente de una función potencial.
El principal inconveniente de estos campos vectoriales es que a menudo conducen a la aparición
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de equilibrios no deseados, sin embargo en este caso se propone una estructura de foco inestable,
lo que nos permite diseñar trayectorias de tipo espiral para evitar colisiones y en consecuencia,
descartar equilibrios no deseados [2] [22] [23].

Una vez de�nida la convergencia de los agentes, es necesario evitar las colisiones entre los
agentes durante el comportamiento transitorio. Por lo tanto, para el caso de dos agentes, los AVF
se de�nen como

βi = ϵ

n∑
j∈N

δij

[
(xi − xj)− (yi − yj)
(xi − xj) + (yi − yj)

]
, i = 1, ..., n, j ̸= i, (1.5)

donde ϵ > 0 es un parámetro de diseño que se de�nirá más adelante, N = {zj|∥zi − zj∥ ≤ D}
es el conjunto de agentes en riesgo de colisión i-ésimo agente, δij = δji es una función que depende
de la distancia entre los agentes Ri y Rj dada por

δij =

{
1, si ∥zi − zj∥ ≤ D,
0, si ∥zi − zj∥ > D,

(1.6)

donde D es la distancia de sensado.

1.3. Objetivos

Diseñar, analizar e implementar una estrategia de control para un MAS formado por agentes
de segundo orden de tal manera que se logre la evasión de colisiones entre los agentes y además
los agentes logren posicionarse en un patrón geométrico deseado.

Para lograr el objetivo principal de este trabajo, es necesario llevar a cabo los siguientes obje-
tivos especí�cos:

Objetivos Especí�cos

Diseñar un parámetro que permita escalar de manera adecuada los campos vectoriales repul-
sivos.

Diseñar una ley de control para la formación y evasión de colisiones en un caso especí�co de
dos agentes, considerando una grá�ca de formación no dirigida.

Extender el análisis de no colisión para un grupo de n agentes.

Implementar la ley de control para formación y evasión de colisiones al modelo dinámico de
un robot tipo aéreo.

Probar el desempeño del control propuesto mediante simulaciones numéricas en MatLab
Simulink.
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1.4. Justi�cación

La evasión de colisiones para agentes de primer orden ha sido ampliamente estudiada y abor-
dada, presentando diferentes metodologías y enfoques [24�30]. Sin embargo, aplicar estos enfoques
a agentes de segundo orden no resulta trivial debido a que en este tipo de agentes no es posible
modi�car sus trayectorias de manera instantánea debido a la inercia que presentan. En ese senti-
do, se proponen dos circunferencias alrededor de cada uno de los agentes: un círculo de radio D
correspondiente a la zona de sensado y un círculo de menor radio d correspondiente a la zona de
seguridad. La idea es que cuando un agente entre en la zona de sensado de otro agente, se active
la acción repulsiva y se evite la colisión. Para lograr esto, se diseñó un parámetro constante que
permite escalar de manera adecuada los campos vectoriales repulsivos.

Por lo cuál, en esté trabajo se tiene por objetivo generalizar los estudios realizados para agentes
de primer orden e implementarlas al caso de robots móviles de segundo orden. Aunque el problema
podría parecer que solo se debe a la manera en que expresamos las dinámicas de orden uno a orden
dos, esto representa grandes di�cultades.

Una razón para aplicar el enfoque usado en agentes modelados por un sistema de primer orden
y desarrollarlo en agentes de segundo orden es para tener un sistema con condiciones en las que
no se dependa unicamente de la posición relativa de los agentes, y así, tener en consideración la
velocidad y aceleración con la que se mueven en el plano y poder cumplir con la tarea asignada
al grupo de agentes mientras que a su vez los mismos buscan evadir las colisiones entre agentes y
obstáculos que se puedan encontrar en el entorno.

Finalmente, en este trabajo se utiliza el enfoque aplicado en trabajos anteriores para un sistema
de n agentes modelado por ecuaciones diferenciales de segundo orden, donde, se garantiza la con-
vergencia asintótica a la formación deseada mientras que durante el comportamiento transitorio
de los agentes estos evaden la colisión; debido al correcto escalamiento de los AVF. También se
propone una ecuación general del parámetro de diseño que nos asegura la no colisión entre los
agentes.

1.5. Organización de la tesis

El trabajo de tesis está estructurado de la siguiente manera:

El Capítulo 2 presenta los conceptos, de�niciones, modelos y preliminares matemáticos ne-
cesarios para el desarrollo de la parte teórica de este trabajo de tesis.

El Capítulo 3 ilustra el diseño y desarrollo de la ley de control de formación con evasión
de colisiones, teniendo en consideración que las colisiones pueden darse entre los agentes del
sistema u objetos estáticos que se encuentren presentes en el plano, y así determinar la forma
en la que se obtiene el parámetro que nos permite escalar los AVF.

El Capítulo 4 muestra los resultados obtenidos al realizar simulaciones numéricas que validen
las leyes de control propuestas en el capítulo anterior.

Finalmente, en el Capítulo 5 se mencionan las conclusiones y posibles trabajos futuros.



Capítulo 2

Preliminares

En este Capítulo se introduce el concepto de grá�cas de formación y su aplicación al diseño
y análisis de las estrategias de control, especí�camente al algoritmo fundamental de consenso
de sistemas de primer orden. Posteriormente, se da una descripción de las funciones potenciales
repulsivas y, �nalmente, se presenta el modelo dinámico de un UAV.

2.1. Teoría de grafos

Un grafo es un conjunto, no vacío, de objetos llamados vértices y aristas que pueden ser orienta-
dos o no. Típicamente, un grafo se representa mediante una serie de puntos (los vértices) conectados
por líneas (las aristas). Un SMA puede ser modelado por medio de la teoría de grafos, donde los
agentes son representados por los vértices y el intercambio de información entre los agentes por las
aristas.

De�nición 2.1 Una grá�ca de formación G = {N,E,C} que describe la comunicación entre
agentes, está compuesta por los siguientes parámetros [11] [31]

1. Un conjunto de vértices N que corresponde a los n agentes en el sistema.

2. Un conjunto de vértices E = {(Ri, Rj..., Rn) ∈ N × N, j ̸= i}, los cuales denotan que el
agente Ri recibe información de Rj.

3. Un conjunto de etiquetas C = {cji ∈ R2 | (Rj, Ri) ∈ N × N, j ̸= i} donde cji es un vector
que especi�ca la posición relativa de Ri con respecto a Rj.

Con base en la Figura 2.1, y recordando que Ni es el subconjunto de agentes detectados por Ri,
dichos subconjuntos están dados por

N1 = {R3, R4} N2 = {R1} N3 = {R2} N4 = {R3}

N = {R1, R2, R3, R4} E = {(R1R2), (R2R3), (R3R1), (R3R4), (R4R1)}

Dentro de la teoría de grafos, existen tres tipos de grafos para determinar la información que
los agentes pueden recibir.

7
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R1R2

R3 R4

C21

C14

C13

C43

C32

Figura 2.1: Grafo G.

1. Grafo no dirigido (Undirected graph UG)
Donde las aristas cji tienen un �ujo de información bidireccional entre los agentes del sistema,
ver Figura 2.2a.

2. Grafo dirigido (Directed graph DG)
A diferencia de los grafos no dirigidos, en este caso, no existe un intercambio bidireccional de
información entre los agentes, es decir, que el agente Ri puede recibir información del agente
Rj, pero el agente Rj no recibe información del agente Ri, ver Figura 2.2b.

3. Grafo mixto (Mixed graph MG)
Estos grafos son una combinación de los dos casos anteriores, donde hay agentes que tienen
información bidireccional y otros que no, ver Figura 2.2c.

R1R2

R3 R4

(a) Grafo UG.

R1R2

R3 R4

(b) Grafo DG.

R1R2

R3 R4

(c) Grafo MG.

Figura 2.2: Tipos de grafos.

Cualquier tipo de grafo puede ser representado de manera algebraica en forma matricial, esta
representación es importante para obtener características y propiedades que son de gran utilidad
para obtener la información necesaria para la comunicación de los agentes.

De�nición 2.2 Matriz de adyacencia
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Se trata de una matriz cuadrada de n×n siendo n el número de vértices del grafo. Para construir
la matriz de adyacencia, cada elemento aij = 1 cuando haya una arista que una los vértices i y j,
de lo contrario aij = 0 y está denotada por Ad

De�nición 2.3 Matriz de grados
Es una matriz diagonal cuadrada denotada por ∆n×n de�nida como

∆ = diag{n1, ..., nn}, (2.1)

donde ni es el número de aristas dirigidas a cada nodo Ri

De�nición 2.4 Laplaciano Dado una grá�ca de formación G = {N,E,C}, el Laplaciano que
corresponde al grafo G, esta dado por

L(G) = ∆− Ad, (2.2)

Para cualquier grafo de orden n, la suma de cualquiera de los renglones del Laplaciano debe
ser cero. Por lo que, L(G) siempre tendrá un valor propio en cero que se encuentra asociado con

1n =
[
1, ..., 1

]⊤
.

2.2. Algoritmo fundamental de consenso

Un algoritmo de consenso es un mecanismo que permite a los agentes que se encuentran invo-
lucrados en el sistema, coordinarse en un entorno distribuido que debe garantizar que todos los
agentes lleguen a un acuerdo para lograr el objetivo y, por lo tanto, llegar a un consenso. El consen-
so de información garantiza que los agentes que comparten información a través de una topología
de red tengan una visión coherente de la información que es crítica para la tarea de coordinación.
Para que exista consenso, debe existir una variable de interés compartida, denominada estado de
la información.

Los agentes actualizan el valor de sus estados de información en función de los estados de
información de los agentes a su alrededor. El objetivo es diseñar una ley de control para que los
estados de información de todos los vehículos de la red converjan a un valor común.

2.2.1. Agentes de primer orden

El consenso bajo topologías de interacción �jas puede lograrse asintóticamente si y solo si la
topología de interacción dirigida tiene un árbol de expansión dirigido [11]. En teoría de grafos, un
árbol de expansión es un árbol compuesto por todos los vértices y algunas o quizá todas de las
aristas de G. Un árbol de expansión dirigido de G es una selección de aristas de G que forman
un árbol que cubre todos los vértices que conectan la información que �uye entre los agentes de
manera bidireccional, es decir, que todos los agentes están conectados y la información �uye en
ambos sentidos.

Suponiendo que tenemos n agentes en el sistema. Usamos un grafo dirigido G = {N,E,C},
donde Nn = {1, ..., n} es el conjunto de nodos y En ⊆ Nn × Nn es el conjunto de aristas, para
modelar la interacción entre un número n de agentes que determinará la comunicación entre los
agentes.
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Considere estados de información con dinámica de un solo integrador dada por

żi = ui, i = 1, .., n, (2.3)

donde zi ∈ Rm es el estado de información y ui ∈ Rm es la entrada de control de información
del i-ésimo vehículo. El algoritmo de consenso en tiempo continuo está dado por

ui = −
n∑
j=1

aij(t)(zi − zj), i = 1, ..., n, (2.4)

donde aij(t) son las entradas (i, j) de la matriz de adyacencia, Ad(t) ∈ Rn×n en el tiempo t.
Note que aij(t) > 0 si (i, j) ∈ En en el tiempo t y aij(t) = 0 de lo contrario, ∀j ̸= i. Los estados de
información de cada agente se dirige hacia los estados de información de sus vecinos. Las ecuaciones
(2.3) y (2.4) se pueden expresar de forma matricial de la siguiente manera

żi = −[Ln(t)⊗ Im]zi, (2.5)

donde zi =
[
zT1 , ..., z

T
n

]⊤
, Ln(t) ∈ Rn×n es la matriz Laplaciana no simétrica en el tiempo t y

⊗ denota el producto de Kronecker. Con (2.4) el grupo de agentes logra o alcanza el consenso si,
para todos zi(0) y todos i, j = 1, ..., n, ∥zi(t)− zj(t)∥ → 0, con t→ ∞.

2.3. Funciones potenciales repulsivas

La evasión de obstáculos es una parte importante de un sistema de navegación autónomo. Un
método para evitar obstáculos es el uso de campos vectoriales simples. Los campos vectoriales
simples utilizados para evitar obstáculos consisten en una fuerza repulsiva centrada en el obstáculo
que guía al vehículo lejos del obstáculo. Existen diferentes técnicas para la evasión de colisiones para
permitir una navegación segura mediante la detección y localización de los obstáculos mediante el
modelado del entorno, construyendo un mapa o representación de este último, y conocer la posición
precisa de los agentes involucrados. Esta etapa puede requerir el uso de diversos sensores, tales
como, ultrasonido, sistemas láser o cámaras de vídeo. Por otra parte, la aplicación del control difuso
en los sistemas de navegación permite tomar decisiones en forma de razonamiento aproximado al
ser humano de acuerdo a la información obtenida [32] [33] [34].

Un método para la evasión de colisiones es el de generar un campo vectorial arti�cial, en torno
de un obstáculo o de un agente, forzando al agente a evadir la posible colisión cuando estos entren
en la zona de in�uencia del campo vectorial.

Es posible diseñar el campo vectorial para determinar la dirección y el área de in�uencia en las
que el campo puede actuar, sin embargo, las alteraciones de diseño que tenga el campo vectorial
puede o no conducir a una mejora de rendimiento en lazo cerrado. La idea de añadir un campo
vectorial, consiste en que cada agente sepa en todo momento si existe un obstáculo u otro agente
con el que pueda estar en peligro de colisión, es decir, en caso de riesgo de colisión entre los mismos
agentes o algún obstáculo el campo vectorial debe activarse para evadir la colisión. Por otra parte,
mientras los agentes estén fuera de peligro, el campo vectorial permanecerá inactivo durante todo
el comportamiento transitorio.
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Kathib propuso una función potencial repulsiva, dada por

Vij =

{
η
(

1
βij

− 1
d2

)2

, si βij ≤ d2,

0, si βij > d2,
(2.6)

donde η > 0, βij es el cuadrado de la distancia entre dos agentes, d es la zona de in�uencia de
cada agente y Vij esta en función de la distancia entre los agentes Ri y Rj [35].

Con base en lo anterior, para resolver el problema de evasión de colisiones se utiliza el enfoque
de AVF. Los AVF se han diseñado tradicionalmente como el gradiente de una función potencial.
El principal inconveniente de estos campos vectoriales es que a menudo conducen a la aparición
de equilibrios no deseados, sin embargo en este caso se propone una estructura de foco inestable,
lo que nos permite diseñar trayectorias de tipo espiral para evitar colisiones y en consecuencia,
descartar equilibrios no deseados como lo podemos observar en la Figura 2.3 [2] [22] [23].

Figura 2.3: Campo vectorial tipo foco inestable.
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2.4. Robots aéreos tipo quad

Un robot aéreo tipo quad es una aeronave que obtiene su elevación y propulsión debido a
sus cuatro rotores. Los quadrotors se pueden clasi�car como rotorcraft1, en comparación con las
aeronaves de ala �ja. A diferencia del helicóptero estándar, el robot aéreo es capaz de utilizar palas
de cabeceo �jo, cuyo ángulo de ataque no varía cuando las palas giran, sin embargo, el movimiento
del robot aéreo se obtiene mediante la variación de velocidad relativa de cada uno de sus rotores
para cambiar la orientación y el par producido por cada uno de ellos, para esto, un par de motores
gira en sentido horario y el par restante lo hace en sentido antihorario como lo podemos ver en la
Figura 2.4.

Sentido 

anti-horario

Sentido 

anti-horario

Sentido 

horario

Sentido 

horario

Figura 2.4: Sentido de giro de las helices de un robot aéreo.

Los robots aéreos tipo quad, usan un sistema de control y sensores para estabilizarse. Así mismo,
debido a su tamaño y maniobrabilidad estos pueden ser volados en interiores como en exteriores,
por lo tanto, estos presentan las siguientes ventajas:

- Los quadrotors no requieren de ningún enlace mecánico que varié el ángulo de ataque del
rotor.

- El uso de cuatro rotores permite que estos sean de un diámetro menor que un rotor equivalente
de un helicóptero.

- Debido al tamaño de los quadrotor, es posible añadir un marco de protección �jado al marco
de la aeronave para evitar el riesgo de daño a los rotores por una posible colisión.

1Aeronave con alas giratorias o palas de rotor, que generan sustentación al girar alrededor de un mástil vertical.
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Hay varías maneras de modelar la orientación de un robot aéreo tipo quad en el espacio, ya
sea por medio de matrices de rotación, cuaterniones unitarios o los ángulos de Euler. Para este
trabajo se hace uso de los ángulos de Euler de cabeceo, alabeo y guiñada. Considere la Figura 2.5
que de�ne los ángulos de Euler como:

Alabeo (ϕ), ángulo de rotación sobre el eje X.

Cabeceo (θ), ángulo de rotación sobre el eje Y .

Guiñada (ψ), ángulo de rotación sobre el eje Z.

Al modi�car el par generado por los rotores de un quad pueden modi�carse sus ángulos de Euler
y así producir un desplazamiento.

Figura 2.5: Ángulos de Euler.

2.4.1. Modelo dinámico de un robot aéreo tipo quad

Para obtener el modelo dinámico es necesario representar al quad como un cuerpo rígido capaz
de moverse en un espacio tridimencional. Con lo cual, haremos uso de un marco inercial Fe del
tipo NED 2 que es un sistema con su origen �jo en el centro de gravedad de la aeronave. Sus ejes
están orientados a lo largo de las direcciones geodésicas de�nidas por la super�cie de la tierra y un
marco Fb del cuerpo rigido del quad del tipo XY Z. Con respecto al marco inercial del tipo NED,
tenemos que

El eje x apunta al norte paralelo a la super�cie del geoide, en la dirección polar.

El eje y apunta al este paralelo a la super�cie del geoide, a lo largo de una curva de latitud.

El eje z apunta hacia abajo, hacia la super�cie de la Tierra.

2Sistema inercial Norte-Este-Abajo (NED) por sus siglas en ingles, donde origen del sistema de coordenadas se
elige como un punto por debajo del centro de gravedad de la aeronave.
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Como se muestra en la Figura 2.6, para representar la posición del centro de masa del quad
respecto al marco de referencia �jo, tenemos el vector ξ =

[
x y z

]⊤
y la orientación con respecto

al marco inercial del quad mediante el vector η =
[
ψ θ ϕ

]⊤
donde ψ, θ y ϕ son los ángulos

de Euler de guiñada, cabeceo y alabeo respectivamente. La dinámica no lineal del quad se puede
expresar como

mξ̈ = −mgD +RFs, (2.7)

IΩ̇ = −Ω× IqΩ + τ, (2.8)

donde m es la masa del quad, g es la constante de gravedad, D =
[
0 0 −1

]⊤
, R ∈ SO es una

matriz de rotación que relaciona el marco inercial Fe con el marco del cuerpo rigido Fb dada por

R =

cos θ cosψ sin θ sinϕ cosψ − cosϕ sinψ sin θ cosϕ cosψ + sinϕ sinψ
cos θ sinψ sin θ sinϕ sinψ + cosϕ cosψ sin θ cosϕ sinψ − sinϕ cosψ
− sin θ cos θ sinϕ cos θ cosϕ

 . (2.9)

Fs =
[
0 0 u

]⊤
, Iq es la matriz de inercia, Ω =

[
r q p

]⊤
representa la velocidad angular del

quad respecto al marco de cuerpo Fb dada por

Ω = Wη̇, (2.10)

W =

 − sin θ 0 1
cos θ sinϕ cosϕ 0
cos θ cosϕ − sinϕ 0

 , (2.11)

y τ es el par total.
De�nimos un vector auxiliar τ̃ relacionado al par total τ , basado en (2.8)

τ̃ =

 τ̃θτ̃ϕ
τ̃ψ

 = I−1W−1(−IẆ η̇ −Wη̇ × IWη̇ + τ). (2.12)

Sustituyendo (2.12) en (2.7) podemos representar el modelo dinámico de un quad como

mẍ =− u(sin θ cosϕ cosψ + sinϕ sinψ), (2.13)

mÿ =− u(sin θ cosϕ sinψ − sinϕ cosψ), (2.14)

mz̈ =− u(cos θ cosϕ) +mg, (2.15)

θ̈ =τ̃θ, (2.16)

ϕ̈ =τ̃ϕ, (2.17)

ψ̈ =τ̃ψ, (2.18)

donde u, τ̃θ, τ̃ϕ, τ̃ψ son las entradas de control del sistema.
Algunos drones cuentan con un controlador interno, encargado de posicionarlo al ángulo soli-

citado, debido a que se trabaja en el plano XY solo es necesario usar las entradas de control de
ϕ, ψ, alabeo y guiñada, respectivamente. Para simpli�car el modelo presentado en las ecuaciones
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Figura 2.6: Ángulos de Euler.

(2.13)-(2.18) y considerando que se trabaja sobre el plano XY es necesario hacer pequeños cambios
en los ángulos que corresponden las entradas de control ϕ, ψ en un rango de −4◦ a 4◦, con esto
tenemos que, sin(∗) = ∗ y cos(∗) = 1. Simpli�cando las ecuaciones (2.13)-(2.15)

mẍ =− u(θ cosψ + ϕ sinψ), (2.19)

mÿ =− u(θ sinψ − ϕ cosψ), (2.20)

mz̈ =− u+mg, (2.21)

de la ecuación 2.21 podemos obtener la fuerza necesaria para mantener al quad a una altura
constante, con lo que tenemos

m(0) =− u+mg,

u =mg, (2.22)

sustituyendo (2.22) en (2.19) y (2.20)

ẍ =− g(θ cosψ + ϕ sinψ), (2.23)

ÿ =− g(θ sinψ − ϕ cosψ), (2.24)

de forma matricial [
ẍ
ÿ

]
= −g

[
cosψ sinψ
sinψ − cosψ

] [
θ
ϕ

]
(2.25)

Una vez obtenido el modelo dinámico del quad, podemos acoplar la ley de control para la
formación con evasión de colisiones, que se de�nirá más adelante.
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Capítulo 3

Estrategia de control para evasión de
colisiones

En este Capítulo se analizan dos casos para determinar el valor mínimo que debe tomar el
parámetro de diseño ϵ, teniendo en consideración que la magnitud de los AVF debe escalarse de
manera correcta, de no ser así la fuerza que implementa el AVF puede ser excesiva, haciendo que
el agente evada la colisión mucho antes de que esta se considerarse, si la fuerza empleada no es
su�ciente, el riesgo de colisión es mucho mayor aunque este riesgo sea detectado a tiempo. En el
primero de los casos se desarrolla el análisis para un caso especí�co en el que solo se encuentran
dos agentes en el sistema, es decir, que el agente Rb está en peligro de colisión con el agente Ra,
por lo tanto solo se propone una super�cie de seguridad en el plano que corresponde a los agentes
que se encuentren en peligro de colisión.

En el segundo caso, el análisis lleva el mismo enfoque que en el caso anterior, introduciendo
más agentes en el sistema. Por lo que se consideran tres agentes, suponiendo que los agentes Rb

y Rc están en peligro de colisión con el agente Ra, con lo cual, a diferencia del caso anterior; en
este surgen dos super�cies, una por cada agente que se encuentra en riesgo de colisión, a partir
de este punto se lleva a cabo el análisis de manera similar que en el caso anterior para encontrar
un ϵ∗ > 0 : ∥zi(t) − zj(t)∥ > d, ∀t ≥ 0, es decir, un ϵ que nos garantice que la distancia entre los
agentes Ra, Rb y Rc sea mayor a una distancia d de seguridad asegurando la no colisión entre los
agentes en el plano.

Finalmente se plantea una formula general para establecer el correcto escalamiento de los AVF
cuando hay n agentes en el sistema, debido a que se generan super�cies con cada agente que entra
en riesgo de colisión. Dadas las super�cies que se generan, es necesario garantizar la formación con
evasión de colisiones, por lo tanto, es necesario calcular un ϵ que nos asegure la no colisión entre
los agentes.

3.1. Algoritmo fundamental de consenso para agentes de se-

gundo orden

El algoritmo de consenso para la dinámica de doble integrador tiene en cuenta los movimientos
de los estados de información de los agentes y sus derivadas. Partiendo del algoritmo fundamental
de consenso para agentes de primer orden, derivando las condiciones bajo las cuales el sistema llega

17
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al consenso se obtienen los estados de información necesarios para modelar los agentes de segundo
orden [11]. A diferencia del caso de un integrador, para la dinámica de doble integrador el tener un
árbol de expansión es una condición necesaria más que su�ciente para la búsqueda de consenso.

Considere estados de información con doble integrador

ẋi = zi, żi = ui, i = 1, ..., n, (3.1)

donde xi ∈ Rm es la información del estado, zi ∈ Rm es la información del estado derivado y
ui ∈ Rm es la entrada de control de información asociada con el i-ésimo agente. Usamos un grafo
de comunicación dirigida GA

n = (N,EA
n , C), donde N = {1, ..., n} es el conjunto de nodos y EA

n ⊆
Nn ×Nn las aristas, GB

n = (N,EB
n , C) donde N es el mismo conjunto de nodos y EB

n ⊆ Nn ×Nn

es el conjunto de aristas para modelar zi y żi respectivamente entre los n vehículos.
Obteniendo el algoritmo de consenso para (3.1)

ui = −
n∑
j=1

[K0(zi − zj) +K1(żi − żj)] , i = 1, ..., n, (3.2)

dondeK0 yK1 son ganancias de�nidas positivas, zi y żi representan las posiciones y velocidades
del i-ésimo agente respectivamente, (3.2) representa la aceleración de ese agente en particular. Con
(3.2) el grupo de agentes alcanza el consenso, para todo zi(0), żi(0) y (i, j) = 1, ..., n,, ∥zi(t) −
zj(t)∥ → 0 y ∥żi(t)− żj(t)∥ → 0 con t→ ∞.

Si zi =
[
z⊤1 , ..., z

⊤
n

]⊤
y ż =

[
ż⊤1 , ..., ż

⊤
n

]T
. Aplicando el algoritmo (3.2), (3.1) puede escribirse en

forma matricial con la siguiente forma[
ẋ
ż

]
= (Θ(t)⊗ Im)

[
x
z

]
, (3.3)

donde

Θ =

[
0n×n In

−K0Ln(t) −K1Ln(t)

]
, (3.4)

con Ln(t) ∈ Rn×n la matriz Laplaciana no simétrica asociada con Gn en un tiempo t.

3.1.1. Algoritmo fundamental de consenso para agentes de segundo or-
den con entradas acotadas

Note que (3.2) no tiene en cuenta explícitamente un esfuerzo de control acotado, por lo que
proponemos un algoritmo de consenso para (3.1) con entradas de control acotadas

ui = −
n∑
j=1

{tanh [K0(zi − zj)] + tanh [K1(żi − żj)]}, i = 1, ..., n, (3.5)

donde K0 y K1 son constantes de�nidas positivas. Teniendo en cuenta que (3.5), ui esta acotado
por tanh (·).

El algoritmo (3.5) para sistemas con dinámica de doble integrador logra consenso asintótico y
asegura que los errores de posición y velocidad converjan a cero de la misma manera.
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3.2. Estrategia de control para 2 agentes

Para este primer análisis, se considera un grupo compuesto por dos agentes N = {Ra Rb} cuya
comunicación está dada por un grafo no dirigido (ver la Figura 3.1). Tomando en cuenta la ley de
control (1.2) y aplicándola al sistema (1.1) se obtiene el siguiente sistema en lazo cerrado

Rb Ra
Cba

Cab

Figura 3.1: Grafo no dirigido del agente Ra y Rb.

z̈a = −k0ϕ(z̃a)− k1ϕ( ˙̃za) + ϵδab

[
(xa − xb)− (ya − yb)
(xa − xb) + (ya − yb)

]
, (3.6)

z̈b = −k0ϕ(z̃b)− k1ϕ( ˙̃zb) + ϵδba

[
(xb − xa)− (yb − ya)
(xb − xa) + (yb − ya)

]
, (3.7)

donde 0 < k0 < k1 son ganancias de�nidas positivas, z̃a y z̃b corresponden a los errores de
posición del agente Ra y Rb respectivamente, mientras que ˙̃za y ˙̃zb corresponde a los errores de
velocidad de los agentes Ra y Rb, ϕ (·) es una función de saturación, ϵ > 0 es una parámetro de
diseño que de�niremos más adelante, δab = δba es una función que depende de la distancia entre
los agentes Ra y Rb dada por 1.6.

Para el diseño del parámetro ϵ, se propone un cambio de variables de distancia relativa entre
los agentes, dada por [

pab
qab

]
=

[
xa − xb
ya − yb

]
. (3.8)

Con base en la Figura 3.2, D es la distancia de sensado y d es la distancia de seguridad, con
D > d y el origen corresponde a la colisión entre dos agentes. Así mismo, se puede de�nir la
siguiente super�cie

σab = p2ab + q2ab − d2 > 0. (3.9)

Con esto, las trayectorias de�nidas por pab y qab deben de permanecer fuera de la región dada
por σab > 0. Esto signi�ca que cuando las trayectorias dadas por pab y qab entran a la super�cie
D, los AVF se activan por lo que se tiene que asegurar que la super�cie σab = 0 es repulsiva desde
la región exterior, es decir, que todas las trayectorias que intenten entrar a la zona de seguridad
d deben ser repelidas. Con esto, podemos proponer el siguiente teorema que denota la principal
contribución de este trabajo.

Teorema 3.1 Sea el control (1.2) aplicado al sistema (1.1) con las de�niciones dadas en (1.4)-
(1.6) y considerando la Suposición 1.1. Se asume que en el tiempo t0 el agente Ra entra en la zona
de sensado de Rb, es decir, hay peligro de colisión. Si se escoge a ϵ de la siguiente manera

ϵ >
D2ν2

d2(D2 − d2)
+
DK

d2
, (3.10)
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Dd

pab

qab

Figura 3.2: Plano
[
pab qab

]⊤
.

donde ν = máx
(√

r2ab + s2ab

)
, con rab = (ẋa − ẋb) y sab = (ẏa − ẏb) la velocidad de los agentes

en
[
x y

]⊤
, y K una ganancia que depende de los valores de k0 y k1, entonces, se puede garantizar

que los agentes no colisionarán entre ellos, es decir, ∥za(t)− zb(t)∥ > d para todo t > t0.

Demostración. Para realizar el análisis de colisión en el plano de los agentes Ra y Rb, derivamos
con respecto al tiempo la ecuación (3.8) y realizamos un cambio de coordenadas, tal que[

rab
sab

]
=

[
ṗab
q̇ab

]
, (3.11)

donde rab = ẋa − ẋb y sab = ẏa − ẏb. Ya que se esta trabajando con un sistema de segundo
orden, derivamos nuevamente la ecuación (3.11), obteniendo el siguiente sistema[

ṙab
ṡab

]
=

[
p̈ab
q̈ab

]
=

[
uxa − uxb
uya − uyb

]
. (3.12)

Partiendo de la ecuación (3.12), considerando (3.6) podemos obtener la dinámica de (3.8) que
involucra ambos agentes dada por[

ṙab
ṡab

]
= −k0 (ϕ(z̃a)− ϕ(z̃b))− k1

(
ϕ( ˙̃za)− ϕ( ˙̃zb)

)
+ 2ϵδab

[
pab − qab
pab + qab

]
. (3.13)

Por otra parte, derivando dos veces la super�cie dada en (3.9), se obtiene lo siguiente

σ̇ab =2
[
pab qab

] [rab
sab

]
, (3.14a)

σ̈ab =2
[
pab qab

] [ṙab
ṡab

]
+ 2

(
r2ab + s2ab

)
. (3.14b)
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Reemplazando la ecuación (3.13) en (3.14b) obtenemos la dinámica de la super�cie de in�uencia
de los agentes, dada por

σ̈ab =− 2
[
pab qab

]
[k0(ϕ(z̃a)− ϕ(z̃b))]− 2

[
pab qab

] [
k1(ϕ( ˙̃za)− ϕ( ˙̃zb))

]
+ 4ϵδab

[
pab − qab
pab + qab

]
+ 2(r2ab + s2ab). (3.15)

Calculando el operador norma de los errores de posición y velocidad, se tiene

∥ (ϕ(z̃a)− ϕ(z̃b)) ∥ ≤ ∥ϕ(z̃a)∥+ ∥ϕ(z̃b)∥.
∥
(
ϕ( ˙̃za)− ϕ( ˙̃zb)

)
∥ ≤ ∥ϕ( ˙̃za)∥+ ∥ϕ( ˙̃zb)∥.

Debido a que ϕ(z̃i) = tanh(z̃i) y ϕ( ˙̃zi) = tanh( ˙̃zi), entonces, ∥ϕ(z̃i)∥ ≤
√
2 y ∥ϕ( ˙̃zi)∥ ≤

√
2, por

lo tanto, se obtienen las siguientes cotas

∥ϕ(z̃a)∥+ ∥ϕ(z̃b)∥ ≤ 2
√
2, −∥ϕ(z̃a)− ϕ(z̃b)∥ ≥ −2

√
2,

∥ϕ( ˙̃za)∥+ ∥ϕ( ˙̃zb)∥ ≤ 2
√
2, −∥ϕ( ˙̃za)− ϕ( ˙̃zb)∥ ≥ −2

√
2,

y, debido a que se está analizando el caso cuando la distancia entre los agentes es menor o igual
a D, es decir ∥za − zb∥ ≤ D, entonces, δab = 1, por lo que (3.15) se puede acotar por abajo de la
siguiente manera

σ̈ab ≥ −4
√
2k0∥

[
pab qab

]
∥ − 4

√
2k1∥

[
pab qab

]
∥+ 4ϵ

∥∥∥∥[pab − qab
pab + qab

]∥∥∥∥ . (3.16)

Note que el término (r2ab + s2ab) de (3.15) es siempre positivo por lo que su cota está dada
por (r2ab + s2ab) ≥ 0 y, por lo tanto, ese término no aparece en (3.16). Por otra parte, el término

−∥
[
pab qab

]
∥ está acotado por −∥

[
pab qab

]
∥ ≥ −D mientras que

∥∥∥∥[pab − qab
pab + qab

]∥∥∥∥ está acotado por∥∥∥∥[pab − qab
pab + qab

]∥∥∥∥ ≥ d2, entonces (3.16) está acotado por abajo por la siguiente expresión

σ̈ab ≥ −4DK + 4ϵd2, (3.17)

con K = 2
√
2(k0 + k1). Integrando (3.17) se obtiene lo siguiente

σ̇ab(t) ≥
(
−4DK + 4ϵd2

)
(t− t0) + σ̇ab(t0) > 0. (3.18)

Debido a que cuando los agentes se aproximan uno a otro, entonces, σ̇ab(t0) = −|σ̇ab(t0)|, por
lo tanto, (3.18) se reescribe como

σ̇ab(t) ≥
(
−4DK + 4ϵd2

)
(t− t0)− |σ̇12(t0)| > 0. (3.19)

Integrando (3.19), se obtiene lo siguiente

σab(t)− σab(t0) ≥
1

2

(
−4DK + 4ϵd2

)
(t− t0)

2 − |σ̇ab(t0)|(t− t0).
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Considerando que el análisis se realiza cuando los agentes entran a a la zona de senado, entonces
σab(t0) = D2 − d2, por lo tanto,

σab(t) ≥ D2 − d2 +
(
−2DK + 2ϵd2

)
(t− t0)

2 − |σ̇ab(t0)|(t− t0) > 0. (3.20)

Note que (3.20) está en función del tiempo por lo que se utiliza (3.19) para despejar t− t0. En
ese sentido, (3.19) se iguala a cero y se despeja para t− t0, obteniendo lo siguiente

(t− t0) =
|σ̇ab(t0)|

(−4DK + 4ϵd2)
, (3.21)

y, sustituyendo (3.21) en (3.20) se tiene que

σab(t) ≥ D2 − d2 − σ̇2
ab(t0)

2(2ϵd2 − 2DK)
> 0. (3.22)

Por otra parte, note que (3.14a) tiene la siguiente cota

σ̇ab ≤ 2Dν, (3.23)

con ν = máx
(√

r2ab + s2ab

)
, entonces σ̇2

ab está acotada por σ̇2
ab ≤ 4D2ν2. Por lo tanto, a partir de

(3.22), y, considerando (3.23), se despeja para ϵ, obteniendo la siguiente expresión

ϵ >
D2ν2

d2(D2 − d2)
+
DK

d2
. (3.24)

Con este valor de ϵ se asegura que los agentes no colisionarán entre ellos, es decir, ∥za(t) −
zb(t)∥ > d para todo t > t0. ■

3.3. Estrategia de control para 3 agentes

Mientras más agentes se encuentren involucrados en el MAS, la estrategia de control para
evasión de colisiones debe tener en consideración las nuevas zonas de in�uencia de cada uno de
los agentes, es decir, por cada agente que se agregue al sistema se genera una nueva super�cie de
in�uencia σij correspondiente al i-ésimo agente.

Teniendo en cuenta lo anterior, para este análisis, se considera un grupo compuesto por tres
agentes, N = {Ra Rb Rc}, con un grafo de comunicación no dirigido (ver Figura 3.3). Tomando
en cuenta la ley de control (1.2) y aplicándola al sistema (1.1) se obtiene el siguiente sistema en
lazo cerrado, considerando en este caso que el agente Ra se encuentra en peligro de colisión con los
agentes Rb y Rc, sin embargo, Rb y Rc no se encuentran en peligro de colisión, con lo que tenemos
lo siguiente
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Rb Ra

CbaCab

Rc

Ccb

Cbc

Cca

Cac

Figura 3.3: Grafo no dirigido del agente Ra, Rb y Rc.

z̈a = −k0ϕ (z̃a)− k1ϕ
(
˙̃za
)
+ϵδab

[
(xa − xb)− (ya − yb)
(xa − xb) + (ya − yb)

]
+ϵδac

[
(xa − xc)− (ya − yc)
(xa − xc) + (ya − yc)

]
, (3.25a)

z̈b = −k0ϕ (z̃b)− k1ϕ
(
˙̃zb
)
+ϵδba

[
(xb − xa)− (yb − ya)
(xb − xa) + (yb − ya)

]
+ϵδbc

[
(xb − xc)− (yb − yc)
(xb − xc) + (yb − yc)

]
, (3.25b)

z̈c = −k0ϕ (z̃c)− k1ϕ
(
˙̃zc
)
+ϵδca

[
(xc − xa)− (yc − ya)
(xc − xa) + (yc − ya)

]
+ϵδcb

[
(xc − xb)− (yc − yb)
(xc − xb) + (yc − yb)

]
, (3.25c)

con k0 y k1 ganancias de�nidas positivas, ϕ (·) es la función de saturación, z̃a, z̃b y z̃c corres-
ponden a los errores de posición de los agentes, ˙̃za, ˙̃zb y ˙̃zc, son los errores de velocidad, ϵ > 0,
�nalmente, δab = δac = δba = δbc = δca = δcb es la función de activación de los AVF que depende
de la distancia entre los agentes.

Ya que en el sistema se encuentran involucrados más de dos agentes, es necesario calcular el ϵ
que nos asegure la no colisión entre cualquier agente. Se propone el siguiente cambio de coordenadas

[
pab
qab

]
=

[
xa − xb
ya − yb

]
. (3.26a)[

pac
qac

]
=

[
xa − xc
ya − yc

]
. (3.26b)

A diferencia de la sección anterior, en este caso tendremos una super�cie propuesta por cada
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agente que se encuentre en peligro de colisión, por lo que proponemos las siguientes super�cies

σ =

[
σab
σac

]
=

[
p2ab + q2ab − d2

p2ac + q2ac − d2

]
>

[
0
0

]
. (3.27)

Con base en lo anterior, se propone el siguiente Teorema.

Teorema 3.2 Sea el control (1.2) aplicado al sistema (1.1) con las de�niciones dadas en (1.4)-
(1.6) y considerando la Suposición 1.1. Se asume que en el tiempo t0 el agente Ra entra en la zona
de sensado de Rb y de Rc, es decir, hay peligro de colisión. Si se escoge a ϵ de la siguiente manera

ϵ >
2D2ν2

d2(D2 − d2)(2 +
√
2)

+
2DK

d2(2 +
√
2)
, (3.28)

donde ν = máx
(√

r2ij + s2ij

)
y K una ganancia que depende de los valores de k0 y k1, entonces,

se puede garantizar que los agentes no colisionarán entre ellos, es decir, ∥za(t) − zi(t)∥ > d para
todo t > t0.

Demostración. La dinámica de (3.26)está dada por[
rab
sab

]
=

[
ṗab
q̇ab

]
, (3.29a)[

rac
sac

]
=

[
ṗac
q̇ac

]
, (3.29b)

donde rab = ẋa− ẋb, sab = ẏa− ẏb, rac = ẋa− ẋc, sac = ẏa− ẏc, diferenciando nuevamente (3.29)
con respecto al tiempo, se obtiene lo siguiente[

ṙab
ṡab

]
=

[
p̈ab
q̈ab

]
=

[
uxa − uxb
uya − uyb

]
, (3.30a)[

ṙac
ṡac

]
=

[
p̈ac
q̈ac

]
=

[
uxa − uxc
uya − uyc

]
, (3.30b)

considerando las ecuaciones (3.25) y reemplazándolas en (3.30),se obtiene lo siguiente[
ṙab
ṡab

]
=− k0 (ϕ (z̃a)− ϕ (z̃b))− k1

(
ϕ
(
˙̃za
)
− ϕ

(
˙̃zb
))

+ 2ϵδab

[
pab − qab
pab + qab

]
+ ϵδac

[
pac − qac
pac + qac

]
. (3.31a)[

ṙac
ṡac

]
=− k0 (ϕ (z̃a)− ϕ (z̃c))− k1

(
ϕ
(
˙̃za
)
− ϕ

(
˙̃zc
))

+ ϵδab

[
pab − qab
pab + qab

]
+ 2ϵδac

[
pac − qac
pac + qac

]
. (3.31b)
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Por otra parte, derivamos dos veces las super�cies dadas en (3.27)

σ̇ab =2
[
pab qab

] [rab
sab

]
, (3.32a)

σ̈ab =2
[
pab qab

] [ṙab
ṡab

]
+ 2

(
r2ab + s2ab

)
, (3.32b)

σ̇ac =2
[
pac qac

] [rac
sac

]
, (3.33a)

σ̈ac =2
[
pac qac

] [ṙac
ṡac

]
+ 2

(
r2ac + s2ac

)
, (3.33b)

reemplazando las ecuaciones de (3.31) en (3.32b) y 3.33b

σ̈ab =− 2
[
pab qab

]
[k0 (ϕ (z̃a)− ϕ (z̃b))]− 2

[
pab qab

] [
k1

(
ϕ
(
˙̃za
)
− ϕ

(
˙̃zb
))]

+ 4ϵδab

[
pab − qab
pab + qab

] [
pab qab

]
+ 2ϵδac

[
pac − qac
pac + qac

] [
pab qab

]
+ 2

(
r2ab + s2ab

)
. (3.34a)

σ̈ac =− 2
[
pac qac

]
[k0 (ϕ (z̃a)− ϕ (z̃c))]− 2

[
pac qac

] [
k1

(
ϕ
(
˙̃za
)
− ϕ

(
˙̃zc
))]

+ 2ϵδab

[
pab − qab
pab + qab

] [
pac qac

]
+ 4ϵδac

[
pac − qac
pac + qac

] [
pac qac

]
+ 2

(
r2ac + s2ac

)
. (3.34b)

Calculando el operador norma de los errores de posición y velocidad de las ecuaciones 3.34
como en el sección anterior, así como también el operador norma de los vectores que se encuentran
en los AVF, se obtienen las siguientes cotas

∥ (ϕ(z̃a)− ϕ(z̃b)) ∥ ≤ ∥ϕ(z̃a)∥+ ∥ϕ(z̃b)∥.
∥
(
ϕ( ˙̃za)− ϕ( ˙̃zb)

)
∥ ≤ ∥ϕ( ˙̃za)∥+ ∥ϕ( ˙̃zb)∥.

∥ (ϕ(z̃a)− ϕ(z̃c)) ∥ ≤ ∥ϕ(z̃a)∥+ ∥ϕ(z̃c)∥.
∥
(
ϕ( ˙̃za)− ϕ( ˙̃zc)

)
∥ ≤ ∥ϕ( ˙̃za)∥+ ∥ϕ( ˙̃zc)∥.

Debido a que ϕ(z̃i) = tanh(z̃i) y ϕ( ˙̃zi) = tanh( ˙̃zi), entonces, ∥ϕ(z̃i)∥ ≤
√
2 y ∥ϕ( ˙̃zi)∥ ≤

√
2, por

lo tanto, se obtienen las siguientes cotas

∥ϕ(z̃a)∥+ ∥ϕ(z̃b)∥ ≤ 2
√
2, −∥ϕ(z̃a)− ϕ(z̃b)∥ ≥ −2

√
2,

∥ϕ( ˙̃za)∥+ ∥ϕ( ˙̃zb)∥ ≤ 2
√
2, −∥ϕ( ˙̃za)− ϕ( ˙̃zb)∥ ≥ −2

√
2,

∥ϕ(z̃a)∥+ ∥ϕ(z̃c)∥ ≤ 2
√
2, −∥ϕ(z̃a)− ϕ(z̃c)∥ ≥ −2

√
2,

∥ϕ( ˙̃za)∥+ ∥ϕ( ˙̃zc)∥ ≤ 2
√
2, −∥ϕ( ˙̃za)− ϕ( ˙̃zc)∥ ≥ −2

√
2,

∥∥[pab qab
]∥∥ = d =

∥∥[pac qac
]∥∥ ,∥∥∥∥[pab − qab

pab + qab

]∥∥∥∥ = d
√
2 =

∥∥∥∥[pac − qac
pac + qac

]∥∥∥∥ .
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Siendo el análisis para el caso donde la distancia entre los agentes es menor o igual a D, de tal
manera que, δab = 1 y dado que los términos (r2ab + s2ab) ≥ 0 y (r2ac + s2ac) ≥ 0 de las ecuaciones
3.34 siempre son positivos, estos pueden ser omitidos, por lo tanto, podemos acotar las ecuaciones
de (3.34) por abajo, de la siguiente manera

σ̈ab ≥ −4DK + 2ϵd2
(
2 +

√
2
)
, (3.35a)

σ̈ac ≥ −4DK + 2ϵd2
(
2 +

√
2
)
, (3.35b)

con K = 2
√
2 (k0 + k1). Integrando las ecuaciones de (3.35) con respecto al tiempo

σ̇ab(t) ≥
(
−4DK + 2ϵd2

(
2 +

√
2
))

(t− t0) + σ̇ab(t0) > 0, (3.36a)

σ̇ac(t) ≥
(
−4DK + 2ϵd2

(
2 +

√
2
))

(t− t0) + σ̇ac(t0) > 0, (3.36b)

dado que los agentes están en peligro de colisión, entonces σ̇ab(t0) = −|σ̇ab(t0)| y σ̇ac(t0) =
−|σ̇ac(t0)|, por lo que, las ecuaciones en (3.36) pueden reescribirse como

σ̇ab(t) ≥
(
−4DK + 2ϵd2

(
2 +

√
2
))

(t− t0)− |σ̇ab(t0)| > 0, (3.37a)

σ̇ac(t) ≥
(
−4DK + 2ϵd2

(
2 +

√
2
))

(t− t0)− |σ̇ac(t0)| > 0, (3.37b)

integrando nuevamente a (3.37)

σab(t)− σab(t0) ≥
1

2

(
−4DK + 2ϵd2

(
2 +

√
2
))

(t− t0)
2 − |σ̇ab(t0)|(t− t0) > 0, (3.38a)

σac(t)− σac(t0) ≥
1

2

(
−4DK + 2ϵd2

(
2 +

√
2
))

(t− t0)
2 − |σ̇ac(t0)|(t− t0) > 0, (3.38b)

debido a que se esta analizando en caso cuando los agentes entran a la zona de sensado D,
entonces, σab(t0) = σac(t0) = D2 − d2, por lo tanto

σab(t) ≥ D2 − d2 +
(
−2DK + ϵd2

(
2 +

√
2
))

(t− t0)
2 − |σ̇ab(t0)|(t− t0) > 0, (3.39a)

σac(t) ≥ D2 − d2 +
(
−2DK + ϵd2

(
2 +

√
2
))

(t− t0)
2 − |σ̇ac(t0)|(t− t0) > 0, (3.39b)

sabiendo que las ecuaciones en (3.39) aún dependen del tiempo, retomamos las ecuaciones de
(3.37) para despejar t− t0, con lo que igualamos a cero y despejamos

t− t0 =
|σ̇ab(t0)|(

−4DK + 2ϵd2
(
2 +

√
2
)) , (3.40a)

t− t0 =
|σ̇ac(t0)|(

−4DK + 2ϵd2
(
2 +

√
2
)) , (3.40b)
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reemplazando las ecuaciones de (3.40) en las de (3.39)

σab(t) ≥ D2 − d2 − σ̇2
ab(t0)

2
(
−2DK + ϵd2

(
2 +

√
2
)) > 0. (3.41a)

σac(t) ≥ D2 − d2 − σ̇2
ac(t0)

2
(
−2DK + ϵd2

(
2 +

√
2
)) > 0. (3.41b)

Por otra parte (3.32a) y (3.33a) tienen la siguiente cota

σ̇ab = 2Dν, (3.42a)

σ̇ac = 2Dν, (3.42b)

con ν = máx
(√

r2ab + s2ab

)
,máx

(√
r2ac + s2ac

)
, entonces σ̇2

ab esta acotada por σ̇2
ab = 4D2ν2. A

partir de (3.41) y considerando las cotas en (3.42) podemos despejar para ϵ con lo que obtenemos

ϵab >
2DK

d2
(
2 +

√
2
) +

2D2ν2

d2 (D2 − d2)
(
2 +

√
2
) . (3.43a)

ϵac >
2DK

d2
(
2 +

√
2
) +

2D2ν2

d2 (D2 − d2)
(
2 +

√
2
) . (3.43b)

Con estos valores de ϵ, podemos garantizar que los agentes no colisionaran entre ellos. ■
A diferencia de la sección anterior, donde aparecía un solo ϵ, en esta sección podemos observar

que aparece un parámetro ϵ por cada agente que se encuentre en peligro de colisión, por lo cual
elegimos a ϵ∗ de tal manera que

ϵ∗ = máx(ϵab, ϵab), (3.44)

sea el mayor ϵ que nos asegura la evasión de colisiones entre los agentes.

3.4. Generalización de la estrategia de control para un grupo

de n agentes

A partir de este punto podríamos agregar más agentes para realizar el análisis el problema de
colisión, el caso más común podría ser cuando un agente Ra se encuentra rodeado por Ri agentes
con i = 1, ..., n.

Ya se realizo el análisis del caso más sencillo que puede presentarse donde se encuentran invo-
lucrados unicamente dos agentes, al igual que un caso un poco más complejo al encontrarse tres
agentes, de los cuales dos de ellos se encuentran en riesgo de colisión con un tercero, con base en
esto, podemos enunciar un procedimiento por inducción para solucionar la evasión de colisiones a
un problema general donde se vean involucrados tantos agentes como sea posible tener dentro de
un área de trabajo.
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Ra

Rb

Rc

Rr-1 Rr

Cra

Cr(r-1)

C(r-1)r

Car

Ccr

Crc

Crb

Cbr

Figura 3.4: Grafo no dirigido para un grupo de n agentes.

Teorema 3.3 Considerando el sistema (1.1) y la ley de control (1.2) con las de�niciones dadas
en (1.4)-(1.6) y teniendo en cuenta la suposición 1.1

Se asume que en el tiempo t0 el agente Ra entra en la zona de sensado de Ri con i = 1, ..., n,
es decir, hay peligro de colisión entre n − 1 agentes, por lo tanto, si se escoge a ϵ de la siguiente
manera

ϵ >
2D2ν2

d2(D2 − d2)(2 + (n− 1)
√
2)

+
2DK

d2(2 + (n− 1)
√
2)
, (3.45)

donde ν = máx
(√

r2ij + s2ij

)
, K una ganancia que depende de los valores de k0 y k1 y n es el

número de agentes que se encuentran en peligro de colisión con Ra, entonces, se puede garantizar
que los agentes no colisionarán entre ellos, es decir, ∥za(t)− zi(t)∥ > d para todo t > t0.

Demostración. Para simpli�car, denotemos el agente Rr en el centro de la con�guración como se
muestra en la Figura 3.4, suponiendo que hay n− 1 robots en riesgo de colisión alrededor de Ra.
Ahora analizamos el caso de n− 1 posibles colisiones entre los agentes, con lo que podemos de�nir
las siguientes super�cies
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σ =


σa1
σa2
...

σan−1

 =


p2a1 + q2a1 − d2

p2a2 + q2a2 − d2

...
p2an−1 + q2an−1 − d2

 > 0, (3.46)

de acuerdo con la �gura 3.4, δa1 = δa2 = δan−1 = 1, entonces, la dinámica de las variables de
posición relativa es

[
ṗri
q̇ri

]
=− k0 (ϕ (z̃r)− ϕ (z̃i))− k1

(
ϕ
(
˙̃zr
)
− ϕ

(
˙̃zi
))

+ 2ϵ

[
pri − qri
pri + qri

]
+

n∑
j=1,j ̸=i

ϵ

[
prj − qrj
prj + qrj

]
, (3.47)

de igual manera, la dinámica de σ dada en (3.46)

σ̇rn−1 =2
[
prn−1 qrn−1

] [rrn−1

srn−1

]
, (3.48a)

σ̈rn−1 =2
[
prn−1 qrn−1

] [ṙrn−1

ṡrn−1

]
+ 2(r2rn−1 + s2rn−1), (3.48b)

evaluando (3.47) en (3.48b)

σ̈rn−1 =− 2
[
prn−1 qrn−1

]
[k0 (ϕ (z̃r)− ϕ (z̃i))]− 2

[
prn−1 qrn−1

] [
k1

(
ϕ
(
˙̃zr
)
− ϕ

(
˙̃zi
))]

+ 4ϵ

[
prn−1 − qrn−1

prn−1 + qrn−1

] [
prn−1 qrn−1

]
+

n∑
j=1,j ̸=i

ϵ

[
prj − qrj
prj + qrj

] [
prn−1 qrn−1

]
+ 2

(
r2rn−1 + s2rn−1

)
. (3.49)

Calculando el operador que corresponde a las distancias de seguridad d

∥∥[prn−1 qrn−1

]∥∥ =drn−1 =
∥∥[prn−1 qrn−1

]∥∥ .∥∥∥∥[prn−1 − qrn−1

prn−1 + qrn−1

]∥∥∥∥ = d
√
2rn−1 =

∥∥∥∥[prn−1 − qrn−1

prn−1 + qrn−1

]∥∥∥∥ .
De igual menera que en los casos anteriores, se analiza el caso donde la distancia entre los agentes

es menor o igual a D de tal manera que δrn−1 = 1 y dado que el término
(
r2rn−1 + s2rn−1

)
siempre es

positivo, puede ser omitido, por lo tanto, podemos acotar (3.49) por abajo, de la siguiente manera

σ̈rn−1 ≥ −4DK + 2ϵd2
(
2 + (n− 1)

√
2
)
. (3.50)

Integrando dos veces, partiendo que se analiza cuando los agentes entran a la zona de sensado
D y considerando que (3.48a) tiene la siguiente cota
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σ̇rn−1 = 2Drn−1νrn−1, (3.51)

donde νrn−1 = máx
(√

r2rn−1 + s2rn−1

)
es la velocidad máxima que pueden alcanzar los agentes,

podemos despejar para ϵ de la siguiente manera

ϵ∗ >
2D2ν2

d2(D2 − d2)(2 + (n− 1)
√
2)

+
2DK

d2(2 + (n− 1)
√
2)
, (3.52)

donde ϵ∗ es el máximo valor obtenido, que nos asegura la evasión de colisiones.
■



Capítulo 4

Simulaciones numéricas

En este Capítulo se presentan los resultados al implementar las leyes de control de formación
con evasión de colisiones obtenidas en los capítulos anteriores mediante simulaciones numéricas.
La primera parte se enfoca en mostrar que la ley de control propuesta en (1.2) logra el consenso
a la formación deseada evadiendo las colisiones entre agentes, para lo cual se hacen simulaciones
numéricas para los casos en donde se encuentran dos y tres agentes en el sistema. Posteriormente,
se realizan simulaciones numéricas en las cuales se aplica la ley de control propuesta al modelo
dinámico del robot aéreo (UAV), considerando de igual manera la colisión de dos y tres agentes,
logrando la formación y evasión de colisiones; las primeras dos secciones de simulaciones numéricas
se realizaron en Matlab®/ Simulink®.

4.1. Simulaciones numéricas para dos agentes

Las simulaciones numéricas se realizaron en MATLAB®/ Simulink® con un tiempo de muestreo
de 0.01[s]. Las condiciones iniciales de los agentes son z1(0) =

[
3 0

]⊤
, z2(0) =

[
−3 0

]⊤
, la

distancia de sensado se ajustó a D = 2[m] mientras que la distancia de seguridad se ajustó a
d = 1.5[m], k0 = 2, k1 = 3 y ν = 0.8. Con estos valores, ϵ > 6.9356, por lo tanto, se escoge
un valor de ϵ = 7. Por otra parte, los vectores de formación están dados por c21 =

[
−3 0

]⊤
y c12 = −c21. Cabe destacar que con esta selección de los vectores de formación, la grá�ca de
formación corresponde a una grá�ca no dirigida.

La Figura 4.1 ilustra el comportamiento de los agentes en el plano pab − qab donde se visualiza
como la distancia entre agentes empieza a disminuir. Cuando llegan a la zona de sensado p2ab+q

2
ab =

D2 los AVF se prenden y empieza la maniobra de evasión. Además, se aprecia que la distancia
entre los agentes siempre es mayor a la distancia de seguridad. Finalmente, cuando los agentes se
encuentran cerca de la posición deseada, la parte atractiva es mayor lo cual hace que converjan a
la posición deseada.

La Figura 4.2 muestra la trayectoria en el plano de los dos agentes. Es evidente que cuando se
están acercando, al llegar a la zona de sensado, los AVF se activan y los agentes se mueven en una
trayectoria circular en sentido antihorario. Una vez que salen de la zona de sensado, convergen a
la formación deseada.

Por otra parte, en la Figura 4.3 se ilustra el comportamiento de la super�cie σab y su derivada
σ̇ab. Observe que cuando la distancia entre los agentes es mayor que la distancia de sensado, σab

31
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Figura 4.1: Trayectoria de los agentes en el plano pab − qab.
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Figura 4.2: Trayectorias de los agentes en el plano XY .
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Figura 4.3: Comportamiento de los agentes en el plano σab − σ̇ab.

es positiva y va disminuyendo su valor conforme la distancia entre los agentes va disminuyendo,
mientras que σ̇ab inicia con un valor de cero y tiene un valor negativo conforme los agentes se van
acercando. Cuando la distancia entre los agentes es menor o igual a D, debido al valor de ϵ, σab > 0
y σ̇ab pasa de un valor negativo a un valor positivo. Dicho comportamiento se repite varias veces,
lo que indica que la distancia entre los agentes se mantiene oscilando alrededor de la distancia de
sensado.
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Figura 4.4: Entradas de control.

La Figura 4.4 ilustra las entradas de control necesarias para que los agentes realicen su mo-
vimiento. Es evidente que cuando la distancia entre los agentes es menor o igual a la distancia
de sensado, la ley de control empieza a tener oscilaciones de mayor amplitud, y, una vez que los
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agentes están cerca de su posición deseada, la entrada de control empieza a converger a cero.
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Figura 4.5: Error de posición de los agentes.

A partir de la Figura 4.5, se ilustra cómo el error de posición de los agentes Ra y Rb convergen
a cero cuando t→ ∞, permitiendo a los agentes alcanzar la formación deseada.

Finalmente, en la Figura 4.6 se presentan los errores de velocidad, los cuales también convergen
a cero.

4.2. Simulaciones numéricas para tres agentes

Las condiciones iniciales de los agentes son z1(0) =
[
−3 0

]⊤
, z2(0) =

[
3 0

]⊤
, z3(0) =

[
0 6

]⊤
,

la distancia de sensado se ajustó a D = 2[m] mientras que la distancia de seguridad se ajustó a
d = 1.5[m], k0 = 2, k1 = 3 y ν = 0.8. Con estos valores, ϵ = 4.0628, por lo tanto, se escoge un
valor de ϵ ≥ 4.0628. Por otra parte, los vectores de formación están dados por c21 =

[
6 0

]⊤
,

c32 =
[
−3 6

]⊤
, c13 =

[
−3 −6

]⊤
, debido a que la gra�ca de formación es no dirigida, entonces,

c12 = −c21, c23 = −c32, c31 = −c13.
La Figura 4.7 ilustra el comportamiento de los agentes en el plano p − q del agente Ra con

respecto a Rb y de Ra con Rc donde se visualiza como la distancia entre agentes empieza a disminuir.
Cuando los agentes llegan a la zona de sensado p2ab+ q2ab = D2 y p2ac+ q2ac = D2 los AVF se activan
comenzando la maniobra de evasión. Además, se aprecia que la distancia entre los agentes siempre
es mayor a la distancia de seguridad, ya que los agentes no sobrepasan por mucho la distancia de
sensado de D. También podemos observar que los agentes Ra y Rc a pesar de estar en riesgo de
colisión, es menor al riesgo de colisión que existe entre el agente Ra con Rb, haciendo evidente el
momento en que los AVF se encuentran activos así como el momento en que este se desactiva.
Finalmente, cuando los agentes se encuentran cerca de la posición deseada, la parte atractiva es
mayor lo cual hace que converjan a la posición deseada.

La Figura 4.8 muestra la trayectoria en el plano de los tres agentes. Como se puede observar,
cuando alguno de los agentes se encuentra en riesgo de colisión y entra en la zona de sensado, los
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Figura 4.6: Error de velocidad de los agentes.
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Figura 4.7: Trayectoria de los agentes Ra, Rb y Rc en el plano p− q.
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Figura 4.8: Trayectorias de los agentes Ra, Rb y Rc en el plano XY .

AVF se activan y los agentes se mueven en una trayectoria circular en sentido antihorario para
evadir las colisiones entre los agentes, por lo tanto, podemos ver que la trayectoria de los agentes
siempre se encuentran separadas por nuestra distancia de sensado D. Una vez que salen de la zona
de sensado, convergen a la formación deseada.
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Figura 4.9: Comportamiento de los agentes en el plano σ − σ̇.

Por otra parte, en la Figura 4.9 se ilustra el comportamiento de la super�cies σab, σac y sus
derivadas σ̇ab, σ̇ac. Observe que cuando la distancia entre los agentes es mayor que la distancia de
sensado D, σab y σac son positivas y van disminuyendo su valor a su vez que la distancia entre los
agentes va disminuyendo, mientras que σ̇ab y σ̇ac inicia con un valor de cero, este tiende a un valor
negativo conforme los agentes se van acercando a la distancia de sensado. Cuando la distancia
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entre los agentes es menor o igual a D, debido al valor de ϵ, σab, σac > 0 y σ̇ab pasa de un valor
negativo a un valor positivo. Dicho comportamiento se repite varias veces, lo que indica que la
distancia entre los agentes se mantiene oscilando alrededor de la distancia de sensado durante un
instante de tiempo t hasta que los agentes se encuentran fuera de riesgo de colisión.
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Figura 4.10: Posición de los agentes en diferentes tiempos.

La Figura 4.10 muestra las posiciones de los agentes en diferentes instantes de tiempo, como
podemos observar los agentes comienzan a una distancia mayor que la zona de sensado D y
para la formación deseada los agentes deben intercambiar su posición, cada agente cuenta con
sus respectivas super�cies de seguridad y de sensado, cuando los agentes comienzan a acercarse
los AVF se activan comenzando las maniobras para evadir las colisiones entre los agentes que se
encuentren en peligro. También podemos observar que los agentes se encuentran fuera de la zona
de seguridad d en todo momento, una vez que los agentes se encuentran fuera de riesgo, el campo
vectorial se desactiva, por lo que los agentes siguen su trayectoria hasta lograr la posición deseada.

La Figura 4.11 ilustra las entradas de control necesarias para que los agentes realicen su mo-
vimiento. Es evidente que cuando la distancia entre los agentes es menor o igual a la distancia de
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Figura 4.11: Entradas de control.

sensado, la ley de control empieza a tener oscilaciones durante el momento en que los agentes se
encuentren en ruta de colisión y una vez que los agentes están cerca de su posición deseada y fuera
de peligro, las entradas de control empiezan a converger a cero.
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Figura 4.12: Error de posición de los agentes.

A partir de la Figura 4.12, se ilustra cómo el error de posición de los agentes Ra, Rb y Rc

convergen a cero cuando t → ∞, permitiendo a los agentes alcanzar la formación deseada al
mismo tiempo que evaden la colisión.

Finalmente, en la Figura 4.13 se presentan los errores de velocidad, los cuales también convergen
a cero.
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Figura 4.13: Error de velocidad de los agentes.

4.3. Simulaciones numéricas para dos robots aéreos

Las condiciones iniciales de los agentes son z1(0) =
[
3 0 0

]⊤
, z2(0) =

[
−3 0 0

]⊤
, la distan-

cia de sensado se ajustó a D = 2[m] mientras que la distancia de seguridad se ajustó a d = 1.5[m],
k0 = 2, k1 = 3 y ν = 0.8 y considerando que los robots aéreos mantendrán una altura constante.

Figura 4.14: Trayectorias de dos UAV's.

En la Figura 4.14 podemos observar las trayectorias que realizan los UAV's, desde el momento
en que comienzan a elevarse los agentes buscan consenso para llegar a la posición deseada, en el
momento en que los agentes se detectan, el AVF se activa, comenzando las maniobras de evasión
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entre los agentes. Es evidente que los agentes se encuentran en todo momento a una distancia
mayor a la distancia de seguridad d.

Figura 4.15: Posición de dos UAV's en diferentes tiempos.

La Figura 4.15 nos ilustra las trayectorias de los agentes en distintos tiempos, desde un comienzo
los UAV's se encuentran fuera de la zona de seguirdad D, podemos observar que desde que los
UAV's despegan, comienzan su trayecto a las posiciones deseadas, sin embargo, cuando los agentes
de detectan, comienza la maniobra de evasión, los AVF se encuentran activos mientras que los
agentes se encuentren en riesgo de colisión, una vez que los agentes se alejan de la zona de sendado
D el AVF se desactiva permitiendo a los agentes pueden continuar su trayecto hasta las posiciones
deseadas.

En la Figura 4.16 se ilustran las entradas de control de los agentes realicen su movimiento de
evasión y así evitar la colisión. Se puede notar el momento en que los AVF se activan, debido a que
cuando la distancia de sensado de los agentes es menor o igual, las entradas de control comienzan
a tener oscilaciones, esto se debe a la respuesta del sistema para evadir las colisiones.

En la Figura 4.17 los errores de posición llegan a cero, debido a que los agentes logran la posición
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Figura 4.16: Entradas de control de ambos UAV's.
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Figura 4.17: Error de posición de ambos UAV's.
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deseada, cuando los agentes comienzan su trayectoria, la distancia que existe entre ellos comienza
a llegar a disminuir, al ser una trayectoria de colisión el AVF se activa, por lo que los agentes se
ven forzados a cambiar su trayectoria por un breve momento, hasta que estos se encuentran fuera
de peligro, para así llegar �nalmente a su posición deseada.
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Figura 4.18: Error de velocidad de ambos UAV's.

Finalmente la Figura 4.18 nos muestra los errores de velocidad de los UAV's y como estos llegan
a cero cuando los agentes logran la formación.

4.4. Simulaciones numéricas para tres robots aéreos

Las condiciones iniciales de los agentes para este caso son las siguientes z1(0) =
[
3 0 0

]⊤
,

z2(0) =
[
−3 0 0

]⊤
, z3(0) =

[
0 6 0

]⊤
, la distancia de sensado se ajustó a D = 2[m] mientras

que la distancia de seguridad se ajustó a d = 1.5[m], k0 = 2, k1 = 3 y ν = 0.8 y considerando que
los robots aéreos mantendrán una altura constante.

La Figura 4.19 nos muestra las trayectorias que los UAV's desarrollan desde el momento en
que se elevan, es evidente ver que mientras los UAV's no se encuentran en riesgo de colisión, no
modi�can su dirección, sin embargo, en el momento en que estos se acercan y son detectados por
las zonas de sensado D de otro agente, estos comienzan la maniobra de evasión, cuando el tercer
UAV entra en la zona de sensado de los otros dos UAV's, estos vuelven a modi�car sus trayectorias
para evitar la colisión entre el grupo de UAV's que se encuentren en las zonas de sensado D de
cualquier UAV que se encuentre cerca de él.

En la Figura 4.20 observamos las posiciones de los UAV's en distintos tiempos, podemos ob-
servar como es que a medida que los agentes se acercan, las trayectorias comienzan a cambiar,
corrigiendo el rumbo para evadir las colisiones y permanecer siempre a una distancia mayor a la
zona de seguridad d.

La Figura 4.21 son las entradas de control que los UAV's implementan para llevar a cabo las
maniobras de evasión de colisiones, las oscilaciones que se observan se deben a que las zonas de
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Figura 4.19: Trayectorias de tres robots aéreos.

sensado detectaron a otro agente en riesgo de colisión, activando el AVF, una vez que los UAV's
salen del riesgo de colisión, las entradas de control se estabilizan.

La Figura 4.22 podemos observar los errores de posición de los UAV's.
Y �nalmente la Figura 4.23 nos muestra los errores de velocidad de los UAV's.
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Figura 4.20: Posición de los tres robots en diferentes tiempos.
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Figura 4.21: Entradas de control de los tres robots.
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Figura 4.22: Errores de posición de los tres robots.
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Figura 4.23: Errores de velocidad de los tres robots.



Capítulo 5

Conclusiones

En este trabajo se propuso una estrategia de control para la formación con evasión de colisiones
para un grupo de robots móviles modelados por un sistema de segundo orden, para lo cual, se
propusieron dos super�cies en torno a cada agente con la �nalidad de que en el instante que uno o
más agentes entren en la zona de sensado D y se encuentren en riesgo de colisión los AVF se activen
y den comienzo a la evasión de colisiones, de tal manera que, los agentes siempre se encuentren a
una distancia mayor a la distancia de seguridad d.

Para lograr esto, fue necesario llevar a cabo el análisis de la dinámica de las super�cies y de las
posiciones relativas entre los agentes y así poder encontrar el parámetro de diseño ϵ constante que
nos permita escalar de manera adecuada los AVF, con lo que podemos asegurar que la distancia
entre los agentes siempre será mayor a la distancia de seguridad y, por lo tanto, los agentes no
estarán en riesgo de colisión.

Con base en esto, se realizaron distintas simulaciones, en una de ellas se presenta el caso más
sencillo, en el cual solo hay dos agentes en el sistema, los cuales se encuentran a una distancia mayor
a la zona de sensado D y deben intercambiar su posición mientras evaden la colisión en el momento
en que entren en riesgo de colisión. La segunda simulación presenta el caso para un grupo de tres
agentes cuya posición �nal es un triángulo, de igual manera los agentes deben evadir la colisión
mientras buscan llegar a un consenso en la formación. Las últimas simulaciones, a diferencia que
las anteriores, se realizan aplicándolas al modelo dinámico de un robot aéreo tipo quad-rotor o
UAV, demostrando que los UAV comienzan las maniobras de evasión al momento en que entran
en la zona de sensado D de cualquier agente.

Con estos resultados, validamos que las leyes de control propuestas para un grupo de n agentes,
cumplen con el objetivo de lograr una formación mientras que, a su vez, los agentes evaden las
posibles colisiones que se pudieran presentar entre los agentes.

Como trabajo futuro, se propone analizar la evasión de colisiones para un grupo de n agentes
considerando las velocidades de cada agente y la manera en que in�uyen en los AVF, de manera
que el campo repulsivo no dependa únicamente de las posiciones relativas entre los agentes, si no
también de sus velocidades.

Finalmente, se propone realizar pruebas en tiempo real del control, en un grupo de UAV tipo
cuad-rotor. Dichos experimentos en tiempo real no pudieron completarse duratne este trabajo de
tesis. La razón es qué los drivers requeridos para realizar la comunicación entre los robots aéreos
y el sistema de cámaras OptiTrack ya no son actualizados por el fabricante.
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