
Centro de Investigación y de estudios

avanzados del Instituto Politécnico Nacional
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ABSTRACT
Designing Observer and Parameter Estimation Strategies for

Robust and Adaptive Control of a Class of
Electromechanical Systems

Robotics is one of the applied engineering sciences that has most favored the technologi-
cal development of our time for several decades now, mainly motivated by the evolution
of production systems in industry, in turn driven by the constant and growing demand for
the satisfaction of human needs, population growth and overexploitation of natural resour-
ces. Although manipulative robots are the most widely used in the industry, today robotic
systems are responsible for a large number and diversity of tasks inside and outside the
industrial environment. Consider for example military, medical, transportation and com-
munication systems, etc. In a broader range, mechatronics and electromechanics as applied
engineering sciences deal with the automation of physical processes through computational
intelligence; robotics is an important part of his field of study. We can describe a robot
as a reprogrammable and reconfigurable electromechanical system capable of transmitting
controlled movements for the automation of a task. It is basically made up of a mecha-
nism, a perception system, the instrumentation and the control system. Actuators are part
of instrumentation and are electrical machines of some kind: DC motors, stepper motors,
induction motors, and brushless motors are usually the most common. This is mainly due
to the state of knowledge, since the theory available for the control of this type of machine
is very mature, in addition to the fact that the instrumentation required for the adequacy
of the signals is relatively simple.

Robotics has been a very important field of applied engineering for many decades. This
has been motivated by the increase in the demand for the fulfillment of human’s basic ne-
cessities due to the population growth, and natural resources overexploitation. Under this
scenario, robots have been used to substitute the human hand on hard, dangerous and tedious
activities. A robot is a machine with controlled motions on configuration space, driven by
actuators for the automation of a particular task. When the dimension of the configuration
space is greater than the number of independent actuators the system is said to be unde-
ractuated. Mobile robots such as walking and wheeled robots, aerial, water and underwater
robots, as well as flexible and elastic arm-type robots, are some examples. Underactuated
robots put many challenging situations together from the control point of view and serve
as excellent test-bench systems. Pendular-type robots are the most usual ones when novel
control strategies are designed, mainly due to the simplicity of its construction. The control-
objective for this class of systems is stabilization, as they result to be controllable only in
some regions of the configuration-space. When the number of undriven joints is less than
the driven ones the control problem for experimental systems may be solved using linear-
approximation techniques. However, in the other case, the problem turns out to be more
complicated. Firstly, its linear approximation is not robust-enough to perform stabilization in
practice, as it may become uncontrollable or unstabilizable in presence of small-disturbances
effects. Furthermore, on a real-time experimental environment, many adverse effects may
appear. Consider, for example, model and parameters uncertainties, matched and unmat-
ched disturbances, the unavailability of the some of the internal variables, or the drawbacks
of approximating them using traditional techniques such as filters, differentiators and dirty
derivative. Hence, the enhancement of robust properties of the closed-loop control system
is the most important objective. There exist basically two approaches to this aim. The first
one is based on the inclusion of dominant terms, whose effect eclipse the uncertain ones.
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This is referred to as Robust Control. The second one consists of estimating the system’s
parameters in real-time, such that the disturbances or uncertain effects are included in the
nominal model. A control politic is thus computed, each time that the system’s model is
updated. This practice is known as Adaptive Control. A robust strategy produces high-gain
control signals. In most cases, they can not be directly implemented on real systems. Hence,
some techniques which help to relax these conditions must be also adopted. In the case of
the control of mechanical systems, electric machines are used as actuators in most cases. The
common practice is to use a nested-loop control structure. This is, an outer loop is used to
control the mechanical part, while an inner one is used for the actuators. This practice may
produce a very dangerous effect, as some robust techniques produce high-frequency compo-
nents, which are amplified by means of the actuator dynamics. Besides this, robust control
tends to generate an aggressive-response. This is a nice feature in view that underactua-
ted systems have a fast-dynamic behavior. However, it may produce vibration and heating,
damaging or reducing the life-time of the system. Thereby, it is an important objective to
relax the hard-response of the controller. Thus, the problem of stabilizing Pendular-type Un-
deractuated Robots driven by electric machines under real-time experimental conditions is
addressed using a robust structure, while the resulting adverse dangerous effects are reduced
using adaptation and considering the actuator’s model into the control design. Numerical
and experimental results are presented for different platforms.
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RESUMEN
Control Robusto y Adaptable Para una Clase de Sistemas

Electromecánicos

La Robótica es una de las ciencias de la ingenieŕıa aplicada que más ha propiciado el
desarrollo tecnológico de nuestra época desde hace ya varias décadas, motivado principal-
mente por la evolución de los sistemas de producción en la industria, a su vez impulsado
por la constante y creciente demanda por la satisfacción de las necesidades del ser humano,
el crecimiento poblacional y la sobreexplotación de los recursos naturales. Aunque son los
robots manipuladores los de mayor aplicación en la industria, hoy los sistemas robóticos
son responsables de una gran cantidad y diversidad de tareas dentro y fuera del ambiente
industrial. Considere por ejemplo las aplicaciones militares, médicas, sistemas de transporte
y comunicación, etc. En un márgen más amplio, la mecatrónica y la electromecánica como
ciencias de la ingenieŕıa aplicada tratan de la automatización de los procesos f́ısicos a través
de la inteligencia computacional; la robótica forma parte importante de su campo de estudio.
Podemos describir a un robot como un sistema electromecánico reprogramabe y reconfigu-
rable capaz de transmitir movimientos controlados para la automatización de una tarea. Se
conforma fundamentalmente de un mecanismo, un sistema de percepción, la instrumentación
y el sistema de control. Los actuadores forman parte de la instrumentación y regularmente
son máquinas eléctricas de algún tipo: motores de CD, motores a pasos, motores de induc-
ción y los motores brushless suelen ser los más comunes. Esto se debe principalmente al
estado del conocimiento, pues la teoŕıa disponible para el control de este tipo de máqui-
nas es muy madura, además de que la instrumentación requerida para la adecuación de las
señales es relativamente simple. Por otro lado, la maniobrabilidad de un robot se describe
por la movilidad del mecanismo, a su vez descrita por las variables de configuración o grados
de libertad. Cuando la dimension del espacio de configuración es mayor que el número de
actuadores independientes se dice que el sistema es subactuado. Ejemplos de éstos son los
robots móviles andantes y con ruedas, los veh́ıculos aéreos, robots marinos y submarinos, aśı
como los brazos robóticos con eslabones flexibles o elásticos. Los robots subactuados reúnen
muchas situaciones desafiantes desde el punto de vista de control, por lo que, además de
sus importantes aplicaciones, resultan de gran utilidad como plataformas de pruebas. Entre
otras caracteŕısticas, éstos poseen una dinámica rápida y altamente no lineal, son contro-
lables solo en pequeñas regiones del espacio del estado, comunmente tienen un alto grado
relativo y poseen una fase no mı́nima. Las estrategias de control para esta clase de sistemas
regularmente persiguen el objetivo de estabilización y son basadas en el modelo dinámico.
Por este motivo, el control de sistemas completamente actuados puede ser abordado usando
técnicas de control para subactuados que mejoran la eficiencia de sus movimientos. Cuando
el número de articulaciones pasivas es menor o igual al número de articulaciones activas el
problema de control en sistemas experimentales puede ser resuelto mediante técnicas basadas
en la aproximación lineal. Lo que es más, su modelo puede ser linealizado a través de una
retroalimentacíın linealizante no colocada, y posteriormente la dinámica residual se trata
mediante técnicas lineales tradicionales. En el caso opuesto, la aproximación lineal suele no
ser lo suficientemente robusta para conseguir la estabilización en un entorno experimental,
pues pequeñas perturbaciones puede hacerla inestabilizable, además de que una retroali-
mentación linealizante no es aplicable. En un ambiente experimental suelen aparecer efectos
adversos, como la presencia de incertidumbres paramétricas y de modelo, perturbaciones
acopladas y no acopladas, la indisponibilidad de algunas variables internas, o las desventajas
de su aproximación usando técnicas tradicionales tales como filtros, diferenciadores o deri-
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vada sucia. Resulta entonces importante mejorar la robustez del lazo de control ante estas
condiciones. Existen fundamentalmente dos enfoques para este fin. El Control Robusto se
basa en la inclusión de términos dominantes, cuyos efectos eclipsan los de los fenómenos
adversos. El Control Adaptable por otro lado consiste en estimar los parámetros del sistema
en tiempo real, de modo que los efectos de las perturbaciones e incertidumbres aparecen en
el modelo nominal. La poĺıtica de control se determina entonces cada vez que se actualiza el
modelo. Las técnicas de control robusto conducen casi de forma uńıvoca a controladores de
alta ganancia, las cuales regularmente no pueden implementarse directamente en un sistema
real. Por lo tanto deben adoptarse algunas técnicas adicionales que ayuden a relajar estos
efectos. En el control de sistemas mecatrónicos, la práctica común es una estructura de con-
trol anidado. Ésto es, se usa un lazo de control para controlar la parte mecánica y un lazo
interno para el control de los actuadores. Esta práctica sin embargo, para la clase de sistemas
abordados, puede introducir efectos peligrosos; por ejemplo, algunas estructuras de control
suelen introducir componentes de alta frecuencia, que se amplifican a través de la dinámi-
ca del actuador. Además, las poĺıticas de control robusto tienden a generar una respuesta
agresiva, lo cual puede producir vibraciones en la estructura del mecanismo y sobrecalenta-
miento de los instrumentos, produciendo daños irreversibles o reduciendo considerablemente
su tiempo de vida. Es entonces un tema importante la relajación de la respuesta violenta
del controlador. Nuestra contribución principal aborda el problema de estabilización para
Robots Subactuados tipo pendulares impulsados por máquinas eléctricas en las condiciones
experimentales descritas, usando estrategias robustas fundamentadas en Modos Deslizantes
y el Método del Elipsoide Atractivo, mientras se reducen los efectos adversos usando en
conjunto técnicas de adaptación y considerando el modelo de los actuadores en el diseño
de control. Se contribuye entonces con técnicas sofisticadas de control Robusto-Adaptable
basadas en observadores y el modelo dinámico del sistema electromecánico. Los resultados
son demostrados numérica y experimentalmente para diferentes plataformas.
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3.8.1. El Sistema Mecatrónico Péndulo de Furuta . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.8.2. El sistema TLIP impulsado por un motor de CD . . . . . . . . . . . . 64
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Notación

R : El conjunto de los números reales.
Rn×m : El conjunto de las matrices con dimensiones n×m con elementos reales.
det A : El determinante de una matriz cuadrada A ∈ Rn×n.
A⊺ : La transpuesta de una matriz A.
A⊥ :=null(A) es el espacio nulo de la matriz A.
rank A : El número mı́nimo de renglones o columnas linealmente independientes de A ∈ Rn×m

diag
[
a11, a22, · · · , ann

]
:=

a11 0 · · · 0
0 a22 · · · 0
0 0 · · · ann

 es la matriz diagonal con los elementos dados.

In :=diag [1, 1, · · · , 1] es la matriz identidad de tamaño n× n.
A−1 : La inversa de la matriz A ∈ Rn×n.

A+ := [A⊺A]−1A es la pseudoinversa de Moore-Penrose de la matriz A ∈ Rn×m.
A⊗B : El producto de Kronecker de dos matrices A ∈ Rm×n, B ∈ Rp×q.
0m×n : Una matriz rectangular de dimensión m× n cuyos todos elementos son cero.

tr(A) :=
n∑

i=1

aii es la traza de una matriz cuadrada A ∈ Rn×n.

sup α :=El supremo de α.
∥x∥1 :=máx |xi| es la norma vectorial modulo-suma.

∥x∥2 :=

(
n∑

i=1

x2i

)
es la norma Euclidiana.

ητ : denota dependencia, i.e., ητ = η(τ).
α⊗ β : denota el producto de Kronecher
α⊙ β : denota el producto de Khatri-Rao por columna
vec(A) : El operador de vectorización de una matriz por columnas.
vec−1

mn(α): La antivectorización de un vector, para la conformación de una matriz.
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Lista of Acrónimos

DoF Degrees of freedom (Grados de libertad).
EL Euler-Lagrange.
AEM Attractive Ellipsoid Method (Método del Elipsoide Atractivo).
SM Sliding Modes (Modos deslizantes).
SMC Sliding Mode Control (Control por modo deslizante).
SMO Sliding Mode Observer (Observador por modo deslizante).
dSM Dynamic Sliding Modes (Modos deslizantes dinámico).
iSM Integral Sliding Modes (Modos deslizantes integrales).
eTLIPS Electromechanical Triple-Link Inverted Pendulum (Pendulo triple

invertido electromecánico).
DC Direct Current (Corriente directa)
PMDC Permantent Magnet DC (De corriente directa e imanes permanentes).
PMSDC Permanent Magnet Stepper DC (A pasos de imanes permanentes).
BLDC Brushless DC (Motores de cd sin escobillas).
LMI Linear Matrix Inequalty (Desigualdad Matricial Lineal).
BMI Bilinear Matrix Inequality (Desigualdad Matricial Bilineal).

UUB Ultimately Uniformly Bounded (Últimamente, uniformemente acotada).
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3.1. El Péndulo de Furuta: estimación de la corriente de armadura. . . . . . . . . 61
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3.4. El Péndulo de Furuta: estimación de la velocidad del brazo. . . . . . . . . . 62
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del péndulo,(b) estimación de la velocidad del péndulo. . . . . . . . . . . . . 65
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a de la matriz B de la

aproximación cuasi lineal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.18. Corriente de armadura. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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3.22. Velocidad del primer péndulo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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3.30. Reconstrucción de velocidad del segundo péndulo. . . . . . . . . . . . . . . . 72
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B.1. El sistema péndulo doble de PendCON Company. . . . . . . . . . . . . . . . 115
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Caṕıtulo 1

Introducción

“It is not knowledge, but the act of learning,
not possession but the act of getting there, which grants the greatest enjoyment”.

— Carl Friedrich Gauss.

1.1. Antecedentes

El estudio de los sistemas mecánicos es uno de los tópicos más importantes en ingenieŕıa
y ha sido objeto intensivo de desarrollo a lo largo de por lo menos tres siglos. Muchas
mentes prodigiosas en la historia de la ciencia moderna tales como Isaac Newton (1643-
1727), Leonhard P. Euler (1707-1783), Joseph L. Lagrange (1736-1813), William M. Hamilton
(1805-1865), entre otros, sentaron las bases del entendimiento del movimiento hacia finales del
siglo XVII y la primera mitad del siglo XVIII. Su trabajo resultó en distintos enfoques para
expresar el comportamiento dinámico de los cuerpos en la forma de un objeto matemático.
Sin embargo, fue a partir de la Revolución Industrial que tuvo lugar del siglo XVIII al
XIX, que su uso fue extendido para la automatización de los procesos de manufactura en la
industria y se volvió de particular interés para muchos investigadores y académicos alrededor
del mundo. El detonante de este movimiento muy probablemente fue la invención de la
máquina de vapor, la principal fuente de poder en la industria en esa época, y que dio origen
al control de los sistemas mecánicos. El buque de vapor, el ferrocarril y la bomba de vapor
son solo algunos ejemplos.

A lo largo del siglo XX, la máquina de vapor fue gradualmente sustituida por motores
de calor, máquinas eléctricas, y actuadores neumáticos e hidráulicos. Estos nuevos sistemas
de potencia se volvieron populares debido a su confiabilidad, precisión y costo reducido.
Aunque la automatización ya era posible antes de estos inventos, principalmente basada en
mecanismos muy ingeniosos, fue el alto nivel de entendimiento y control de la enerǵıa eléctrica
lo que hizo posible el grado de industrialización de nuestra época. Además, la invención de
los transistores, los circuitos integrados y las computadoras permitió mejorar los sistemas de
control y desencadenó el desarrollo tecnológico. Investigadores en industrias y universidades
comenzaron a trabajar en el control de los sistemas mecánicos, para la automatización de
actividades peligrosas, tediosas y duras para el ser humano. Esto condujo al desarrollo de
una nueva disciplina en ingenieŕıa; en este sentido, la invención de diferentes transductores
diseñados para aprovechar las fuerzas f́ısicas, y la posibilidad de manejarlos mediante señales
eléctricas, permitió sustituir la mano del hombre por sistemas mecánicos automatizados para
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Bonifacio Sánchez Resendiz

realizar trabajos duros. Además, el desarrollo de los sensores para la cuantificación de los
fenómenos f́ısicos, permitió diseñar sistemas que responden a cambios en las condiciones
de operación, para mantener un margen de desempeño aceptable. Estos novedosos sistemas
mecánicos con movimientos controlados se denominaron Robots.

Un robot es un sistema electromecánico programable y reconfigurable construido para
desarrollar una tarea de forma autónoma. La robótica es una disciplina de la ingenieŕıa de-
dicada al estudio y desarrollo de robots y es básicamente una combinación de matemáticas y
f́ısica y ha sido responsable del alto rango de industrialización de la vida moderna. Los robots
están compuestos fundamentalmente por cuatro partes estructurales: una parte mecánica, un
sistema de percepción, la instrumentación electrónica y un controlador. La parte mecánica
se refiere al mecanismo ideado para transmitir potencia mecánica en forma de movimiento;
su comportamiento se captura en la forma de un objeto matemático utilizando distintos en-
foques, como las ecuaciones de movimiento de Newton, o los formalismos de Euler-Lagrange
y Hamilton; los dos primeros resultan equivalentes, ya que concluyen con el mismo conjunto
de ecuaciones diferenciales de segundo orden. El formalismo de Hammilton sin embargo con-
duce a un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden. En robótica, se prefiere el
formalismo de Euler-Lagrange por su simplicidad en comparación con el enfoque de Newton,
en vista de que es un método anaĺıtico, y también se prefiere por sobre el enfoque hamil-
toniano por la naturalidad de las variables (posición, velocidad y aceleración). Los sistemas
mecánicos modelados de este modo se denominan sistemas Lagrangianos y toman una forma
matricial muy particular denominada forma estándar de robótica. Por otro lado, el sistema
perceptivo de un robot se encarga de dotar al sistema de los dispositivos apropiados para
realimentar la información necesaria para generar algún tipo de autonomı́a en su desempeño.
La instrumentación de un robot tiene que ver con la parte eléctrica, donde se trata principal-
mente con el acondicionamiento y procesamiento de señales. Para la tecnoloǵıa de nuestra
época, la parte eléctrica es inherente de los robots, sin importar que los actuadores pudieran
tener otra naturaleza. La razón principal es que casi cualquier tipo de actuador tiene una
parte electrónica para manejarse. Finalmente, la parte orientada al diseño del controlador se
dedica al análisis matemático del modelo y su manipulación para realizar el trabajo deseado,
aśı como de su ejecución a través de algoŕıtmos programados.

El desarrollo de robots es un tópico de la ingenieŕıa aplicada ampliamente estudiado por
varias décadas y de gran interés aún en la actualidad. El sector industrial ha sido el princi-
pal impulsor de esta tecnoloǵıa, y a partir de la tercera revolución industrial han ocupado
los espacios de sus procesos de producción con sistemas robóticos avanzados. Después de
aproximadamente cincuenta años, los robots en la industria han alcanzado un alto grado de
desarrollo, disponiendo de robots tan rápidos y precisos que quizá su estado actual no precisa
de actualizaciones significativas. Sin embargo de forma general, los principales estudios en
el campo de robótica se vuelcan sobre dos temas espećıficos: robots cooperativos y sistemas
de movilidad. En el ambiente industrial el primero se refiere al uso de un conjunto de robots
para desarrollar una tarea comun de tal modo que poseen un espacio de trabajo compartido,
más aún, también describe las aplicaciones en las que un operador humano interactúa con
el robot durante el cumplimiento de una labor. En cualquier caso el principal objetivo es
garantizar la seguridad de los agentes ante el riesgo evidente de colisión, a través de técnicas
de evasión de colisiones y absorción de impacto. Este requisito ha impulsado la necesidad
por rediseñar las grandes máquinas robóticas utilizadas en los procesos automatizados hasta
ahora; los enfoques principales sugieren que la eliminación de bordes afilados y principal-
mente una reducción en la masa de los eslabones que componen al mecanismo contribuyen
considerablemente al mejoramiento de la seguridad. Esta reducción de masa conduce a ro-

CINVESTAV-IPN 2 CONTROL AUTOMÁTICO
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bots mucho mas ligeros hechos a la medida de cada aplicación, aunque la necesidad por
mantener sus caracteŕısticas de precisión y velocidad generan flexibilidad o elasticidad en
sus componentes. Este efecto también suele introducirse deliberadamante para absorver par-
te del impacto ante una colisión (como es el caso de los actuadores elásticos). Por otro lado
respecto de las aplicaciones de movilidad, los sistemas de transporte industrial, los veh́ıculos
autónomos, las operaciones de búsqueda y rescate a través de UAVs, la exploración, etc.,
refieren directamente a la robótica móvil y que actualmente también son objeto de investiga-
ción principalmente desde el punto de vista del control automático y la Inteligencia Artificial.
Las aplicaciones de robótica cooperativa y robótica móvil comparten una caracteŕıstica que
los ponen en la perspectiva del presente trabajo: el fenómeno de subactuación. Por un la-
do, la elasticidad introducida en el mecanismo y los actuadores introducen la variable de
deformación, sobre la cual no se actúa directamente. Por otro lado, la robótica móvil posee
restricciones no holonómicas de primer y segundo orden de manera natural.

De modo general, cuando por algún motivo el número de actuadores es menor que el
número de grados de libertad1 resultan distintos desaf́ıos; a esta clase de robots se les llama
subactuados y han encontrado muchas aplicaciones en la vida real. Esta clase de sistemas
posee restricciones no holonómicas de segundo orden (restricciones de aceleración), por lo que
resultan controlables o estabilizables solo en algunas regiones del espacio de configuración;
dos situaciones complican seriamente la tarea de estabilización: primero, para sistemas de or-
den superior, las propiedades fundamentales de control del modelo lineal no están aseguradas,
por lo que una aproximación lineal controlable (o estabilizable) puede volverse incontrola-
ble (inestabilizable) en presencia de pequeñas perturbaciones; segundo, cuando el sistema
dinámico no está acoplado inercialmente2, el radio de estabilizabilidad es muy reducido y la
estabilización puede no lograrse en la práctica utilizando técnicas tradicionales basadas en
el modelo lineal. Por tanto, para estos casos es necesario mejorar la robustez y utilizar el
modelo no lineal directamente en el diseño de control. Existen principalmente dos enfoques
para mejorar la robustez de un sistema de control en lazo cerrado. El primero implica esti-
mar la dinámica desconocida, con el fin de hacer adaptativo el controlador y responder a los
cambios cambios que tienen lugar en tiempo real. El segundo consiste en incluir un término
que domine los efectos desconocidos; respecto de este último enfoque, un par de estrategias
novedosas que han demostrado su eficacia y simplicidad son el método del elipsoide atractivo
(AEM, Attractive Ellipsoid Method) y el control por modo deslizante (SMC, Sliding Mode
Control). Los controladores de modo deslizante han dominado el campo de aplicación en los
últimos tiempos, debido a su eficacia y a lo interesante de los problemas que de aqúı resultan
desde el punto de vista teórico. Sin embargo, esta técnica tiene una forma de conmutación de
alta frecuencia, lo que resulta demasiado peligroso para los sistemas electromecánicos, ya que
produce vibraciones y controladores de muy alta ganancia, que a su vez genera sobrecalen-
tamiento en las máquinas eléctricas y reduce su vida útil. El método del elipsoide atractivo
posee la ventaja principal en su simplicidad, ya que se trata de un controlador por retroali-
mentación estática del estado que genera robustez en la respuesta, aunque su sintonización
a menudo resulta compleja, y del mismo modo tiende a producir señales de control de alta
ganancia. El problema de alta ganancia resulta t́ıpico en los sistemas de control robusto, por
lo que para el caso de control de robots el modelo de actuadores juega un papel importante.

1El término grados de libertad define la movilidad de un mecanismo y alude al número de coordenadas
generalizadas (conjunto mı́nimo de variables necesarias para describir completamente la configuración del
sistema).

2Un sistema está acoplado inercialmente si el número de articulaciones activas es mayor o igual que el
número de pasivas.
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Una gran mayoŕıa de las aplicaciones halladas en la literatura respecto del control de robots o
sistemas mecatrónicos omiten la contribución dinámica de los actuadores. Ésta es una buena
aproximación en vista de que las dinámicas eléctricas son mucho más rápidas que las mecáni-
cas, que dominan el comportamiento dinámico del modelo electromecánico. Sin embargo, se
encuentran algunas caracteŕısticas interesantes cuando se considera el modelo del actuador
eléctrico en conjunto con el mecanismo del robot. La afinidad de la entrada de control y la
posibilidad de implementar controladores de conmutación de alta frecuencia directamente,
reduciendo los efectos dañinos que esto produce son los más importantes. Los motores eléctri-
cos de CD de imanes permanentes (PMDC, permanent magnet direct-current), los motores
paso a paso de imanes permanentes (PMS, permanent magnet steeper) los motores de CD
sin escobillas (BLDC, brushless dc) y los motores de CA de inducción son los actuadores
más utilizados en la industria y resultan de particular interés. Por otro lado, la aplicación de
un sistema de control en lazo cerrado para sistemas f́ısicos requiere de la disponibilidad de sus
variables internas. El control de sistemas robóticos precisa del conocimiento de las variables
de configuración, velocidades y corrientes eléctricas. Los sensores para medir directamente
algunas de éstas resultan demasiado costosos y no lo suficientemente confiables, por lo que el
problema de estimación del estado aplicado los robots subactuados sigue siendo un desaf́ıo
en ingenieŕıa, con el objetivo de construir algoŕıtmos que permitan estimar algunas de estas
variables en tiempo real, en lugar de medirlas directamente a través de un dispositivo f́ısico.
Pese a las evidentes bondades que ésto supone desde el punto de vista práctico, su imple-
mentación puede generar situaciones complejas en las que debe ponerse especial cuidado; el
proceso de observación debe cumplir dos requisitos fundamentales para la implementación
de control; por un lado, este debe ser rápido, de modo que la trayectoria del sistema a partir
de la condición inicial no abandone la región de controlabilidad o estabilizabilidad; por el
otro, esta caracteŕıstica respecto de la velocidad de la respuesta puede producir el fenómeno
de pico, un efecto de sobreimpulso en la estimación que genera altas ganancias de control
que inestabilizan al sistema de control en lazo cerrado, lo que genera la necesidad por acotar
la respuesta del observador de forma global.

La descripción previa hace evidente la necesidad por el diseño de nuevos algoritmos para
el control de esta clase de sistemas que relajen estas desventajas. El presente trabajo sirve
como un aporte para solucionar estos problemas: el control robusto de una clase de robots
subactuados impulsados por máquinas eléctricas, en presencia de incertidumbres y pertur-
baciones, cuando el estado completo no está disponible basado en un algoritmo de control
adaptativo y utilizando los conceptos del método elipsoide atractivo y modos deslizantes.

1.2. Descripción de la Contribución

1.2.1. Motivación

Las técnicas tradicionales para el control de robots usan una estructura anidada; el lazo
de control principal se ocupa del mecanismo, por lo cual la señal de control requerida esta
definida por un par de fuerza, mientras que un lazo anidado adicional regula la corriente
requerida para generarlo, a través de la modulación del voltaje de alimentación (ver Figura
1.1). Estos algoritmos de control han demostrado ser eficaces en condiciones reservadas y
poco comprometidas, como en el caso de robots completamente actuados o subactuados
inercialmente acoplados de bajo orden [43]. Sin embargo, conforme el orden del sistema
subactuado aumenta y el número de articulaciones pasivas es mayor que el número de activas,
las propiedades de la aproximación lineal no son lo suficientemente robustas para lograr el
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Bonifacio Sánchez Resendiz CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Figura 1.1: Control anidado de robots.

objetivo de control en un ambiente experimental. La aproximación lineal puede volverse
incontrolable (inestabilizable) en presencia de pequeñas perturbaciones o efectos inciertos.
El problema consiste en mejorar la robustez del sistema de control de lazo cerrado en torno
a las soluciones de equilibrio inestable. En este sentido, los controladores no lineales de alta
frecuencia han demostrado su robustez y eficacia, sin embargo, esta práctica tiene algunos
inconvenientes cuando se aplica directamente al mecanismo, es decir, cuando la entrada de
control se da en la forma de un par de fuerza.

Describamos las ideas anteriores en términos matemáticos para el caso de un sistema
mecánico impulsado por motores eléctricos. Primero, considere el caso en el que el sistema
mecánico es impulsado directamente por una entrada de torque. De forma general, considere
que el modelo dinámico nominal de la parte mecánica, con n−grados de libertad, se describe
mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales de segundo orden como:

q̈t = ϕ1(qt, q̇t, t) + ϕ2(qt, q̇t, t)τt,

donde qt ∈ Rn es el vector de coordenadas generalizadas, ϕ1 : Rn × Rn × R+ → Rn y
ϕ2 : Rn × Rn × R+ → Rn×m representan la dinámica no-lineal, y τt ∈ Rm es la entrada
de torque de control. Permı́tase usar un controlador de alta frecuencia τ(t) = α(β), donde
β = ωt, ω ↑ ∞. El objetivo de control podŕıa alcanzarse usando este controlador, sin embargo,
es necesario estudiar la implementabilidad del control en la práctica. Para ello, considérese
que este controlador es implementado por medio de m−motores eléctricos independientes,
cuyo modelo puede escribirse de modo general como:

İt = ϑ1(It, q̇t, t) + ϑ2(It, q̇t, t)vt,

donde It ∈ RmN , vt ∈ RmN son los vectores de corriente y voltaje del motor de N fases,
respectivamente, ϑ1 : RmN × Rn × R+ → RmN y ϑ2 : RmN × Rn × R+ → RmN×mN definen
el comportamiento dinámico; la última expresión muestra que el voltaje de armadura es
directamente proporcional a la derivada temporal de la corriente eléctrica. Por otro lado,
el par de control de la parte mecánica se relaciona con la corriente de armadura de los
actuadores mediante la siguiente relación:

τt = k(qt, q̇t, t)It, 0 < k ∈ Rm×mN ,

en una pequeña región alrededor del origen del sistema. En virtud que se ha propuesto un
par de control de alta frecuencia, la última expresión conduce a It = k+(qt, q̇t, t)τ(t), donde
k+(·) denota alguna forma de la inversa de la matriz de acoplamiento k(·); luego:

dIt
dt

=
d

dt
{k+(q, q̇)}α(β) + ωk+(q, q̇)

∂α(β)

∂β
,

note como İt, y por lo tanto también el voltaje de entrada, es amplificado por la presencia de
las componentes de alta frecuencia en el par de control. Por lo tanto, en vista de que el par
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de control es proporcional a la corriente de armadura, y éste se deriva a través de la dinámica
del actuador, el efecto de esta alta frecuencia es amplificado, produciendo sobrecalentamiento
en los devanados de los actuadores y daños irreversibles. Considere ahora el modelo acoplado
del sistema robótico; en estas condiciones, la entrada de control es voltaje. Si se aplica una
entrada de control de alta frecuencia, la máquina eléctrica actúa como un filtro pasa bajas
cuando se obtiene la corriente de armadura (y por tanto el par de control), por lo que los
controladores de conmutación de alta frecuencia, como los basados en el modo deslizante
convencional, pueden aplicarse directamente al sistema de control.

Para ilustrar el problema descrito, considere el caso de la estabilización de un péndulo
simple en el punto de equilibrio inestable a modo de ejemplo, con una masa m, longitud l
y par de control τ(t). El desplazamiento θ se mide en sentido antihorario a partir del punto
de interés. Su modelo dinámico se da en la forma estándar de Lagrange como:

ml2θ̈ −mgl sin(θ) = τ(t). (1.1)

El ejemplo consiste en conseguir la estabilización a través de la dinámica lineal, usando un
controlador por modo deslizante tradicional que compense los términos de orden superior
de la linealización por series de Taylor. Se definen las variables de estado x1 = θ, x2 = θ̇ y
u(t) = τ(t) como entrada de control, la representación cuasi-lineal ẋ = Ax+Bu(t) +φ(x, t)
queda como:

ẋ =

[
0 , 1
g
l
, 0

]
x+

[
0
1

ml2

]
u(t) +

[
0

g
l
[sin(x1)− x1]

]
, x(0) =

[
x10
x20

]
. (1.2)

Note que el vector de términos de orden superior cumple ∥φ(·)∥ ≤ δ0 + δ0∥x1∥, con δ0 = g
l
.

Si la variable deslizante se define como σ(x) = Kx, donde K =
[
k1, k2

]
es la ganancia de la

retroalimentación del estado sintonizada por LQR para el sistema nominal, y la función de
enerǵıa V (σ) = 1

2
σ2, resulta el siguiente control de modo deslizante:

u(t) = −ml
2

k2

{
k2g

l
x1 + k1x2 + δ0|k2| (1 + ∥x1∥) + ρ sign(σ)

}
, 0 < ρ ∈ R. (1.3)

Este controlador debe ser implementado como un par de torque para el sistema mecánico;
supóngase que debe implementarse a través de un motor de cd de imánes permanentes, como
un control de corriente. Éste a su vez está comandado por una entrada de voltaje, de acuerdo
con el siguiente modelo en función de transferencia:

Ia(s)

Va(s)
=

Js

JLas2 + JRas+KeKt

,

donde La y Ra son la inductancia y resistencia de la armadura, respectivamente, Ke es la
constante de la fuerza contra-electromotriz y J es el momento de inercia del rotor. Además,
el par de control en (1.1) se relaciona con la corriente de armadura como τ(t) = KτIa, donde
Kτ es la constante de torque. Considere ahora un enfoque similar, haciendo uso del modelo
del mecanismo (1.1) acoplado con el modelo de un motor de CD, descrito como:

Laİa +RaIa +Keθ̇ = va,

Jθ̈ = τ(t)− τL(t),
(1.4)

donde θ̇ es la velocidad angular del eje, va es el voltaje de entrada, y τL el torque de carga
directamente acoplado al eje del motor; queda entonces τL = ml2θ̈ − mgl sin θ. Seleccione

CINVESTAV-IPN 6 CONTROL AUTOMÁTICO
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las variables de estado como x1 = Ia, x2 = θ y x3 = θ̇. La entrada de control se define por
u(t) = va(t). La representación cuasi-lineal queda:

ẋ =

 −Ra

La
, 0 , −Ke

La

0 , 0 , 1
Kτ

J+ml2
, mgl

J+ml2
, 0

x+
 1

La

0
0

u(t) +
 0

0
mgl

J+ml2
[sin(x2)− x2]

 (1.5)

Se obtiene un controlador por modos deslizantes usando el procedimiento previo. Resulta
como:

u(t) = −La

k1

{(
k3Kτ

J+ml2
− k1Ra

La

)
x1 +

k3mgl
J+ml2

x2

+
(
k2 − k1Ke

La

)
x3 + η0|k3| (1 + ∥x2∥) + ρ sign(σ)

}
,

(1.6)

donde η0 = mgl/(J + ml2). Se ha realizado una simulación numérica con los parámetros
m = 0.1[Kg], l = 0.49[m], J = 11.6 × 10−6[Kg · m2], La = 0.000612[H], Ra = 2.44[Ω],
Kτ = 0.0822[N · m/A] y Ke = 116[rpm/V ]. Primero, los parámetros Q = 10I2 y R = 1
fueron utilizados para sintonizar el LQR del modelo mecánico nominal. Luego se usó una
ubicación de polos para sintonizar la ganancia del modelo electromecánico, de modo que
los polos de la parte mecánica fueran los mismos resultantes del primer enfoque; el polo del
subsistema eléctrico se ubicó como s1 = −5200 + 0j. La trayectoria del estado se muestra
en la figura 1.2. Como era de esperarse por el enfoque adoptado, las trayectorias lucen muy
similares en ambos casos, y el objetivo de control se alcanza satisfactoriamente. Sin embargo,
basta dar un vistazo en la figura 1.3 donde se muestra los voltajes de armadura requeridos
para alcanzar tales resultados.

Figura 1.2: Trayectorias del siste-
ma: posición y velocidad del péndu-
lo para ambos enfoques.
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Figura 1.3: Señal de control: (a) en-
foque de control anidado, (b) enfo-
que de modelo electromecánico.

Como se ve en el ejemplo anterior, al considerar el modelo del actuador de motor de
corriente continua se obtienen algunas ventajas desde el punto de vista del control. Primero,
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el sistema dinámico en la representación del espacio del estado resulta af́ın al control, dada
la naturaleza lineal del motor de cd; segundo, la ley de control rubusto de alta frecuencia
obtenida se aplica directamente al sistema sin requerir un lazo de retroalimentación adicional.

Ahora bien, además de los desaf́ıos que suponen los sistemas subactuados de manera natu-
ral, la instrumentación f́ısica requerida para la experimentación en tiempo real es también un
tema importante; la implementación de un controlador requiere de un sistema de percepción
mı́nimo sofisticado. Los sensores numéricos representan una buena alternativa cuando no se
dispone de un dispositivo f́ısico para la cuantificación de las variables de interés, tales como
observadores de estado, filtros y diferenciadores. Por ejemplo, para los sistemas mecánicos
es común instrumentar únicamente la adquisición de datos de posición, y estimar las velo-
cidades de alguna manera. La práctica más extendida para los sistemas experimentales es
utilizar la denominada derivada sucia, con un filtro pasa bajas adicional en la salida. Esta
técnica se ha utilizado ampliamente y se ha demostrado que funciona en muchas situaciones,
aunque produce algunos efectos nocivos, como sobreimpulsos que afectan de modo propor-
cional al lazo de control, que a su vez provocan que las trayectorias del sistema salgan de la
región de atracción y genera inestabilizabilidad. Incluso si el filtro atenúa estos saltos, éste
actúa uniformemente sobre la señal y puede producir atenuación en la región restante, lo que
genera imprecisión de la señal completa. Los diferenciadores por otro lado, han demostrado
ser muy eficientes en la estimación del estado ya que muestran cierto grado de robustez ante
incertidumbres y efectos de perturbaciones de algún tipo. Sin embargo, en algunos casos las
variables de estado no disponibles pueden no tener una relación directa con las disponibles y
no pueden reconstruirse utilizando esta técnica. El principal inconveniente de los dos últimos
enfoques es que el canal de medición casi siempre se ve perturbado por ruido eléctrico. Estas
técnicas tienden a amplificar los efectos del ruido a medida que se utiliza la diferenciación
directa. El uso de filtros es una excelente alternativa, ya que incorporan cierto grado de
robustez mientras se estiman las variables de estado, y evita la diferenciación directa del
canal de medición. El más utilizado es el célebre Filtro de Kalman, que provee un equilibrio
entre el tiempo y costo de convergencia, por lo que se mejora algunos efectos no deseados
en la tarea de control, como el conocido fenómeno de pico [28]. Los observadores por otro
lado han sido muy utilizados para la estimación del estado; en este caso se usa el modelo
del sistema para estimar las variables del estado, por lo que resulta en una mejora conside-
rable en el tiempo de convergencia y la precisión de la estimación; además, las principales
caracteŕısticas de los efectos de incertidumbres y perturbaciones se incluyen en el diseño del
observador, permitiendo mantener un mejor control sobre las caracteŕısticas de la respuesta.
Por esta razón, se obtienen funciones de observación robustas que resultan en observadores
de alta ganancia que provocan la aparición de los correspondientes efectos adversos.
El uso de estrategias de control robusto es entonces un requisito indispensable para el control
de robots subactuados en un ambiente experimental. Estas estrategias suponen del uso de
un término dominante, cuyo objetivo principal es compensar los términos no lineales de la
dinámica, las perturbaciones y los efectos inciertos, por lo que genera señales de alta ga-
nancia. Los esquemas adaptativos suelen relajar los efectos adversos que genera la robustez
de la respuesta en lazo cerrado pues permiten adecuar la función de control al comporta-
miento del sistema en cada instante de tiempo. El control robusto produce una respuesta
violenta cuando aparecen las perturbaciones, mientras que el control adaptativo produce una
señal a la medida del sistema dinámico en cada instante. Las estrategias de control robusto-
adaptativo se motivan para garantizar los objetivos de control mediante señales f́ısicamente
implementables, haciendo uso extensivo del modelo dinámico para ajustar las señales de con-
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trol robusto. Mientras que las técnicas de control robusto mejoran la robustez del sistema en
lazo cerrado, el control adaptable podŕıa relajar las propiedades violentas del control robusto.

Los siguientes apartados formalizan el trabajo de tesis.

1.2.2. Planteamiento del problema

El problema por resolver consiste en mejorar la robustez del sistema de control en lazo
cerrado diseñado para la estabilización de una clase de robots subactuados, cuyas articula-
ciones activas son impulsadas directamente por medio de motores eléctricos independientes,
alrededor de un punto de equilibrio inestable del modelo nominal, utilizando técnicas ro-
bustas y adaptativas. El objetivo principal es proporcionar condiciones suficientes para la
aplicación exitosa en sistemas experimentales en tiempo real.

La clase de sistemas abordados se describe mejor a través de las siguientes caracteŕısticas:

sistemas de cadena cinemática abierta (sistemas pendulares); se considera el caso iner-
cialmente acoplado y se trata primodialmente el caso en el que el número de articula-
ciones pasivas es mayor que el número de activas;

el modelo dinámico del mecanismo está dado en la forma estándar de robótica;

se usa el modelo mecánico acoplado al modelo de los actuadores a través de relaciones
electromecánicas; los actuadores considerados para el estudio son motores de corriente
directa de imanes permanentes;

se generan las condiciones para tratar el caso en el que los actuadores son motores a
pasos de imanes permanentes, motores de cd sin escobillas y motores de inducción.

Se consideran además las siguientes caracteŕısticas para describir las condiciones de un am-
biente experimental:

incertidumbres de parámetros y de modelo, aśı como la presencia de perturbaciones de
enerǵıa finita, acopladas y no acopladas al control, con efecto no desvaneciente sobre
la dinámica del sistema;

el vector de estado no esta completamente disponible para su medición.

En estos casos, se espera conseguir los siguientes requerimientos:

el radio de estabilizabilidad debe ser lo suficientemente grande para proveer algún tipo
de estabilidad;

la señal de control debe ser implementable en la práctica;

la respuesta violenta proveniente de la aplicación de una poĺıtica robusta debe ser
relajada.

Desde el punto de vista del control, el problema se aborda dirigiendo las trayectorias
del sistema hacia una zona de estabilidad. Después de algún tiempo, se encierran en un
conjunto positivamente invariante, mientras que las incertidumbres y perturbaciones están
latentes. El trabajo considera principalmente el uso del método del elipsoide atractivo, y
Modos Deslizantes para concluir con los requisitos prácticos establecidos.
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1.2.3. Objetivos

El propósito de este trabajo es realizar la estabilización de sistemas mecánicos no acti-
vados de tipo pendular accionados por motores eléctricos, alrededor de una configuración
inestable. Esto está destinado a plataformas experimentales en tiempo real, de tal manera
que se proporcione un comportamiento seguro y adecuado. Las condiciones experimentales
en tiempo real incluyen la latencia de las incertidumbres y los efectos de perturbaciones aco-
pladas y no acopladas, aśı como la imposibilidad de adquirir el vector de estado completo y
la presencia de más articulaciones pasivas que activas. Esto se aborda mediante la inclusión
del modelo de los actuadores en el concepto de control, mediante el uso de relaciones elec-
tromecánicas, y mediante la mejora de las propiedades de robustez del sistema de circuito
cerrado, utilizando principalmente el método elipsoide atractivo. Los modos deslizantes y las
estructuras de control adaptables son útiles para concluir con algunos requisitos en la prácti-
ca, como el tema del consumo de enerǵıa y la dureza de la respuesta de circuito cerrado. El
diagrama de bloques de la Figura 1.4 describe el enfoque de control general previsto en este
trabajo de tesis.

Figura 1.4: Enfoque de control Robusto-Adaptable de sistemas electromecánicos.

Las siguientes ĺıneas formalizan los objetivos del trabajo de tesis.

Objetivo general

Diseñar algoritmos de control robusto-adaptable para la estabilización de robots subac-
tuados accionados por motores eléctricos, en condiciones de experimentación en tiempo real,
alrededor de una configuración de equilibrio inestable. Por lo tanto, el objetivo de control
es algún tipo de estabilidad práctica, estabilidad Últimamente-Uniformemente Acotada, de
modo que se mejoren las propiedades de robustez del lazo cerrado y las trayectorias del
sistema se dirijan hacia un conjunto invariante de tamaño mı́nimo, mientras que los efectos
de perturbaciones e incertidumbres están latentes.

Objetivos espećıficos

1. Propiciar la reducción de los efectos de alta ganancia y dureza de la respuesta del
sistema en lazo cerrado, proveniente de la aproximación de algunas variables de estado
no disponibles al utilizar técnicas tradicionales como filtros y diferenciadores, mediante
el diseño de observadores tipo Luemberguer sujetos a condiciones experimentales en
tiempo real.

2. Realizar estimación de parámetros en ĺınea para el sistema experimental. Esto servirá
para mejorar la robustez de los sistemas mediante la adaptación, y para reducir la
respuesta agresiva del sistema bajo la acción de un controlador robusto.
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3. Estabilizar la clase de sistemas subactuados propuesta, en un entorno experimental,
alrededor de una configuración de equilibrio inestable del sistema nominal, mientras se
cumplen algunos requisitos de rendimiento.

1.3. Metodoloǵıa

El cumplimiento de los objetivos anteriores precisa de la siguiente metodoloǵıa de trabajo:

I) Estudiar las implicaciones de usar el modelo de los actuadores, acoplado al mecánico
en el concepto de control para la clase de sistemas de interés.

II) Estudiar las principales propiedades de los robots accionados por máquinas eléctricas,
desde el punto de vista del control.

III) Autodocumentarse sobre la plataforma experimental de la empresa PendCon, para
sistemas pendulares subactuados, aśı como probar el sistema de adquisición de datos
y el driver del actuador.

IV ) Ensamblar los diferentes sistemas disponibles. También se requiere el modelado del
sistema y la validación experimental para cada caso.

V ) Resolver el problema de estimación del estado. Para cumplir con los requisitos en
objetivo general, este proceso tiene la siguiente estructura:

Diseñar un observador de orden completo, donde la dinámica no lineal también
es compensada por por la acción robusta.

Diseñar un observador de orden reducido con reducción de perturbaciones. La
dinámica no lineal también está dominada por el término robusto del observador.

Diseñar un observador de orden completo basado en el modelo no lineal.

Diseñar un observador de orden reducido robusto para el modelo no lineal.

V I) Para la clase de sistemas abordada, diseñar un control estabilizante robusto en pre-
sencia de incertidumbres y perturbaciones. Se propone la siguiente metodoloǵıa:

Diseñar un control robusto, donde los términos de orden superior del modelo no
lineal están dominados por la función de control.

Resolver el problema de control robusto usando el modelo no lineal.

Implementar el control basado en observadores.

V II) Lograr la estimación de parámetros para la clase de sistemas estudiada. Se propone la
siguiente metodoloǵıa.

A partir de la representación cuasi lineal, el problema es estimar los parámetros
del sistema utilizando el método de mı́nimos cuadrados.

Realizar un estudio sobre la solucion de este problema utilizando el modelo no
lineal.

V III) Mejorar los algoritmos observadores diseñados en la primera etapa, utilizando técnicas
adaptativas.

IX) Complementar los controladores diseñados con técnicas adaptativas.
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1.4. Organización de la tesis

El trabajo de tesis se organiza como sigue: en el segundo caṕıtulo se encuentran las prin-
cipales herramientas necesarias para concluir con los principales resultados del trabajo. Se
presenta el formalismo de Euler-Lagrange utilizado para modelar la clase de sistemas aborda-
dos. Además, se incluyen las principales propiedades del modelo resultante. A continuación,
se incluye el modelo dinámico de las máquinas eléctricas más utilizadas. Finalmente, se pre-
sentan los antecedentes teóricos de los esquemas de control utilizados en este trabajo. Se
incluyen las principales definiciones y teoremas sobre el método elipsoide atractivo, modos
deslizantes y control adaptativo. El estado del conocimiento se presenta al comienzo de cada
caṕıtulo como trabajo relacionado. En el Caṕıtulo 3, se presentan algunos de los principales
resultados del trabajo: el diseño de observadores. Primero, se presenta un observador robus-
to de orden completo, basado en el método del elipsoide atractivo. Después, se presenta la
versión de orden reducido y un diseño h́ıbrido que utiliza el método elipsoide atractivo y los
modos deslizantes. En este, el subvector de estado disponible se reconstruye en tiempo finito,
usando modos deslizantes, mientras que el método elipsoide atractivo se usa para observar las
variables de estado no disponibles. El cuarto caṕıtulo trata sobre el diseño de controladores.
Primero, se utiliza el método elipsoide atractivo. En el primer diseño, la dinámica no lineal
del modelo se compensa mediante la técnica robusta. En el segundo, se introduce el modelo
no lineal en el concepto de control. El último diseño del caṕıtulo presenta un controlador
adaptativo de ubicación de polos para la misma clase de sistemas. La última sección presenta
resultados numéricos y experimentales. En el último caṕıtulo se presentan las conclusiones
del trabajo y los trabajos futuros. Los apéndices contienen material adicional relativo al
modelado y algunas pruebas.

1.5. Conclusiones

En este caṕıtulo se ha planteado la formulación del problema de tesis. Se presentó una
breve motivación sobre algunos de los principales problemas que se encuentran al controlar
una clase de robots. Asimismo, se brindó un marco general sobre la estrategia adoptada
para resolver la problemática planteada, aśı como los requisitos mı́nimos que debe cumplir
el sistema controlado, para garantizar su aplicabilidad en la experimentación en tiempo
real. También se establecieron los principales objetivos. Se propone una metodoloǵıa general
para resolver con éxito el problema planteado. El próximo caṕıtulo brinda los antecedentes
teóricos que resultan indispensables para formular los principales resultados de la tesis.
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Caṕıtulo 2

Preeliminares Teóricos y de Modelado

“Science, my lad, is made up of mistakes, but they are mistakes which it is useful to make,
because they lead little by little to the truth.”

— Julio Verne.

2.1. Introducción

Este caṕıtulo contiene los preliminares teóricos esenciales para concluir con los principa-
les resultados de la tesis. En este sentido, la siguiente sección presenta algunos fundamentos
matemáticos. Posteriormente se introduce a los antecedentes teóricos del modelado del me-
canismo del robot: el formalismo de Euler-Lagrange y el enfoque de Hammilton. La sección
posterior presenta el modelo dinámico de las máquinas eléctricas más usadas en el campo
de la robótica, aśı como la representación vectorial para definir un conjunto de éstos que
actúan de forma independiente sobre el mecanismo del robot. Este contenido se aprovecha
para presentar algunos resultados sobre el modelado de robots parcial o totalmente actua-
dos, conjuntando el modelo del mecanismo con el de los actuadores del robot, formulando
además algunas propiedades importantes. La última sección presenta los fundamentos del
control robusto: el Método del Elipsoide Atractivo y la teoŕıa de control por Modos Desli-
zantes, relacionados con los conceptos de estabilidad Últimamente-Uniformemente-Acotada
y la estabilidad en Tiempo-Finito, respectivamente.

2.2. Normas de vectores y matrices

En la teoŕıa de control robusto con frecuencia se usan normas matriciales y normas
vectoriales, cuyos fundamentos pueden consultarse en las referencias [27, 36, 21]. En esta
sección se presentan algunos antecedentes al respecto que resultan de particular interés en
este trabajo.

Definición 2.2.1 (Norma de Hölder[21]). Sea ϑ ∈ Rn, entonces la función ∥ϑ∥p : Rn → R
dada como:

∥ϑ∥p =
(

n∑
i=1

ϑp
i

)1/p

, 1 ≤ p <∞,

∥ϑ∥∞ = máx
i=1,...,n

|ϑi|,

define la norma vectorial de Hölder.
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Cuando p = 2, la definición anterior describe la norma euclidiana, ampliamente utilizada
en este texto. Por otro lado, para el caso de matrices considere las siguientes definiciones:

Definición 2.2.2 (Norma inducida y norma de Frobenius [21]). La norma matricial
inducida de Θ ∈ Rm×n sobre el campo vectorial ϑ ∈ Rn está dada como:

∥Θ∥p = sup
ϑ ̸=0

∥Θϑ∥p
∥ϑ∥p

.

Cuando p = 2 resulta la norma matricial euclidiana. Por otro lado, la norma de Frobenius
se define por:

∥Θ∥F =
√

tr (Θ⊺Θ).

La norma matricial euclidiana y la norma de Frobenius se relacionan como [20]:

∥Θ∥2 ≤ ∥Θ∥F , ∥Θ∥F ≤ √
q∥Θ∥2, q = rank(Θ)

El siguiente lema establece un par de reglas de correspondencia adicionales.

Lema 2.1. La norma matricial Euclideana y la de Forbenius generan las siguientes relacio-
nes:

F1.
ϑ⊺Θ⊺Θϑ ≤ tr (Θ⊺Θ) ∥ϑ∥2,

F2.
tr (Θ⊺Θ) ∥ϑ∥2 ≤ qϑ⊺Θ⊺Θϑ, q = rank(Θ).

Demostración. Primero, note que:

ϑ⊺Θ⊺Θϑ = ∥Θϑ∥22 =⇒ ϑ⊺Θ⊺Θϑ ≤ ∥Θ∥22∥ϑ∥22,

que al aplicar el hecho ∥ · ∥2 ≤ ∥ · ∥F resulta directamente en la primer expresión del lema.
Ahora, usando la relación entre ambas normas se sigue que:

tr(Θ⊺Θ) ≤ q sup
ϑ∈Rn, ϑ̸=0

∥Θϑ∥
∥ϑ∥

,

que resulta en la segunda expresión. ■

2.2.1. Vectorización, productos de Kronecker y de Khatri-Rao

La siguiente definición introduce el operador de vectorización de una matriz y su inverso.

Definición 2.2.3 (El operador de vectorización). Sea Θ ∈ Rn×m una matriz de la
forma:

Θ =


θ11 θ12 · · · θ1m
θ21 θ22 · · · θ2m
...

...
. . .

...
θn1 θn2 · · · θnm

 .
El operador de vectorización vec(Θ) : Rn×m → Rn·m define un vector a partir de Θ como:

vec(Θ) =
[
θ11, θ21, · · · , θn1, θ12, θ22, · · · , θn2, · · · , θ1m, θ2m, · · · θnm

]⊺
.
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Por otro lado, la antivectorización vec−1
n×m(ϑ) : Rn·m → Rn×m de un vector ϑ ∈ Rm·n de la

forma ϑ =
[
θ1, θ2, · · · , θn·m

]⊺
queda como:

vec−1
n×m(ϑ) =


θ1 θn+1 θ2n+1 · · · θn(m−1)+1

θ2 θn+2 θ2n+2 · · · θn(m−1)+2
...

...
...

. . .
...

θn θ2n θ3n · · · θn·m

 .
La siguiente definición describe el producto de Kronecker, y permite introducir algunas

relaciones importantes con el operador de vectorización.

Definición 2.2.4 (El producto de Kronecker [36]). Considere dos matrices A ∈ Rn×m,
B ∈ Ro×p. El producto de Kronecker, escrito como A⊗B se define como:

A⊗B =


a11B a12B · · · a1mB
a21B a22B · · · a2mB
...

...
. . .

...
an1B an2B · · · anmB

 =
[
aijB

]m,n

i,j=1
∈ Rn·o×m·p

Además, el producto de Khatri-Rao se define como un producto de Kronecker efectuado
por columnas. Considere la siguiente definición.

Definición 2.2.5 (El producto de Khatri-Rao). Sean A = [a1, a2, · · · , am] ∈ Rn×m,
B = [b1, b2, · · · , bm] ∈ Rp×m un par de matrices, donde ai ∈ Rn, bj ∈ Rp. El producto de
Khatri-Rao, expresado como A⊙B se determina por:

A⊙B =
[
a1 ⊗ b1 a2 ⊗ b2 · · · am ⊗ bm

]
=

[
ai ⊗ bi

]m
i=1

.

El operador de vectorización y el producto de Kronecker cumplen algunas relaciones
importantes; considere ahora las matrices A ∈ Rm×m, B ∈ Rn×n y X ∈ Rm×n; se cumple
que:

vec(AX) = (In ⊗A) vec(X),

vec(XB) = (B⊺ ⊗ Im) vec(X),

vec(AX+XB) = [(In ⊗A) + (B⊺ ⊗ Im)] vec(X),

vec(AXB) = (B⊺ ⊗A)vec(X).

2.3. Modelado de los sistemas mecánicos

El modelo dinámico de un sistema mecánico puede hallarse a través del enfoque de las
leyes del movimiento de Newton, el formalismo de Hammilton, el de Euler-Lagrange, entre
otros. Este último es el de mayor aplicación en robótica; los sistemas descritos por un con-
junto de ecuaciones diferenciales resultantes de la aplicación de este método se denominan
sistemas Lagrangianos, y la forma matricial de segundo orden de este modelo se conoce
en la literatura como la forma estándar de robótica. En este apartado se presentan los prin-
cipales antecedentes de esta metodoloǵıa; sus fundamentos pueden consultarse en [44, 23, 38].
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2.3.1. El enfoque de Euler-Lagrange

Considere un sistema mecánico con n grados de libertad, y sea q ∈ M ⊂ Rn el vector de
coordenadas generalizadas que conforma el espacio de configuración M, que a su vez define
un conjunto compacto. El Lagrangiano del sistema se define por la diferencia entre su enerǵıa
cinética total y su enerǵıa potencial total:

L(q, q̇) = T (q, q̇)− U(q), (2.1)

donde L : Rn × Rn → R es la función Lagrangiana, T : Rn × Rn → R la enerǵıa cinética
total y U : Rn → R la enerǵıa potencial total. El teorema de Köening establece la forma de
la enerǵıa cinética para un único cuerpo ŕıgido en movimiento complejo.

Teorema 2.3.1 (Köening [38]). Sea O el origen del marco de referencia inercial y O′ el
correspondiente a un marco relativo. La enerǵıa cinética de un sistema de part́ıculas S se
determina como:

T (q, q̇) = TO′(q, q̇) + Trel,O′(q, q̇) +M ⟨VO′ , VCI,O′⟩ , (2.2)

donde M denota la masa total del sistema de part́ıculas y:

VO′ es la velocidad absoluta de O′.

VCI,O′ es la velocidad del centro de inercia de S respecto a O′.

TO′ := 1
2
Mv2O′es la enerǵıa cinética de la masa total de S como si ésta estuviera con-

centrada en O′.

Trel,O′ := 1
2

∑
i∈S

miv
2
i,O′ = 1

2
Iωω

2, ω = q̇. es la enerǵıa cinética de S respecto a O′, con

vi,O′ la velocidad del punto i ∈ S respecto a O′.

Demostración. Refiérase a [38]. ■

Por otro lado, La enerǵıa potencial se debe a las fuerzas conservativas, tales como las fuer-
zas gravitacionales y los elementos elásticos. Para los objetivos perseguidos solo se consideran
las fuerzas gravitacionales por lo que cada eslabón tiene una enerǵıa potencial:

Ui(q) = g⊺rcimi, (2.3)

donde g denota el vector de aceleración gravitacional descrito en el marco de referencia
inercial, y rci es el vector que da las coordenadas del centro de masa del eslabón. La enerǵıa
potencial del sistema se da entonces como:

U(q) =
n∑

i=1

g⊺rcimi. (2.4)

Las ecuaciones de movimiento se obtienen usando el formalismo de Euler-Lagrange:

d

dt

∂L(q, q̇)
∂q̇k

− ∂L(q, q̇)
∂qk

= τk(t), k = 1, 2, · · · , n, (2.5)

donde τk(t) es el par de control. De acuerdo con el desarrollo en [44]:

d

dt

∂L(q, q̇)
∂q̇k

=
∑
i

dkiq̈i +
∑
i,j

∂dkj
∂qi

q̇iq̇j,
∂L(q, q̇)
∂qk

=
1

2

∑
i,j

∂dij
∂qk

q̇iq̇j −
∂U(q)

∂qk
. (2.6)
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Al definir el vector de fuerzas y torques gravitacionales gk = ∂U(q)
∂qk

, las ecuaciones de movi-

miento en la forma general de segundo orden se derivan como sigue [33]:∑
i

dki(q)q̈i +
∑
i,j

Γijk(q)q̇iq̇j + gk(q) = τk, (2.7)

donde Γijk(q) se conocen como śımbolos de Christoffel, y se definen por:

Γijk =
1

2

(
∂dkj(q)

∂qi
+
∂dki(q)

∂qj
− ∂dij(q)

∂qk

)
. (2.8)

El conjunto de ecuaciones diferenciales queda descrito en la forma estándar de robótica:

M(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ +G(q) = Wτt, (2.9)

donde τt ∈ Rm contiene los pares de control, con una distribución dada por W ∈ Rn×m cono-
cida como la matriz de acoplamiento entrada-estado, que permite distinguir entre un sistema
parcial o totalmente actuado. También se tiene la matriz de Coriolis y fuerzas centŕıfugas
C(q, q̇) ∈ Rn×n, cuyos elementos toman la siguiente forma:

cij =
n∑

k=1

Γkji(q)q̇k.

El vector C(q, q̇)q̇ contiene dos tipos de términos, de acuerdo con la forma del producto q̇iq̇j.
En los términos cuando i = j se conocen como fuerzas centŕıfugas, en el otro caso que i ̸= j
se llaman fuerzas de Coriolis. Aunque la expresión (2.9) que define el comportamiento del
sistema dinámico es un tanto compleja, ésta satisface ciertas propiedades interesantes. Para
los objetivos que se persiguen en este trabajo, considere las siguientes [23]:

i) La matriz de inercia es definida positiva. Lo que es más, sean 0 < λ1(q) ≤ λ2(q) ≤
· · · ≤ λn(q) <∞ los valores propios de M(q). Se sigue que:

λ1(q)In ≤ M(q) ≤ λn(q)In.

Dado que el vector de configuración está acotado (q ∈ M ⊂ Rn, M compacto) , i.e.,
∥q∥ ≤ δq <∞, ∥q̇∥ ≤ δv <∞, entonces existen escalares constantes 0 < λm ≤ λM <∞
que proveen cotas uniformes, como:

λmIn ≤ M(q) ≤ λMIn.

De acuerdo con Ghorbel, F., Srinivasan, B. y Spong, M. en [18] la matriz de inercia
puede descomponerse como:

M(q) = Σn
k=1M(k)

donde M(k) son matrices positivas definidas. Además, los elementos Mij(k) de cada
matriz son cero cuando i > k o j > k. También Mkk > 0. Las cotas de la matriz de
inercia se dan entonces como:

λm =
(n− 1)(n−1)

∏n
k=1 dkk(k)

T M

, (2.10)

con T M = ĺım sup {tr(M(q))}. También:

λM = T M − (n− 1)n
∏n

k=1 dkk(k)

T n−1

M

, (2.11)
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ii) La matriz de fuerzas centŕıfugas y de Coriolis no es única, pero si lo es el vector C(q, q̇)q̇.
Def́ınase x, y ∈ Rn. El vector C(q, x)y es lineal con respecto del segundo argumento:

C(q, x)y = C(q, y)x.

Por otro lado, el vector C(q, x)y puede expresarse como:

C(q, x)y =


x⊺C1(q)y
x⊺C2(q)y

...
x⊺Cn(q)y

 ,
donde Ck(q) ∈ Rn×n son matrices simétricas. De hecho, las entradas i, j de Ck(q)
corresponden al śımbolo de Christoffel Γjik, previamente definido. Ahora bien, como el
espacio de configuración es compacto, se sigue que:

C(q, x)y ≤ kc∥x∥ ∥y∥, kc = n2

[
máx
k,i,j,q

|Ckij(q)∥
]
.

iii) La matriz de fuerzas centŕıfugas y de Coriolis se relaciona con la matriz de inercia a
través de la propiedad de antisimetŕıa:

x⊺
[
1

2
Ṁ(q)−C(q, q̇)

]
x = 0, ∀q, q̇, x ∈ Rn.

Esta propiedad también puede expresarse como:

Ṁ(q) = C(q, q̇) +C⊺(q, q̇).

iv) Bajo la consideración que el espacio de configuración es compacto, el vector de fuerzas
y pares gravitacionales está acotado como:

G(q) ≤ kg∥q∥, kg ≥ n

[
máx
i,j,q

∣∣∣∣∂gi(q)∂qj

∣∣∣∣] .
v) El modelo dinámico de un mecanismo en la forma estándar de robótica es lineal respecto

de los parámetros dinámicos, esto es, el modelo puede reescribirse como:

Y (q, q̇, q̈)θ = M(q, θ)q̈ +C(q, q̇, θ)q̇ +G(q, θ), (2.12)

donde Y (q, q̇, q̈) ∈ Rn×p, y θ ∈ Rp es el vector de parámetros del modelo.

2.3.2. Comentarios sobre otras representaciones dinámicas

La formulación del modelo dinámico de un sistema mecánico a través del enfoque de New-
ton y la metodoloǵıa de Euler-Lagrange concluyen con un conjunto de ecuaciones diferenciales
de segundo orden prácticamente idéntico. Alternativamente, considere la transformación de
Legendre [33] con respecto a q̇:

p =
∂L(q, q̇)
∂q̇

= M(q)q̇,
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que dadas las propiedades de la matriz de inercia, define un difeomorfismo. El modelo dinámi-
co (2.9) puede entonces reescribirse como:

q̇ = M−1(q)p,

ṗ = C̃⊺(q, p)M−1(q)p−G(q) +Wut,
(2.13)

donde C̃(q, p) = C(q,D−1(q)p). Esta última expresión se conoce como la forma normal
de Legendre, cuya ventaja principal respecto de la forma estándar de robótica se aprecia
mejor cuando se transforman a la representación en el espacio del estado, pues conduce
directamente a una representación af́ın al control, lo que resulta particularmente atractivo
cuando existen términos de perturbación e incertidumbre latentes. Por esta razón, la forma
normal de Legendre podŕıa resultar más apropiada, aunque las variables de estado no resultan
tan naturales y deben ser estimadas de algún modo. Otra metodoloǵıa común para modelar
sistemas mecánicos es el formalismo de Hammilton. De modo similar al formalismo de Euler-
Lagrange, se define una función Hammiltoniana como:

H(q, p) =
1

2
p⊺M−1(q)p+ U(q).

El modelo dinámico se deduce por:

q̇ =
∂H(q, p)

∂p
,

ṗ = −∂H(q, p)

∂q
+Wut.

(2.14)

Esta expresión es equivalente a la forma normal (2.13); pese a que estas representaciones
poseen ventajas respecto a la forma estándar de robótica, ésta ha sido usada en el control
de robots principalmente por lo que se conoce muy bien sus propiedades, lo que resulta una
ventaja importante en el diseño de controladores robustos.

2.4. Actuadores Electromecánicos

En esta sección se describen los modelos matemáticos de algunas de las máquinas eléctri-
cas más importantes utilizadas para impulsar la industria moderna. Se consideran los motores
de CD de imán permanente, los motores a pasos de CD y los motores de CD sin escobillas.

2.4.1. Motor de CD de Imanes Permanentes

El motor de CD de imanes permanentes es una de las máquinas eléctricas más simples
y han encontrado un alto rango de aplicabilidad debido a sus caracteŕısticas. Su modelo se
aproxima muy bien mediante una ecuación diferencial lineal, por lo que resultan fácil de
controlar. Su modelo dinámico está dado por:

la
dia(t)

dt
+ raia(t) + eemf (θ̇) = va(t),

j
d2θ

dt2
= −f dθ

dt
+ τ(ia)− τL(t),

(2.15)

donde θ define la posición angular del eje del motor, ia(t) la corriente de su armadura, va(t)
su voltaje y eemf (θ̇) el voltaje contra-electromotriz; también, τ(ia) denota el par de fuerza
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desarrollado por el eje del motor y τL(t) el torque de carga acoplado al eje. Considere además
los parámetros f́ısicos:

la : es la inductancia de armadura,
ra : es la resistencia de armadura,
j : es el momento de inercia del eje del motor,
f : el coeficiente de fricción viscosa en el eje del motor.

El funcionamiento de esta máquina está descrito por las relaciones electromecánicas:

eemf (θ̇) = ke
dθ

dt
, τ(ia) = kτ ia(t),

donde 0 < ke, 0 < kτ son las constantes de voltaje contra-electromotriz y de torque, respec-
tivamente.

Proposición 2.1 (Modelo de un conjunto de m-motores PMDC independientes).
El modelo dinámico de un conjunto de motores PMDC se da en forma matricial como:

Laİa +RaIa +Keθ̇ = Va
Jθ̈ = KτIa − τL(θ, θ̇, θ̈, t)

(2.16)

donde Ia = [ia1 , · · · , iam ]
⊺ es el vector de corrientes de armadura, y Va = [va1 , · · · , vam ]

⊺ es
el vector de voltajes de armadura. Además:

La = diag(la1 , · · · , lam) contiene las inductancias de la armadura;

Ra = diag(ra1 , · · · , ram) es la matriz de resistencias de armadura;

Ke = diag(ke1 , · · · , kem) la matriz de constantes de fuerza contraelectromotriz;

Kτ = diag(kτ1 , · · · , kτm) contiene las constantes de torque;

J = diag(j1, · · · , jm) es la matriz de momentos de inercia de los ejes de los motores.

Demostración. Dada la linealidad del modelo (2.15), y la condición de independencia de
cada motor respecto del resto, la expresión resulta evidente. ■

2.4.2. Motor Paso a Paso de Imanes Permanente

Un motor paso a paso (PMSM, Permanent Magnet Stepper Motor) es un tipo de máqui-
na eléctrica śıncrona. Esta clase de motores fue diseñada para operación en lazo abierto
porque pueden adoptar un conjunto de posiciones discretas con alta precisión sin usar retro-
alimentación. Un motor paso a paso de imanes permanente consta de un estator hecho de
hierro dulce y devanados montados en él. El rotor, por otro lado, tiene dos juegos de dientes.
Uno está magnetizado como polos sur y el otro como polos norte. La figura 2.1 muestra una
vista transversal del motor a pasos de imán permanente con cinco pares de dientes. El motor
es operado como una máquina de dos fases al conecar las bobinas a1, a2 en serie para hacer
la fase A, y las bobinas b1, b2 para la fase B. Una descripción detallada de su operación
puede revisarse en [7]. Su modelo dinámico viene dado como:

ls
disa
dt

+ rsisa − km
dθ

dt
sin(npθ) = vsa ,

ls
disb
dt

+ rsisb + km
dθ

dt
cos(npθ) = vsb ,

j
d2θ

dθ2
= −isakm sin(npθ) + isbkm cos(npθ)− τL(t),

(2.17)
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Figura 2.1: Construcción de un motor a pasos. From Chiasson, J. (2005). Modeling and high performance control of electric
machines (Vol. 26). John Wiley & Sons. Section 9.4 [7].

donde:

θ : Es la posición angular del eje del motor;
isa , isb : es la corriente en las fases A y B, respectivamente;
vsa , vsa : son los voltajes en las fases A y B;
ls : es la autoinductancia de cada fase;
rs : es la resistencia eléctrica en cada fase;
km : = npλM , con λM constante;
j : es el momento de inercia del eje del motor;
np : el número de pares de polos,
τL : es el par de carga aplicado al eje del motor.

En la forma vectorial:

lsİs + rsIs +Ke(θ)θ̇ = Vs
jθ̈ = K⊺

e (θ)Is − τL(θ, θ̇, θ̈, Is, t)
(2.18)

donde Is =

[
isa
isb

]
, Vs =

[
vsa
vsb

]
, Ke(θ) = km

[
− sin(npθ)
cos(npθ)

]
y τL(·) es el torque de la carga.

La siguiente proposición describe el modelo dinámico de un conjunto de motoresPMSDC
independientes.

Proposición 2.2 (Modelo dinámico de un conjunto de m-motores PMSDC inde-
pendientes). El modelo dinámico de un conjunto de m-motores PMSDC independientes
puede escribirse en forma matricial como:

Lsİs +RsIs +Ke(θ)θ̇ = Vs
J θ̈ = K⊺

e(θ)Is − τL
(2.19)

donde:

Is =
[
isa1 , isb1 , · · · , isam , isbm

]⊺
Vs =

[
Vsa1 , Vsb1 , · · · , Vsam , Vsbm

]⊺
Ls = diag ([ls1 , · · · , lsm ])⊗ I2 contiene las inductancias de cada motor;

Rs = diag ([rs1 , · · · , rsm ])⊗ I2 se conforma por las resistencias de fase de cada motor;

J = diag ([js1 , · · · , jsm ]) ⊗ I2 denota la matriz de momentos de inercia de los actua-
dores;
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Ke(θ) = Im ⊙ vec−1
2,m (Ks(θ)), define el acoplamiento electromecánico no lineal para el

conjunto de motores independientes, con:

Ks(θ) =


−ks1 sin(np1θ1)
ks1 cos(np1θ1)

...
−ksm sin(npmθm)
ksm cos(npmθm)

 .

Demostración. El producto de Kronecker acopla las inductancias y resistencias con cada
fase de cada motor; del mismo modo el producto de Khatri-Rao por columnas distribuye
apropiadamente las funciones de acoplamiento electromecánico no lineales para cada fase de
cada PMSM. ■

2.4.3. Motores de CD sin Escobillas

Un motor de CD sin escobillas (BLDC, Brushless DC) es un motor śıncrono de corriente
trifásica y de imanes permanentes cuyo voltaje contraelectromotriz tiene forma trapezoidal;
su modelo dinámico cuando las corrientes del estator is1 , is2 e is3 , se encuentran en balance
(is1 + is2 + is3 = 0) se da como sigue [7]:

(ls +M)
dis1
dt

+ rsis1 − e(θ)epθ̇ = vs1 ,

(ls +M)
dis2
dt

+ rsis2 − e(θ − 2π/3)epθ̇ = vs2 ,

(ls +M)
dis3
dt

+ rsis3 − e(θ − 4π/3)epθ̇ = vs3 ,

jθ̈ = −e(θ)epis1 − e(θ − 2π/3)epis2 − e(θ − 4π/3)epis3 − τL,

(2.20)

donde ls denota la autoinductancia de cada fase,M la inductancia mutua entre fases, rs el la
resistencia de fase, θ denota la posición del eje del motor, τL el par de carga y vsi el voltaje
aplicado a cada fase. Además e(θ) describe la forma del voltaje contra-electromotriz como:

e(θ) =



6θ

π
, −π/6 ≤ θ ≤ π/6

1, π/6 ≤ θ ≤ 5π/6

−6(θ − π)

π
, 5π/6 ≤ θ ≤ 7π/6

−1, 7π/6 ≤ θ ≤ 11π/6

y epθ̇ establece su valor pico. En forma vectorial queda:

(ls +M)İs + rsIs − es(θ)epθ̇ = Vs
jθ̈ = −e⊺s(θR)epIs − τL(θR, θ̇R, θ̈R),

(2.21)

aqúı Is =
[
is1 , is2 , is3

]⊺
, Vs =

[
vs1 , vs2 , vs3

]⊺
y es(θ) =

[
e(θ), e(θ − 2π/3), e(θ − 4π/3)

]⊺
. Note

que la estructura resulta similar a la de un motor a pasos. Considere entonces la siguiente
proposición.
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Proposición 2.3 (Modelo dinámico de un conjunto de m-motores BLDC indepen-
dientes). El modelo dinámico de un conjunto de m-motores BLDC independientes puede
escribirse en forma matricial como:

Lsİs +RsIs +Ke(θ)Epθ̇ = Vs
J θ̈ = K⊺

e(θ)Is − τL
(2.22)

donde:

Ls = diag ([ls1 +M1, · · · , lsm +Mm])⊗ I3 contiene las inductancias de cada motor;

Rs = diag ([rs1 , · · · , rsm ])⊗ I3 se conforma por las resistencias de fase de cada motor;

J = diag ([js1 , · · · , jsm ]) ⊗ I3 denota la matriz de momentos de inercia de los actua-
dores;

Ep = diag ([ep1 , · · · , epm ])

Ke(θ) = I3 ⊙ vec−1
3,m (Ks(θ)), define el acoplamiento electromecánico no lineal para el

conjunto de motores independientes, con:

Ks(θ) =



e1(θ1)
e1(θ1 − 2π/3)
e1(θ1 − 4π/3)

...
em(θm)

em(θm − 2π/3)
em(θm − 4π/3


.

Demostración. Refiérase a la proposición 2.2. ■

2.5. Modelo acoplado de robots impulsados por máqui-

nas eléctricas

En esta sección se establece la dinámica de los sistemas electromecánicos con mayor
aplicación en los sistemas de automatización modernos. Las proposiciones realizadas aqúı
permiten extender los resultados del trabajo de tesis, que se enfoca en sistemas mecánicos
Lagrangianos parcialmente impulsados por motores de CD de imanes permanentes.

2.5.1. Forma general de segundo orden

Proposición 2.4 (Mecanismo subactuado con motores PMDC). El modelo dinámico
de un robot de n−DoF descrito por (2.9), impulsado por un conjunto de m−motores PMDC
independientes(2.16), esta dado por el conjunto de ecuaciones diferenciales:

D(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ +G(q) = WKτIa + ϑ(t),

Laİa +RaIa +KeW
⊺q̇ = va(t),

(2.23)

donde D(q) = M(q) + WJW⊺ es la matriz de inercias, con J = diag [J1, J2, · · · , Jm] la
matriz de momentos de inercia de los motores, Ia ∈ Rm es el vector de corrientes de arma-
dura, va ∈ Rm tel vector de voltajes de armaduar, La = diag[La1 , La2 , · · · , Lam ] la matriz
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de inductancias de armadura, Ra = diag[Ra1 , Ra2 , · · · , Ram ], la matriz de resistencias de la
armadura Ke = diag[Ke1 , Ke2 , · · · , Kem ] la matriz de constantes de la fuerza contraelectro-
motriz. Además, ϑ(t) ∈ Rn es el vector de perturbaciones e incertidumbres, que se considera
acotado como ∥ϑ(t)∥ ≤ δ0.

Demostración. Considérese el conjunto m motores PMDC independientes de la forma:

Laİa +RaIa +Keq̇a = va,

donde qa ∈ Rm es el subvector de las coordenadas generalizadas activas, que se obtiene a
partir del vector de coordenadas generalizadas como qa = W⊺q. Por otro lado, considere el
modelo del sistema mecánico de n−DoF(2.9). Para acoplar la dinámica del mecanismo con
la de los actuadores se introducen las relaciones electromecánicas:

τ(t) = KτIa(t), Eemf (t) = Keq̇a(t),

La siguiente transformación de similitud permite separar las variables de configuración acti-

vas de las pasivas: matrix, such that

[
qa
qu

]
= Γq =

[
W⊺

W⊥

]
, Γ ∈ Rn×n. Esta transformación

conduce a:

ΓM(q)Γ−1

[
q̈a
q̈u

]
+ Γh(q, q̇) = ΓWu+ Γϑ(·),

donde h(q, q̇) = C(q, q̇)q̇ +G(q). Con lo cual se adopta la siguiente estructura[
M̄11(q) M̄12(q)
M̄21(q) M̄22(q)

] [
q̈a
q̈u

]
+

[
h̄1(q, q̇)
h̄2(q, q̇)

]
=

[
τ
0

]
+

[
ϑ̄1(·)
ϑ̄2(·)

]
. (2.24)

Entonces, el modelo de los actuadores se introduce solo en el primer conjunto de ecuaciones,
referido a la parte activa. Resulta:[

M̄11(q) + J M̄12(q)
M̄21(q) M̄22(q)

] [
q̈a
q̈u

]
+

[
h̄1(q, q̇)
h̄2(q, q̇)

]
=

[
τ
0

]
+

[
ϑ̄1(·)
ϑ̄2(·)

]
.

Se define

D̄(q) =

[
M̄11(q) + J M̄12(q)
M̄21(q) M̄22(q)

]
= M̄(q) +

[
J 0
0 0

]
.

Al aplicar la transformación inversa resulta:

D(q) = Γ−1M̄(q)Γ+ Γ−1

[
J 0
0 0

]
Γ

= M(q) +
[
W

(
W⊥)⊺] [J 0

0 0

] [
W⊺

W⊥

]
,

que es la expresión principal de la proposición.
■

La siguiente proposición describe el modelo dinámico de un robot impulsado por motores
a pasos de CD.
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Proposición 2.5 (Mecanismo subactuado con motores PMSDC). El modelo dinámi-
co de un robot con n−DoF descrito por (2.9) parcialmente impulsado por un conjunto de
m−motores PMSDC independientes como se describe en la Proposición 2.2, esta dado por
el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales:

D(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ +G(q) = K⊺
e(θ)Is + ϑ(t),

Lsİs +RsIs +Ke(θ)θ̇ = Vs(t),
(2.25)

donde D(q) = M(q)+WJW⊺ define la matriz de inercias del robot, como en el caso descrito
en la proposición previa.

Demostración. Considere el desarrollo de la proposición previa. ■

Finalmente la proposición siguiente describe el modelo dinámico de un robot impulsado
por motores de cd sin escobillas.

Proposición 2.6 (Mecanismo subactuado con motores BLDC). El modelo dinámi-
co de un robot con n−DoF descrito por (2.9) parcialmente impulsado por un conjunto de
m−motores BLDC independientes descrito por la Proposición 2.3 esta dado por el siguiente
conjunto de ecuaciones diferenciales:

D(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ +G(q) = K⊺
e(θ)Is + ϑ(t),

Lsİs +RsIs +Ke(θ)θ̇ = Vs(t),
(2.26)

donde D(q) = M(q) +WJW⊺ define la matriz de inercias del robot.

Demostración. Tal como en las Proposición 2.4. ■

El siguiente corolario se obtiene a partir de las proposiciones hechas en esta sección.

Corolario 2.1 (Sobre las cotas de la matriz de inercia). En vista de que D(q) =
M(q) +WJW⊺, esta resulta acotada como:

λ̄mIn ≤ D(q) ≤ λ̄MIn,

donde λ̄m = λm+mı́n(J) y λ̄m = λm+máx(J) para escalares constantes 0 < λm < λM dadas
en la primer propiedad de la sección 2.3.

Demostración. Se deduce directamente de la primera propiedad descrita en la sección 2.3
acerca de las cotas de la matriz de inercias y por el hecho de que los valores propios de
WJW⊺ son los mismos momentos de inercia de los ejes de los motores. ■

2.5.2. Representación en el espacio del estado: robots impulsados
por motores PMDC

En esta sección se presenta el modelado de robots impulsados por motores PMDC
independientes en el espacio del estado. Los resultados provistos por las proposiciones y
lemas de esta sección pueden extenderse para robots impulsados con motores PMSDC y
BLDC con los ajustes apropiados.
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Proposición 2.7 (La representación no lineal en el espacio del estado). Def́ınase
las variables de estado como x1(t) = Ia(t) ∈ Rm, x2(t) = q ∈ Rn, x3(t) = q̇ ∈ Rn y la entrada
de control ut = va(t) ∈ Rm. La representación en el espacio del estado queda expresada en
la forma clásica no lineal af́ın al control ẋt = f(xt) +But + ζ(xt, t) como:

ẋt =

 −L−1
a {Rax1 +KeW

⊺x3}
x3

D−1(x2){WKτx1 −C(x2, x3)x3 −G(x2)}

+

L−1
a

0
0

ut +
 0

0
D−1(x2)ϑ(t)

 (2.27)

donde claramente, xt =
[
x⊺1, x⊺2, x⊺3

]⊺ ∈ D ⊆ M ⊂ Rr, t ∈ R+, r = 2n +m es el vector
de estado.

Considere las proposiciones siguientes que brindan un conjunto de representaciones más
simples de tratar desde el punto de vista de control.

Proposición 2.8 (La representación cuasi-lineal). Considere el modelo no lineal (2.27).
La aproximación lineal alrededor de la solución de equilibrio xeq ∈ D es determinada para
el modelo nominal, i.e., cuando ϑ(xt, t) = 0, usando expansión en series de Taylor como

A = ∂f(xt)
∂xt

∣∣∣
xt=xeq

∈ Rr×r. Al sumar y restar el término Axt en la representación no lineal

previa queda el problema de Cauchy ẋt = Axt +But + ξ(xt, t), x(0) = x0, como sigue:

ẋt =

−L−1
a Ra 0m×n −L−1

a KeW
⊺

0n×m 0n×n In
A31 A32 A33

xt +
 L−1

a

0n×m

0n×m

ut +
 0

0
O(xt) +D−1(x2)τL(t)

 ,
O(xt) = D−1(x2) {WKτx1 −C(x2, x3)x3 −G(x2)} −

[
A31,A32,A33

]
xt,

(2.28)
donde O(xt) es conocida y contiene los términos no lineales del modelo nominal, i.e.:

ĺım
xt→0

O(xt)

xt
= 0,

y A31 ∈ Rn×m, A32 ∈ Rn×n y A33 ∈ Rn×m provienen de la aproximación lineal de la parte

mecánica.

Usando esta última representación, no se requiere tener un conocimiento pleno del modelo
no lineal, aunque se requiere tener cierta información sobre el vector de perturbaciones, in-
certidumbres y términos no lineales ξ(xt, t); es posible demostrar que se trata de un término
tipo cuasi-Lipschitz. El siguiente lema establece este resultado.

Lema 2.2 (Sobre las cotas del término ξ(xt, t)). Se define A3 =
[
A31,A33,A32

]
.

El vector de perturbaciones, incertidumbres y términos no lineales ξ(xt, t) ∈ Rn is cuasi-
Lipschitz, i.e., está acotado como:

∥ξ(xt, t)∥2 ≤ γ0 + γ1∥xt∥2,

γ0 = 2
(

δ0
λm

)2

,

γ1 = 2
(

δf
√
r

λm
+
√
λmax(A

⊺
3A3)

)2

.

(2.29)
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Demostración. Es claro que:

∥ξ(xt, t)∥ = ∥D−1(x2) {WKτx1 −C(x2, x3)x3 −G(x2) + ϑ(t)} −A3xt∥ ,
≤ ∥D−1(x2)∥ {∥WKτx1∥+ ∥G(x2)∥+ ∥C(x2, x3)x3∥+ ∥ϑ(t)∥}+ ∥A3xt∥

Observe que, a partir de las propiedades mecánicas λm ≤ ∥D(x2)∥ =⇒ ∥D−1(x2)∥ ≤ 1
λm

.

También note que ∥WKτx1∥ ≤ máx
(
kτj

)
∥x1∥, j = [1,m], en virtud de quet W⊺W = Im.

Se sigue:

∥ξ(xt, t)∥ ≤ 1
λm

{
máx(kτj)∥x1∥+ δG∥x2∥+ δc∥x3∥2 + δ0

}
+
√
λmax(A

⊺
3A3)∥xt∥.

Se aborda el problema de estabilización. Por lo tanto ∥x3∥2 ≤ ∥x3∥, ien una vecindad ∥x3∥ ≤
1. Def́ınase el escalar 0 < δf ∈ R tal que:

máx{máx(kτj), δG, δc} ≤ δf ,

y puesto que ∥ϕ∥2 ≤ ∥ϕ∥1, ϕ ∈ Rr, ∥ϕ∥1 ≤
√
r∥ϕ∥2, resulta

∥ξ(·)∥ ≤ δ0
λm

+
δf
λm

∥xt∥1 +
√
λmax(A

⊺
3A3)∥xt∥2,

≤ δ0
λm

+
(

δf
√
r

λm
+
√
λmax(A

⊺
3A3)

)
∥xt∥

Finalmente como 2ab ≤ a2 + b2,∀ a, b ∈ R, resulta la ecuación (2.29). ■

Además, el lema siguiente presenta una representación alternativa del sistema dinámico
en el espacio de estados. De esta forma, algunos de los términos dinámicos no lineales se
incluyen en el modelo nominal, a diferencia del modelo previo donde los términos no lineales
se incluyen en el término ξ(xt, t). De esta manera, solo el término perturbaciones e incerti-
dumbres junto con los pares gravitacionales se van a tratar con técnicas robustas.

Proposición 2.9 (Una representación no lineal alternativa del modelo). Considere
nuevamente el modelo no lineal (2.27). Una representación no lineal conveniente, en forma
similar a la representación lineal, ẋt = A(xt, t)xt +But + φ(xt, t) se obtiene como:

ẋt =

 −L−1
a Ra 0m×n −L−1

a KeW
⊺

0n×m 0n×n In
D−1(x2)WKτ 0n×n −D−1(x2)C(x2, x3)

xt+
 L−1

a

0n×m

0n×m

ut+
 0

0
D−1(x2){ϑ(t)−G(x2)}

 ,
Luego, para la representación del espacio de estados propuesta, se analiza el vector de

perturbaciones e incertidumbres.

Lema 2.3 (Sobre las cotas del término φ(xt, t)). El vector de perturbaciones, incerti-
dumbres y términos no lineales φ(xt, t) es quasi-Lipschitz, i.e.:

∥φ(xt, t)∥2 ≤ γ2 + γ3∥xt∥2,
γ2 = 2

(
δ0
λm

)2

,

γ3 = 2
(

δG
λm

)2

.

(2.30)
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Demostración. Note que:

∥φ(xt, t)∥ = ∥D−1(x2) [ϑ(t)−G(x2)] ∥,
≤ ∥D−1(x2){∥ϑ(t)∥+ ∥G(x2)∥},
≤ 1

λm
(δ0 + δG∥x2∥) ,

sigue que ∥φ(xt, t)∥2 ≤ 2
(

δ0
λm

)2

+ 2
(

δG
λm

)2

∥x2∥2. Puesto que ∥x2∥2 ≤ ∥xt∥2, resulta la

ecuación (2.30).
■

2.5.3. La representación lineal paramétrica

Considere el modelo dinámico nominal del sistema mecatrónico descrito en el Proposi-
ción 2.4 de la Sección 2.5.1 (i.e., con ϑ(t) ≡ 0). Para favorecer la legibilidad del documento,
permı́tase reescribir la expresión a continuación:

D(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ +G(q) = W⊺KτIa,

Laİa +RaIa +KeWq̇ = Va(t).
(2.31)

La siguiente proposición establece la representación paramétrico-lineal para esta clase de
sistemas.

Proposición 2.10 (La forma paramétrico-lineal de un robot impulsado por mo-
tores PMDC). La dinámica de un sistema mecatrónico dado por (2.31) puede describirse
como:

η(q, q̇, q̈, Ia, İa)ϑ = W⊺Va(t) (2.32)

donde η(q, q̇, q̈, Ia, İa) ∈ Rn×q es el regresor, ϑ ∈ Rq es el vector de parámetros y u(t) ∈ Rn

es el vector de control. Se tiene que:

η(q, q̇, q̈, Ia, İa) =
{
WRaK

−1
τ JW⊺ +

[
WRaK

−1
τ W⊺ +

(
W⊥)⊺W⊥]D(q)

}
q̈

+
[
WRaK

−1
τ W⊺ +

(
W⊥)⊺ W⊥]h(q, q̇) +WLaİa +WKeW

⊺q̇
(2.33)

Demostración. De acuerdo con la Proposición 2.4, el modelo desacoplado del mecanismo del
robot está descrito como se expresa en (2.24). Para obtener la representación paramétrico-
lineal del robot, permı́tase despejar la corriente de armadura del modelo de los motores
PMDC dado en la expresión (2.16) de la Proposición 2.1, e introducirse en el modelo
mecánico, como:[

J+Maa(q) Mau(q)
Mua(q) Muu(q)

] [
q̈a
q̈u

]
+

[
h̄1(q, q̇)
h̄2(q, q̇)

]
=

[
KτR

−1
a

[
−Laİa −Keq̇a + Va(t)

]
0n−m

]
.

En este punto, el objetivo es trasladar todos los parámetros del sistema al lado izquierdo
del modelo, y dejar la entrada de control Va(t) como único término del lado derecho; queda
entonces:

Λ

{[
J+Maa(q) Mau(q)
Mua(q) Muu(q)

] [
q̈a
q̈u

]
+

[
h̄1(q, q̇)
h̄2(q, q̇)

]}
+

[
Laİa +Keq̇a

0

]
=

[
Va(t)
0n−m

]
.

donde:

Λ =

[
RaK

−1
τ 0m×(n−m)

0m×(n−m) In−m

]
.
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En virtud de que Γ es una transformación ortogonal, se tiene que Γ−1 = Γ⊺ =
[
W⊺,W⊥].

Al aplicar esta transformación inversa por el lado izquierdo en cada término, sigue:

Γ−1Λ

{[
J+Maa(q) Mau(q)
Mua(q) Muu(q)

] [
q̈a
q̈u

]
+

[
h̄1(q, q̇)
h̄2(q, q̇)

]}
+W⊺

(
L−1

a İa +KeWq̇
)
= W⊺Va(t)

Γ−1Λ

{[
J 0
0 0

]
Γ+ ΓM(q)Γ−1Γ

}
q̈ + Γ−1ΛΓh(q, q̇) +W⊺

(
L−1

a İa +KeWq̇
)
= W⊺Va(t)[

W⊺RaK
−1
τ JW +

(
W⊺RaK

−1
τ W +W⊥(W⊥)⊺

)
M(q)

]
q̈

+
(
W⊺RaK

−1
τ W +W⊥(W⊥)⊺

)
h(q, q̇) +W⊺

(
L−1

a İa +KeWq̇
)

= W⊺Va(t)

Finalmente puede reescribirse como:

{W⊺RaK
−1
τ JW}q̈ + {W⊺RaK

−1
τ W +W⊥(W⊥)⊺} [M(q)q̈ + h(q, q̇)]

+W⊺
(
L−1

a İa +KeWq̇
)

= W⊺Va(t)

Al usar la propiedad (2.12) de la forma estándar de robótica para el segundo término del
lado izquierdo y notando que el resto cumplen con ser lineales respecto a los parámetros, es
claro que es posible concluir con la representación paramétrico lineal (2.32). ■

El apéndice B muestra la obtención de esta forma para cada sistema mecatrónico.

2.6. Nociones de Control Robusto

2.6.1. Definiciones y condiciones de estabilidad

Los sistemas de control robusto encuentran sus fundamentos en la teoŕıa de estabilidad
práctica. Para introducir brevemente este tópico, considere el sistema dinámico no lineal
autónomo en la forma de Cauchy del espacio del estado sujeto de efectos de algún tipo de
perturbación:

ẋ = f (x(t)) + ξ(x, t), x(0) = x0, t ∈ R+
, (2.34)

donde x ∈ D ⊂ Rn denota el vector de estado, f : D → Rn es una función continua
en el sentido de Lipschitz y define el comportamiento dinámico del sistema nominal, y

ξ : D ×R+ → D contiene los efectos de perturbación. La expresión (2.34) define un sistema
dinámico con flujo s : R×D → D, es decir, s(·, x) : R×D define la trayectoria del sistema
a través del punto x ∈ D. La trayectoria u órbita positiva de un punto x(0) = x0 ∈ D se
describe por:

O+
x0

:= {x ∈ D : x(t) = s(t, x0), ∀t ≥ 0} .

Definición 2.6.1 (Conjunto ĺımite positivo). Un punto p ∈ D es un punto ĺımite posi-
tivo de la trayectoria s(·, x) del sistema (2.34) si existe una secuencia {tn}∞n=0 de números
positivos, con t → ∞ cuando n → ∞, tal que s(tn, x) → p. El conjunto de todos los puntos
ĺımite positivos de s(t, x), t ≥ 0 define el conjunto ĺımite positivo w(x) de s(·, x) del sistema
(2.34).

Definición 2.6.2 (Conjunto positivamente invariante). Un conjunto M ⊂ D ⊆ Rn es
positivamente invariante con respecto al sistema no lineal (2.34) si st(M) ⊆ M para todo
t ≥ 0, donde

st(M) := {st(x) : x ∈ M} .
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Esto es análogo a la definición de estabilidad de un conjunto. Considere la definición de
conjunto atractivo.

Definición 2.6.3 (Conjunto atractivo[21]). Sea M ⊂ D un conjunto compacto y positi-
vamente invariante del sistema no lineal (2.34). Se dice que M es estable en el sentido de
Lyapunov si para toda vecindad abierta D0 ⊆ D de M existe una vecindad abierta D1 ⊆ D0

de M tal que x(t) ∈ D0, t ≥ 0 para todo x0 ∈ D1. Además, M es atractivo si existe una
vecindad abierta D2 ⊆ D de M tal que el conjunto ĺımite positivo cumple w(x0) ⊆ M pa-
ra todo x0 ∈ D2. El conjunto M es asintóticamente estable si es Lyapunov estable y atractivo.

Note como estas definiciones permiten extender los conceptos de estabilidad descritos en
la teoŕıa de Lyapunov para puntos de equilibrio. La siguiente definición describe algunos
tipos de estabilidad práctica que resultan fundamentales en la teoŕıa de control robusto.

Definición 2.6.4 (Estabilidad Uniformemente Acotada (UB) y Uniformemente
Últimamente Acotada (UUB)). Las trayectorias de solución de (2.34) son:

uniformemente acotadas si existe c > 0 independiente de t0 y para toda a ∈ (0, c) existe
β > 0 dependiente de a pero independiente de t0, tal que

∥x(t0)∥ ≤ a, =⇒ ∥x(t)∥ ≤ β, ∀t ≥ t0; (2.35)

es decir, Ωβ = {x : ∥x∥ ≤ β} define un conjunto positivamente invariante para todo
x0 ∈ Ω0 = {x : ∥x∥ ≤ a} ⊂ Ωβ.

globalmente uniformemente acotadas si (2.35) se cumple para a arbitrariamente grande;

uniformemente últimamente acotadas con cota última b > 0 si existe una constante
positiva c independiente de t0, y para cada a ∈ (0, c) existe un T ≥ 0, dependiente de
a y b pero independiente de t0 tal que:

∥x(t0)∥ ≤ a =⇒ ∥x(t)∥ ≤ b, ∀t ≥ t0 + T, (2.36)

o bien, Ωb = {x : ∥x∥ ≤ b, ∀t ≥ t0 + T} es un conjunto asintóticamente estable (inva-
riante y atractivo), para x0 ∈ Ω0 = {x : ∥x∥ ≤ a}.

globalmente uniformemente últimamente acotadas si (2.36) se cumple para a arbitra-
riamente grande;

Los teoremas siguientes (cuyos detalles se pueden consultar en [25]) establecen las con-
diciones suficientes para garantizar los tipos de estabilidad práctica previamente descritos.

Teorema 2.6.1. Sea D ⊂ Rn que contiene a Bµ, y sea V (x) una función continuamente
diferenciable tal que:

α(∥x∥) ≤ V (x) ≤ α2(∥x∥),
∂V

∂x
f(t, x) ≤ −W (x), ∀x ∈ D con ∥x∥ ≥ µ, ∀t ≥ 0,

(2.37)

donde α1 y α2 son funciones de clase K (estrictamente crecientes [25, 21]) y W (x) es una
función continua y positiva definida. Se elige alguna c > 0 tal que Ωc = {V (x) ≤ c} es com-
pacto y contenido en D y suponga que µ = α−1

2 (c). Entonces Ωc es positivamente invariante
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para (2.34) y existe una función β de clase KL tal que para todo estado inicial x0 ∈ Ωc se
satisface:

∥x(t)∥ ≤ máx{β(∥x0∥, t− t0), α
−1
1 (α2(µ))}, ∀t ≥ 0.

Si D = Rn y V (x) es radialmente no acotada entonces ésto se cumple para cualquier estado
inicial.

Demostración. Refiérase a [25]. ■

Teorema 2.6.2. Considere que las suposiciones del teorema previo se cumplen para el sis-
tema nominal descrito en (2.34), con:

c1∥x∥2 ≤ V (x) ≤ c2∥x∥2
∂V

∂x
f(x, t) ≤ −c3∥x∥2, ∀x ∈ D con ∥x∥ ≥ µ, ∀t ≥ 0

(2.38)

para las constantes positivas c1, c2, c3 y µ <
√
c/c2. Entonces el conjunto Ωc = {V (X) ≤ c}

es positivamente invariante para (2.34) y toda condición inicial x0 ∈ ωc se satisface:

V (x(t)) ≤ máx
{
V (x(t0))e

−(c3/c2)(t−t0), c2µ
2
}
, ∀t ≥ t0,

∥x(t)∥ ≤
√
c2
c1

máx
{
∥x(t0)∥e−(c3/c2)(t−t0)/2, µ

}
, ∀t ≥ t0,

(2.39)

Si las suposiciones se cumplen globalmente, entonces estas propiedades se cumplen para
cualquier estado inicial, sin restricción en la magnitud de µ.

Demostración. Refiérase a [25]. ■

El lema siguiente establece las condiciones para garantizar estabilidad uniformemente
últimamente acotada, aśı como las caracteŕısticas de la respuesta.

Lema 2.4. Considere el sistema no lineal perturbado (2.34). donde f y ξ son funciones
localmente Lipschitz en x, y ξ es continua por tramos en t, para todo t ≥ 0 y x ∈ Br. Sea el
origen del sistema nominal un punto de equilibrio exponencialmente estable, y sea V (x) una
función de Lyapunov que satisface:

c1∥x∥2 ≤ V (x) ≤ c2∥x∥2,
∂V

∂x
f(x) ≤ −c3∥x∥2,

∥∥∥∥∂V∂x
∥∥∥∥ ≤ c4∥x∥, (2.40)

para todo x ∈ B3 con algunas constantes positivas c1 a c4. Suponga además que ξ(x, t)
satisface:

∥ξ(x, t)∥ ≤ δ ≤ c3
c4

√
c1
c2
θr

para todo t ≥ 0 y x ∈ B3, para alguna constante positiva θ < 1. Entonces, para todo
x(t0) ∈ {V (x) ≤ c1r

2}, la solución x(t) del sistema perturbado satisface:

∥x(t)∥ ≤ máx{ke−γ(t−t0)∥x(t0), b}, ∀t ≥ t0,

donde:

k =

√
c2
c1
, γ =

(1− θ)c3
2c2

, b =
δc4
θc3

√
c2
c1
.

Demostración. Refiérase a [25]. ■
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El término b se conoce como cota última y es proporcional a δ (la cota superior del
término de perturbación), lo que demuestra cierto grado de robustez del sistema nominal.

A continuación se muestra otro tipo de estabilidad de gran aplicación en control robusto.

Definición 2.6.5 (Convergencia en tiempo finito[21]). Considere el sistema dinámico
no lineal (2.34). La solución cero x(t) = 0 es estable en tiempo finito si existe una vecindad
del origen dada por un conjunto abierto N ⊆ D y una función T : N \{0} → (0,∞) llamada
función de tiempo de asentamiento, tal que se cumplen las siguientes declaraciones:

I) Convergencia en tiempo finito. Para todo x ∈ N\{0}, sx(t) se deine sobre [0, T (x)), sx(t) ∈
N \ {0} para todo T ∈ [0, T (x)), y ĺımt→T (x) s(x, t) = 0.

II) Estabilidad de Lyapunov. Para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que Bδ(0) ⊂ N y para todo
x ∈ Bδ(0) \ {0}, s(t, x) ∈ Bε(0) para todo t ∈ [0, T (x)).

La solución cero x(t) = 0 es globalmente estable en tiempo finito si es estable en tiempo
finito con N = D = Rn.

Las condiciones suficientes para concluir con este tipo de estabilidad vienen dadas por el
siguiente teorema.

Teorema 2.6.3 (Condiciones de estabilidad en tiempo finito[21]). Considere el sistema
dinámico no lineal (2.34). Se asume que existe una función cont́ınuamente diferenciable
V : D → R̄+, escalares constantes c > 0 y α ∈ (0, 1), y una vecindad M ⊆ D del origen tal
que

V (0) = 0,
V (x) > 0, x ∈ M \ {0},
V ′(x)f(x) ≤ −c (V (x))α , x ∈ M \ {0}.

(2.41)

Entonces la solución cero x(t) = 0 es estable en tiempo finito. Además, existe una vecindad
abierta N odel origen y una función de tiempo de establecimiento T : N → [0,∞) tal que

T (x0) ≤
1

c(1− α)
(V (x0))

1−α, x0 ∈ N , (2.42)

y T (·) es cont́ınuo en N . Si además D = Rn, V (·) es radialmente no acotada y la última
condición en (2.41) se cumple en Rn la solución cero x(t) = 0 es globalmente estable en
tiempo finito.

Finalmente, a continuación se introduce el celebrado Lema de Barbalat, que permite rela-
jar las condiciones de Lyapunov para garantizar convergencia asintótica, en casos espećıficos
como sistemas no autónomos y sujetos de perturbación.

Lema 2.5 (El lema de Barbalat). Sea una función f(t) diferenciable y con ĺımite finito
cuando t→ ∞; si ḟ(t) es uniformemente continua, entonces ḟ(t) → 0 cuando t→ ∞.
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2.6.2. Método de la Elipsoide Atractiva (AEM)

Las siguientes definiciones introducen elMétodo del Elipsoide Atractivo, el cual se encuen-
tra estrechamente relacionado con el concepto de estabilidad uniformemente últimamente
acotada. El problema es diseñar un controlador tal que el sistema de control en lazo cerrado
satisfaga las condiciones previas. Ahora, con el objetivo de dilucidar el método del elipsoide
atractivo, considere que el sistema no lineal se da en el formato cuasi-lineal:

ẋt = Axt +But + ξ(xt, t), x(0) = x0, (2.43)

donde x ∈ Rn es el vector del estado, ut ∈ Rm es la entrada de control, el par (A,B) es la
aproximación lineal del modelo no lineal nominal, alrededor de alguna solución de equilibrio,
y ξ : Rn × R+ → Rn es la función vectorial de perturbaciones e incertidumbres. Éste se
asume cuasi-Lipchitz, es decir:

∥ξ(xt, t)∥2 ≤ δ0 + δ1∥xt∥2, 0 < δ0, δ1.

El método AEM consiste en definir una retroalimentación del estado ut = Kxt, K ∈ Rm×n,
de modo que se concluye con estabilidad UUB, para la función candidata de Lyapunov en la
forma cuadrática clásica V (xt) = x⊺tPxt, 0 < P = P⊺ ∈ Rn×n. En este sentido, el conjunto
atractivo último tiene la forma particular:

E := {x ∈ Rn : x⊺Pattxt ≤ 1} , Patt = µP.

que tiene la forma de un elipsoide, donde 0 < Patt ∈ Rn×n da la forma de la elipsoide
atractiva. Cuando aparecen los efectos de las incertidumbres y las perturbaciones, las tra-
yectorias del sistema permanecen en este conjunto y proporcionan robustez. La longitud de
los semiejes de la elipsoide es inversamente proporcional a los valores propios de Patt. Por
esta razón, el método AEM trata de la solución del siguiente problema de minimización
restringida:

minimizar
1

µ
trace (P−1) ,

sujeto a 0 < P = P⊺, 0 < µ.

(2.44)

donde Γ es el conjunto de restricciones que determina la clase de matrices admisibles P, K.
Para concluir con las condiciones tipo-Lyapunov de estabilidad UUB, las restricciones

del problema de minimización requieren de la solución de desigualdades matriciales. Para
esto considere los siguientes preliminares.

Teorema 2.6.4 (Sobre la realizabilidad de una desigualdad matricial). Sea P ∈ Rl×n

y Q ∈ Rk×n un par de matrices, y Ψ ∈ Rn×n una matriz simétrica.

1. ISi
rank(P) y rank(Q) = rQ < n,

entonces la desigualdad matricial

Ψ+P⊺ΛQ+Q⊺ΛP < 0, (2.45)

tiene una solución con respecto a Λ ∈ Rk×l si y solo si

W⊺
QΨWQ < 0,
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donde las columnas de la matriz WQ constituyen la base del kernel

N (Q) = ker(Q) = {x ∈ Rn : Qx = 0} ,

de la matriz Q, esto es, WQ satisface:

QWQ = 0.

2. Si
rank(P) := rP < n, and rank(Q) := rQ < n,

entonces la desigualdad matricial (2.45) tiene una solución con respecto a Λ ∈ Rk×l si
y solo si

W⊺
PΨWP < 0 and W⊺

QΨWQ < 0,

donde las columnas de la matriz WP constituyen la base del kernel

N (P) = ker(P) = {x ∈ Rn : Px = 0} ,

de la matrizP, esto es, WP satisface:

PWP = 0.

Una vez que se ha demostrado que la desigualdad matricial resultante tiene solución, el
problema es encontrarla numéricamente. El enfoque principal es encontrar una Desigualdad
Matricial Lineal (LMI, Linear Matrix Inequality) equivalente. Los siguientes teoremas son
de gran ayuda para este proceso.

Teorema 2.6.5 (El complemento de Schur). Sea F : X → H una función af́ın que se
particiona de acuerdo con:

F (x) =

[
F11(x) F12(x)
F21(x) F22(x)

]
,

donde F11 y F22 son cuadradas. Los siguientes resultados son equivalentes:

a)
F (x) < 0.

b) {
F11(x) < 0,
F22(x)− F21(x)F

−1
11 (x)F12(x) < 0.

c) {
F22(x) < 0,
F11(x)− F12(x)F

−1
22 (x)F12(x) < 0.

Demostración. Refiérase a [36, 37]. ■

Teorema 2.6.6 (Desigualdad Λ). Para cualesquiera dos matrices X ∈ Rn×m, Y ∈ Rn×m,
y cualquier matriz simétrica y definida positiva Λ ∈ Rn×n, se cumple la siguiente desigualdad:

X ⊺Y +Y⊺X ≤ X ⊺ΛX +Y⊺Λ−1Y .

Demostración. Refiérase a [37]. ■
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El principal inconveniente de este método es la complejidad de tratar las desigualdades
matriciales. Sin embargo, en términos de robustez e implementación, ofrece algunas carac-
teŕısticas interesantes. Una vez que las trayectorias del sistema llegan al elipsoide, éstas
permanecen alĺı, sin importar si aparecen incertidumbres o efectos de perturbaciones. Tam-
bién es posible incluir restricciones adicionales, como la cantidad de control para aplicaciones
prácticas. Por otro lado, note que se obtiene un controlador de retroalimentación de estado
clásico, por lo cual la implementación en un sistema experimental es muy simple.

2.6.3. Modos Deslizantes

El control por modos deslizantes es una técnica de que se utiliza para proporcionar robus-
tez a un sistema de control de lazo cerrado. En los últimos años, ha sido una de las técnicas
más utilizadas para muchas aplicaciones, ya que proporciona un excelente rendimiento y es
muy fácil de implementar. Sin embargo, el trasfondo teórico detrás de esto es más sofisti-
cado y requiere algunas consideraciones particulares cuando se aplican técnicas similares a
Lyapunov para proporcionar estabilidad. La caracteŕıstica principal de esta clase de control
robusto es que proporciona estabilidad en tiempo finito del lazo de control en presencia de
efectos inciertos, por medio de un control de retroalimentación discontinua. Como se men-
cionó anteriormente, el control del modo deslizante se obtiene introduciendo un controlador
discontinuo. Esto da como resultado una ecuación diferencial ordinaria con el lado derecho
discontinuo. Por esta razón, la definición de una solución para esta clase de sistemas debe
introducirse de una manera diferente[15]. Considere el sistema no lineal:

ẋ = f(x, u, ξ), x(0) = x0, (2.46)

donde x ∈ Rn es el vector de estado y u ∈ Rm la entrada de control. Se considera que f es
diferenciable respecto a x y continua respecto al tiempo t. También ξ ∈ Rn denota los efectos
de perturbación y se considera de enerǵıa finita. Sea una superficie definida en el espacio del
estado como:

S = {x : σ(x) = 0}.

Definición 2.6.6 (Modo deslizante ideal). Se tiene un modo deslizante ideal en (2.46)
si la trayectoria del estado x(t) evoluciona de tal modo que σ(x(tr)) = 0 para algún t3 ∈ R+

finito y σ(x) = 0 para todo t ≥ tr.

Considere el caso en el que u = u(x) es discontinuo. La ecuación diferencial resultante
que describe el sistema de control en lazo cerrado se reescribe como:

ẋ = f c(x), x(0) = x0,

donde f c es una función discontinua respecto al estado, por lo que la teoŕıa clásica de
ecuaciones diferenciales, que requiere de que el lado derecho sea continua en el sentido de
Lipschitz, no es aplicable. Un concepto de solución propuesto por Filippov [40, 47] para
ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo permite construir una solución como
el promedio de las soluciones obtenidas al acercarse al punto de discontinuidad en diferentes
direcciones. Suponga que x0 es un punto de discontinuidad de S, y defina f c

−(x0) y f
c
+(x0)

como los ĺımites de f c(x) cuando x0 es aproximado desde direcciones opuestas del plano
tangente a S en x0. La solución propuesta por Filippov está dada por:

ẋ(t) = (1− α)f c
−(x) + αf c

+(x), (2.47)
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donde 0 < α < 1 se elige de modo que f c
a := (1−α)f c

− +αf c
+ es tangencial a S. La ecuación

(2.47) puede verse como una ecuación diferencial cuyo lado derecho se define por el conjunto
convexo F (x) = {(1− α)f c

− + αf c
+ : ∀α ∈ (0, 1)}, queda:

ẋ(t) ∈ F (x).

Los valores de α que aseguran σ̇(t) = 0 pueden determinarse expĺıcitamente de (2.47). Por
simplicidad considere σ(t) = Sx(t), con S⊺ ∈ Rn. Sigue que:

σ̇ = Sẋ = (1− α)Sf c
− + αSf c

+ = 0

y queda:

α =
Sf c

−

Sf c
− − Sf c

+

de modo que:

ẋ(t) =
Sf c

−f
c
+ − Sf c

+f
c
−

Sf c
− − Sf c

+

,

permite obtener una solución promedio del sistema discontinuo.

2.7. Control Adaptable

Ante la imposibilidad de disponer de un modelo dinámico que represente perfectamente
el comportamiento de un sistema experimental real, las técnicas de control adaptable están
diseñadas para estimar los parámetros inciertos, aśı como el efecto de las perturbaciones
sobre el modelo nominal aproximado, de modo que sea posible determinar una poĺıtica de
control que responde a los cambios de parámetros en ĺınea. En general, el control adaptable
se puede clasificar como directo e indirecto. La siguiente sección contiene las principales
definiciones y herramientas para el control adaptativo indirecto por ubicación de polos y
algunos preliminares sobre control adaptable directo.

2.7.1. Control Adaptable Indirecto

Las técnicas de control adaptable indirecto usan un aproximador numérico para estimar
los efectos de las incertidumbres y perturbaciones en el modelo nominal de la planta. Estos
parámetros se utilizan para actualizar los parámetros de control. La figura 2.2 muestra de
forma gráfica la implementación de esta arquitectura de control. Esta clase de adaptación

Figura 2.2: Control Adaptable Indirecto

puede utilizarse para sistemas de fase mı́nima y de fase no mı́nima. También suele referirse
a este tipo de estructuras de control como control adaptable expĺıcito.
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Bonifacio Sánchez Resendiz
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Ubicación de Polos Adaptable

El control por ubicación de polos es una de las formas más sencillas de estabilizar sistemas
no lineales alrededor de una solución de equilibrio. Se utilizan muchas metodoloǵıas para
calcular la ley de control de retroalimentación con este propósito. Cuando un control de
ubicación de polos se combina con un estimador de parámetros, se obtiene un control por
ubicación de polos adaptable. Aunque es posible diseñar un control de ubicación de polos
adaptable directo e indirecto, el primero está restringido a plantas escalares. Sin embargo,
el último es fácil de implementar y aplicable a una amplia clase de sistemas. Considere el
sistema dinámico descrito en la forma cuasi-lineal:

ẋ = Ax+Bu+ ξ(x, t), x(0) = x0

Aqúı el par (A,B) se conoce de manera aproximada. Sea Â y B̂ el estimado de las matrices
de parámetros correspondientes. Al sumar y restar apropiadamente queda:

ẋ = Â(t)x+ B̂(t)u+ Θ̃(t)φ(x, u) + ξ(x, t), x(0) = x0.

Si es posible construir una dinámica

˙̃Θ = f(Θ̃, x, u), Θ̃(0) = Θ̃0,

convergente, se puede entonces diseñar un polinomio caracteŕıstico robusto, usando Â(0) y
B̂(0), y efectuar una ubicación de polos con los valores de Â(t), B̂ para todo t > 0.

2.7.2. Control Adaptable Directo

El control adaptable directo utiliza los parámetros de control para parametrizar el mo-
delo de la planta. Luego, los parámetros de control se estiman directamente sin utilizar un
aproximador. La principal diferencia con el control adaptable indirecto es que, en el caso
del control adaptable directo es posible diseñar una estructura para cumplir con los princi-
pales objetivos de control (estabilidad y seguimiento), solo si el sistema cumple con ser de
fase mı́nima. En general, una parametrización conveniente de la planta, en términos de los
parámetros del controlador no es posible para sistemas de fase no mı́nima. Aśı, para el caso

Figura 2.3: Control Adaptable Directo

abordado, considerando sistemas electromecánicos poco accionados, este tipo de adaptación
no es factible y no se considera en este trabajo.

2.8. Conclusiones

En este caṕıtulo se presentaron los principales preliminares teóricos. Primero, se trató
el modelado de sistemas mecánicos usando la formulación de Euler-Lagrange. Además, se
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formularon las principales propiedades del modelo resultante. Se dieron los modelos dinámi-
cos de algunos motores eléctricos importantes, con lo cual se presentó el modelo dinámico
de sistemas mecánicos en la forma estándar de robótica impulsado por un conjunto de mo-
tores PMDC. Las principales definiciones y teoremas sobre el método elipsoide atractivo
se presentaron a continuación. Se dieron los conceptos de estabilidad última uniformemen-
te acotada, la viabilidad de desigualdades matriciales y afines. Finalmente, se introdujeron
algunos conceptos de control adaptativo.

Los siguientes caṕıtulos presentan los principales resultados del trabajo. El siguiente es
sobre la observación del estado, mientras que el cuarto describe los resultados para el diseño
del controlador. Ambos incluyen resultados numéricos y experimentales.
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Caṕıtulo 3

Estimación del Estado e Identificación
Paramétrica

“Nothing takes place in the universe
whose meaning is not that of some maximum or minimum.”

— Leonhard Euler.

3.1. Introducción

El problema de estimación del estado para sistemas no lineales sigue siendo un campo
activo en la ingenieŕıa moderna en virtud de su reelevancia y ante las dificultades que ésto
supone en diferentes situaciones reales. Permı́tase poner en la perspectiva uno de los pro-
blemas más interesantes y con mayor aplicación en robótica: el fenómeno de subactuación.
Como se ha tratado antes, esta clase de sistemas exhiben diferentes situaciones desafiantes
entre las que destacan la rapidez de su dinámica comparado con un sistema completamente
actuado, la naturaleza de sus restricciones no holonómicas de segundo orden, la imposibi-
lidad para implementar una retroalimentación total o parcialmente linealizante (dado que
resultan en sistemas de fase no mı́nima), la complejidad para tratar sistemas de orden supe-
rior mediante estrategias tradicionales basadas en la aproximación lineal, etc.. Además, en
los sistemas experimentales en tiempo real suceden problemas de forma común, tales como
lo son la imposibilidad de medir directamente todas las variables internas que describen su
comportamiento dinámico, la presencia de incertidumbres paramétricas y de modelo, aśı co-
mo efectos de perturbación de naturaleza exógena. El uso de estrategias de control basadas
en el modelo dinámico integral del robot y su sistema de actuación relaja algunos efectos que
producen estas situaciones adversas, pero precisa de estimar las variables correspondientes
a los actuadores que regularmente son máquinas eléctricas. En estas circunstancias se cons-
truye un observador que permite estimar las variables no medidas por medio de software en
tiempo real, lo que resulta en un sistema fiable y más económico. La observación destinada al
control de los sistemas subactuados es un tópico crucial, a entenderse por sus caracteŕısticas
más importantes: por un lado, la tarea de estabilización sugiere la necesidad por reconstruir
el vector del estado completo rápidamente para evitar que las trayectorias del sistema aban-
donen la región de estabilizabilidad; por el otro, la respuesta transitoria del observador debe
ser lo suficientemente suave para evitar en la mayor medida posible el fenómeno de pico que
genera a menudo inestabilizabilidad en el lazo de control. En presencia de perturbaciones e
incertidumbres, conseguir estas caracteŕısticas de la respuesta es un proceso complejo que
precisa de particular cuidado.
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3.1.1. Trabajo relacionado

En la actualidad, el desarrollo de sensores de alto rendimiento, tanto f́ısicos como numéri-
cos, es un tema fundamental en muchas áreas de la ingenieŕıa como la electrónica industrial,
las comunicaciones, la robótica, la ingenieŕıa aeroespacial y automotŕız, los procesos de fa-
bricación, entre otras, con el objetivo de tener una buena aproximación de las variables
que describen su comportamiento en tiempo real y garantizar la efectividad de su control
[4, 1, 42, 32, 16]. Actualmente, el diseño de algoritmos computacionales para una medición
o estimación de información precisa se trata mediante dos enfoques diferentes: primero, a
través del filtrado de señales o procesamiento de datos avanzado, y segundo, la estimación
de variables no medibles contenidas en el vector de estado utilizando observadores [30, 41].
El diseño de observadores para la estimación del estado es uno de los problemas de con-
trol más estudiados en la literatura [30, 41, 2, 6], principalmente ante la necesidad por
reducir considerablemente los efectos del ruido de las señales medidas [41, 3] usando de
las caracteŕısticas del modelo dinámico. En robótica el problema se concentra en obtener
una aproximación de variables que no se miden directamente mediante algún sensor f́ısico
[30, 2, 40, 46, 9, 48, 51, 31, 39, 45] a fin de disponer de la información necesaria para la im-
plementación de un algoŕıtmo de control; recientemente también han sido utilizados para la
identificación de fallas en diferentes areas de la ingenieŕıa [11, 40]. En el caso de los sistemas
lineales, los observadores de estado han demostrado su efectividad [30, 46, 9], sin embargo
cuando se aplican en procesos no lineales reales esta clase de observadores ven comprometido
su desempeño, por lo que se requiere generar robustez en los algoŕıtmos para extender su
funcionalidad para el sistema no lineal [2, 40, 51, 31, 29, 5, 10]; para la clase de sistemas de
interés, esta robustez debe ser introducida poniendo cuidado en la respuesta transitoria. Los
observadores por modos deslizantes han sido en años recientes ampliamente utilizados con
el objetivo de rechazar los efectos producidos por las perturbaciones en el espacio del estado
y el canal de medición[40, 51]. Aunque estas estrategias suelen cumplir satisfactoriamente
con el objetivo de observación en la mayoŕıa de los casos, en un sistema experimental en
tiempo real su desempeño violento compromete en gran medida los objetivos de control. Por
tanto, es importante estudiar el error de estimación desde el punto de vista del concepto de
estabilidad Ultimamente Uniformemente Acotada (UUB) para mejorar el comportamiento
de la convergencia, pues permite mantener cierto grado de control sobre la forma de la res-
puesta. Se han presentado algunos algoritmos de estimación del estado basados en enfoques
robustos [45, 37, 34, 10]. Además, en algunos trabajos se usa el concepto de método elipsoide
atractivo (AEM) y desigualdades matriciales lineales (LMI) para obtener un desempeño
del observador experimentalmente viable [40, 37, 50, 17].

3.1.2. Descripción de la Contribución

Las contribuciones enmarcadas en este caṕıtulo se describen a continuación:

I) El diseño de un algoritmo para estimar el vector de estado completo para sistemas
Lagrangianos impulsados por motores de cd independientes, en presencia de pertur-
baciones e incertidumbres con compensación de la dinámica no lineal, basado en el
método elipsoide atractivo;

II) un observador de orden reducido para estimar las variables de estado no disponibles
únicamente, para la clase de sistemas abordados, bajo efectos inciertos y utilizando
un método elipsoide atractivo;
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III) un observador de orden reducido para estimar las variables de velocidad y corriente
eléctrica basado en el modelo no lineal, para la clase de sistemas abordados, bajo
efectos inciertos y utilizando el método elipsoide atractivo;

IV ) un algoritmo novedoso para estimar el vector de estado completo, con reducción de
efectos de perturbaciones e incertidumbres acopladas y no acopladas, utilizando modos
deslizantes y el método elipsoide atractivo;

V ) establecer las condiciones suficientes para la aplicabilidad de los resultados teóricos en
sistemas experimentales;

V I) un estudio comparativo de las metodoloǵıas diseñadas a partir de resultados experi-
mentales para dos sistemas electromecánicos subactuados, en diferentes situaciones. El
péndulo de Furuta y el sistema de Péndulo Invertido Triple, impulsados por motores
de corriente continua de imanes permanentes.

3.2. Preeliminares y Planteamiento del Problema

El diseño de un observador para la estimación del estado en condiciones de experimenta-
ción en tiempo real es de vital importancia para el control de una clase de sistemas robóticos
subactuados en presencia de perturbaciones e incertidumbres debido a la imposibilidad de de
implementar sensores f́ısicos que permitan medirlo por completo directamente. Es importante
entonces mostrar que resulta posible diseñar el observador de forma independiente al lazo de
control, y al mismo tiempo, que resulta necesario actuar en esta parte del diseño para reducir
los efectos no modelados para generar un estimado del estado lo suficientemente preciso. En
el caso de los sistemas lineales se dispone del principio de separación1; considere la descrip-
ción de la dinámica del sistema en la forma cuasi-lineal ẋ = Ax +Bu + ξ(x, t), x(0) = x0.
Un estimador en la forma clásica de Luenberger de orden completo se da por:

˙̂xt = Ax̂t +But − L(yt − ŷt), x̂(0) = x̂0,
ŷt = Cx̂t,

donde x̂ ∈ Rn es el estimado del estado, ŷ ∈ Rp la ecuación de salida del observador y
L ∈ Rp×n la ganancia fija correspondiente al factor de corrección. El error de estimación se
define apropiadamente como x̃ = x− x̂; la dinámica del error de estimación queda como:

˙̃x = (A+ LC) x̃+ ξ(x, t), x̃(0) = x̃0 = x0 − x̂0.

De este modo, el criterio de observabilidad dado por el par (A,C) garantiza la existencia
de la ganancia L, de modo que la matriz A + LC es Hurwitz. El caso particular en el que
u(t) = Kx̂ es un tanto más simple. Al aplicar la función de control, queda la siguiente
dinámica de estado extendido:[

ẋt
˙̃xt

]
=

[
A+BK −BK

0 A+ LC

] [
xt
x̃t

]
+

[
In
In

]
ξ(x, t).

Ésto permite formular las siguientes conclusiones acerca de la necesidad por construir obser-
vadores robustos:

1En un caso más general, refiérase a [26].
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a. en virtud de que los efectos de perturbaciones e incertidumbres se reflejan tanto en la
ecuación del estado, como en la dinámica de error de observación, se requiere implementar
estrategias robustas para la estimación del estado; esto a pesar de la robustez introducida
en el diseño del controlador;

b. la robustez introducida en el estimador permite desarrollar estrategias de control ignorando
las perturbaciones introducidas por el canal de medición;

c. la necesidad por una función de observación de naturaleza robusta implica que el efec-
to de pico estará latente en el lazo de control, y debe ser un objetivo importante en la
sintonización del observador.

3.2.1. Suposiciones aceptadas

I) El sistema dinámico evoluciona en una variedad compacta del espacio del estado2

M ⊂ D ⊆ Rrque contiene la solución trivial (para el sistema nominal, i.e., cuando
ϑ(t) = 0);

II) el sistema no lineal nominal considerado es observable al menos en una vecindad local
de la solución considerada;

III) la dinámica puede reescribirse en la representación cuasi-lineal. Además, el vector de
perturbaciones, incertidumbres y términos no lineales es cuasi-Lipschitz;

IV ) el sistema puede también representarse en la forma no lineal, estilo lineal. Del mis-
mo modo, el vector de perturbaciones, incertidumbres y términos fuerzas y torques
gravitacionales es acotado.

3.2.2. Problema general de estimación del estado

A continuación se muestra la formulación del problema abordado en este caṕıtulo.

Problema 3.2.1. Para los sistemas robóticos considerados en la forma estándar de robótica
accionados parcial o totalmente por motores eléctricos de corriente directa de imanes perma-
nentes, bajo el cumplimiento de los supuestos anteriores, el problema es obtener una buena
estimación de las variables de estado desconocidas utilizando observadores no lineales para
su implementación práctica, mientras que los efectos de perturbaciones e incertidumbres pa-
ramétricas o de modelo están latentes.

3.3. Observador Robusto de Orden Completo Basado

en AEM

Una forma estructuralmente simple de resolver el problema de estimación del estado
atendiendo a un desempeño robusto es usando el método de elipsoide atractivo, AEM.
Para tal efecto se considera el sistema dinámico en la forma cuasi-lineal (2.28) descrita

2En este punto se requiere de esta suposición en virtud de que el sistema dinámico se opera en lazo
abierto; cuando se establezca una ley de control en lazo cerrado, esta condición será establecida
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en la Proposición 2.8. El observador de orden completo tipo Luenberger tiene la siguiente
estructura:

˙̂xt = Ax̂t +But + L(yt − ŷt), x̂(0) = x̂0,
ŷt = Cx̂t,

(3.1)

donde L ∈ Rn×p es una ganancia fija por diseñar. El comportamiento del error de estimación,
dado por x̃t = xt − x̂t queda:

˙̃xt = (A− LC) x̃t + ξ(xt, t), x̃(0) = x̃0 = x0 − x̂0. (3.2)

Proposición 3.1 (Observador de orden completo basado en AEM). Considere el
sistema no lineal en su representación en el espacio del estado cuasi-lineal descrita la Pro-
posición 2.8. Si existe una solución (P,L|α, ε) para la desigualdad matricial:

Θ =

[
PLC+C⊺L⊺P−PA−A⊺P− αP , −P

−P , εIn

]
> 0, (3.3)

para las matrices constantes 0 < P = P⊺ ∈ Rn×n, L ∈ Rn×p, y los escalares positivos α, ε,
entonces el estimado del estado x̂t, dado por la solución de la ecuación diferencial (3.1),
converge a un conjunto invariante alrededor del estado real xt, definido por la elipsoide:

E(Patt) = {x̃t ∈ Rr : x̃⊺tPattx̃t ≤ 1} , Patt =

(
α

β
P

)
, (3.4)

donde 0 < P = P⊺ ∈ Rr×t define la función de Lyapunov V (x̃t) ≤ x̃⊺tPx̃t de la forma
cuadrática clásica. En estas condiciones se concluye con estabilidad UUB al conjunto inva-
riante con:

b =

√
β

α
λmin (P−1),

T =
1

α
ln

{
αV (x̃0)− β

ακ

}
,

(3.5)

para una constante 0 < κ≪ 1 suficientemente pequeña.

Demostración. Para la función candidata de Lyapunov descrita, su derivada temporal a lo
largo de las trayectorias dadas por la dinámica del error de estimación (3.2) queda:

V̇ (x̃t) =

[
x̃t

ξ(xt, t)

]⊺ [
P (A− LC) + (A− LC)⊺ P , P

P , 0r×r

] [
x̃t

ξ(xt, t)

]
.

Permı́tase aplicar aqúı AEM, al sumar y restar los términos αV (x̃t) y ε ∥ξ(xt, t)∥2, para
constantes escalares positivos α, ε, y usando el resultado del Lema 4.1. Sigue que:

V̇ (x̃t) ≤ −
[

x̃t
ξ(xt, t)

]⊺
Θ

[
x̃t

ξ(xt, t)

]
− αV (x̃t) + β, β = εη0,

para la matrizΘ ∈ R2r×2r dada en la proposición. Si la desigualdad matricial (3.3) se cumple,
resulta que:

V̇ (x̃t) ≤ −αV (x̃t) + β,

que permite concluir con estabilidad UUB, en vista de que su solución se halla como:

V (x̃t) ≤
β

α
+

[
V (x̃0)−

β

α

]
e−αt.
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Al tomar el ĺımite superior para t→ ∞, sigue:

ĺım sup
t→∞

V (x̃t) ≤
β

α
,

el cual, al tomar en cuenta la forma de la candidata de Lyapunov resulta la elipsoide inva-
riante (3.4). Finalmente, las cotas y tiempo de convergencia son determinados. A partir de
la última expresión sigue que:

ĺım
t→∞

x̃⊺tPx̃t ≤
β

α
=⇒ ĺım

t→∞
∥x̃t∥ ≤ b,

para el escalar costante positivo b dado en la proposición. Además, el tiempo de convergencia
T a la elipsoide obtenida se encuentra al resolver la siguiente expresión:

β

α
+

[
V (x̃0)−

β

α

]
e−αT =

β

α
+ κ, 0 < κ,

que se resuelve para T , cuando el escalar constante κ es positivo y lo suficientemente pequeño.
■

El problema ahora es verificar la factibilidad de la desigualdad matricial obtenida. Con-
sidere para tal efecto el lema siguiente.

Lema 3.1 (Sobre la factibilidad de la desigualdad matricial). Si para la desigualdad
matricial (3.3), se eligen las siguientes matrices

Ψ =

[
Θ11 , 0
0 , εIr

]
, Θ11 = −P(A− LC)− (A− LC)⊺P− αP− εη1Ir,

y

P =

[
P

0r×r

]
, Q =

[
0r×r

Ir

]
⇒ WP =

[
0r×r

Ir

]
, WQ =

[
Ir

0r×r

]
.

Las siguientes condiciones resultan:

WP
⊺ΨWP > 0 ⇒ εIr > 0, que es evidentemente cierta, pues 0 < ε.

WQ
⊺ΨWQ > 0 ⇒ Θ11 > 0, que sugiere la necesidad de la existencia de una matriz

Lde modo que A− LC sea Hurwitz i.e., se requiere que el par (A,C) sea observable,
lo cual es una suposición aceptada en el planteamiento del problema actual..

Con estas condiciones se concluye que la desigualdad matricial (3.3) es factible.

Además, para simplificar el proceso numérico requerido para resolver este problema, la
desigualdad matricial se transforma en una LMI.

Lema 3.2 (Sobre la solución de la desigualdad matricial). Considerese nuevamente
la desigualdad (3.3). Si se define un nuevo conjunto de variables como X = P y Y = PL,
resulta la siguiente LMI:

Θ̄ =

{ YC+C⊺Y⊺ −XA
−A⊺X− αX− εη1Ir

}
, −X

−X , εIr

 > 0, (3.6)

y las ganancias originales se determinan como P = X y L = X−1Y.
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Finalmente, el siguiente problema de minimización restringida es resuelto.

Lema 3.3 (Sobre la solución numérica de la LMI). De la definición de la elipsoide
(3.4) se aprecia que la longitud de los semiejes de la elipsoide es inversamente proporcional
a los valores propios de Patt; para determinar las ganancias constantes α, ε, P, L de modo
que la LMI (3.6) se satisface, es suficiente resolver el siguiente problema de minimización
restringida:

minimizar β
α
tr (P−1) ,

sujeto a Θ̄ > 0,L, 0 < P, 0 < α, ε.
(3.7)

seleccionando α tan grande como sea posible, y ε, tan pequña como se permita.

El enfoque presentado en esta sección provee la estimación del estado completo de forma
robusta en presencia de perturbaciones, incertidumbres y ante los términos no lineales del
modelo. Resulta en una metodoloǵıa relativamente simple de implementar. Además permite
mantener un control sobre la respuesta transitoria, a través de los términos α y ε.

3.4. Observador de Orden Reducido Basado en AEM

Considérese nuevamente el sistema no lineal en el espacio del estado, en la forma cuasi-
lineal descrita en la proposición 2.8. Se propone un observador de orden reducido para
resolver el problema expuesto. Para esto, es necesario obtener una forma regular, donde la
dinámica del subvector de estado medible y el correspondiente al no medible sean separadas.
Para esto se introduce la transformación de coordenadas:

zt = Γxt =

[
N⊺

c

C

]
xt, (3.8)

dondeNc ∈ Rn×(n−p) es el espacio nulo de la matriz de salida C. En esta nueva representación
la variable zt tiene dos componentes:

zt =

[
z1
z2

]
,

donde z1 ∈ Rn−p contiene las variables de estado no medibles y z2 ∈ Rp las medibles. Con
este enfoque, el subvector z1 debe ser estimado en linea usando solo el subvector z2 ∈ Rp. El
sistema puede expresarse en las nuevas coordenadas como:

żt = Āzt + B̄ut + ξ̄(xt, t), z(0) = z0 = Γx0,
yt = C̄zt,

(3.9)

donde Ā = ΓAΓ−1, B̄ = ΓB, C̄ = CΓ−1 y ξ̄ = Γξ(xt, t). Éstas poseen la siguiente estructura

Ā =

[
Ā11 Ā12

Ā21 Ā22

]
, B̄ =

[
B̄1

B̄2

]
, ξ̄(xt, t) =

[
ξ̄1
ξ̄2

]
, (3.10)

donde Ā11 ∈ R(n−p)×(n−p), Ā12 ∈ R(n−p)×p, Ā21 ∈ Rp×(n−p), Ā22 ∈ Rp×p, B̄1 ∈ R(n−p)×m y
B̄2 ∈ Rp×m. También, ξ̄1(·) ∈ Rn−p y ξ̄(·) ∈ Rp. Para estimar el subvector de estado desco-
nocido z1 usando AEM, el acotamiento del vector de términos exógenos y no lineales debe
expresarse en las nuevas coordenadas. Considere el siguiente lema.
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Lema 3.4. El vector de perturbacones, incertidumbres y términos no lineales ξ(xt, t)es cuasi-
Lipschitz , como se vió en el Lema 2.1. Esta condición puede también ser expresado en el
marco de referencia de zt como:

∥ξ̄(·)∥2 ≤ κ0 + κ1∥zt∥2, κ0 = η0λ
2
máx (Γ) , κ1 = η1

(
λmáx (Γ)

λmı́n (Γ)

)2

. (3.11)

Demostración. Después de la transformación de coordenadas, ξ̄ = Γξ(Γ−1zt, t). Usando las
cotas establecidas en la Proposición 2.8, sigue que:

∥Γξ(xt, t)∥2 = ξ⊺(xt, t)Γ
⊺Γξ(xt, t),

≤ λ2máx (Γ) ∥ξ(xt, t)∥2,
≤ λ2máx (Γ) (η0 + η1∥Γ−1zt∥2) ,

sigue que:
∥Γξ(xt, t)∥2 = λ2máx (Γ)

(
η0 + η1λmáx

(
Γ−2

)
∥zt∥2

)
que resulta en la expresión principal del lema.

■

Considere la siguiente proposición acerca del diseño del observador de orden reducido.

Proposición 3.2. Considérese el sistema electromecánico en la forma cuasi-lineal (2.28).
Si existe un conjunto solución (α, ε|P,L) para la desigualdad matricial:

Θ(α, ε|P,L) =


{

PĀ11 + Ā⊺
11P−PLĀ21

−Ā⊺
21L

⊺P+ αP+ εη1In−p

}
PN⊺

c −PLC

NcP− C⊺L⊺P −εIn−p

 < 0 (3.12)

entonces, el sub-vector de estado no disponible z1 ∈ Rr−p es aproximado mediante la solución
del observador de orden reducido:

ϱ̇t = Θ1ϱt +Θ2yt +
(
B̄1 − LB̄2

)
ut, ϱ(0) = ϱ0,

ẑ1 = ϱt + Lyt,

Θ1 = Ā11 − LĀ21,
Θ2 = Ā11L+ Ā12 − LĀ21L− LĀ22,

(3.13)

sin la necesidad de reconstruir el sub-vector de estado medible z2 ∈ Rp. Aqúı, 0 < P ∈
R(r−p)×(r−p) y L ∈ R(r−p)×p son matrices constantes, mientra que α, ε ∈ R son escalares po-
sitivos. Entonces, el estimado del sub-vector del estado ẑ1, converge a un conjunto invariante
alrededor del real z1, dado por la elipsoide:

E(Patt) =
{
z̃1 ∈ Rr−p : z̃⊺1Pattz̃1 ≤ 1

}
, Patt =

(
α

β
P

)
. (3.14)

Con estas condiciones se concluye con estabilidad UUB, con los parámetros siguientes:

b =
√

β
α
λmin (P−1),

T = 1
α
ln
{

αV (x̃0)−β
ακ

}
,

(3.15)

para 0 < κ≪ 1 suficientemente pequeña.
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Demostración. Note que la segunda ecuación de la forma normalizada (3.9) toma la forma

ż2 = Ā21z1 + Ā22z2 + B̄2ut + ξ̄2(·),

y se refiere a la dinámica del sub-vector de estado medible, en virtud de que yt = z2. Esta
expresión puede reescribirse como:

ẏt − Ā22yt − B̄2ut = Ā21z1 + ξ̄2(xt, t)

donde el lado izquierdo de la ecuación representa la información disponible, y el lado derecho
la desconocida. Esta expresión puede usarse como factor de corrección para el observador
tipo Luenberger. Se propone la estructura siguiente:

˙̂z1 = Ā11ẑ1 + Ā12yt + B̄1ut + L
(
ẏt − Ā22yt − B̄2ut − Ā21ẑ1

)
que se reescribe al introducir el cambio de variable ϱ = ẑ1−Ly en la forma establecida en la
proposición, para evitar la diferenciación de la salida. Se define el error de observación como
z̃1 = z1 − ẑ1. Su derivada temporal a lo largo de las trayectorias del sistema queda:

˙̃z1 = Ā11z̃1 + ξ̄1(xt, t)− L
[
Ā21z̃1 + ξ̄2(xt, t)

]
,

=
(
Ā11 − LĀ21

)
z̃1 + (N⊺

c − LC) ξ(xt, t),

Se define la función candidata de Lyapunov en la forma clásica V (z̃1) = z̃⊺1Pz̃1, 0 < P =
P⊺ ∈ R(n−p)×(n−p). Su derivada temporal queda:

V̇ (z̃1) = z̃⊺1
{
P
(
Ā11 − LĀ21

)
+
(
Ā11 − LĀ21

)⊺
P
}
z̃1 + 2z̃⊺1 (N

⊺
c − LC) ξ(xt, t).

Al definirse ahora el vector extendido φt =

[
z̃1

ξ(xt, t)

]
y aplicar el método AEM se sigue

que:
V̇ (z̃1) = φ⊺

tΘ(αε|P,L)φt − αV (z̃1) + β, β = εη0.

Al suponer que se cumple la desigualdad matrucual, resulta: V̇ (z̃1) ≤ −αV (z̃1) + β, que
permite conclúır con estabilidad UUB, i.e.:

V (z̃1) ≤
β

α
+

[
V (z̃10)−

β

α

]
e−αt.

Al tomar el ĺımite superior cuando t se dirige al infinito, resulta la elipsoide de la propo-
sición.A partir de esta es inmediato determinar la cota superior b del conjunto invariante.
Además, de la expresión anterior se obtiene el tiempo de convergencia, al determinar la
intersección de la solución con V (z̃1) =

β
α
+ κ, 0 < κ≪ 1. Ésto es:

β

α
+

[
V (z̃10)−

β

α

]
e−αT =

β

α
+ κ,

que resulta como se establece en la proposición. ■

Lema 3.5 (Sobre la factibilidad de la desigualdad matricial). Si para la desigualdad matricial
(3.3), se definen las siguientes matrices:

Ψ =

[
Θ11 , 0
0 , εIr

]
, Θ11 = −PĀ11 − Ā⊺

11P+PLĀ21 + Ā⊺
21L

⊺P− αP− εη1In−p,

y

P =

[
P

0r×r

]
, Q =

[
0r×r

LC+N⊺
c

]
⇒ WP =

[
0r×r

Ir

]
, WQ =

[
Ir

0r×r

]
.

Resultan las siguientes condiciones:
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WP
⊺ΨWP > 0 ⇒ εIr > 0, que es una conclusión evidentemente cierta, puesto que

0 < ε.

WQ
⊺ΨWQ > 0 ⇒ Θ11 > 0, que requiere de que Ā11 − LĀ21 sea Hurwitz, i.e., se

requiere que el par (Ā11, Ā21) defina una distribución observable.

Con estas condiciones se concluye la factibilidad de la desigualdad matricial (3.3).

El siguiente lema trata de la solución de la desigualdad matricial a través de una LMI.

Lema 3.6 (Sobre la solución de la desigualdad matricial). Considere nuevamente la des-
igualdad matricial(3.3). Si se define un nuevo conjunto de variables como X = P y Y = PL,
resulta la siguiente LMI:

Θ(α, ε|X,Y) =


{

XĀ11 + Ā⊺
11X−YĀ21

−Ā⊺
21Y

⊺ + αX+ εη1In−p

}
XN⊺

c −YC

NcX− C⊺Y⊺ −εIn−p

 < 0 (3.16)

mientras que las ganancias originales se obtienen como P = X y L = X−1Y.

Finalmente debe garantizarse la solución del siguiente problema de minimización restrin-
gida.

Lema 3.7 (Sobre la solución numérica de la LMI). De la definición de la elipsoide(3.4), el
problema es determinar las ganancias constantes α, ε, P, L de modo que se cumpa la LMI
(3.6) . Es entonces suficiente resolver el siguiente problema numérico:

minimizar β
α
tr (P−1) ,

sujeto a Θ̄ > 0,L, 0 < P, 0 < α, ε.
(3.17)

tomando α tan grande como sea posible, y ε, que resulta directamente proporcional a β, muy
pequeño.

Existe un problema importante con este enfoque. La forma de las señales reconstruidas
parece ser la misma. Sin embargo, existe un error de estado estable considerado, como se
muestra en los resultados experimentales. It is due to the fact that disturbances and uncer-
tainties appear in the dynamic equation of the output (z2). Este inconveniente se resuelve
en la siguiente sección. Alĺı, la información disponible se reconstruye primero utilizando la
observación en modo deslizante, para construir un término de corrección que no incluya los
efectos no deseados.

3.5. Observador de Orden Reducido Basado en el Mo-

delo no Lineal

La siguiente proposición resume el diseño de un observador de orden reducido, similar
al anterior, pero basado en el modelo no lineal. Aqúı sin embargo, se requiere la medición
directa del sub-vector de posición, lo que garantiza la observabilidad de la representación,
por lo menos en una vecindad de la solución trivial.
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Proposición 3.3. Considere el sistema mecatrónico en el espacio del estado:

ẋ1 = −L−1
a {Rax1 +KeW

⊺x3 − u(t)} ,
ẋ2 = x3,

ẋ3 = D−1(x2) {WKτx1 −C(x2, x3)x3 −G(x2) + ϑ(x, t)} ,
(3.18)

con salida y = x2 y las propiedades mecánicas en el Lemma anterior. Si existe una solución
(α2, ε2, µ|P11,L21,L22,Q,R) de la desigualdad matricial

Θ =



(2Ra − α2La)X2

{
−µX2KτW

+KeW + LaL21

}
0m×p 0m×p 0m×p{

−µW⊺KτX2

+W⊺Ke + L⊺
21La

}
µ (Q− λ2MR− κIp) −µIp Q L⊺

22

0p×m −µIp ε2Ip 0p×p 0p×p

0p×m Q 0p×p
1
µ
Q 0p×p

0p×m L22 0p×p 0p×p
1
µ
R


> 0,

X2 = P−1
11 , κ = α2λM + 2δC (1 + δv) ,

(3.19)

para los escalares constantes α2, ε2, µ ∈ R, las ganancias del observador L21 ∈ Rm×p, L22 ∈
Rp×p, y las matrices auxiliares simétricas 0 < P11 ∈ Rm×m, 0 < { Q, R} ∈ Rp×p, entonces,
el observador tipo Luenberger de orden reducido para las combinaciones lineales ϱ21 = x1 −
L1y y ϱ22 = x3 − L2y en la forma:

˙̂ϱ21 = −L−1
a Raϱ̂21 − (L−1

a KeW+L1) ϱ̂22− [L−1
a (RaL1+KeWL2)+L1L2] y+L−1

a u(t),

˙̂ϱ22 = D−1W⊺Kτ ϱ̂21− [D−1C(y, ϱ̂22+L2y)+L2] ϱ̂22
+ {D−1 [W⊺KτL1 −C(y, ϱ̂22 + L2y)L2]− L2L2} y −D−1G(y),

(3.20)
con condiciones iniciales ϱ̂21(0) = ϱ̂21,0, ϱ̂22(0) = ϱ̂22,0, permite reconstruir la corriente
de armadura y el sub-vector de velocidad x̂1 and x̂3, respectivamente, sin hacer uso de la
derivada de la salida y en presencia de términos exógenos. Se garantiza la convergencia de
la trayectoria del error de estimación e2 = [e⊺21, e

⊺
22]

⊺, con e21 = x1 − x̂1 y e22 = x3 − x̂3, a la
elipsoide invariante:

E2(α, β, µ,P11) = {e2 ∈ Rp−r : e⊺2Patt2e2 ≤ 1} ,

Patt2 = α2

β2
P(y), P2 =

[
P11La 0m×p

0p×m µD(y)

]
,

con β2 = ε2 (δ0 + δ1δ
2
x) en el tiempo:

T2 =
1

α
ln

[
αV (e2(0))− β

αζ

]
, 0 < ζ ≪ 1.

Demostración. El comportamiento dinámico del subvector x2 de variables del estado dis-
ponibles se da en el Lema 2. Ésta puede reescribirse en la forma de un descriptor como
ẏ − x3 = 0, cuyo conocimiento es de utilidad como factor de corrección en el diseño del
estimador del subvector de variables desconocidas. El estimador de estado se da entonces del
siguiente modo:

˙̂x1= −L−1
a [Rax̂1 +KeWx̂3 − u(t)] + L21(ẏ − x̂3),

˙̂x3=D−1(y) [W⊺Kτ x̂1−C(y, x̂3)x̂3−G(y)] +L22 (ẏ − x̂3) ,
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con condiciones iniciales x̂1(0) = x̂10 y x̂3(0) = x̂30. Se propone entonces el cambio de
variable dado por las combinaciones lineales ϱ21 = x̂1 − L21x2 y ϱ22 = x̂3 − L22x2, con
L21 ∈ Rm×n y L22 ∈ Rn×n, para evitar el uso de la derivada de la salida. Esto concluye con
la forma del observador dado en la proposición, cuya solución permite hallar el estimado
x̂1 and x̂3 de los subvectores disponibles. El problema es entonces hallar las ganancias del
observador. Permı́tase definir el error de estimación en términos de las variables ϱ21 y ϱ22,
i.e., e21 = ϱ21 − ϱ̂21 y e22 = ϱ22 − ϱ̂22. Sigue que e21 = x1 − L21y − x̂1 + L21y = x1 − x̂1, y
por lo tanto e22 = x3 − x̂3. Procede que

ė21= −L−1
a Rae21 − [L−1

a KeW + L21] e22,

ė22=D−1(y) [W⊺Kτe21 −C(y, x3)x3+C(y, x̂3)x̂3]−L22e22 +D−1(y)ξ(x, t).

En este punto resulta de gran utilidad la propiedad de linealidad de la matriz de Coriolis y
fuerzas centŕıpetas, como:

C(y, x3)x3−C(y, x̂3)x̂3= C(y, x3)(e22+x̂3)−C(y, x̂3)x̂3,
= C(y, x3)e22+C(y, x̂3)e22.

Las trayectorias del error de estimación e22 son ahora descritas por:

ė22=D−1(y) {W⊺Kτe21− [C(y, x3) +C(y, x̂3)] e22} − L22e22 +D−1(y)ξ(x, t)

En forma vectorial, las ecuaciones diferenciales del error pueden expresarse como ė2 =
Λ(x̂, y)e2 + ϑ(x, t), con:

Λ(x̂, y) =

[
−L−1

a Ra , − (L−1
a KeW + L21)

D−1(y)W⊺Kτ , −D−1(y) [C(y, x3) +C(y, x̂3)]− L22

]
, ϑ =

[
0

D−1(y)ξ(x, t)

]
.

En este punto se define la función candidata de Lyapunov en la forma clásica V2(e2) =
e⊺2P2e2, donde P2 tiene la estructura expuesta en la proposición. Claramente resulta que:
V̇2(e2) = e⊺2Ξ1e2 + 2e⊺2P2ϑ, donde Ξ1 = P2Λ+Λ⊺P2 + Ṗ2 tiene la forma:

Ξ1 =


−2P11Ra , (µKτ −P11Ke)W −P11LaL21{

W⊺ (µKτ −KeP11)
−L⊺

21LaP11

}
,


−µ [C(y, x3) +C⊺(y, x3)
+C(y, x̂3) +C⊺(y, x̂3)

+D(y)L22 + L⊺
22D(y)− Ḋ(y)

]


 ,
y 2e⊺2P2ϑ = 2µe⊺2ξ(x, t). Notese que en el bloque matricial (2, 2) de Ξ1 puede aplicarse la
propiedad de antisimetŕıa: [

C(y, x3) +C⊺(y, x3)− Ḋ(y)
]
= 0.

Se define ahora el vector de estado extendido η = (e⊺2, ξ
⊺)⊺. Se obtiene entonces la represen-

tación de vector extendido como V̇2(e2) = −η⊺Ξ2η, con:

Ξ2=


2P11Ra

{
(P11Ke − µKτ )W

+P11LaL21

}
0{

W⊺ (KeP11 − µKτ )
+L⊺

21LaP11

} {
µ [D(y)L22 + L⊺

22D(y)
+ C(y, x̂3) +C⊺(y, x̂3)]

}
−µIp

0 −µIp 0


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Se suman y restan los términos α2V2(e2) y ε2∥ξ(x, t)∥2. Sigue que V̇2(e2) = −η⊺Ξ3η −
αV2(e2) + ε2∥ξ(x, t)∥2, donde:

Ξ3=



P11 (2Ra − α2La)

{
(P11Ke − µKτ )W

+P11LaL21

}
0

{
W⊺ (KeP11 − µKτ )

+L⊺
21LaP11

} 
µ [D(y)L22 + L⊺

22D(y))]
+µ [C(y, x̂3) +C⊺(y, x̂3)]

−µαD(y)

 −µIp

0 −µIp ε2Ip


El segundo bloque matricial de la diagonal matricial contiene términos dinámicos, y debe
tratarse de tal modo que resulte positivo definido, de acuerdo con el criterio de Sylvester.
Considérese los siguientes comentarios:

Las propiedades de acotamiento de las matrices de inercias y Coriolis pueden ser in-
troducidas el bloque matricial en cuestión; con ello seŕıa suficiente garantizar que la
ganancia matricial L22 es positiva definida, y dominante con respecto a los otros térmi-
nos. Sin embargo, en vista de que esta ganancia se multiplica por el valor propio mı́nimo
de la matriz de inercia (que representa el peor de los casos, en el afán de conclúır con
positividad), que es muy pequeño, y el resto de los términos se multiplican por el va-
lor propio máximo y la cota de la matriz de Coriolis, que son términos relativamente
grandes, se obtiene entonces un observador de alta ganancia.

Alternativamente permı́tase asumir que, en el peor de los casos, todos los términos del
bloque son definidos negativos. Con esto en mente se incluye el término µQ, 0 < Q ∈
Rp×p sumando y restando. Se consideran además las siguientes minorizaciones:

1. usando la desigualdad Λ matricial como:

D(y)L22 + L⊺
22D(y) ≤ D(y)RD(y) + L⊺

22R
−1L22,

para cualquier matriz simétrica y definida positiva R ∈ Rp×p. También es cierto
que:

D(y)L22 + L⊺
22D(y) ≥ −D(y)RD(y)− L⊺

22R
−1L22,

≥ −λ2MR− L⊺
22R

−1L22

2. también se tiene que
−µαD(y) ≥ −µαλMIp;

3. y
µ [C(y, x̂3) +C⊺(y, x̂3)] ≥ −2µδc∥x̂3∥

Al introducir estos términos en la matriz Ξ3, queda que V̇2(e2) ≤ −η⊺ (Ξ4A −Ξ4B) η −
α2V2(e2) + ε2∥ξ(x, t)∥2, con:

Ξ4A=


P11 (2Ra − α2La)

{
(P11Ke − µKτ )W

+P11LaL21

}
0{

W⊺ (KeP11 − µKτ )
+L⊺

21LaP11

}
µ (Q− λ2MR− κIp) −µIp

0 −µIp ε2Ip

 ,

Ξ4B =

0 , 0 , 0
0 , µ (Q+ L⊺

22R
−1L22) , 0

0 , 0 , 0

 .
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Para facilitar la aplicación del complemento de Schur, note que:

Ξ4B =

 0 0
Q1/2 L⊺

22

0 0

[
µIp 0
0 µR−1

] [
0 Q1/2 0
0 L22 0

]
.

Sigue que V̇2(e2) ≤ −η⊺Ξ5η − α2V2(e2) + ε2∥ξ(x, t)∥2, donde:

Ξ5=



P11 (2Ra − α2La)

{
(P11Ke − µKτ )W

+P11LaL21

}
0 0 0{

W⊺ (KeP11 − µKτ )
+L⊺

21LaP11

}
µ (Q− λ2MR− κIp) −µIp Q

1
2 L⊺

22

0 −µIp ε2Ip 0 0

0 Q
1
2 0 1

µ
Ip 0

0 L22 0 0 1
µ
R


Finalmente se concluye con la desigualdad matricial dada en la proposición, al introducir la
transformación no singular: Γ⊺Ξ5Γ > 0, con:

Γ =


P−1

11 0 0 0 0
0 Ip 0 0 0
0 0 Ip 0 0
0 0 0 Q1/2 0
0 0 0 0 Ip


En estas condiciones se concluye con estabilidad Última-Uniformemente Acotada, cuya cota
última y tiempo de convergencia se determinan apropiadamente. ■

Considere los siguientes comentarios acerca del desarrollo previo.

Observación 3.1. Note que:

la matriz P2 es variable, en virtud de la dependencia expĺıcita de la matriz de inercia;

la sub-matriz P11 es constante y define la elipsoide de la parte eléctrica;

la elipsoide resultante para la estimación de la velocidad se da por µD(y). La solución
numérica sin embargo, permite determinar la elipsoide más grande al considerar las
cotas de la matriz de inercia.

Lema 3.8 (Factibilidad de la LMI). La desigualdad matricial lineal Θ > 0 dada en la
proposición anterior, puede expresarse como Θ = Ψ2 +P⊺

2Λ
⊺
2Q2 +Q⊺

2Λ2P2 > 0, con:

Ψ2 = diag
{[

(2Ra − α2La)X2, µ (Q− λ2MR− κIp) , ε2Ip,
1
µ
Q, 1

µ
R
]}
,

P2 =

[
Ip 0 0 0 0
0 Ip 0 0 0

]
, Λ2 = In,

Q2 =

[
0 (Ke − µX2Kτ )W + LaL21 0 0 0
0 0 −µIp Q L⊺

22

]
se sigue que W⊺

P2
=

[
0,0, Ip, Ip, Ip

]
y W⊺

Q2
=

[
Ip,0,0,0,0

]
. Resultan las siguientes condi-

ciones:
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W⊺
P2
Ψ2WP2 = ε2Ip + 1

µ
(Q+R) > 0, que es claramente cierto pues ε2, Q y R son

positivos definidos;

W⊺
Q2

Ψ2WQ2 = (2Ra − α2La)X2 > 0, se cumple al seleccionar α2 apropiadamente.

Lema 3.9 (Sobre la solución numérica de la LMI). Debe resolverse el siguiente pro-
blema de minimización.

minimizar α2

β2

{
1

mı́n(La)
tr
(
P−1

11

)
+ 1

λm

1
µ

}
sujeto a 0 < Θ,L21,L22, 0 < P11, 0 < Q, 0 < R,

0 < α2, ε2, µ

con α2 y µ tan grande como posible β2 tan pequeño como posible.

3.6. Observador de Orden Completo Basado en AEM

y Modos Deslizantes

El enfoque adoptado en esta sección puede describirse brevemente del siguiente modo.
El sub-vector correspondiente a la información disponible se reconstruye primero en tiempo
finito usando una estrategia de modos deslizantes. Este proceso permite caracterizar el factor
de corrección para un observador tipo Luenberger, que se usa para estimar el sub-vector de
estado no medible, y que es sintonizado usando el método AEM.De este modo se concluye
con estabiidad UUB en la estimación del sub-vector desconocido.

Se sugiere una observador con la siguiente estructura:

˙̂zt = Āẑt + B̄ut + Lϕ(zt), ẑ(0) = ẑ0,
ŷt = C̄ẑt,

(3.21)

donde L ∈ Rr×p es una ganancia matricial constante de la forma:

L =

[
L1

Ip

]
. (3.22)

El problema ahora es diseñar una función ϕ(·) ∈ Rp de modo que los efectos de los términos
exógenos se reducen usando la señal de salida y(t). El problema se aborda usando Modos
Desliantes y Elipsoide Atractivo. El primero permite reconstruir el sub-vector del estado
disponibleen tiempo finito, mientras que el segudo permite estimar el sub-vector descono-
cido.Definase el error de estimación como e = zt − ẑt. Sus trayectorias están dadas por la
ecuación diferencial: [

ė1
ė2

]
=

[
Ā11 Ā12

Ā21 Ā22

] [
e1
e2

]
+

[
ξΓ,1
ξΓ,2

]
−
[
L1

Ip

]
ϕ(zt), (3.23)

donde e1 = z1 − ẑ1 ∈ Rr−p y e2 = z2 − ẑ2 ∈ Rp, es el error de estimación de las variables
n medibles (e1) y medibles (e2) respectivamente. Para obtener una estimación apropiada de
la salida del sistema dado en la forma cuasi lineal, la superficie de deslizamiento se diseña
como:

S(σ) = {σt = e2 : σt = 0, σ̇t = 0} ;
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CAPÍTULO 3. ESTIMACIÓN DEL ESTADO E ... Bonifacio Sánchez Resendiz

Proposición 3.4. Si la función ϕ(·) tiene la siguiente estructura:

ϕ(σt) = Ā22σt + ρ0Sign(σt) + ρ1,

0 < ρ0 ∈ Rp×p, ρ1 = η + δ4
√
λmáx(Ā

⊺
12Ā12),

(3.24)

entonces, en la región ∥e1∥ ≤ δ4, el estimado del sub-vector del estado ẑ2 converge al sub-
vector de estado real z2 en el tiempo finito:

tr =

√
2

tr(ρ0)
V

1
2
1 (σ(t0)) + t0, (3.25)

donde la función de almacenamiento V1(σt) está dada en la forma cuadrática clásica V1(σt) =
1
2
σ⊺
t σt.

Demostración. Considere la variable de deslizamiento como σt = e2, y la función de alma-
cenamiento V (σt) =

1
2
σ⊺
t σt. A partir de (3.23) procede que:

V̇1(·)
∣∣∣
(3.23)

= σ⊺σ̇,

= σ⊺{Ā21e1 + Ā22σ + ξ̄2 − ϕ(σ)},
≤ ∥σt∥{∥Ā21e1 + ξ̄2∥}+ σ⊺

t {Ā22σt − ϕ(σt)}.

En este punto de introduce la función de observación discontinua (3.24). Con la condición
0 < ρ0 resulta que ρ0 ≤ tr(ρ0). Esto conduce a::

V̇ (·)
∣∣∣
(3.23)

≤ −∥σt∥{tr(ρ0) + ρ1 −
√
λmáx

(
Ā⊺

12Ā12

)
∥e1∥ −

√
κ0 + κ1∥zt∥2}.

En una pequeña región∥et∥ ≤ δ2 y ∥xt∥ ≤ δ3, resulta la expresión (3.24). Entonces:

V̇ (·)
∣∣∣
(3.23)

≤ −tr(ρ0)∥σ∥,

que concluye con convergencia en tiempo finito. De hecho, por la definición de la función de
almacenamiento V1(σ), entonces |σ| =

√
2V1(σ). Sigue que:

dV1(σ(t))

dt
≤ −tr(ρ0)

√
2V1(σ(t))

que se resuelve como:
tr∫

t0

dV1(σ(t))√
V1(σ(t))

≤ −
√
2tr(ρ0)

tr∫
t0

dt

y se concluye:

2
√
V1(σ(t))

∣∣∣tr
t0
≤ −

√
2tr(ρ0)(tr − t0)

en virtud de que ĺım
t→tr

V1(σ(tr)) = 0, el tiempo de convergencia se concluye como en (3.25). ■

La proposición anterior establece la forma de la función discont́ınua ϕ(σ) de modo que
z2 se reconstruye satisfactoriamente. Para estimar z1 with (3.21), debe diseñarse la ganancia
L1. Considérese la función de almacenamiento:

V2(e1) = e⊺1Pe1, 0 < P ∈ R(n−p)×(n−p). (3.26)
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Proposición 3.5. Si para los escalares positivos α y β, existe una solución de la LMI:

Θ =

PA11 +A⊺
11P−YA21 −A⊺

21Y
⊺ + αP , P , −Y

P , −εIp , 0
−Y⊺ , 0 , −εIp

 < 0,

P > 0, Y = PL1,

(3.27)

entonces, para t ≥ tr la función de almacenamiento V2(e1) satisface:

V2 (e1(t)) ≤
β

α
+

{
V2 (e1(tr))−

β

α

}
e−α(t−tr) (3.28)

donde β = εη, y se concluye con estabilidad UUB, para:

b =

√
β

α
λmáx(P−1),

T =
1

α
ln

{
αV2(tr)− β

αζ

}
+

√
2

tr(ρ0)
V

1
2
1 (σ0) + t0,

(3.29)

fpara el escalar ζ ∈ R+ lo suficientemente pequeño.

Demostración. A partir de la Proposición 1, se concluye que en el tiempo t ≥ tr se converge
a la superficie de deslizamiento S = {e : σ = 0, σ̇ = 0}. Entonces, la dinámica del error
(3.23) se transforma en:[

ė1
0

]
=

[
A11 0
A21 0

] [
e1
e2

]
+

[
ϑΓ,1

ϑΓ,2

]
−
[
L1

Ip

]
ϕ(z), (3.30)

y resulta que:
ė1 = (A11 − L1A21) e1 +

[
Ip, −L1

]
ϑΓ(x, t). (3.31)

Para concluir con estabilidad UUB para e1, definase la función energética de la forma clásica
V2(e1) = e⊺1Pe1, con 0 < P = P⊺ ∈ R(n−p)×(n−p) una ganancia fija. Al definir el estado
extendido η =

[
e⊺1, ϑ⊺

Γ

]⊺
, y aplicar AEM la evolución de la función energética a lo largo de

las trayectorias del sistema se describe por:

V̇2(·) = η⊺Θη − αV2(e1) + β, β = εη1 (3.32)

donde Θ(·) está dada como (3.27). Si se cumple con la LMI, procede que V̇2(·) ≤ −αV2(e1)+
β, cuya solución se halla como:

t∫
tr

dV2(e1(τ))e
ατ ≤ β

t∫
tr

eατdτ (3.33)

se concluye con (3.28). Entonces es claro que ĺım
t→∞

V2(·) ≤ β
α
, y se concluye con la expresión

(3.29). ■

Lema 3.10 (Sobre la factibilidad de la LMI (3.27)). Def́ınase:

Ψ =

Θ11 0 0
0 −εIn−p 0
0 0 −εIn

 , PΛ⊺Q =

0 P PL1

0 0 0
0 0 0

 , (3.34)
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donde Λ = In−p, y
P = [ In−p 0 0 ] , Q =

[
0, P, PL1

]
, (3.35)

con sus respectivos kernel asocados:

W⊺
P =

[
0, 0, In−p

]
, W⊺

Q =
[
In−p, L1, In−p

]
. (3.36)

Por lo tanto, la desigualdad matricial (3.27) toma la forma (2.45). Por lo tanto, laLMI
(3.27) es factible si y solo si se cumple

W⊺
QΨWQ = Θ11 − εIn−p < 0, (3.37)

De ser aśı, existe una ganancia matricial L1, tal que los valores propios de (A11 − L1A21)
cpueden ubicarse arbitrariamente.

Lema 3.11 (Sobre la solución numérica de la LMI). A partir de (3.29) es claro que para
obtener las ganancias constantes α, ε,P,L1 de modo que la LMI (3.27) sea satisfecha, es
suficiente resolver el siguiente problema de minimización restringida:

minimizar
β

α
tr(P−1),

sujeto a Θ(·) < 0,L, 0 < P, 0 < α, ε,

(3.38)

eligiendo α lo más grande posible y ε muy pequeño. Del mismo modo, la cota última b en
(3.29) es inversamente proporcional a los valores propios de P, por lo cual P−1 debe mini-
mizarse.

La relación entre el estado real y su estimado están dados por la función de error de
estimación e = z − ẑ. Note que esta función se divide en los sub-vectores e1 y e2, donde e2
converge en tiempo finito t ≤ tr <∞, y e1 converge al conjunto compacto Ω = {e1|e⊺1Pe1 ≤
β
α
}. De este modo, al resolver el problema de minimización (3.38), el observador diseñado da

ua aproximación del estado real.

3.7. Estimación paramétrica

3.7.1. Identificador paramétrico con disposición del estado

La siguiente proposición presenta el diseño de un estimador paramétrico de la represen-
tación cuasi-lineal del espacio del estado.

Proposición 3.6 (Mı́nimos cuadrados recursivos con factor de olvido basado en
el modelo cuasi-lineal). Considere el sistema dinámico en la forma cuasi-lineal (2.28)
descrito en la Proposición 2.8. La representación lineal paramétrica se da como:

ẋ = Θφ(x, u) + ξ(x, t), x(0) = x0,

y = x, Θ = [A,B] , φ(x, u) =

[
x
u

]
.

(3.39)

Sea entonces ϑ = vec (Θ) ∈ Rn·(n+m) y z = ẋ. La solución del estimador paramétrico:

˙̂
ϑt = P

[
vec (ztφ

⊺
t )− (φtφ

⊺
t ⊗ In) ϑ̂t

]
, ϑ̂(0) = ϑ̂0,

Ṗ = βP−P (φφ⊺ ⊗ In)P, P(0) = P0,
(3.40)
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permite reconstruir la matriz de parámetros, con P ∈ Rn·(n+m)×n·(n+m), y minimizando el
funcional de costo:

J(ϵ) =
1

2

t∫
0

e−β(t−τ)
(
zτ − Θ̂τφτ

)2

dτ +
1

2
e−βt tr

{(
Θ̂t − Θ̂0

)⊺
Q0

(
Θ̂t − Θ̂0

)}
. (3.41)

Donde 0 < β ∈ R se conoce como factor de olvido.

Demostración. De acuerdo con la representación lineal paramétrica provista en (3.39) se
propone el estimador paramétrico en la forma ẑ = Θ̂φ, para generar el error de estimación.

ε = z − Θ̂φ.

Del método del gradiente ∇Θ̂J(ε) = 0 queda que:

∇Θ̂J(ε) =
1
2

t∫
0

e−β(t−τ)∇Θ̂

(
z⊺z − 2z⊺Θ̂φ+ φ⊺Θ̂⊺Θ̂φ

)
dτ

+1
2
e−βt∇Θ̂ tr

{
Θ̂⊺Q0Θ̂− 2Θ̂⊺Q0Θ̂0 + Θ̂0Q0Θ̂0

}
=

t∫
0

e−β(t−τ)
(
−zφ⊺ + Θ̂φφ⊺

)
dτ + e−βtQ0

(
Θ̂− Θ̂0

)
Sigue que:

t∫
0

e−β(t−τ)
(
−zφ⊺ + Θ̂φφ⊺

)
dτ + e−βtQ0

(
Θ̂− Θ̂0

)
= 0

Θ̂
t∫
0

e−β(t−τ)φφ⊺dτ + e−βtQ0Θ̂ =
t∫
0

e−β(t−τ)zφ⊺dτ + e−βtQ0Θ̂0

Al introducir el operador de vectorización en ambos lados de la ecuación, es posible aislar la
vectorización de Θ̂, dada la siguiente propiedad [36]:

vec (AX+XB) = [(In ⊗A) + (B⊺ ⊗ Im)] vec(X), ∀A ∈ Rm×m, B ∈ Rn×n, X ∈ Rm×n.

Queda el estimador por mı́nimos cuadrados no recursivos como:

ϑ̂ = P

[
vec

(
t∫
0

e−β(t−τ)zφ⊺dτ

)
+ e−βtvec

(
Q0Θ̂0

)]
,

P =

[(
In+m ⊗ e−βtQ0

)
+

(
t∫
0

e−β(t−τ)φφ⊺dτ ⊗ In

)]−1

.

(3.42)

Usando el hecho que PP−1 = I, procede que:

d

dt
{PP−1} = ṖP−1 +P

dP−1

dt
= 0 =⇒ Ṗ = −P

d P−1

dt
P

Sigue que:

d

dt
P−1 = −β

[
e−βt (In+m ⊗Q0) +

t∫
0

e−β(t−τ)φφ⊺dτ ⊗ In

]
+ φφ⊺ ⊗ In

= −βP−1 + (φφ⊺ ⊗ In) .
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Por lo tanto:
Ṗ = βP−P (φφ⊺ ⊗ In)P

Entonces:

˙̂
ϑ = Ṗ

[
vec

(
t∫
0

e−β(t−τ)zφ⊺dτ

)
+ e−βtvec

(
Q0Θ̂0

)]
+P

[
vec

(
zφ⊺ − β

t∫
0

e−β(t−τ)zφ⊺dτ

)
− βe−β(t−τ)Q0Θ̂0

]
,

=
(
Ṗ− βP

)[
vec

(
t∫
0

e−β(t−τ)zφ⊺dτ

)
+ e−βtvec

(
Q0Θ̂0

)]
+Pvec (zφ⊺) ,

= −P (φφ⊺ ⊗ In)P

[
vec

(
t∫
0

e−β(t−τ)zφ⊺dτ

)
+ e−βtvec

(
Q0Θ̂0

)]
+Pvec (zφ⊺) ,

= −P (φφ⊺ ⊗ In) ϑ̂+Pvec (zφ⊺) .

Considere ahora la función cuadrática V (ϑ̃) = 1
2
ϑ̃⊺ϑ̃; dado que ϑ̃ = ϑ − ϑ̂ y se trata de un

sistema invariante en el tiempo, procede el análisis de sus trayectorias como:

V̇ (ϑ̃) = −ϑ̃⊺P
[
vec(zφ⊺)− (φφ⊺ ⊗ In)ϑ̂

]
,

= −ϑ̃⊺P
[
vec(Θφφ⊺ + ξφ⊺)− (φφ⊺ ⊗ In)ϑ̂

]
,

= −ϑ̃⊺P
[
(φφ⊺ ⊗ In)ϑ+ vec(ξφ⊺)− (φφ⊺ ⊗ In)ϑ̂

]
,

= −ϑ̃⊺P(φφ⊺ ⊗ In)ϑ̃− ϑ̃⊺P(φ⊗ In)ξ,

donde puede apreciarse cierto grado de robustez del estimador respecto de los efectos de
perturbación; considere el desarrollo siguiente:

V̇ (ϑ̃) ≤ −λmı́n(P)ϑ̃⊺(φ⊺ ⊗ In)
⊺(φ⊺ ⊗ In)ϑ̃− λmáx(P)ϑ̃⊺(φ⊺ ⊗ In)ξ,

≤ −
∥∥∥∥√λmı́n(P)(φ⊺ ⊗ In)ϑ̃+

λmáx(P)

2
√
λmı́nP

ξ

∥∥∥∥2

− λ2máx(P)

4λmı́n(P)
∥ξ∥2,

por lo que ĺım
t→∞

ϑ̃ → 0 aún en presencia de perturbaciones externas en el espacio del estado.

■

La siguiente proposición muestra un estimador paramétrico basado en el modelo no lineal
acoplado del robot.

Proposición 3.7 (Mı́nimos cuadrados recursivos con factor de olvido basado en
el modelo no lineal). Considere la representación paramétrico lineal (2.32) descrita en el
Lema 2.9. La solución del estimador paramétrico:

˙̂
ϑt = Pη⊺(·)

[
W⊺Va − η(·)ϑ̂

]
, ϑ̂(0) = ϑ̂0,

Ṗ = βP−Pη⊺(·)η(·)P, P(0) = P0,
(3.43)

permite reconstruir el vector de parámetros ϑ ∈ Rp, con P ∈ Rp×p, y minimizando el funcio-
nal de costo:

J(ϵ) =
1

2

t∫
0

e−β(t−τ)
(
W⊺Va(τ)− ητ (·)ϑ̂τ

)2

dτ +
1

2
e−βt

(
ϑ̂t − ϑ̂0

)⊺
Q0

(
ϑ̂t − ϑ̂0

)
. (3.44)

Aqúı 0 < β ∈ R denota el factor de olvido.

Demostración. El desarrollo se conduce como en la proposición previa. ■
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3.8. Resultados Experimentales

En esta sección, se presentan los resultados experimentales para dos sistemas electro-
mecánicos subactuados. En primer lugar, el péndulo de Furuta, impulsado por un motor de
CD de imán permanente (PMDC) en la primera articulación. En este caso se consideran
diferentes escenarios. Por un lado, se considera que ambas posiciones están disponibles para
ser medidas. Se observan las velocidades correspondientes y la corriente de armadura del
actuador. Por otro lado, se considera el escenario donde solo está disponible la posición del
brazo. Por tanto, se estiman cuatro señales. La corriente de la armadura, la posición del
péndulo y ambas velocidades. En este caso, los resultados también se presentan en el caso
de que la señal disponible se corrompa intencionalmente, utilizando el tercer observador di-
señado en este caṕıtulo. En una segunda parte, se presentan los resultados del péndulo triple,
impulsado por un motor textbf PMDC único en la primera articulación. Para este caso, los
resultados se presentan bajo el escenario de que se miden las posiciones de los enlaces. Se
observan todas las velocidades y la corriente del inducido del actuador.

3.8.1. El Sistema Mecatrónico Péndulo de Furuta

Resultados de observación

Considere el sistema mecatrónico Péndulo Rotativo o Péndulo de Furuta descrito en el
apéndice B.2. Las posiciones angulares y la corriente de la armadura se obtienen utilizando
el sistema de adquisición de datos. Sin embargo, se consideran diferentes escenarios. Primero,
la posición angular del brazo y el péndulo están disponibles en la ecuación de salida. Por
lo tanto, se reconstruyen la corriente de la armadura y las velocidades angulares. En un
segundo escenario, se considera que solo la posición del brazo se obtiene directamente del
experimento, que es una condición mı́nima para la observabilidad del sistema linealizado.

La posición del brazo se mide en sentido antihorario desde el eje x, y la del péndulo
se toma desde la posición hacia abajo. Se consideran las incertidumbres y perturbaciones
externas dadas por el proceso de adquisición de datos, y cuyos efectos se reducen. Las
cotas correspondientes de la dinámica no lineal se encuentran numéricamente, utilizando
datos obtenidos experimentalmente. La tabla 3.1 resume estos resultados. Las ganancias se

Parámetro Valor numérico
Cota del vector de posición δq = 5
Cota del vector de velocidad δV = 45
Cota del vector de corriente δi = 10
Cota de la matriz de Coriolis δC = 25
Cota del vector de fuerzas gravitacionales δG = 0.0629
Cota inferior de la matriz de inercia λm = 0.0092
Cota del vector de términos exógenos δ1 = 0.5

Tabla 3.1: Valores numéricos debido a las propiedades mecánicas.

obtienen usando Matlab 2015 y cvx 2.1-toolbox. Se aplicó el siguiente algoritmo numérico en
cada caso:

1. Se elije 0 < α ≤ 1 y 0 < ε ≤ 1.

2. Resolver el problema de optimización (3.38) numéricamente usando cvx.
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3. Si existe solución, incrementar α y decrementar ε para mejorar la robustez.

4. Ir al paso 2.

5. La solución es dada una iteración antes de que el paso 2 indique que no hay solución
para (3.38).

Esto conduce a las ganancias dadas en la tabla 3.2 En cada gráfica se usa color azul para

Orden Completo AEM Orden Reducido AEM Orden Completo SM-AEM
α = 60, ε = 0.0004,

L =

[
−0.1822 −0.0014
0.0461 0.0001
0.0001 0.0456
5.4099 0.0406
0.0410 5.4642

]
× 106

α = 60, ε = 0.0004,

L =
[

−2.016 −0.0127
59.8339 0.3757
0.3759 61.0246

] α = 60, ε = 0.0004,

L =
[
−1.9957 −0.0125
59.2305 0.3757
0.3722 60.4100

]
Tabla 3.2: Ganancias numéricas para los observadores diseñados.

representar los datos provenientes de la medición directa, que son los desplazamientos an-
gulares y la corriente de armadura. También se usa para trazar el comportamiento de las
velocidades, cuando se reconstruyen usando derivada sucia . Se usa color rojo para trazar las
señales obtenidas usando el observador de orden completo basado en AEM , el color cyan se
usa para los resultados del observador de orden reducido, y el color morado para las señales
provenientes del observador basado en AEM y SMC. Se observan los siguientes resultados:

La figura 3.1 muestra la reconstrucción de la corriente de armadura. Observe como el
observador de orden completo basado en AEM converge más rápido que las técnicas
restantes, en aproximadamente 40ms, contra 65ms. EL comportamiento en estado
estacionario de todas es muy similar.

La figura 3.2 muestra la reconstrucción de la posición angular del brazo. En este caso
no se muestra el resultado del observador de orden reducido, ya que la señal es medible
y no se reconstruye. Note que el observador de orden completo basado en AEM ofrece
mejores resultados, pues converge en aproximadamente 0.5ms, mientras que la técnica
SM-AEM lo hace en 6ms.

Se obtienen resultados similares para la reconstrucción de la posición angular del péndu-
lo en la figura 3.3. El observador AEM converge en 0.5ms mientras que SM-AEM lo
hace en 9ms.

El robot péndulo de Furuta
1er Experimento 2o Experimento 3er Experimento

tr[ms] PO/PU [ %] tr[ms] PO/PU [ %] tr[ms] PO/PU [ %]
Ia(t) 40 70 70 0.83 0.50 0.30 600 3 200 0.13
q1(t) 0.5 — 6 0.2 — 0.2 20 1 15 0.3
q2(t) 0.5 — 8 0.30 — 0.30 800 7.5 40 3
q̇1(t) 40 70 70 0.27 0.12 0.10 400 36 300 12
q̇2(t) 40 65 65 0.35 0.17.5 0.14 500 15 10 8.3

P3.1 P3.2 P3.3 P3.1 P3.2 P3.3 P3.3 P3.3 P3.3 P3.3

Tabla 3.3: Resultados numéricos del robot péndulo de Furuta.
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La figura 3.4 muestra la velocidad angular del brazo. Aqúı se toma como referencia la
estimación de la velocidad utilizando la derivada sucia. Note que el observador de orden
completo converge más rápido que el resto con 40ms, contra aproximadamente 70ms
del observador de orden reducido y el basado en SM-AEM. Sin embargo, esta tiene
un sobre impulso más grande, de aproximadamente el doble, respecto del observador
de orden reducido, que en este sentido se comporta de modo similar al basado en
SM-AEM.

La figura 3.5 muestra la estimación de la velocidad del péndulo, con un comportamiento
similar al de la velocidad del brazo.
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Figura 3.1: El Péndulo de Furuta:
estimación de la corriente de arma-
dura.
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Figura 3.2: El Péndulo de Furuta:
estimación de la posición angular
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0 10 20 30 40 50 60

Time t[s]

-1

-0.5

0

0.5

1

P
e
n
d
u
lu
m
’s

p
o
s
it
io
n
q
2
[r
a
d
]

Real data

Full order AEM

Joint AEM and SMO

0 0.01 0.02
-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

Figura 3.3: El Péndulo de Furuta:
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Figura 3.4: El Péndulo de Furuta:
estimación de la velocidad del bra-
zo.
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Se reporta un segundo experimento para este sistema cuando se conoce unicamente la
posición del péndulo. Por tanto se estima la corriente de armadura, la posición angular del
péndulo y ambas velocidades, usando el observador de orden completo basado en SM-AEM.

La figura 3.6 muestra la reconstrucción de la posición angular del brazo y la estimación
de su velocidad. La parte (a) muestra como se reconstruye la posición satisfactoria-
mente. La parte (b) muestra la señal estimada de su velocidad.

La figura 3.7 muestra la estimación de la posición del péndulo en (a) y su velocidad en
(b). Note como la estimación de la posición mantiene un buen comportamiento. Sin
embargo, en algunos instantes (alrededor de los 3s, 10s, 15s, y 27s principalmente), se
observan errores muy grandes, de aproximadamente 20 grados.

En la figura 3.8 se muestra la estimación de la corriente de armadura. Se aprecia como
el estimado converge en aproximadamente 0.6s a la señal real, cuando el error en estado
estacionario se mantiene pequeño. La segunda parte muestra el comportamiento de la
variable de deslizamiento. Note que la variable converge en 15ms aproximadamente.

Finalmente se repite el experimento anterior, introduciendo un pequeña perturbación en el
péndulo, en el intervalo t ∈ [40, 45] segundos.

La figura 3.9-(a) muestra la evolución de la variable deslizante. Se muestra una vis-
ta amplificada del comportamiento transitorio, al inicio del experimento y cuando se
presentan las perturbaciones. Al inicio del experimento se presenta un tiempo de con-
vergencia de 15ms. Cuando se introducen las perturbaciones en el instante 40s, le toma
15ms a la variable deslizante reincorporarse a la superficie de deslizamiento. Por otro
lado, la figura 3.9-(b) muestra la estimación de la corriente de armadura, con un tiem-
po de convergencia de unos 200ms, mientras que el tiempo de recuperación después de
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la perturbación es de 80ms. El error en estado estacionario es pequeño, mostrando un
comportamiento aceptable.

La figura 3.10 la reconstrucción de la posición del brazo (a) y la estimación de su
velocidad angular (b). En el primero se nota que el tiempo de convergencia es apro-
ximadamente de 12ms, mientras que el tiempo de recuperación es de unos 0.7s. La
estimación de la velocidad tiene un comportamiento similar..

Finalmente, la figure 3.11 muestra la estimación de la posición del péndulo y su velo-
cidad. Note como la posición estimada alcanza una zona de estabilidad alrededor del
valor real en 0.27s aproximadamente. Sin embargo se puede apreciar un error conside-
rable entre los 10s y 20s. Además, cuando se introduce la perturbación a los 40s existe
un sobre impulso de aproximadamente 63 grados. Por lo tanto, la condición de que solo
esté disponible la posición del brazo es peligrosa bajo la acción de este observador. La
parte (b) muestra el comportamiento de la estimación de velocidad.
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Figura 3.6: Resultados experimen-
tales con modos deslizantes conven-
cionales: (a) reconstrucción de la
posición del brazo, (b) estimación
de la velocidad del brazo.
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Figura 3.8: Resultados experimen-
tales con modos deslizantes conven-
cionales: (a) estimación de la co-
rriente de armadura, (b) evolución
de la variable deslizante.
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Figura 3.9: Resultados experimen-
tales con efectos inciertos: (a) va-
riable deslizante, (b) estimación de
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Resultados de estimación paramétrica

Para la estimación de parámetros, considere primero el caso en el que se dispone por
completo del estado del sistema para su medición; además es posible construir su deriva-
da temporal, usando un diferenciador de Levant. En una primera instancia, considere los
resultados numéricos descritos a continuación:

3.8.2. El sistema TLIP impulsado por un motor de CD

El Triple Péndulo Invertido (TLIP) es un sistema subactuado desafiante desde el punto
de vista de control, puesto que cuenta con dos articulaciones pasivas por una sola directa-
mente actuada. Por este motivo, los enfoques tradicionales para conseguir su estabilización
alrededor de un punto de equilibrio inestable basadas en la aproximación lineal del modelo, o
una retroalimentación linealizante son ineficaces en situaciones prácticas, donde se presentan
múltiples efectos adversos a la vez. En tales condiciones, la estabilización de esta clase de
sistemas se convierte en un problema dif́ıcil de resolver.

En este experimento de estimación del estado se consideran conocidas las variables de po-
sición de los tres eslabones; se calcula entonces las tres velocidades articulares y la corriente
de armadura del motor de CD. Vea las figuras 3.18-3.24. Las ganancias del observador se ob-
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Figura 3.10: Resultados experi-
mentales con efectos inciertos: (a)
estimación de la posición del brazo,
(b) estimación de la velocidad del
brazo.
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Figura 3.11: Resultados experi-
mentales con efectos inciertos:
(a) estimación de la posición
del péndulo,(b) estimación de la
velocidad del péndulo.

tienen usando Matlab 2015 y cvx 2.1-toolbox, igual que en el último ejemplo. Los parámetros
utilizados se muestran en la tabla 3.4. Aqúı se aplica el problema de optimización restringida
de forma similar al ejemplo previo, obteniéndose las ganancias del observador de la tabla 3.2

Orden completo AEM Orden reducido Orden completo SMO-AEM
α = 45, ε = 0.004,

L =


−35.244 −0.443 −0.337
12.64 −0.04 0.037
−0.04 12.72 −0.008
0.037 −0.008 12.84
1109.5 22.06 4.55
21.87 1147.5 −0.71
4.6 −0.77 1158.5

× 103

α = 45, ε = 0.004,

L =

[
2.00 0.034 0.0017
58.94 1.004 0.05
1.00 60.14 0.001
0.05 0.001 60.125

] α = 65, ε = 0.004,

L =

[
2.15 0.0034 0.0017
63.72 1.00 0.05
1.02 65.07 0.0008
0.05 0.0008 65.06

]

Tabla 3.4: Resultados numéricos para el robot TLIPs.

Pueden apreciarse los siguientes detalles:

La figura 3.18 muestra la estimación de la corriente de armadura del motor de CD.
Note como en los tres casos la estimación parece converger al mismo tiempo en aproxi-
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Figura 3.12: Respuesta de la es-
timación paramétrica: parámetro
−L−1

a Ra de la aproximación cua-
si lineal.

Figura 3.13: Respuesta de la es-
timación paramétrica: parámetros
−L−1

a KeW⊺ de la aproximación
cuasi lineal.

madamente 60ms. Sin embargo note que el comportamiento de la señal estimada por
el observador de orden completo basado en AEM-SM es más suave.

Las figuras 3.19-3.21 muestran la reconstrucción de las señales de posición de ambos
eslabones con los observadores de orden completo. Note que para estas posiciones
angulares, el observador basado enAEM converge en unos 40µs en cada caso, mientras
que el observador basado enAEM-SM lo hace en 3.8ms, 5.2ms y 3.7s respectivamente.

Las figuras 3.22-3.24 muestran la estimación de las velocidades angulares. El primer
diseño converge un poco más rápido en todos los casos. Sin embargo, el sobre impulso es
aproximadamente 50% más grande que en los dos diseños restantes. El comportamiento
en estado estacionario es muy similar en todos los casos y el error de estimación es
pequeño.

3.9. El Péndulo Doble Sobre el Carro con Articulación

Restringida

En esta sección se muestran los resultados de la estimación de los observadores diseñados
en la plataforma Péndulo Doble sobre el Carro modificada, y mostrada en la figura 3.25. Sus
parámetros numéricos se muestran en la tabla 3.5. Los resultados se obtienen fuera de linea
y se comparan con un observador de orden completo de la misma naturaleza. La tabla 3.6
muestra las ganancias obtenidas y los parámetros de ajuste en cada caso. El comportamiento
se muestra en las figuras 3.20-3.27. En todos los casos, las señales de color rojo muestran
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Figura 3.14: Respuesta de la es-
timación paramétrica: parámetros
del bloque A31 de la aproximación
cuasi lineal.

Figura 3.15: Respuesta de la es-
timación paramétrica: parámetros
del bloque A32 de la aproximación
cuasi lineal.

el comportamiento del observador de orden completo basado en AEM, el azul se usa para
el observador de orden reducido basado en la representación cuasi-lineal y el color magenta
muestra los resultados del observador de orden reducido basado en el modelo no lineal. Las
señales medidas directamente se muestran en color amarillo. Las velocidades son estimadas
también usando la derivada sucia y se usan como referencia para comparar los resultados
de los observadores. También se presentan en color amarillo. Se ha desarrollado un estudio
comparativo respecto de las señales de error; se comparan las señales referentes a las veloci-
dades provenientes de la derivada sucia y los observadores. Los resultados se resumen en la
tabla 3.7, donde se exhibe la comparativa del desempeño en términos de algunos parámetros
de respuesta transitoria y en estado estacionario:

∥ess∥ es la magnitud de el error en estado estacionario pico a pico, cuyas unidades se
dan en [m

s
] o [ rad

s
];

ts es el tiempo de establecimiento en segundos;

Mp es el máximo sobreimpulso/mı́nimo subimpulso, medido con respecto del error en
estado estacionario máximo.

La figura 3.26 ilustra los resultados del estudio comparativo. La ĺınea roja en un nivel de
100% revela los resultados del FOO. Las barras de color azul corresponden al observador de
orden reducido basado en la representación cuasi-lineal, mientras que las barras en magenta
muestran los resultados del observador de orden reducido basado en el modelo no lineal. Se
formulan las siguientes conclusiones respecto al observador basado en el modelo no lineal:

se reduce drásticamente el radio de la banda de error en estado estacionario;
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Figura 3.16: Respuesta de la es-
timación paramétrica: parámetros
del bloque A33 de la aproximación
cuasi lineal.

Figura 3.17: Respuesta de la es-
timación paramétrica: parámetro
L−1
a de la matriz B de la aproxi-

mación cuasi lineal.

Figura 3.18: Corriente de armadu-
ra.
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Figura 3.19: Posición angular del
primer péndulo.
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Figura 3.20: Posición angular del
segundo péndulo.
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Figura 3.21: Posición angular del
tercer péndulo.
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Figura 3.22: Velocidad del primer
péndulo.
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Figura 3.23: Velocidad del segundo
péndulo.

se reduce de forma significativa el tiempo de sostenimiento en la estimación de la
velocidad del carro y la del primer péndulo, mientras que para el segundo péndulo se
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Figura 3.24: Velocidad del tercer
péndulo.
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Figura 3.25: Esquema de la plataforma experimental

mantiene casi en el mismo valor;

se reduce el sobreimpulso en la estimación de la velocidad del carro, aunque se in-
crementa en los otros casos. Para el primer péndulo es el doble, mientras que para
el segundo es aproximadamente un 9.7% mayor. Cabe resaltar sin embargo que en
vista de que el valor de Mp se determina respecto del radio de la banda de error en
estado estacionario, los efectos adversos pueden considerarse como no peligrosos. Por
ejemplo, para el caso del primer péndulo, el observador de orden completo muestra
un sobreimpulso de 11.8% (0.04755 rad

s
), mientras que con el NLROO es de 24.7%

(0.0215 rad
s
).

3.10. Conclusiones

En este caṕıtulo se han diseñado diferentes técnicas para la estimación de las variables de
estado desconocidas para diferentes casos, usando técnicas robustas en presencia de efectos

Tabla 3.5: Parámetros numéricos de la plataforma experimental.

M = 0.8 [kg] l2 = 0.2 [m] lp = 0.05 [m]
m1 = 0.2 [kg] lc1 = 0.2 [m] l0 = 0.1 [m]
m2 = 0.1 [kg] lc2 = 0.1 [m] k1 = 100 [N/m]
mj1 = 0.2 [kg] ls = 0.05 [m] k2 = 100 [N/m]
l1 = 0.2 [m] la = 0.05 [m]
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Tabla 3.6: Ganancias y parámetros de ajuste de los observadores.

Orden completo Orden reducido Orden reducido
(cuasi-lineal) (No lineal)

α = 1,
ε = 1× 10−6,

L1 =

 −0.0063 −0.0334 −0.0082
0.0167 0.0000 0.0000
0.0000 0.0167 0.0000
0.0000 0.0000 0.0167
0.0128 0.0679 0.0167
0.0674 3.5228 0.0779
0.0166 0.0779 3.2252

× 109,

α = 1,
ε = 10× 10−9

L2 =

[
0.5689 1.5262 0.3754
1.1598 3.0976 0.7618
4.6673 47.5633 4.8547
1.1479 4.8547 29.0181

]
,

α = 10,
ε = 100× 10−15

µ = 100× 10−12

P11 = 0.012,
L1 = [ −42.6667 , 0 , 0 ]
L2 = 101.8253I3.

Tabla 3.7: Resultados experimentales.

Parámetros
Técnica ∥ess∥[·/s] ts[s] Mp[ %]
FOO 0.364 0.403 0.833 4.40 1.654 1.514 62.58 11.8 22.88

QLROO 0.406 0.437 2.57 4.63 5.07 3.4 65.54 56.5 23.57
NROO 0.013 0.087 0.267 0.257 1.187 1.520 43.1 24.7 25.1

Señales q̇1− ˙̂q1 q̇2− ˙̂q2 q̇3− ˙̂q3 q̇1− ˙̂q1 q̇2− ˙̂q2 q̇3− ˙̂q3 q̇1− ˙̂q1 q̇2− ˙̂q2 q̇3− ˙̂q3
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Figura 3.26: Estudio comparativo
sobre el desempeño de los observa-
dores propuestos.

Figura 3.27: Reconstrucción de la
corriente de armadura.
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Figura 3.28: Reconstrucción de la
velocidad del carro.

Figura 3.29: Reconstrucción de la
velocidad del primer péndulo.

Figura 3.30: Reconstrucción de velo-
cidad del segundo péndulo.

Figura 3.31: Error de estimación de
la velocidad del carro.
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Figura 3.32: Error de estimación de
la velocidad del primer péndulo.

Figura 3.33: Error de estimación de
la velocidad del segundo péndulo.

de perturbaciones e incertidumbres de diferente naturaleza sobre la ecuación de evolución
del estado. En este estudio se ha usado un observador tradicional en la forma de Luenberger,
sintonizado con el método de Elipsoide Atractivo, el cual posee la estructura más simple,
aunque tiene algunas desventajas importantes, entre las cuales destaca el hecho de que deben
también reconstruirse las señales medibles. Por este motivo se diseñan observadores de orden
reducido basados en la forma cuasi-lineal y directamente desde el modelo no linal. Se muestra
que este último muestra mejores caracteŕısticas en la estimación de las señales desconocidas.
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Caṕıtulo 4

Diseño de Control

“To raise new questions, new possibilities, to regard old problems from a new angle,
requires creative imagination and marks real advance in science.”

— Albert Einstein.

4.1. Introducción

El estudio de control de los robots subactuados es un tema particularmente importante
en el presente y futuro de la ingenieŕıa aplicada en situaciones reales. Tal como se aborda en
la Sección 1.1, el desarrollo actual en el campo de la robótica se concentra en gran medida
en las aplicaciones de cooperatividad y movilidad. Los sistemas cooperativos de robots han
requerido de inducir flexibilidad y elasticidad en sus eslabones para mejorar las condiciones
de seguridad de los agentes ante el latente riesgo de colisión; en las aplicaciones relacionadas
con la movilidad aparecen inherentemente sistemas de robótica móvil. Ambas aplicaciones
conducen al estudio de robots subactuados; los sistemas pendulares son una clase de sistemas
subactuados de bajo orden diseñados para generar experiencia en el diseño de algoritmos pa-
ra su control que posteriormente se aplican a sistemas mas complejos con las consideraciones
apropiadas. En el caṕıtulo previo se trató el problema de estimación del estado para esta
clase de robots, donde se ha dejado claro la motivación para poner atención particular en
esta tarea, además de la importancia por resolverse apropiadamente mostrando una mirada
hacia las complicaciones en el control. En este sentido, el caso particular de control de ro-
bots de sistemas subactuados presenta diferentes circunstancias para tomar en cuenta: (a)
poseen restricciones no holonómicas de aceleración, lo cual impide desarrollar movimientos
controlados en cualesquiera dirección en un momento dado; (b) la propiedad fundamental de
controlabilidad o estabilizabilidad se cumple únicamente en algunas regiones del espacio del
estado, y conforme se incrementa el orden del sistema y se viola la propiedad de acoplabilidad
inercial, la región de controlabilidad o estabilizabilidad se reduce considerablemente, por lo
que la aproximación lineal resulta insuficientemente robusta para estabilizarlo; (c) poseen un
grado relativo no estricto y resultan en sistemas de fase no mı́nima en su gran mayoŕıa, por lo
cual es imposible compensar la dinámica no lineal. Además de estas propiedades desafiantes
bien reconocidas, en un ambiente no controlado de experimentación en tiempo real suceden
fenómenos inciertos que complican el procedimiento de control, perturbaciones externas,
modificaciones en los parámetros de la dinámica, etc. Las propiedades y situaciones previa-
mente descritas sugieren la necesidad por el diseño de estrategias de control no lineales para
la estabilización de los robots subactuados, que mejoren las propiedades de la aproximación
lineal y que respondan a la latencia de incertidumbres y perturbaciones. Los algoritmos de
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control robusto permiten rechazar los efectos de perturbación o reducir los efectos que estos
producen sobre la dinámica a través de una señal de control de alta ganancia que implica
un uso excesivo de enerǵıa y podŕıa resultar en señales de control complejas de instrumentar
en la realidad. Tal como se ha tratado antes, la incorporación del modelo dinámico de los
actuadores en el diseño del control relaja considerablemente estos efectos, al actuar como un
filtro pasabajas y resultando en señales de control apropiadas. Adicionalmente, los sistemas
de control adaptativo ajustan las señales de control robusto a las cualidades del sistema
mediante un proceso de identificación paramétrica que reduce la violencia natural de una
señal que genera robustez.

4.1.1. Trabajo relacionado

Los sistemas subactuados han sido objeto intensivo de estudio durante las últimas déca-
das en el campo del control automático debido a que presentan caracteŕısticas desafiantes,
además de que han encontrado multitud de aplicaciones en la industria, la medicina, tecno-
loǵıa espacial, etc. (vea [35] y [33] para una reseña completa). Un mecanismo subactuado
posee más grados de libertad que actuadores independientes ([14], [33], [49], [43]), es decir,
algunas coordenadas generalizadas no son impulsadas directamente por un actuador. Esta
condición puede surgir por diferentes motivos, tales como la anulación de uno o más actua-
dores en un sistema completamente actuado por fallas, por la naturaleza dinámica, como es
el caso de robots móviles, etc. Además de estas circunstancias, a lo largo de los años se han
diseñado robots subactuados de laboratorio que contribuyen a ganar experiencia en siste-
mas complejos de control. La clase de sistemas experimentales más común son los sistemas
tipo péndulo, como el sistema Pendubot, el Acrobot, el péndulo de Furuta, el de Kapitza,
el péndulo invertido sobre un carro, etc.; en las referencias [14] y [49] clásicas de sistemas
subactuados encontrará ejemplos adicionales. El Péndulo Invertido Triple por su parte ha
sido ampliamente utilizado para demostrar teoŕıas de control automático, tal como en [12]
donde se presenta un controlador estabilizante por retroalimentación robusta del estado, y
[13] donde se hace uso de un control óptimo de horizonte infinito. Sin embargo, en la ma-
yoŕıa de los casos que se puedan citar, el modelo dinámico utilizado para la sintonización
del control supone que la masa de cada eslabón se encuentran concentradas a lo largo de
su longitud, sin tomar en cuenta la contribución inercial de la geometŕıa de los eslabones.
En la mayoŕıa de las aplicaciones, y particularmente en el caso de los controladores basados
en el modelo, se requiere de un modelo matemático lo suficientemente preciso que describa
su comportamiento dinámico. En el caso de robots eslabonados es aconsejable considerar la
geometŕıa de los eslabones en el concepto de control; vea por ejemplo [19], donde se desa-
rrolla un estudio sobre el control de balanceo y estabilización del péndulo triple sobre un
carro. Vea también [8], donde se obtiene un modelo dinámico del péndulo invertido triple
usando derivadas fraccionales. El control de los sistemas subactuados, y quizá sea posible
generalizar a los sistemas robóticos, ha sido abordado considerando únicamente el modelo
del mecanismo sin tomar en cuenta el modelo dinámico que gobierna a los actuadores, lo
cual resulta en una práctica funcional, dado que la dinámica de esta parte del sistema es muy
lenta, en comparación con la parte eléctrica que opera en los actuadores electromecánicos.
Sin embargo, debido a que la gran mayoŕıa de las aplicaciones considera el uso de motores
de CD con o sin escobillas, el acoplamiento del modelo del sistema mecánico con el de los
actuadores conduce a diferentes ventajas, entre las cuales se encuentra el hecho de que éstos
poseen una dinámica predominantemente lineal, con lo cual se obtiene afinidad respecto de la
entrada de control, insensibilidad a los controladores de alta ganancia, etc. Particularmente,
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el caso del diseño de control robusto por AEM resulta en un proceso considerablemente más
simple ([37]). El control robusto de sistemas mecánicos subactuados sujetos de efectos de
perturbaciones es un tópico importante en vista de que éstos pueden afectar directamente a
las articulaciones no actuadas, por lo que la condición de acoplamiento de las perturbaciones
deja de cumplirse y complica su compensación. Por este motivo, y aunado a las situaciones
que suelen ocurrir en un ambiente experimental, el problema de control robusto para esta
clase de sistemas es un tema desafiante e interesante.

4.1.2. Descripción de la contribución

El caṕıtulo enmarca las siguientes contribuciones:

El diseño de una estrategia de control robusto por retroalimentación estática del estado
para la estabilización de robots subactuados o completamente actuados impulsados por
motores PMDC independientes usando AEM y el concepto de estabilidad UUB.

Un estudio comparativo sobre la aplicación de distintas estrategias de control por
modos deslizantes en los sistemas de interés.

Un algoritmo de control novedoso basado en el modelo no lineal y AEM para la clase
de sistemas abordada.

Una estrategia de control por robusto-adaptable por ubicación de polos, basada en el
método de elipsoide atractivo que genera robustez en la respuesta y reduce considera-
blemente el efecto violento de la señal de control.

4.2. Preliminares y Planteamiento del Problema

4.2.1. Suposiciones aceptadas

Considere el sistema robótico descrito en la representación del espacio del estado, dados en
la sección 2.5.2. Las siguientes suposiciones permiten concluir con los resultados propuestos.

I) El sistema dinámico se desenvuelve en una variedad compacta del espacio del estado
M ⊂ D ⊆ Rr, que contiene la solución trivial del sistema nominal (i.e., cuando
ϑ(t) = 0);

II) el sistema nominal no lineal considerado es controlable, al menos en la vecindad local
de la solución deseada;

III) la entrada de control es una función del estimado del estado, del cual se sabe, posee
cierto grado de error respecto al estado real;

IV ) el robot puede ser descrito en la forma estándar de robótica acoplada con los actuadores
tratada en la sección 2.5 ;

El problema se formula entonces como sigue:
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CAPÍTULO 4. DISEÑO DE CONTROL Bonifacio Sánchez Resendiz

4.2.2. Problema general

Problema 4.2.1. El problema de control consiste en estabilizar sistemas mecánicos eslabo-
nados de cadena cinemática abierta, subactuados y de orden superior, impulsados por motores
eléctricos independientes de CD de imanes permanentes, alrededor de una configuración de
equilibrio del sistema nominal, en presencia de perturbaciones externas, incertidumbres pa-
ramétricas y de modelo, e indisponibilidad de algunas variables de estado para su medición
directa.

4.3. Control Robusto

4.3.1. Control basado en el método del elipsoide atractivo

Considere el sistema dinámico en la representación cuasi-lineal descrita en el Remark 2.8.
Dado que no se dispone del estado completo, se propone el controlador por retroalimentación
estática del estimado del estado ut = Kx̂, con K ∈ Rr×n, que conduce a la estructura general
del sistema de control en lazo cerrado:

ẋt = (A+BK)xt + ξ(xt, t)−BKx̃, x(t0) = x0, (4.1)

lo cual sugiere tratar al error de estimación por medio del controlador robusto. La siguiente
proposición resuelve el problema propuesto.

Proposición 4.1. Considere la representación cuasi-lineal del sistema electromecánico en
la forma (2.28). Si existe la solución (α, ε,P,K) para la desigualdad matricial:

Θ =

[
PAα +A⊺

αP+PBK+K⊺B⊺P+ εδ1Ir , P
P , −εIr

]
< 0 (4.2)

donde Aα = A+ α
2
Ir, entonces la función de almacenamiento en la forma cuadrática clásica

V (xt) = x⊺tPxt, satisface:

ĺım
t→∞

x⊺Pattx ≤ 1, Patt =
α

β
P (4.3)

esto es, las trayectorias del sistema convergen a la elipsoide invariante:

E(0,Patt) = {xt ∈ Rr : x⊺tPattxt ≤ 1} , (4.4)

Por lo tanto se concluye con estabilidad UUB, con los parámetros:

b =
√

β
α
λmin (P−1),

T = 1
α
ln
{

αV (x0)−β
ακ

}
,

(4.5)

para el escalar constante 0 < κ suficientemente pequeño.

Demostración. Considere la función energética en a forma cuadrática clásica V (xt) = x⊺tPxt, 0 <
P = P⊺ ∈ Rr×r. Al tomar la derivada temporal a lo largo de las trayectorias del sistema:

V̇ (xt) = x⊺t [P (A+BK) + (A⊺ +K⊺B⊺)P]xt + 2x⊺tP [ξ(xt, t)−BKx̃] .
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La representación de estado extendido se obtiene como:

V̇ (xt) =

[
xt

ξ(xt, t)

]⊺ [
P (A+BK) + (A⊺ +K⊺B⊺)P P

P 0

] [
xt

ξ(xt, t)

]
,

Permı́tase aplicar aqúı el método del elipsoide atractivo, al sumar y restar los términos
αV (xt) y ε∥ξ(xt, t)∥2. Sigue que:

V̇ (xt) =

[
xt

ξ(xt, t)

]⊺
Θ

[
xt

ξ(xt, t)

]
− αV (xt) + β, β = εδ0,

donde Θ está dada en el cuerpo de la proposición. Si se satisface la desigualdad matricial
procede:

V̇ (xt) ≤ −αV (xt) + β,

que permite concluir con estabilidad UUB, pues se halla la solución como:

V (xt) ≤
β

α
+

[
V (x0)−

β

α

]
e−αt.

Al tomar el ĺımite cuando t→ ∞, sigue que:

ĺım
t→∞

V (xt) ≤
β

α
,

lo cual, al tomar en cuenta la forma de la función de Lyapunov candidata resulta en la
elipsoide invariante (4.4). Finalmente se determina la cota y el tiempo de convergencia que
permiten concluir con estabilidad UUB. A partir de la expresión previa sigue que:

ĺım
t→∞

x⊺tPxt ≤
β

α
=⇒ ĺım

t→∞
∥xt∥ ≤ b,

para el escalar constante positivo b dado en la proposición. El tiempo de convergencia T a
la elipsoide invariante se halla al resolver la siguiente ecuación:

β

α
+

[
V (x0)−

β

α

]
e−αT =

β

α
+ κ, 0 < κ,

para el escalar constante κ positivo lo suficientemente pequeño.
■

El siguiente lema trata de la factibilidad de la desigualdad matricial.

Lema 4.1 (Sobre la factibilidad de la desigualdad matricial). Considere la desigualdad ma-
tricial −Θ > 0. Se elige:

Ψ =

[
PAα +A⊺

αP+PBK+K⊺B⊺P+ εδ1Ir 0
0 εIr

]
, P⊺ =

[
−P
0

]
, Q⊺ =

[
0
Ir

]
,

y claramente Λ = Ir, de modo que:

WP =

[
0
Ir

]
, WQ =

[
Ir
0

]
.

Con ésto resultan las siguientes condiciones para la factibilidad de la desigualdad matricial:
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WP
⊺ΨWP > 0: ésta condición resulta en εIr > 0, que resulta cierta, dado que 0 < ε.

WQ
⊺ΨWQ > 0: que concluye con 0 < PAα + A⊺

αP + PBK + K⊺B⊺P + εδ1Ir lo
que establece la controlabilidad del par (A,B), lo cual se satisface a través de las
suposiciones.

Por lo que la desigualdad matricial es factible.

El siguiente lema establece la solución de la desigualdad a través de una LMI.

Lema 4.2 (Sobre la solución de la desigualdad matricial). Considere el siguiente
cambio de variable X = P−1, Y = KP−1,la desigualdad matricial (4.2) es equivalente a
resolver la siguiente LMI.

Θ̄ =


−AαX−XA⊺

α −BY −Y⊺B⊺ −In X

−In εIn 0

X 0 1
εδ1

In

 > 0, (4.6)

donde Aα = A+ α
2
In. La solución se obtiene como P = X−1, K = YX−1.

Demostración. Considérese la transformación de similitud:

T =

[
P−1 0
0 In

]
.

de modo que Ξ = T⊺ΘT queda:

Ξ =

[
AαP

−1 +P−1A⊺
α +BKP−1 +P−1K⊺B⊺ + εδ1P

−2 Ir
Ir −εIr

]
< 0,

que al introducir el cambio de variableX = P−1, Y = KP−1, es equivalente a:[
−AαX−XA⊺

α −BY −Y⊺B⊺ −Ir
−Ir εIr

]
−

[
εδ1X

2 0
0 0

]
> 0.

La segunda matriz del lado izquierdo de la última expresión puede descomponerse como:[
εδ1X

2 0
0 0

]
=

[
X
0

] [
ϵδ1Ir

] [
X 0

]
.

Finalmente, al aplicar el complemento de Schur queda la desigualdad matricial (4.6). ■

La solución del algoritmo implica resolver el siguiente problema de minimización restrin-
gida:

Lema 4.3 (Sobre la solución numérica de la desigualdad matricial). Tomando la
definición de la elipsoide (4.4), y en vista de que la longitud de sus semiejes es inversamente
proporcional a los valores propios de Patt, el problema consiste en determinar las constantes
α, ε, P, K tales que la LMI (4.6) se satisface, para lo cual debe resolverse el problema de
minimización restringida:

minimizar β
α
tr (P−1) ,

sujeto a Θ̄ > 0,K, 0 < P, 0 < α, ε.
(4.7)

al elegir α tan grande como sea necesario, y ε,que es directamente proporcional a β, tan
pequeña como sea posible.
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4.3.2. Diseño de control por modos deslizantes

Considere nuevamente la representación cuasi-lineal dada en la Proposición 2.8. Se de-
fine la función de almacenamiento como V (σt) = 1

2
σ⊺
t σt, donde σt ∈ Rr se llama variable

deslizante. El objetivo de control es que las trayectorias del sistema converjan a la superficie
de deslizamiento dada como:

S(xt) = {xt ∈ Rr : σ(xt) = 0, σ̇t = 0}, (4.8)

en tiempo finito. Dependiendo de los objetivos de control σ(xt) puede adoptar diferentes
configuraciones. En las secciones siguientes se proponen algunas formas particulares para la
clase de sistemas abordados.

Modos deslizantes dinámicos

En controlador por modo deslizante dinámico (dSMC, dynamic Sliding Mode Control)
la función de control se encuentra contenida en la variable de deslizamiento. Esta práctica
permite reducir considerablemente el efecto de “chattering”, en virtud de que esta señal es
integrada antes de ser aplicada a la planta. La siguiente proposición muestra un control
estabilizante para la clase de sistemas propuesta, haciendo uso de este tipo de control.

Proposición 4.2. Considere el sistema robótico dado en la forma cuasi-lineal descrita en
la Proposición 2.8 y la variable de deslizamiento:

σt = Kxt + ut, K ∈ Rm×r (4.9)

donde K el la retroalimentación estática del estado obtenida para el sistema nominal usando
la fórmula de Ackerman-Utkin[47]. Esta ganancia tiene la siguiente estructura:

K = [K1 , K2 , K3] , K1 ∈ Rm×m, K2, K3 ∈ Rm×n. (4.10)

El control discontinuo

u̇t = −ρ Sign(σt) + unom, 0 < ρ ∈ Rm×m,

tr(ρ) >
√
λmáx(K

⊺
3K3) (η0 + η1∥x∥2),

(4.11)

con
unom = [K1L

−1
a Ra −K3A31]x1 −K3A32x2

+ [K1L
−1
a KeW

⊺ −K2 −K3A33]x3 −K1L
−1
a ut,

(4.12)

y

Sign(σt) =

sign(σ1)...
sign(σm)

 ,
garantiza que las trayectorias del sistema alcanzan la variedad de deslizamiento (4.8) en el
tiempo finito:

tr =

√
2

tr(ρ)
V

1
2 (σ(t0)) + t0, (4.13)

donde la función de almacenamiento V (σt) ha sido definida como V (σt) =
1
2
σ⊺
t σt.
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Demostración. La derivada de la variable de deslizamiento a lo largo de las trayectorias del
sistema se determina como:

σ̇t = −K1 [L
−1
a Rax1 + L−1

a KeW
⊺x3 − L−1

a ut] +K2x3

+K3 [A31x1 +A32x2 +A33x3 + ξ3(xt, t)] + u̇t.

Por otro lado, las trayectorias de la función energética:

V̇ (σt) = σ⊺
t {K1 [A11x1 +A13x3 +B1ut] +K2x3

+K3 [A31x1 +A32x2 +A33x3 + ξ3(xt, t)] + u̇t} .

Si u̇t se da como u̇t = unom + uσt , para el control nominal dado en la proposición, sigue que:

V̇ (σt) = σ⊺
t {uσt +K3ξ3(xt, t)}

Permı́tase introducir el control discontinuo uσt = −ρ Sign(σ), 0 < ρ ∈ Rm×m. Procede que:

V̇ (σt) = σ⊺
t {−ρSign(σt) +K3ϑ3(xt, t)}

= −σ⊺
t ρSign(σt) + ∥σt∥ ∥K3ϑ3(xt, t)∥

En vista de que ρ ≤ tr(ρ), entonces:

V̇ (σt) ≤ −∥σt∥
{
tr(ρ)−

√
λmáx(K

⊺
3K3)∥ϑ3,x,t∥

}
≤ −∥σt∥

{
tr(ρ)−

√
λmáx(K

⊺
3K3) (η0 + η1∥x∥2)

}
.

Bajo la condición que tr(ρ) >
√
λmáx(K

⊺
3K3) (η0 + η1∥x∥2) dada en (4.11), se demuestra la

proposición. ■

La ventaja de esta clase de control por modos deslizantes es la reducción de el efecto de
chattering, debido a que el efecto del control discontinuo se oculta tras la integral, que actúa
como filtro pasa-bajas. Esto lo hace una buena opción para implementarse en tiempo real.
Sin embargo, la siguiente sección muestra una alternativa un tanto más atractiva.

Control por modos deslizantes integrales

La proposición siguiente resuelve el problema de control robusto usando modos deslizantes
integrales (iSMC, integral Sliding Modes Control).

Proposición 4.3. Para el sistema considerado en la forma cuasi lineal se define la función
de control de modo que ut = u0 + u1. Al diseñar la variable de deslizamiento como:

σt = G (xt − xn)
ẋn = Axt +Bu0, xn(t0) = xn0 ,

(4.14)

donde u0 es el control lineal diseñado para la parte nominal1. Aqúı la ganancia estática
G ∈ Rm×r se elige de modo que GB = L−1

a y Gξ(xt, t) = ξ3(xt, t).Por lo que el control
conmutado:

ut = u0 − LaρSign(σt), 0 < ρ ∈ Rm×m,

tr(ρ) >
√
η0 + η1∥xt∥2.

(4.15)

1Ésta puede ser diseñada para el modelo nominal, usando por ejemplo un regulador cuadrático lineal
(LQR)
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Demostración. Se diseña una estrategia de control por modos deslizantes integrales iSMC;
considérese la variable deslizante (4.14).Su derivada temporal a lo largo de las trayectorias
del sistema dado en la forma cuasi lineal queda:

σ̇t = G [Axt +B(u0 + u1) + ξ(xt, t)]−Axt −Bu0 (4.16)

Se define a función de enerǵıa en la forma cuadrática clásica V (σ) = 1
2
σ⊺σ. Sigue que:

V̇ (σ, t) = σ {GBu1 +Gξ(x, t)}

Se propone el controlador por modos deslizantes, como:

u1,t = − (GB)−1 ρSign(σ) (4.17)

Por lo tanto, la derivada de la función energética queda:

V̇ (t, σ) = σ {−ρSign(σ) +Gξt}
≤ −{tr(ρ)− ∥Gξt∥} ∥σt∥

(4.18)

sigue que:

V̇ (t, σ) ≤ −
(
tr(ρ)−

√
η0 + η1∥xt∥2

)
∥σt∥

El controlador iSMC adopta la forma dada en (4.15). ■

El sistema se comporta de forma similar a la respuesta ante el controlador dSMC pre-
viamente propuesto, tal como puede constatarse en los resultados de simulación al final
del caṕıtulo. Note que hasta el momento se ha considerado la forma cuasi-lineal del mode-
lo dinámico, donde los términos de orden superior, junto con las dinámicas inciertas y las
perturbaciones han sido dominadas por un término de robustez. En la siguiente sección se
presenta un controlador robusto basado en el modelo no lineal usando AEM.

4.4. Diseño de control robusto usando el modelo no-

lineal

4.4.1. Descripción del sistema

Considérese el sistema no lineal en la forma(??); aqúı se asume que el vector del estado
está disponible para su medición directa. Se diseñará un controlador por retroalimentación
estática del estado ut = Kxt, K =

[
K1 K2 K3

]
∈ Rm×r, r = 2n+m. Aqúı K1 ∈ Rm×m

y K2,K3 ∈ Rm×n. La representación en lazo cerrado queda ẋt = Λxt + κ(xt, t), como:

ẋt =

L−1
a (K1 −Ra) L−1

a K2 L−1
a (K3 −KeW

⊺)
0 0 In

D−1(x2)WKτ 0 −D−1(x2)C(x2, x3)

xt +
 0

0
D−1(x2) [ϑ(t)−G(x2)]

 .
4.4.2. Controlador basado en modelo no lineal usando AEM

La siguiente proposición permite resolver el problema de control descrito, usando el con-
cepto de estabilidad últimamente-uniformemente acotada.
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Proposición 4.4. Considérese el sistema mecánico pendular de n−GDL en la forma estándar
de robótica, parcialmente actuado por un conjunto de m motores de cd independientes, descri-
to en la forma no lineal, tipo lineal. Si existe una solución (α, ε,Q2,Q3|P11,P12,P22,K,Q1)
para la desigualdad matricial:

Φ =


Φ11 Φ12 Φ13 0 0
Φ⊺

12 Φ22 Φ23 In −In
Φ⊺

13 Φ⊺
23 µIn −In In

0 In −In εIn 0
0 −In In 0 εIn

 > 0, (4.19)

donde se han establecido las siguientes ecuaciones paramétricas:

µ = 2 (λM − δCδq)− αλM − εδ1, ∥x2∥ ≤ δq,
Φ11 = P11Ra +RaP11 −P11K1 −K⊺

1P11 − αP11La− εδ1Im,
Φ12 = −P11K2 +KτW

⊺ −K⊺
1P12 +RaP12 − αLaP12,

Φ13 = P11KeW
⊺ −KτW

⊺ − LaP12 −P11K3,
Φ22 = −P⊺

12K2 −K⊺
2P12 − αP22 − εδ1In,

Φ23 = P⊺
12KeW

⊺ −P22 −P⊺
12K3 − αλmIn,

(4.20)

para las ganancias matriciales 0 < Q1 ∈ Rn×n, 0 < Q2 ∈ Rm×m y 0 < Q3 ∈ Rn×n, y
los escalares constantes 0 < α, ε < ∞.Entonces, las trayectorias del sistema alcanzan la
elipsoide invariante:

E(xt) =
{
xt ∈ Rr : x⊺t

(α
ε
Pxt,t

)
xt ≤ 1

}
, (4.21)

para la ganancia matricial definida positiva Pxt,t ∈ Rr×r de la forma:

Pxt,t =

P11La LaP12 0
P⊺

12La P22 −D(x2)
0 −D(x2) D(x2)

 (4.22)

concluyendo con estabilidad últimamente-uniformemente acotada.

Demostración. Con el objetivo de proveer robustez al sistema de control en lazo cerrado,
se define la función de enerǵıa en la forma cuadrática clásica V (xt) = x⊺tPxtxt, donde 0 <
Pxt,t = P⊺

xt
∈ Rr×r tiene la forma establecida en la proposición. La derivada temporal a lo

largo de las trayectorias del sistema queda:

V̇ (xt) = x⊺tΘ(xt)xt + 2x⊺tPxtκ(xt, t),

donde Θ(xt) = PxtΛ+Λ⊺Pxt + Ṗxt,t se da como:

Θ(xt) =



P11 (K1 −Ra)
+ (K⊺

1 −Ra)P11

P11K2 −KτW
⊺

+(K⊺
1 −Ra)P12

P11 (K3 −KeW
⊺)

+LaP12 +KτW
⊺

K⊺
2P11 −WKτ

+P⊺
12 (K1 −Ra)

P⊺
12K2 +K⊺

2P12
P⊺

12 (K3 −KeW
⊺)

+P22 +C(x2, x3)− Ḋ(x2)

(K⊺
3 −WKe)P11

+P⊺
12La +WKτ

(K⊺
3 −WKe)P12

+P22 +C(x2, x3)− Ḋ(x2)

−2D(x2)−C(x2, x3)

−C⊺(x2, x3) + Ḋ(x2)


.

Aqúı es claro que 2x⊺tPxtκ(xt, t) = 2 (x3 − x2)
⊺ [ϑ(t)−G(x2)]. Después de aplicar las pro-

piedades dinámicas de los sistemas Lagrangianos para lidiar con los términos no lineales
restantes en Θ(xt). Las trayectorias de la función energética se describen por:

V̇ (xt) = −x⊺t Θ̄xt + 2 (x3 − x2)
⊺ [ϑ(t)−G(x2)]
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donde:

Θ̄ =



−P11 (K1 −Ra)
− (K⊺

1 −Ra)P11

−P11K2 +KτW
⊺

− (K⊺
1 −Ra)P12

−P11 (K3 −KeW
⊺)

−LaP12 +KτW
⊺

−K⊺
2P11 +WKτ

−P⊺
12 (K1 −Ra)

−P⊺
12K2 −K⊺

2P12
−P⊺

12 (K3 −KeW
⊺)

−P22

− (K⊺
3 −WKe)P11

−P⊺
12La −WKτ

− (K⊺
3 −WKe)P12

−P22
−κIn


.

Aqúı κ = 2 (λm − δCδq). Se define el vector de estado extendido como zt =
[
x⊺t , ϑ(t)

⊺, G⊺(x2)
]⊺
.

Al sumar y restar los términos αV (xt) y ε [∥ϑ(t)∥2 + ∥G(x2)∥2], para los escalares constantes
positivos α, β las trayectorias del sistema se describen por:

V̇ (xt) ≤ −z⊺tΦzt − αV (xt) + β, β = ε
(
δ0 + δ2G

)
,

para Φ como se muestra en la proposición. En este punto se asume la existencia de 0 <
Ψ ∈ Rρ×ρ, ρ = 4n +m, cuya estructura se define en las lineas siguientes, de modo que si
Ξ = Φ−Ψ > 0 entonces claramente Φ > 0. Bajo esta suposición, queda finalmente:

V̇ (xt) ≤ −αV (xt) + β,

por lo que se concluye con estabilidad UUB.
■

Ahora el problema recae en la solución de la desigualdad matricial. Para tal efecto,
considere el lema siguiente:

Lema 4.4 (Sobre la solución de la desigualdad matricial). Considere la desigualdad matricial
dada en la proposición previa. Su solución es equivalente a la de el siguiente conjunto de
desigualdades matriciales lineales.:

P11Ra
−α

2
P11La

KτW
⊺ +RaP12

−α
2
LaP12

P11

WKτ +P⊺
12Ra

−α
2
P⊺

12La

Q1 − α
2
P22

− ε
2
δ1In

P⊺
12

P11 P12 Q2

 > 0,

[
Q−1

2 K3

K⊺
3

µ
2
In

]
> 0,



Y11 Y12 Y13 0 0 P11 K⊺
1 0

Y⊺
12 Y22 Y23 In −In K⊺

2 P⊺
12 In

Y⊺
31 Y⊺

23
µ
2
In −In In 0 0 0

0 In −In
ε
2
In 0 0 0 0

0 −In In 0 ε
2
In 0 0 0

P11 K2 0 0 0 Im 0 0

K1 P12 0 0 0 0 Im 0

0 In 0 0 0 0 0 Q−1
3


> 0,

(4.23)
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CAPÍTULO 4. DISEÑO DE CONTROL Bonifacio Sánchez Resendiz

con las siguientes ecuaciones paramétricas:

Y11 = P11Ra − α
2
P11La− ε

2
δ1Im,

Y12 = −α
2
LaP12,

Y13 = P11KeW
⊺ −KτW

⊺ − LaP12,
Y22 = Q3 − α

2
P22 −Q1 − ε

2
δ1In,

Y23 = P⊺
12KeW

⊺ −P22 − αλmIn.

Demostración. Se define la matriz Ψ del siguiente modo:

Ψ =



P11Ra − α
2
P11La

− ε
2
δ1Im

KτW
⊺ +RaP12

−α
2
LaP12

−P11K3 0 0

WKτ +P⊺
12Ra

−α
2
LaP12

Q1 − α
2
P22

− ε
2
δ1In

−P⊺
12K3 0 0

−K⊺
3P11 −K⊺

3P12
µ
2
In 0 0

0 0 0 ε
2
In 0

0 0 0 0 ε
2
In


,

donde 0 < Q1 ∈ Rn×n es una matriz constante. Por lo tanto, primero se resuelve Ψ > 0
usando el complemento de Schur. Nótese que, en vista que 0 < ε, la expresión previa puede
simplificarse como:



P11Ra − α
2
P11La

− ε
2
δ1Im

KτW
⊺ +RaP12

−α
2
LaP12

−P11K3

WKτ +P⊺
12Ra

−α
2
LaP12

Q1 − α
2
P22

− ε
2
δ1In

−P⊺
12K3

−K⊺
3P11 −K⊺

3P12
µ
2
In

 > 0,

Usando el complemento de Schur, procede que:


P11Ra − α

2
P11La

− ε
2
δ1Im

KτW
⊺ +RaP12

−α
2
LaP12

WKτ +P⊺
12Ra

−α
2
LaP12

Q1 − α
2
P22

− ε
2
δ1In

− 2

µ

[
P11

P⊺
12

] [
K3K

⊺
3

] [
P11 P12

]
> 0,

Aqúı se define la matriz constante 0 < Q2 ∈ Rm×m, tal que µ
2
(K3K

⊺
3)

−1 > Q2. Esto
resulta en las primeras dos LMI del lema, con lo que la matriz Ξ = Φ−Ψ ahora se define
apropiadamente. Permı́tase particionar Ξ = ΞA−ΞB aplicando la desigualdad Lambda para
los términos bilineales restantes:

−P11K1 −K⊺
1P11 ≤ −P11P11 −K⊺

1K1,
−P⊺

12K2 −K⊺
2P12 ≤ −P⊺

12P12 −K⊺
2K2,
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resulta:

ΞA =



P11Ra − α
2
P11La

− ε
2
δ1Im

−α
2
LaP12

P11KeW
⊺

−KτW
⊺ − LaP12

0 0

−α
2
P⊺

12La
Q3 − α

2
P22

−Q1 − ε
2
δ1In

P⊺
12KeW

⊺

−P22 − αλmIn
In −In

WKeP11

−WKτ −P⊺
12La

WKeP12

−P22 − αλmIn
µ
2
In −In In

0 In −In
ε
2
In 0

0 −In In 0 ε
2
In


con 0 < Q3 ∈ Rn×n y:

ΞB =



P2
11 +K⊺

1K1 P11K2 +K⊺
1P12 0 0 0

K⊺
2P11 +P⊺

12K1 Q3 +P⊺
12P12 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


Por lo tanto ΞB = Γ∆Γ⊺, con:

Γ =


P11 K⊺

1 0
K⊺

2 P⊺
12 In

0 0 0
0 0 0

 , ∆ =

Im 0 0
0 Im 0
0 0 Q3


Finalmente Ξ = ΞA−Γ∆Γ⊺. Al aplicar el complemento de Schur, resulta la tercer desigual-
dad del lema. ■

La siguiente sección muestra una primera versión de un controlador robusto-adaptable,
ideado para reducir los efectos violentos propios de las poĺıticas robustas. Espećıficamente
se presenta el diseño de un controlador por ubicación de polos adaptable sintonizada por el
método de elipsoide atractivo.

4.5. Ubicación de Polos Adaptable

4.5.1. Descripción del sistema

Considere de una forma general el sistema dinámico no lineal perturbado en la forma del
espacio del estado:

ẋt = f(xt) + g(xt)ut + ζ(xt, t), x(0) = x0, (4.24)

donde xt ∈ D ⊆ Rn, t ∈ R+ es el vector de estado, ut ∈ U ⊆ Rm, t ∈ R+ la entrada
de control admisible, mientras que f : Rn × Rn → Rn y g : Rn × Rm → Rn×m definen
el comportamiento no lineal. La aproximación lineal alrededor de una solución de equilibrio
xt = xeq del modelo nominal se halla usando la expansión en series de Taylor, como: expansion
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as A = ∂f(xt)
∂xt

∣∣∣
xt=xeq

, B = g(xt)|xt=xeq
. Al sumar y restar los términos correspondientes en

(4.24), resulta la representación cuasi-lineal:

ẋt = Axt +But + ξ(xt, ut, t), x(0) = x0,
ξ(xt, t) = f(xt)−Axt + [g(x)−B]ut + ζ(xt, t).

(4.25)

Note que el término ξ(xt, t) contiene los términos de orden superior de la serie, aśı como los
efectos de perturbaciones e incertidumbres. Para los objetivos deseados, considerese el caso
en el que las matrices que definen el modelo lineal real (A,B) son desconcidas, aunque se

conoce una aproximación de estas en el instante t = 0 como
(
Â0, B̂0

)
. Se construirá un

estimador dinámico para obtener
(
Ât, B̂t

)
en linea. Al incluir estos términos en la última

expresión, resulta el sistema variante en el tiempo:

ẋt = Âtxt + B̂tut + Θ̃tφt + ξ(xt, t), x(0) = x0,

Θ̃t =
[
Ãt|B̃t

]
, φt =

[
xt
ut

]
,

(4.26)

donde los términos Ãt = A− Ât y B̃t = B− B̂t definen el error de estimación. La aproxima-
ción lineal de el modelo real es constante, mientras que los parámetros del modelo estimado
provienen de un estimador. Finalmente, la entrada de control es una retroalimentación de es-

tado clásica ut = K̂txt, donde K̂t ∈ Rm×n se calcula como la ubicación de polos de
(
Ât, B̂t

)
para un polinomio deseado robusto. Esto deja la representación en lazo cerrado:

ẋt =
(
Ât + B̂tK̂t

)
xt + Θ̃tφt + ξ(xt, t), x(0) = x0. (4.27)

Suposiciones generales

Debe tenerse en cuenta las siguientes consideraciones:

a1. el espacio del estado definido por D ⊆ Rn, es compacto y contiene la solución trivial
del modelo nominal;

a2. el sistema no lineal nominal es Lipschitz;

a3. el término de perturbaciones e incertidumbres tiene enerǵıa limitada, es decir:

∥ζ(xt, t)∥ ≤ δ0; (4.28)

a4. En consecuencia de la consideración anterior, el término ξ(xt, t), que contiene los térmi-
nos no lineales, las perturbaciones e incertidumbres, es cuasi-Lipschitz:

∥ξ(xt, t)∥2 ≤ δ1 + δ2∥xt∥2;

a5. el modelo lineal inicial
(
Â0, B̂0

)
es controlable.

CINVESTAV-IPN 88 CONTROL AUTOMÁTICO
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Planteamiento del problema

Considere el sistema dinámico no lineal sujeto de perturbaciones (4.24) en su forma
adaptativa (4.27) y bajo las consideracionesA1-A5. Si se conoce su modelo lineal aproximado

cuando t = 0, dado por
(
Â0, B̂0

)
, el problema consiste en atrapar las trayectorias del

sistema en un pequeño conjunto invariante alrededor de una solución de equilibrio inestable,
en presencia de efectos de perturbaciones e incertidumbres, mientras se obtiene cierto grado
de adaptación usando un controlador adaptable por ubicación de polos.

4.5.2. APPC con disposición plena del estado

La siguiente proposición resuelve el problema establecido.

Proposición 4.5. Considere el sistema dinámico no lineal en la forma (4.27), donde se
conoce una aproximación inicial del modelo dinámico como (Â0, B̂0), y ante las considera-
ciones (a1) − (a5). El algoritmo de control robusto-adaptable ut = K̂txt, K̂t ∈ Rm×n para
estabilizar apropiadamente el equilibrio inestable se da como sigue[22]:

1. Se halla un polinomio caracteŕıstico robusto pd(λ) para el sistema nominal en lazo
cerrado cuando t = t0, i.e., para Â0 + B̂0K0, en presencia de las perturbaciones e

incertidumbres ξ(xt, ut, t), si existe un conjunto de solución
(
α, ε|P1, Γ, K̂0

)
para la

desigualdad matricial:

W0 =



P1Â0 + Â⊺

0P1 +P1B̂0K̂0 + K̂⊺
0B̂

⊺
0P1

+αP1 + εδ2In + 2αn3 (P1Γ
−1P1

+n4P1Γ
−1

2 K̂⊺
0K̂0Γ

−1
2P1

)
 , P1

P1 , −εIn

 < 0, (4.29)

para las ganancias matriciales positivas 0 < P1 ∈ Rn×n, 0 < Γ ∈ Rn×n, y los escalares
constantes 0 < α, ε.

2. Los parámetros reles del modelo dinámico (A,B) se aproximan a través de la siguiente
expresión:

˙̂Θt = 2Γ−1P1xtφ
⊺
t , Θ̂(0) =

[
Â0, B̂0

]
. (4.30)

3. La ganancia del controlador por retroalimentación del estado se determina en linea
usando la fórmula de Ackerman, para los nuevos valores de (Ât, B̂t), que provienen del
estimador anterior, esto es:

K̂t =
[
0 0 · · · 1

]
C−1
t pd(Ât),

donde Ct ∈ Rn×n es la distribución de controlabilidad del par(Ât, B̂t), y pd(Ât) tes el polino-
mio caracteŕıstico robusto deseado que depende de Ât.

Demostración. Considérese la función candidata de Lyapunov:

V (xt, ϑ̃t) = x⊺tP1xt +
1

2
ϑ̃⊺
tP2ϑ̃t
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para las matrices constantes simétricas y positivas definidas P1 ∈ Rn×n, P2 ∈ Rn2×n2
, y con

ϑ̃t = vec(Θ̃t), donde vec(·) es el operador de vectorización[36]. Sus variaciones a lo largo de
las trayectorias del sistema se determinan como:

V̇ (xt, ϑ̃t) = 2x⊺tP1ẋt +
˙̃ϑ⊺
tP2ϑ̃t,

= x⊺t {P1

(
Ât + B̂tK̂t

)
+
(
Â⊺

t + K̂⊺
t B̂

⊺
t

)
P1}xt + 2x⊺tP1

{
Θ̃tφt + ξ(·)

}
+ ˙̃ϑ⊺

tP2ϑ̃t,

=

[
xt
ξxt,t

]⊺ { P1Ât + Â⊺
tP1

+P1B̂tK̂t + K̂⊺
t B̂

⊺
tP1

}
, P1

P1 , 0

[
xt
ξxt,t

]
+ 2x⊺tP1Θ̃tφt +

˙̃ϑ⊺
tP2ϑ̃t,

En este punto, considérese el siguiente desarrollo:

2x⊺tP1Θ̃tφt = 2tr
(
x⊺tP1Θ̃tφt

)
= 2tr

[
(P1xtφ

⊺
t )

⊺ Θ̃t

]
= 2vec⊺ (P1xtφ

⊺
t )vec

(
Θ̃t

)
La evolución de la función candidata queda entonces como:

V̇ (xt, ϑ̃t) =

[
xt
ξxt,t

]⊺ { P1Ât + Â⊺
tP1

+P1B̂tK̂t + K̂⊺
t B̂

⊺
tP1

}
, P1

P1 , 0

[
xt
ξxt,t

]
+
[
˙̃ϑ⊺
tP2 + 2vec⊺ (P1xtφ

⊺
t )
]
ϑ̃t.

Al aplicar el método de elipsoide atractivo, sumando y restando los términos αV (xt, ϑ̃t)
y ∥ξ(xt, t)∥2 en l última expresión queda que:

V̇ (xt, ϑ̃t) ≤
[
xt
ξxt,t

]⊺ 
{
P1Ât + Â⊺

tP1 +P1B̂tK̂t

+K̂⊺
t B̂

⊺
tP1 + αP1 + εδ2In

}
, P1

P1 , −εIn

[
xt
ξxt,t

]
+
[
˙̃ϑ⊺
tP2 + 2vec⊺ (P1xtφ

⊺
t )
]
ϑ̃t − αV (xt, ϑ̃t) +

α
2
ϑ̃⊺
tP2ϑ̃t + β, β = εδ1.

(4.31)
Se define el estimador dinámico:

˙̃ϑt = −2P−1
2 vec (P1xtφ

⊺
t ) .

Se propone P2 = In⊗Γ, 0 < Γ ∈ Rn×n. Usando las propiedades del producto de Kronecker,
resulta que:

˙̃ϑt = vec
(
Γ−1P1xtφ

⊺
t

)
,

y en viste de que ˙̃ϑt = vec
(
˙̃Θt

)
, resulta:

˙̃Θt = −2Γ−1P1xtφ
⊺
t .

Usando el hecho de que Θ̃t = Θt − Θ̂t, y dado que el sistema real dado por el par (A,B)
es invariante, resulta el estimador de parámetros (4.30). Por otro lado, considere el siguiente
resultado acerca del error de estimación.
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Lema 4.5 (Sobre las cotas del estimado del error). Bajo la condición de que D ∋ xt
define un conjunto compacto, el error de estimación paramétrica Θ̃t está acotado como:

∥Θ̃t∥2 ≤ 4tr
{
P1Γ

−2P1

(
In + K̂⊺

t K̂t

)}
∥xt∥4. (4.32)

Por lo tanto:
α
2
tr

(
Θ̃⊺

tΓΘ̃t

)
≤ 2αn3 {x⊺tP1Γ

−1P1xt

+n4x⊺tP1Γ
− 1

2 K̂⊺
t K̂tΓ

− 1
2P1xt

}
.

(4.33)

Demostración. A partir de la definición del estimador paramétrico, sigue que:

∥ ˙̃Θt∥2 = 4tr (φtx
⊺
tP1Γ

−2P1xtφ
⊺
t ) ,

= 4φ⊺
tφtx

⊺
tP1Γ

−2P1xt.
(4.34)

Entonces:
∥ ˙̃Θt∥2 = 4x⊺t

(
In + K̂⊺

t K̂t

)
xtx

⊺
tP1Γ

−2P1xt. (4.35)

Usando el hecho F1) en la última expresión del Lema 2, queda que:

∥ ˙̃Θt∥2 ≤ 4tr
{(

In + K̂⊺
t K̂t

)
xtx

⊺
tP1Γ

−2P1

}
∥x2∥2,

≤ 4x⊺tP1Γ
−2P1

(
In + K̂⊺

t K̂t

)
xt∥xt∥2,

≤ 4tr
{
P1Γ

−2P1

(
In + K̂⊺

t K̂t

)}
∥xt∥4.

(4.36)

En una región pequeña ∥xt∥2 ≤ 1,se cumple que ∥xt∥4 ≤ ∥x2∥2. Por lo tanto, usando el
teorema del valor principal queda que:

∥Θ̃t∥2 ≤ 4tr
{
P1Γ

−2P1

(
In + K̂⊺

t K̂t

)}
∥xt∥4. (4.37)

Por otro lado, es claro que:

α
2
tr

{
Θ̃⊺

tΓΘ̃t

}
= α

2
∥Θ̃⊺

tΓ
1
2∥2F . (4.38)

Usando la propiedad de que ∥MN∥F ≤ ∥M∥2∥N∥F resulta:

α

2
tr

{
Θ̃⊺

tΓΘ̃t

}
≤ α

2
tr (Γ) ∥Θ̃t∥22. (4.39)

al combinar esta expresión con (4.32), sigue que:

α
2
tr

{
Θ̃⊺

tΓΘ̃t

}
≤ 2αtr (Γ) tr {P1Γ

−2P1+

P1Γ
−2P1K̂

⊺
t K̂t

}
∥xt∥4,

≤ 2αtr (Γ−1) tr
(
P1

2

+P1K̂
⊺
t K̂tP1

)
∥xt∥4,

≤ 2αn2x⊺tΓ
−1xtx

⊺
t (P

2
1

+P1K̂
⊺
t K̂tP1

)
xt.

(4.40)

Procede que:

α
2
tr

(
Θ̃⊺

tΓΘ̃t

)
≤ 2αn2tr

{(
P2

1 +P1K̂
⊺
t K̂tP1

)
Γ−1

}
∥xt∥4.
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CAPÍTULO 4. DISEÑO DE CONTROL Bonifacio Sánchez Resendiz

Del mismo modo:

α
2
tr

(
Θ̃⊺

tΓΘ̃t

)
≤ 2αn2 {nx⊺tP1Γ

−1P1xt

+tr
(
P1K̂

⊺
t K̂tP1Γ

−1
)
∥xt∥4

}
≤ 2αn2 {nx⊺tP1Γ

−1P1xt

+tr (P1Γ
−1P1) tr

(
K̂⊺

t K̂t

)
∥xt∥4

}
≤ 2αn2 {nx⊺tP1Γ

−1P1xt

+tr (Γ−1P2
1) tr

(
K̂⊺

t K̂t

)
∥xt∥4

}
≤ 2αn2 {nx⊺tP1Γ

−1P1xt

+n2x⊺tΓ
−1P2

1xtx
⊺
t K̂

⊺
t K̂txt

}
≤ 2αn2 {nx⊺tP1Γ

−1P1xt

+n2tr
(
K̂⊺

t K̂tΓ
−1P1

2
)
∥xt∥4

}
Finalmente:

α
2
tr

(
Θ̃⊺

tΓΘ̃t

)
≤ 2αn2 {nx⊺tP1Γ

−1P1xt

+n2tr
(
K̂⊺

t K̂tΓ
−1
)
tr

(
P1

2
)
∥xt∥4

}
≤ 2αn2 {nx⊺tP1Γ

−1P1xt

+n4x⊺tΓ
− 1

2 K̂⊺
t K̂tΓ

− 1
2xtx

⊺
tP1

2xt

}
≤ 2αn2 {nx⊺tP1Γ

−1P1xt

+n4tr
(
P1

2Γ− 1
2 K̂⊺

t K̂tΓ
− 1

2

)
∥xt∥4

}
y resulta:

α
2
tr

(
Θ̃⊺

tΓΘ̃t

)
≤ 2αn3 {x⊺tP1Γ

−1P1xt

+n4x⊺tP1Γ
− 1

2 K̂⊺
t K̂tΓ

− 1
2P1xt

} (4.41)

■

Este resultado y el estimador de parámetros convierten (4.31) en:

V̇ (xt, ϑ̃t) ≤ z⊺tWtzt − αV (xt, ϑ̃t) + β, (4.42)

donde la matriz Wt ∈ R2n×2n esta dada en la proposición para cuando t = t0, y zt =

[
xt
ξxt,t

]
.

Se propone ahora la matriz negativa definida Π ∈ R2n×2n tal que Wt < Π < 0. La expresión
previa se convierte en:

V̇ (xt, ϑ̃t) ≤ −αV (xt, ϑ̃t) + β, (4.43)

cuya solución coincide con el concepto de estabilidad UUB [37, 21]. A partir de este resultado,
y en vista de que el error de estimación se encuentra acotado y las trayectorias de la función
de Lyapunov convergen a una zona de estabilidad, sigue que Wt ≤ W0 ≤ 0. Con ello resulta
suficiente la solución de la desigualdad matricial W0 < 0 dada en la proposición. ■

Lema 4.6 (Sobre la factibilidad de la desigualdad matricial). Permı́tase descomponer
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la desigualdad matricial como sigue:

Ψ =



P1Â0 + Â⊺

0P1 +P1B̂0K0 +K⊺
0B̂

⊺
0P1

+αP1 + εδ2In + 2αn3 (P1Γ
−1P1

+n4P1Γ
−1

2 K̂⊺
0K̂0Γ

−1
2P1

)
 , 0

0 , −εIn

 ,
P =

[
P1,0

]
, Q =

[
0, In

]
, Λ = In,

(4.44)

Los Kernels en cada caso se hallan como:

WP = [0, In]
⊺ , WQ = [In, 0]⊺ , (4.45)

y resultan las siguientes condiciones de factibilidad:

1. WP
⊺ΨWP = −εIn < 0, la cual resulta cierta en virtud de que 0 < ε.

2. WQ
⊺ΨWQ = P1Â0 + Â⊺

0P1 +P1B̂0K0 +K⊺
0B̂

⊺
0P1 +αP1 + εδ2In +2αn3 (P1Γ

−1P1

+n4P1Γ
−1

2 K̂⊺
0K̂0Γ

−1
2P1

)
, lo que es equivalente a la controlabilidad del par

(
Â0, B̂0

)
.

Por lo que la desigualdad matricial es factible.

Lema 4.7 (Sobre la solución de la desigualdad matricial). Se define la siguiente
transformación de coordenadas:

T =

[
P−1

1 , 0
0 , In

]
.

Es claro que ∆ = T⊺WT < 0 entonces W < 0. Al mismo tiempo se define X = P−1
1 y

Y = K̂0P
−1
1 . Del mismo modo se propone Γ = γ2P2

1. Resulta la desigualdad siguiente:


Â0X+XÂ0 + B̂0Y

+Y⊺B̂⊺
0 + αX+(

εδ2 +
2αn3

γ2

)
X2 + 2αn7

γ2 Y⊺Y

 , In

In , −εIn

 < 0

que puede reescribirse como:−Â0X−XÂ0 − B̂0Y

−Y⊺B̂⊺
0 − αX

−In

−In εIn

−
[
X Y⊺

0 0

] [
η1In 0
0 η2In

] [
X 0
Y 0

]
> 0

usando el complemento de Schur resulta que:
−Â0X−XÂ0 − B̂0Y

−Y⊺B̂⊺
0 − αX

, −In , X , Y⊺

−In , εIn , 0 , 0
X , 0 , η−1

1 In , 0
Y , 0 , 0 , η−1

2 In

 > 0

que define una desigualdad matricial lineal.
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Lema 4.8 (Sobre el problema de minimización restringida). Considere la solución
de la desigualdad diferencial (4.43):

ĺım sup
t→∞

V (xt, ϑ̃t) ≤
β

α
,

Se obtiene la siguiente expresión

ĺım sup
t→∞

{
x⊺t

(
α

β
P1

)
xt +

α

2β
ϑ̃⊺
tP2ϑ̃t

}
< 1.

Sea el estado extendido zt =

[
xt
ϑt

]
. La función de la elipsoide se convierte en:

ĺım sup
t→∞

{
z⊺t

(
α

β

[
P1 , 0
0 , 1

2
P2

])
zt

}
≤ 1. (4.46)

Para obtener una elipsoide de tamaño pequeño, y usando el hecho de que tr (In ⊗P) =
tr (In) tr (P), resulta el siguiente problema de minimización restringida

maximizar α
β

(
1 + 1

2γ

)
tr (P1) ,

sujeto a W0 < 0, 0 < P1, 0 < α, ε, γ
(4.47)

tomando α, 1
β
tan grande como sea posible.

4.6. Resultados numéricos y experimentales

4.6.1. Resultados numéricos para el sistema TLIPs

Considere los parámetros numéricos del sistema TLIPS, aplicados para probar los algo-
ritmos diseñados. La simulación numérica fue desarrollada en Matlab/Simulink usando un

M1 = 0.2Kg l1 = 0.2m δ2 = 0.05
M2 = 0.2Kg l2 = 0.25m δc = 0.1
M3 = 0.25Kg l3 = 0.29m δi = 7
La = 0.612mH Ra = 2.44Ω δv = 4
Kτ = 82.2mNm/A Kemf = 116rpm/V λm = 0.0001

Tabla 4.1: Parámetros numéricos del TLIPS.

solucionador de paso fijo tipo Runge-Kutta con tamaño de paso 0.0001. La desigualdad ma-
tricial es resuelta numéricamente mediante cvx-sedumi al aplicar un cambio de variable que
la transforma en una desigualdad lineal. Para todas las pruebas de simulación se considera
la condición inicial x0 = [0,−0.023π, 0.02π,−0.001π, 0, 0, 0], mientras se induce el siguiente
término en la perturbación en el intervalo de tiempo tp ∈ [2.5, 3]:

ξ(t) =

 0.001 sin(30t) + 0.005 cos(60t+ 0.2)
0.0001 cos(5t) + 0.005 sin(120t+ 0.1)
0.0001 sin(2t) + 0.0001 cos(10t+ 0.4)

 ,
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como
ψ(t) = Ht2.5 −Ht3 ,

donde Hts es la función escalón de Heaviside definida como:

Hts =

{
1, if ts ≥ 0
0, if ts < 0

de modo que δ1 = 0.001. Las figuras 4.1-4.4 muestran el desempeño del sistema de control
en lazo cerrado; aqúı, las lineas azules refieren la respuesta a un controlador sintonizado por
AEM, mientras que las ĺıneas rojas y verdes indican la respuesta ante el controlador SMC
dinámico y SMC integral, respectivamente. La figura Fig. 4.1 muestra el comportamiento
de las variables articulares q1, q2 y q3, donde puede apreciarse un comportamiento por demás
similar en cada caso.
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Figura 4.1: Trayectorias de posi-
ción del sistema triple-péndulo in-
vertido

La figura 4.2 muestra el comportamiento de velocidad; puede apreciarse que la velocidad
cae a un valor muy próximo a cero cuando t = 0.5 segundos en el caso del controlador basado
en AEM, mientras que para las estrategias basadas en SMC ésto ocurre alrededor de los
0.75 segundos.

La figura Fig. 4.3 muestra la forma de la corriente de armadura del motor de cd. Note
como en el caso de la estrategia basada en el método de elipsoide atractivo ésta alcanza
un valor cercano a los 3.8 amperes mientras que los controladores por modos deslizantes la
llevan a un nivel máximo de 3.5 amperes. La figura 4.4 muestra que la estrategia basada en
AEM demanda una señal de control de hasta 27 volts, y las estrategias de SMC requieren
de un máximo de 8 volts aproximadamente.

La figura 4.5 muestra el comportamiento de las variables de deslizamiento para el con-
trolador por modo deslizante dinámico; puede apreciarse que se alcanza la superficie de
deslizamiento en 0.025 segundos; en el caso del controlador por iSMC ésto sucede a los 1.2
segundos aproximadamente, como se ve en la figura 4.6.

La tabla 4.2 resume algunos de los parámetros más importantes de la respuesta para cada
controlador, donde ts define el tiempo de asentamiento, Mp y mp el sobreimpulso máximo
y subimpulso mı́nimo, respectivamente, considerando un nivel de tolerancia del 2%. Estos
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Figura 4.2: Comportamiento de ve-
locidad.
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Figura 4.3: Corriente de armadura
del motor.

Figura 4.4: Señal de control de vol-
taje.
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parámetros se miden a partir de la respuesta de posición del tercer eslabón, en virtud de
que esta variable es afectada de manera pobre por la entrada de control. Finalmente, |u|max

representa el nivel máximo de control en cada caso.
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Figura 4.5: Variable de desliza-
miento para el dSMC.
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Figura 4.6: Variable de desliza-
miento para el iSMC.

Control por AEM dSMC iSMC
ts 1.72 s 1.975 s 1.975 s

Mp 0.0136 rad 0.0143 rad 0.0144 rad

mp −0.0031 rad −0.007 rad 0.007 rad

|u|max 27.92 V 8.68 V 8.15 V

Tabla 4.2: Caracteŕısticas de la respuesta en lazo cerrado.
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Figura 4.7: Elipsoide atractiva para el primer eslabón. q1
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Figura 4.8: Elipsoide atractiva para el segundo eslabón. q2
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Figura 4.9: Elipsoide atractiva para el tercer eslabón q3 ×10
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Por otro lado, las figuras 4.7-4.9 muestran proyecciones de la elipsoide invariante. Se
muestran las elipsoides definidas por posición y velocidad de cada uno de los eslabones, y
es posible apreciar que las trayectorias se mantienen dentro de la elipsoide una vez que son
atráıdas.
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4.6.2. Resultados numéricos para el sistema mecatrónico Pendu-
bot

En esta sección se muestran los resultados numéricos del Pendubot actuado por motores
PMDC. Aqúı se ha aplicado el controlador robusto diseñado en la sección 4.4. Los paráme-
tros numéricos se muestran en la tabla 4.4. Para el vector de perturbaciones e incertidumbres,

m1 = 0.13Kg lc2 = 0.108m Kτ = 0.0822
[
Nm
A

]
m2 = 0.08Kg J1 = 11.6× 10−6 [kgm2] g = 9.81m/s2

l1 = 0.275m La = 612µH λm = 0.00154, λM = 0.011
l2 = 0.292m Ra = 2.44Ω δC = 0.01, δG = 0.1
lc1 = 0.206m Kemf = 116rpm/V δq = 0.6

Tabla 4.3: Parámetros numéricos del Pendubot.

que se considera cuasi-Lipschitz, se toma δ1 = 0.1 and δ2 = 0.1. Se obtienen las siguientes
ganancias numéricas

ε = 3× 10−9, α = 1× 10−3, ρ1 = 1× 1012, ρ2 = 10× 106,

Q1 =

[
2.5426 0.0044
0.0044 2.5429

]
, P11 = 4.3519, P12 =

[
152.338 0.883

]
,

P22 =

[
3.3572 0

0 3.3572

]
, K =

[
2.2620 −216.5245 −229.9265 −35.8202 −32.8927

]
,

En este caso la experimentación numérica consiste en la introducción de incertidumbre en los
parámetros del sistema. La condición inicial se establece en x0 =

[
0 0.06π −0.06π 0 0

]
.

La figura 4.10 muestra el comportamiento de posición de los eslabones, y la figura 4.11 el
comportamiento de velocidad; puede apreciarse que las trayectorias del sistema convergen a
una elipsoide en alrededor de 4 segundos. La figura 4.12 muestra el voltaje y corriente de
armadura, donde puede apreciarse que el nivel máximo de voltaje requerido es de alrededor
de 12V , mientras que la demanda de corriente es menor a los 5A. Estos resultados sugieren
que es posible aplicar esta señal de control en el sistema de experimentación en tiempo
real. Las figuras 4.13 y 4.14 corresponden a la elipsoide de la parte mecánica y sirven como
evidencia para concluir con estabilidad UUB.

4.7. Resultados experimentales

Considere el péndulo sobre el carro cuyos parámetros aproximados están dados en la tabla
4.4. La figura 4.15 muestra un diagrama acerca de su instrumentación electrónica. La pla-
taforma experimental cuenta con un encoder óptico que mide el desplazamiento angular del
péndulo y un potenciómetro de precisión para cuantificar el desplazamiento del carro. Ambos
sensores han sido parametrizados numéricamente usando el método de mı́nimos cuadrados.

Los resultados experimentales se obtuvieron en dos escenarios distintos. En el primero
se considera la estabilización alrededor del origen, es decir, qd = (0, 0), q̇d = (0, 0), con las
condiciones iniciales en posición q0 = (0.1, 0), y velocidad cero. Los resultados se muestran
en las figuras 4.16-4.19.

Por otro lado se cuenta con un experimento de seguimiento de trayectoria. Las figuras
4.20, 4.21, 4.22 y 4.23 muestran el desempeño del sistema experimental.
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Figura 4.10: Respuesta de posición
para el sistema Pendubot.

Figura 4.11: Respuesta de veloci-
dad del sistema Pendubot.

Figura 4.12: Señales eléctricas del
actuador del sistema Pendubot.
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Figura 4.13: Elipsoide atractiva co-
rrespondiente a la respuesta del
Pendubot.

Figura 4.14: Elipsoide atractiva co-
rrespondiente a la respuesta del
Pendubot.

4.8. Conclusiones

En este capitulo se ha presentado el diseño de algunas estrategias de control para siste-
mas pendulares subactuados impulsados por motores de cd de imanes permanentes usando el
método de elipsoide atractivo y teoŕıa de modos deslizantes tomando en cuenta la represen-
tación lineal(cuasi-lineal) del robot. Las estrategias de control robusto tienen como propósito
mejorar la robustez respecto de la propiedad de controlabilidad de la aproximación lineal.
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Figura 4.15: Instrumentación del péndulo sobre el carro.

Parámetros f́ısicos Valor numérico
M : masa del carro. 0.3 [kg]
m: masa del péndulo. 0.221 [kg]
l: longitud del péndulo. 0.65 [m]

lc: distancia al centro de masa. 0.325 [m]
g: aceleración de la gravedad. 9.81 [m

s2
]

Tabla 4.4: Parámetros numéricos del sistema real.

Figura 4.16: Respuesta de despla-
zamiento del carro ante la acción de
control robusta-adaptable.
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Figura 4.17: Respuesta de despla-
zamiento del péndulo ante la acción
de control robusto-adaptable.
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Figura 4.18: Respuesta de despla-
zamiento del carro ante la acción de
control robusto por AEM.
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Figura 4.19: Respuesta de despla-
zamiento del péndulo ante una ac-
ción de control robusta por AEM.
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Figura 4.20: Seguimiento de trayec-
toria del carro usando APPC.
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Figura 4.21: Seguimiento de trayec-
toria del péndulo usando APPC.
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Figura 4.22: Respuesta del control
robusto de seguimiento de trayec-
toria del carro.
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Figura 4.23: Respuesta del control
robusto de seguimiento de trayec-
toria del péndulo.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

5.1. Conclusiones Generales

El trabajo desarrollado trata del diseño y aplicación de técnicas de estimación del estado
e identificación paramétrica para el control de robots subactuados del tipo pendular directa-
mente actuados por motores de CD de imanes permanentes, en presencia de perturbaciones
externas. El enfoque adoptado considera las diferentes circunstancias que suelen aparecer en
un entorno de experimentación real, tales como incertidumbre paramétrica y de modelado,
inexactitud en la medición, la imposibilidad para medir todas las variables del estado, per-
turbaciones externas, entre otras afines. De acuerdo con los resultados reportados, se generan
las conclusiones que se enumeran a continuación.

Modelado y análisis: el Caṕıtulo 2 contiene el desarrollo relacionado con el modelado
y análisis de los sistemas mecánicos subactuados impulsados por motores eléctricos. Un
conjunto de 10 proposiciones han sido desarrolladas, acompañadas de algunos lemas y
corolarios que ayudan a establecer propiedades útiles en el diseño de control robusto.

• La Proposición 2.1, Proposición 2.2 y Proposición 2.3 contienen los modelos
vectoriales para un conjunto de motores de cd de imanes permanentes, motores a
pasos de imanes permanentes y motores de cd sin escobillas, respectivamente.

• Las proposiciones Proposición 2.4, Proposición 2.5 y Proposición 2.6 describen el
acoplamiento del modelo del mecanismo subactuado con los actuadores eléctricos
descritos en las proposiciones 2.1, 2.2 y 2.3 ; los resultados también son aplicables
para el caso completamente actuado.

• La Proposición 2.7 muestra la representación no lineal en el espacio del esta-
do del sistema mecatrónico subactuado impulsado por motores de cd de imanes
permanentes (descrito en la proposición 2.4). La Proposición 2.8 y Proposición
2.9 muestran dos representaciones alternativas en el espacio del estado de gran
utilidad: la representación cuasi-lineal y la representación no lineal alternativa
respectivamente; esta última aprovecha la afinidad del control y del modelo no
lineal para incluir los efectos de la matriz de inercia y Coriolis, aśı como los
parámetros eléctricos en la matriz del sistema.

• La Proposición 2.10 contiene la forma paramétrico lineal para los sistemas mecáni-
cos subactuados impulsados por motores de cd de imanes permanentes descrito
en la Proposición 2.4.
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Estimación del estado: el Caṕıtulo 3 concentra los resultados obtenidos respecto a
la observación del estado. Un total de 5 proposiciones reflejan los resultados principales
en este caso, acompañadas por 11 lemas desarrollados para dar soporte a la validez de
los algoritmos diseñados.

• La Proposición 3.1 contiene el diseño de un observador de orden completo ba-
sado en la forma cuasi-lineal y el método del elipsoide atractivo, que garantiza
la reconstrucción de las variables medibles y la estimación de las no disponibles
en condiciones experimentales. Los lemas Lema 3.1, Lema 3.2 y Lema 3.3 acom-
pañan a este resultado para garantizar la solución del problema de observación a
través de este método.

• La Proposición 3.2 contiene el diseño de un observador de orden reducido basado
en la forma cuasi-lineal y el método de elipsoide atractivo, que permite estimar
únicamente las variables no medibles. Los lemas Lema 3.4, a Lema 3.7 acompañan
a la proposición para garantizar los resultados esperados.

• La Proposición 3.3 describe el diseño de un observador de orden reducido basado
en el modelo no lineal y el método del elipsoide atractivo. Este algoritmo per-
mite estimar las variables eléctricas (corrientes de armadura) de los actuadores
y las velocidades articulares del sistema mecánico, con el conocimiento pleno de
las variables que describen la configuración del mismo. Los lemas Lema 3.8 y
Lema 3.9 sirven de apoyo para mostrar la aplicabilidad del método descrito en la
proposición para garantizar los resultados esperados.

• Las proposiciones Proposición 3.4 y Proposición 3.5 en conjunto definen un ob-
servador de orden completo basado en la forma cuasi-lineal, modos deslizantes y el
método del elipsoide atractivo, que permite reconstruir las variables medibles en
tiempo finito y estimar las no medibles de forma precisa, y en presencia de efectos
de perturbaciones acopladas y no acopladas. Los lemas 3.10 y 3.11 soportan la
funcionalidad del algoritmo.

Estimación paramétrica: la Sección 3.7 del Caṕıtulo 3 describe los resultados ob-
tenidos en el diseño de estimadores paramétricos para la case de sistemas propuesta,
a través de dos proposiciones debidamente demostradas.

• La Proposición 3.6 describe el diseño de un estimador paramétrico por mı́nimos
cuadrados recursivos con factor de olvido, que permite estimar la matriz del siste-
ma y de salida de la representación cuasi-lineal apropiadamente; la demostración
muestra que los parámetros estimados convergen de forma asintótica a los valores
reales de la dinámica, mostrando cierto grado de robustez respecto a efectos de
perturbación e incertidumbre.

• La Proposición 3.7 muestra un estimador del mismo tipo, que permite estimar los
parámetros del sistema propuesto dado en la representación paramétrico-lineal.

Diseño de control El Caṕıtulo 4 concentra el trabajo relativo a el diseño de control
para la clase de sistemas propuestos; estos resultados se definen en 5 proposiciones y
8 lemas de apoyo.

• La Proposición 4.1 define un controlador robusto basado en AEM, que garantiza
la convergencia de las trayectorias del sistema hacia una vecindad de un equilibrio
inestable, en presencia de efectos de perturbación, incertidumbre paramétrica y
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de modelo, aśı como defectos en la reconstrucción de las variables del estado. Los
lemas Lema 4.1 al Lema 4.3 sirven de apoyo para la solución del problema y la
obtención de los resultados esperados.

• Las proposiciones Proposición 4.2 y Proposición 4.3 describen un par de méto-
dos basados en modos deslizantes dinámicos e integrales, respectivamente, para
el control robusto de la clase de sistemas de interés a partir de la representación
cuasi-lineal. En ambos casos se hace mención sobre la aplicabilidad de los resul-
tados en un sistema experimental, dada la bondad de que la estrategia de control
se hace pasar a través de la dinámica de los actuadores eléctricos.

• En la Proposición 4.4 se presenta el diseño de un controlador por retroalimenta-
ción estática del estado a partir del modelo no lineal descrito en la Proposición
2.9 y basado en el método del elipsoide atractivo. El Lema 4.4 muestra la forma
en la que se resuelve el problema de minimización a través de la solución de una
desigualdad matricial equivalente.

• La Proposición 4.5 muestra el diseño de un controlador robusto-adaptable por
ubicación de polos, donde el proceso de adaptación se hace de forma indirecta
a través de un estimador paramétrico de la dinámica cuasi-lineal. Los lemas Le-
ma 4.5 a Lema 4.8 garantizan la solución del método para la obtención de los
resultados esperados.

Además, los caṕıtulos 2 y 3 muestran resultados numéricos y experimentales para los
diseños propuestos. Estos se muestran a través de gráficas y tablas que evidencian la funcio-
nalidad de los algoritmos desarrollados.

5.2. Lista de publicaciones

El trabajo desarrollado ha concluido con la publicación de los trabajos siguientes.

I) Sanchez B., Ordaz P. and Poznyak G., Robust Stabilizing Control for the Electro-
mechanical Triple-Link Inverted Pendulum System, Second Conference on Modeling,
Identification and Control of Nonlinear Systems (MICNON), Guadalajara, Mexico,
June, 2018.

II) Sanchez B., Ordaz P. and Poznyak G., Pendubot Robust Stabilization Based on Attrac-
tive Ellipsoid Method Using Electromechanical Model, 15th International Conference
on Electrical Engineering, Computing Science and Automatic Control (CCE), Mexico
City, Mexico, September, 2018.

III) Full-Order Observer for a Class of Nonlinear Systems With Unmatched Uncertainties:
Joint Attractive Ellipsoid and Sliding Mode Concepts, IEEE Transactions on Industrial
Electronics, 2019.

IV ) Robust State-Estimation for Underactuated Systems Using Sliding Modes and Attrac-
tive Ellipsoid Method: A Comparative Experimental Survey, 1th Latin-American Sym-
posium on Industrial and Robotic Systems, 2020.

V ) Model based reduced-order observers for a class of mechatronic systems with mitigation
of disturbances effects using the Attractive Ellipsoid Method, Mechatronics, 2022
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V I) Robust and Adaptive Pole-Placement Control Using Attractive Ellipsoid Method, The
Institution of Engineering and Technology, En construcción.

5.3. Trabajo Futuro

De acuerdo con las conclusiones establecidas y los resultados descritos en cada sección
puede entenderse que existe un gran campo de aplicación de los métodos desarrollados en
diferentes áreas de la ingenieŕıa, y que no se limitan a la clase de sistemas descritas en este
trabajo. En perspectiva de la ĺınea de investigación que se podŕıa seguir, es posible considerar
lo siguiente:

los algoritmos desarrollados para sistemas mecánicos subactuados impulsados por mo-
tores de cd de imanes permanentes pueden extenderse (con los ajustes y consideraciones
pertinentes) para la misma clase de sistemas, impulsados por motores a pasos y motores
de cd sin escobillas, que representan el futuro de la ingenieŕıa aplicada;

el trabajo desarrollado y reportado en este documento no ha concluido con alguna
técnica de estimación paramétrica en el caso que el estado del sistema no se encuentra
plenamente disponible para su medición. Pese a que existen técnicas en la literatura
que resuelven este problema en casos espećıficos, para el caso de sistemas mecatrónicos
subactuados es aún un problema abierto y que resulta de gran interés;

el control por ubicación de polos adaptable para sistemas dinámicos en general con
indisposición plena del estado y con parámetros variantes en el tiempo son de gran
interés, sobre todo desde el punto de vista del control robusto basado en el método del
elipsoide atractivo;

el control predictivo de modelo de esta clase de sistemas y en las condiciones experi-
mentales que exhibe el trabajo, es un caso de estudio interesante.

Además, la aplicabilidad de los resultados obtenidos en situaciones experimentales, y su ex-
tensión hacia diferentes campos de la ciencia y la ingenieŕıa aplicada, producen campos de
investigación; la robótica cooperativa y la introducción de componentes flexibles en sustitu-
ción de ejes y eslabones para robots industriales completamente actuados, en un esfuerzo
por garantizar la seguridad de los agentes, es un ejemplo claro sobre la aplicabilidad de los
resultados de este trabajo.
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Apéndice A

La plataforma experimental

A.1. Descripción

Los resultados teóricos son probados experimentalmente en la plataforma descrita en la
figura A.1 de la compañ́ıa PendCon, la cual es impulsada en su primer articulación mediante
un motor Maxon 218009, usando un controlador Maxon 4-Q-DC Servo Control LSC 30/2.
Además, se usa una tarjeta de adquisición de datos NI-USB 6363 como interfaz para el
controlador del motor y los sensores de posición disponibles.

Figura A.1: Diagrama de bloques del sistema experimental.

Los parámetros f́ısicos del motor se muestran en la tabla B.1.
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Caracteŕısticas Parámetros
Descripción Valor numérico Parámetro Valor de referencia

Voltaje nominal 48[V ] Resistencia terminal 2.44[Ω]
Velocidad sin carga 5560[rpm] Inductancia terminal 0.612[mH]
Corriente sin carga 43.7[mA] Constante de par de fuerza 82.2[mNm/A]
Velocidad nominal 4930[rpm] Constante de tensión 116[rpm/V ]

contraelectromotriz
Par nominal 180× 10−3[N ·m] Gradiente de velocidad/par 3.45[rpm/mNm]
Corriente nominal 2.23[A] Constante de tiempo mecánica 4.19[ms]
Par máximo 1620× 10−3[N ·m] Inercia del rotor 116[g · cm2]
Corriente de arranque 19.7[A]
Eficiencia máxima 91%

Tabla A.1: Parámetros f́ısicos del motor de cd.

(a) (b)

Figura A.2: (a) Motor de alta precisión Maxon DC motor 218009, (b) controlador-Amplificador Maxon Servo-Amplifier LSC
30/2.

Figura A.3: Tarjeta de adquisición de datos NI-USB 6363.

Figura A.4: Encoder óptico SCANCON.
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Apéndice B

Modelado Dinámico y Análisis de los
Sistemas Experimentales

B.1. El sistema Pendubot y Acrobot

B.1.1. Descripción del sistema

Considérese el robot planar de dos DoF (Pendubot/Acrobot) mostrado en la figura B.1.

Figura B.1: El sistema péndulo doble de
PendCON Company.

Sus parámetros f́ısicos se describen como si-
gue:

m1 : masa del primer péndulo;
Mj1 : masa de la articulación péndulo-péndulo;
m2 : masa del segundo péndulo;

l1 : longitud del primer péndulo (O, j1);
lc1 : ubicación del centro de masa del primer

péndulo (O,m1);
l2 : longitud del segundo péndulo (j1, ef );
lc2 : ubicación del centro de masa del segundo

péndulo (j1,m2);
Iω1 : momento de inercia del primer péndulo;
Iω2 : momento de inercia del segundo péndulo;
θ1 : posición angular del primer péndulo;
θ2 : posición angular del segundo péndulo.

Las variables articulares describen el vector
de coordenadas generalizadas como:

q =

[
q1
q2

]
=

[
θ1
θ2

]
.

Este vector define el espacio vectorial de configuración M ⊂ Rn. Note que ambas posi-
ciones articulares se miden positivamente en sentido antihorario, y q1 se mide a partir del
eje ζ negativo.
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B.1.2. Modelo de enerǵıa

Enerǵıa cinética

En base al teorema de Köening, la enerǵıa cinética del primer eslabón queda descrita
como:

Tm1 =
1

2
Iω1 q̇

2
1.

Para la masa en la articulación j1 se tiene el siguiente análisis cinemático:

pMj1
=

[
l1 sin(q1)
−l1 cos(q1)

]
, =⇒ VMj1

=

[
l1 cos(q1)q̇1
l1 sin(q1)q̇1

]
queda que:

TMj1
=

1

2
Mj1l

2
1q̇

2
1

También:

pm2,j1 =

[
lc2 sin(q1 + q2)
−lc2 cos(q1 + q2)

]
=⇒ Vm2,j1 =

[
lc2 cos(q1 + q2) (q̇1 + q̇2)
lc2 sin(q1 + q2) (q̇1 + q̇2)

]
queda que:

Tm2 =
1
2
m2l

2
1q̇

2
1 +

1
2
Iω2 q̇

2
2 +m2⟨Vj1,O, Vm2,j1⟩,

= 1
2
m2l

2
1q̇

2
1 +

1
2
Iω2 q̇

2
2 +m2l1lc2 cos(q2)q̇1 (q̇1 + q̇2) .

Enerǵıa potencial

Por otro lado, la enerǵıa potencial queda expresada como:

P (q) = −m1glc1 cos(q1)−m2g [l1 cos(q1) + lc2 cos(q1 + q2)]

Enerǵıa total

La enerǵıa del sistema queda descrita como:

E(q, q̇) = 1
2
[Iω1 + (Mj1 +m2) l

2
1 + 2m2l1lc2 cos(q2)] q̇

2
1 +

1
2
Iω2 q̇

2
2 +m2l1lc2 cos(q2)q̇1q̇2

−m1glc1 cos(q1)−m2g [l1 cos(q1) + lc2 cos(q1 + q2)]

Lagrangiano

Por otro lado, la función de Lagrange queda:

L(q, q̇) = 1
2
[Iω1 + (Mj1 +m2) l

2
1 + 2m2l1lc2 cos(q2)] q̇

2
1 +

1
2
Iω2 q̇

2
2 +m2l1lc2 cos(q2)q̇1q̇2

+m1glc1 cos(q1) +m2g [l1 cos(q1) + lc2 cos(q1 + q2)]

Modelo Dinámico

Al aplicar el formalismo de Euler-Lagrange queda:

M(q) =

[
Iω1 + (Mj1 +m2)l

2
1 + 2m2l1lc2 cos(q2) , m2l1lc2 cos(q2)

m2l1lc2 cos(q2) , Iω2

]
,

C(q, q̇) =

[
−m2l1lc2 sin(q2)q̇2 , −m2l1lc2 sin(q2)(q̇1 + q̇2)
m2l1lc2 sin(q2)q̇1 , 0

]
G(q) =

[
−m1glc1 sin(q1)−M1gl1 sin(q1)−m2g (l1 sin(q1) + lc2 sin(q1 + q2))

−m2glc2 sin(q1 + q2)

]
.
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B.1.3. Análisis del modelo

Propiedades del modelo mecánico

Lema B.1 (Sobre las cotas de M(q)). La magnitud de la contribución de la matriz de
inercias está acotada como λm ≤ ∥M(q)∥ ≤ λM , donde:

λm =
Iω1Iω2

Iω1 + (Mj1 +m2)l21 + 2m2l1lc2 + Iω2

, (B.1)

y

λM =
(Iω1 + (Mj1 +m2)l

2
1 + 2m2l1lc2 + Iω2)

2 − Iω1Iω2

Iω1 + (Mj1 +m2)l21 + 2m2l1lc2 + Iω2

(B.2)

Demostración. La matriz de inercia se descompone como:

M(q) =

[
Iω1 0
0 0

]
+

[
(Mj1 +m2)l

2
1 + 2m2l1lc2 cos(q2) , m2l1lc2 cos(q2)

m2l1lc2 cos(q2) , Iω2

]
.

Queda entonces que M11(1) = Iω1 , M22(2) = Iω2 . También M11(q) = Iω1 + (Mj1 +m2)l
2
1 +

2m2l1lc2 cos(q2) y M22(q) = Iω2 . Aplicando las expresiones (2.10) y (2.11) resultan las expre-
siones principales del lema. ■

Lema B.2 (Sobre la cota del vector C(q, q̇)q̇). La matriz de inercia es radialmente no
acotada, como sigue:

∥C(q, q̇)q̇∥ ≤ δc∥q̇∥, δc = 4m2l1lc2 .

Demostración. Note que el vector de fuerzas de Coriolis y centŕıpetas C(q, q̇)q̇ puede rees-
cribirse como:

C(q, q̇)q̇ =

[
q̇⊺C1(q)q̇
q̇⊺C2(q)q̇

]
, C1(q) =

[
0 −m2l1lc2S2

−m2l1lc2S2 −m2l1lc2S2

]
, C2(q) =

[
m2l1lc2S2 0

0 0

]
,

sigue que:

δc =
2∑

i=1

2∑
j1

2∑
k=1

máx
q

Ci(jk) = 4m2l1lc2 ,

tal como se establece en el lema. ■

Lema B.3 (Sobre la cota del vector G(q)). El vector de fuerzas y torques potenciales
G(q) ∈ Rn está acotado como:

∥G(q)∥ ≤ δG, δG = g
√

(m1lc1 + (M1 +m2)l1 +m2lc2)
2 + (m2lc2)

2.

Demostración. Mayorizando las funciones trigonométricas y calculando la norma Euclidiana,
queda la expresión descrita en el presente lema. ■
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La representación lineal paramétrica

La forma lineal paramétrica del modelo determinado queda como:

[
q̈1 2C2q̈1 + C2q̈2 − S2(2q̇1q̇2 + q̇22) 0 −gS1 −gS12

0 C2q̈1 + S2q̇
2
1 q̈2 0 −gS12

]
Iω1 + (Mj1 +m2)l

2
1

m2l1lc2
Iω2

m1lc1 + (M1 +m2)l1
m2lc2

 = Wτ

(B.3)
En el caso del Pendubot, la parte actuada se acopla con el motor de cd, como sigue:

[
q̈1 2C2q̈1 + C2q̈2 − S2(2q̇1q̇2 + q̇22) −gS1 −gS12

] 
Jm + Iω1 + (Mj1 +m2)l

2
1

m2l1lc2
m1lc1 + (M1 +m2)l1

m2lc2

 = kτIa

y que finalmente resulta:

[
q̈1 η12(q, q̇, q̈, İa) −gS1 −gS12 İa q̇1

]

(Rakτ )

−1[Jm + Iω1 + (Mj1 +m2)l
2
1]

(Rakτ )
−1m2l1lc2

(Rakτ )
−1[m1lc1 + (M1 +m2)l1]
(Rakτ )

−1m2lc2
La

Ke

 = Va

(B.4)
con η12(q, q̇, q̈, İa) = 2C2q̈1 + C2q̈2 − S2(2q̇1q̇2 + q̇22).
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B.2. El Péndulo Rotativo

B.2.1. Descripción del sistema

Considérese el péndulo rotativo (comúnmente conocido como péndulo de Furuta) mos-
trado en la figura B.2.

Figura B.2: El péndulo rotativo(péndulo de Furuta).

Sus parámetros f́ısicos se describen como:

m1 : masa del brazo;
M1 : masa de la articulación brazo-péndulo;
m2 : masa del péndulo;
l1 : longitud del brazo (j01, j12);
lc1 : ubicación del centro de masa del brazo;

(j01,m1);
l2 : longitud del péndulo (j12, ef );
lc2 : ubicación del centro de masa del péndulo

(j12,m2);
Iω1 : momento de inercia del brazo;
Iω2 : momento de inercia del péndulo;
θ1 : posición angular del brazo;
θ1 : posición angular del péndulo;

Las variables art́ıculares describen el vector
de coordenadas generalizadas como:

q =

[
q1
q2

]
=

[
θ1
θ2

]
.

Note que ambas posiciones articulares se miden positivamente en sentido antihorario,
respecto al eje x y al z respectivamente.

B.2.2. Modelo de enerǵıa

Enerǵıa cinética

Usando el teorema de Köening, en virtud de que el polo del brazo ubicado en j01 coincide
con el marco de referencia inercial, la enerǵıa cinética del brazo queda simplemente:

Tm1(q, q̇) =
1

2
Iω1 q̇

2
1

Por otro lado, la masa de la articulación en j12 se considera puntual para efectos prácticos,
por lo cual se tiene:

pj12 =

l1 cos(q1)l1 sin(q1)
0

 , =⇒ Vj12 =

−l1 sin(q1)q̇1l1 cos(q1)q̇1
0


Por lo tanto, la enerǵıa cinética queda en la forma tradicional:

TM1(q, q̇) =
1

2
M1l

2
1q̇

2
1,

CONTROL AUTOMÁTICO 119 CINVESTAV-IPN
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Finalmente para la masa del péndulo, su velocidad respecto de su polo ubicado en j12 se
obtiene como:

pm2,j12 =

−lc2 sin(q1) sin(q2)lc2 cos(q1) sin(q2)
−lc2 cos(q2)

 =⇒ Vm2,j12(q, q̇) =

−lc2 cos(q1) sin(q2)q̇1 − lc2 sin(q1) cos(q2)q̇2
−lc2 sin(q1) sin(q2)q̇1 + lc2 cos(q1) cos(q2)q̇2

lc2 sin(q2)q̇2


sigue que:

Tm2(q, q̇) =
1
2
Iω2 q̇

2
2 +

1
2
m2v

2
j12

+m2⟨Vj12 , Vm2,j12⟩,
= 1

2
m2l

2
1q̇

2
1 +

1
2
Iω2 q̇

2
2 +m2l1lc2 cos(q2)q̇1q̇2.

Enerǵıa potencial

El eslabón correspondiente al brazo del sistema pendular evoluciona en el plano horizontal
sobre el marco de referencia inercial, por lo cual no posee enerǵıa potencial. Para el péndulo
se tiene que:

Pm2(q) = −m2glc2 cos(q2).

Enerǵıa total

La enerǵıa total del sistema se da como:

E(q, q̇) =
1

2

[
Iω1 + (M1 +m2)l

2
1

]
q̇21 +

1

2
Iω2 q̇

2
2 +m2l1lc2 cos(q2)q̇1q̇2 −m2glc2 cos(q2)

Lagrangiano

Por otro lado, la función Lagrangiano se encuentra como:

L(q, q̇) = 1

2

[
Iω1 + (M1 +m2)l

2
1

]
q̇21 +

1

2
Iω2 q̇

2
2 +m2l1lc2 cos(q2)q̇1q̇2 +m2glc2 cos(q2)

Modelo dinámico

Al aplicar el formalismo de Euler-Lagrange resulta el modelo dinámico en la forma
estándar de robótica, con:

M(q) =

[
Iω1 + (M1 +m2) l

2
1 , m2l1lc2 cos(q2)

m2l1lc2 cos(q2) , Iω2

]
, C(q, q̇) =

[
0 , −m2l1lc2 sin(q2)q̇2
0 , 0

]
,

G(q) =

[
0

m2glc2 sin(q2)

]
, W =

[
1
0

]
.

(B.5)

B.2.3. Análisis del modelo

Propiedades del modelo mecánico

Lema B.4 (Sobre las cotas de M(q)). La magnitud de la contribución de la matriz de
inercias está acotada como λm ≤ ∥M(q)∥ ≤ λM , donde:

λm =
(Iω1 +M1l

2
1)Iω2

Iω1 + Iω2 + (M1 +m2)l21
, (B.6)
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y

λM =
[Iω1 + Iω2 + (M1 +m2)l

2
1]

2 − (Iω1 +M1l
2
1)Iω2

Iω1 + Iω2 + (M1 +m2)l21
(B.7)

Demostración. La matriz de inercias puede reescribirse como sigue:

M(q) =

[
Iω1 +M1l

2
1 0

0 0

]
+

[
m2l

2
1 m2l1lc2 cos(q2)

m2l1lc2 cos(q2) Iω2

]
Resulta que M11(1) = Iω1 +M1l

2
1, M22(2) = Iω2 . También M11(q) = Iω1 +M1l

2
1 + m2l

2
1 y

M22(q) = Iω2 . Al aplicar las expresiones (2.10) y (2.11), quedan los resultados descritos en
el lema. ■

Lema B.5 (Sobre la cota de Coriolis). La matriz de inercia es radialmente no acotada,
como sigue:

∥C(q, q̇)q̇∥ ≤ δc∥q̇∥, δc = m2l1lc2 .

Demostración. Note que el vector de fuerzas de Coriolis y centŕıpetas C(q, q̇)q̇ puede rees-
cribirse como:

C(q, q̇)q̇ =

[
q̇⊺C1(q)q̇
q̇⊺C2(q)q̇

]
, C1(q) =

[
0 0
0 −m2l1lc2S2

]
, C2(q) = 02×2,

sigue que:

δc =
2∑

i=1

2∑
j1

2∑
k=1

máx
q

Ci(jk) = m2l1lc2 ,

tal como se establece en el lema. ■

Lema B.6 (Sobre las cotas del vector de fuerzas y torques potenciales). El vector
de fuerzas y torques potenciales G(q) ∈ Rn está acotado como:

∥G(q)∥ ≤ δG, δG = m2glc2 .

Demostración. En vista que el vector G(q) contiene un solo elemento distinto de cero, usando
la definición de la norma Euclidiana, con | sin(q2)| ≤ 1, el resultado es inmediato. ■

La representación lineal paramétrica

El modelo dado en la forma estándar de robótica puede reescribirse en la forma lineal
paramétrica como:

[
q̈1 cos(q2)q̈2 − sin(q2)q̇

2
2 0 0

0 cos(q2)q̈1 q̈2 sin(q2)

]
Iω1 + (M1 +m2)l

2
1

m2l1lc2
Iω2

m2glc2

 =

[
τ
0

]
.

La dinámica de la parte mecánica activa, impulsada por motores PMDC queda:

Ra

Kτ

{[
Iω1 + (M1 +m2) l

2
1

]
q̈1 +m2l1lc2 cos(qu)q̈2 −m2l1lc2 sin(q2)q̇

2
2

}
+ Laİa + keq̇1 = Va

que se reescribe en la forma paramétrico-lineal:

[
q̈1 cos(q2)q̈2 − sin(q2)q̇

2
2 İa q̇1

] 
(Rak

−1
τ ) (Iω1 + (M1 +m2)l

2
1)

(Rak
−1
τ )m2l1lc2
La

Ke

 = Va
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B.3. El Triple Péndulo Invertido

B.3.1. Descripción del sistema

Considere el sistema Triple Péndulo Invertido (TLIP) impulsado por un único motor de
cd de imanes permanentes mostrado en la figura B.3. Sus parámetros f́ısicos se describen a
continuación:

Figura B.3: El péndulo invertido triple.

m1 : Masa del primer péndulo.
M1 : Masa de la segunda articulación.
m2 : Masa del segundo péndulo.
M2 : Masa de la tercera articulación.
m3 : Masa del tercer péndulo.
l1 : Longitud del primer péndulo.
lc1 : Centro de masa del primer péndulo.
l2 : Longitud del segundo péndulo.
lc2 : Centro de masa del segundo péndulo.
l3 : Longitud del tercer péndulo.
lc3 : Centro de masa del tercer péndulo.

Se define el vector de coordenadas generaliza-
das en función de las variables articulares como
sigue:

q =

q1q2
q3


El esquemático de la figura B.4 muestra una vis-
ta simplificada del sistema TLIP.

Figura B.4: Esquemático del péndulo invertido triple.

La notación introducida en la tabla B.1 permite obtener una expresión más compacta
del modelo dinámico.
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Notación (∀ j, k = 1, 2, 3) Ecuaciones paramétricas.

Sj = sin(qj) θ1 = m2l1lc2S21 + (M2 +m3) l1l2S2

Cj = cos(qj) θ2 = m3l2lc3S321

Sjk = sin(qj + qk) θ3 = m3l1lc3S31

Cjk = cos(qj + qk) θ4 = l1S1 + lc2S12

Skj = sin(qk − qj) θ5 = l1S1 + l2S12

Ckj = sin(qk − qj) θ6 = θ5 + lc3S123

Tabla B.1: Notación y parametrización adoptada para el sistema TLIP.

B.3.2. Enerǵıa del sistema

Enerǵıa cinética

El teorema de Köening permite determinar la enerǵıa cinética de cada elemento de una
forma precisa; primero, dado que el polo O1 coincide con el marco de referencia, queda que

Tm1(q, q̇) =
1

2
Iω1 q̇

2
1. (B.8)

Para el análisis correspondiente a la masa M1, resulta que:

pO2(q) =

(
−l1 sin(q1)
l1 cos(q1)

)
=⇒ VO2 =

(
−l1 cos(q1)q̇1
l1 sin(q1)q̇1

)
,

por lo que la expresión de la enerǵıa cinética resulta:

TM1(q, q̇) =
1

2
M1l

2
1q̇

2
1. (B.9)

De forma similar para la masa m2:

pci2,O2 =

[
−lc2 sin(q2)
lc2 cos(q2)

]
=⇒ Vci2,O2 =

[
−lc2 cos(q2)q̇2
lc2 sin(q2)q̇2

]
,

y su enerǵıa cinética queda como:

Tm2(q, q̇) =
1

2
m2l

2
1q̇

2
1 +

1

2
Iω2 q̇

2
2 +m2l1lc2 cos(q2 − q1)q̇1q̇2. (B.10)

En el caso de la masa puntual M2 en el polo O3 resulta:

pO3 =

[
−l1 sin(q1)− l2 sin(q1 + q2)
l1 cos(q1) + l2 cos(q1 + q2)

]
=⇒ VO3 =

[
−l1 cos(q1)q̇1 − l2 cos(q1 + q2)(q̇1 + q̇2)
−l1 sin(q1)q̇1 − l2 sin(q1 + q2)(q̇1 + q̇2)

]
,

por lo tanto:

TM2(q, q̇) =
1

2
M2

[
l21 + l2 (l2 + 2l1 cos(q2))

]
+

1

2
M2l

2
2q̇

2
2 +M2l2 (l2 + l1 cos(q2)) q̇1q̇2. (B.11)

Finalmente para la masa m3:

pci3,O3 =

[
−lc3 sin(q3)
lc3 cos(q3)

]
=⇒ Vci3,O3 =

[
−lc3 cos(q3)q̇3
−lc3 sin(q3)q̇3

]
,

resulta:

Tm3(q, q̇) =
1
2
m3 [l

2
1 + l2 (l2 + 2l1 cos(q2))] q̇

2
1 +

1
2
m3l

2
2q̇

2
2 +

1
2
Iω3 q̇

2
3

+m3l2 (l2 + l1 cos(q2)) q̇1q̇2 +m3l2lc3 cos(q3 − q2 − q1)q̇2q̇3
+m3lc3 (l1 cos(q3 − q1) + l2 cos(q3 − q2 − q1)) q̇1q̇3.

(B.12)
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Enerǵıa potencial

La enerǵıa potencial debida a los efectos gravitacionales se determina como sigue:

Um1(q) = m1glc1 cos(q1),
UM1(q) =M1gl1 cos(q1),
Um2(q) = m2g [l1 cos(q1) + lc2 cos(q1 + q2)] ,
UM2(q) =M2g [l1 cos(q1) + l2 cos(q1 + q2)] ,
Um3(q) = m3g [l1 cos(q1) + l2 cos(q1 + q2) + lc3 cos(q1 + q2 + q3)] .

(B.13)

Enerǵıa total

La enerǵıa total del sistema, dada por la suma de las enerǵıas cinética y potencial, resulta:

L(q, q̇) = 1
2
[Iω1 + (M1 +m2 +M2 +m3)l

2
1 + (M2 +m3)l

2
2

+2(M2 +m3)l1l2 cos(q2)] q̇
2
1 +

1
2
[Iω2 + (M2 +m3)l

2
2] q̇

2
2

+1
2
Iω3 q̇

2
3 + [m2l1lc2 cos(q2 − q1) + (M2 +m3)l2 (l2 + l1 cos(q2))] q̇1q̇2

+m3lc3 [l1 cos(q3 − q1) + l2 cos(q3 − q2 − q1)] q̇1q̇3
+m3l2lc3 cos(q3 − q2 − q1)q̇2q̇3 +m1glc1 cos(q1) +M1gl1 cos(q1)
+m2g [l1 cos(q1) + lc2 cos(q1 + q2)] +M2g [l1 cos(q1) + l2 cos(q1 + q2)]
+m3g [l1 cos(q1) + l2 cos(q1 + q2) + lc3 cos(q1 + q2 + q3)]

(B.14)

Lagrangiano

El Lagrangiano del mecanismo queda expresado como sigue:

L(q, q̇) = 1
2
[Iω1 + (M1 +m2 +M2 +m3)l

2
1 + (M2 +m3)l

2
2

+2(M2 +m3)l1l2 cos(q2)] q̇
2
1 +

1
2
[Iω2 + (M2 +m3)l

2
2] q̇

2
2

+1
2
Iω3 q̇

2
3 + [m2l1lc2 cos(q2 − q1) + (M2 +m3)l2 (l2 + l1 cos(q2))] q̇1q̇2

+m3lc3 [l1 cos(q3 − q1) + l2 cos(q3 − q2 − q1)] q̇1q̇3
+m3l2lc3 cos(q3 − q2 − q1)q̇2q̇3 −m1glc1 cos(q1)−M1gl1 cos(q1)
−m2g [l1 cos(q1) + lc2 cos(q1 + q2)]−M2g [l1 cos(q1) + l2 cos(q1 + q2)]
−m3g [l1 cos(q1) + l2 cos(q1 + q2) + lc3 cos(q1 + q2 + q3)] .

(B.15)

Modelo dinámico

Al aplicar el formalismo de Euler-Lagrange queda el modelo dinámico en la forma estándar
de robótica, con la matriz de inercia:

M(q) =

M11 , M12 , m3lc3 (l1C31 + l2C321)
⊛ , Iω2 + (M2 +m3) l

2
2 , m3l2lc3C321

⊛ , ⊛ , Iω3


donde ⊛ denota simetŕıa; también:

M11 = Iω1 + (m1 +M1 +m2 +M2 +m3) l
2
1

+(M2 +m3) l
2
2 + 2 (M2 +m3) l1l2C2,

M12 = m2l1lc2C21 + l2 (M2 +m3) (l2 + l1C2) .

La matriz de fuerzas de Coriolis y centŕıpetas resulta como:

C(q, q̇) =

−2 (M2 +m3) l1l2S2q̇2 , −θ1q̇2 , − (θ2 + θ3) q̇3
θ1q̇1 , 0 , −θ2q̇3

(θ2 + θ3) q̇1 + θ2q̇2 , θ2 (q̇1 + q̇2) , 0

 ,
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y el vector de fuerzas y torques potenciales:

G(q) =

−m1glc1S1 −M1gl1S1 −m2gθ4 −M2gθ5 −m3gθ6
−m2glc2S12 −M2gl2S12 −m3g (l2S12 + lc3S123)

−m3glc3S123

 .
B.3.3. Análisis del modelo

Propiedades del modelo mecánico

Lema B.7 (Sobre las cotas de la matriz de inercias). La magnitud de la contribución
de la matriz de inercias está acotada como λmIn ≤ M(q) ≤ λMIn, con:

λm =
4(Iω1 +m1l

2
1)Iω2Iω3

[Iω1 + (m1 +M1 +m2) l21 + (M2 +m3) (l1 + l2)2]
2 (B.16)

y

λM =
[Iω1 + (m1 +M1 +m2) l

2
1 + (M2 +m3) (l1 + l2)

2]
3 − 8(Iω1 +m1l

2
1)Iω2Iω3

[Iω1 + (m1 +M1 +m2) l21 + (M2 +m3) (l1 + l2)2]
2 (B.17)

Demostración. Permı́tase escribir la matriz de inercia en la siguiente forma:

M(q) = M(1) +M(2) +M(3)

=

Iω1 +m1l
2
1 0 0

0 0 0
0 0 0

+

(M1 +m2)l
2
1 m2l1lc2C21 0

m2l1lc2C21 Iω2 0
0 0 0


+

(M2 +m3)(l
2
1 + l22 + 2l1l2C2) (M2 +m3)(l

2
2 + l1l2C2) m3lc3 (l1C31 + l2C321)

⊛ (M2 +m3)l
2
2 m3l2lc3C321

⊛ ⊛ Iω3


Resulta que M11(1) = Iω1 + m1l

2
1, M22(2) = Iω2 , M33(3) = Iω3 , que al aplicarse en las

expresiones (2.10) y (2.11) junto con el ĺımite superior de la traza de la matriz de inercia,
quedan las cotas descritas en este lema. ■

De acuerdo con el material contenido en [24], el vector de fuerzas de Coriolis y centŕıpetas
puede escribirse como:

C(q, q̇)q̇ =

q̇⊺C1(q)q̇
q̇⊺C2(q)q̇
q̇⊺C3(q)q̇


con:

C1 =

0 − (M2 +m3) l1l2S2 0
⊛ −θ1 0
⊛ ⊛ −θ2 − θ3,

 , C2 =

θ1 0 0
⊛ 0 0
⊛ ⊛ −θ2

 , C3 =

θ2 + θ3 θ2 0
⊛ θ2 0
⊛ ⊛ 0


Sigue que:

δc = 32máx {(M2 +m3)l1l2 +m2l1lc2 ,m3lc3(l1 + l2)} (B.18)
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Sobre la cota del vector de fuerzas y torques gravitacionales

La matriz Jacobiana del vector G(q) respecto del vector de coordenadas generalizadas se
halla como:

Jq {G} =


{
m1glc1 +m2g(l1 + lc2)
+M1gl1 +M2g(l1 + l2)

}
,

{
m2glc2 +M2gl2
+m3g(l2 + lc3)

}
, m3glc3

⊛ ,

{
m2glc2 +M2gl2
+m3g(l2 + lc3)

}
, m2glc3

⊛ , ⊛ , m3glc3

 ,
y resulta evidente que:

δG = 3θ7máx {m1glc1 + (M1 +m2 +M2)gl1,m3g(l2 + lc3)} ,
θ7 = m2glc2 +M2gl2.

(B.19)

La representación lineal paramétrica

El modelo descrito previamente en la forma estándar de robótica puede expresarse en la
forma lineal paramétrica η(q, q̇, q̈, Ia)ϑ = Wτ , con:

η⊺(·) =



q̈1 0 0

C2q̈1+
1
2
C2q̈2−S2q̇1q̇2− 1

2
S2q̇22

1
2
C2q̈1+

1
2
S2q̇21 0

q̈2 q̈1 0
C21q̈2−S21q̇22 C21q̈1+q̈2+S21q̇21 0

C31q̈3−S31q̇23 0 C31q̈1+S31q̇21
C321q̈3−S321q̇23 C321q̈3−S321q̇23 C321(q̈1+q̈2)+S321(q̇1+q̇2)2

0 q̈2 0
0 0 q̈3
S1 0 0
S12 S12 0
S123 S123 S123


,

ϑ =



Iω1+(m1+M1+m2)l21+(M2+m3)(l21+l22)

2(M2+m3)l1l2
(M2+m3)l22
m2l1lc2
m3l1lc3
m3l2lc3
Iω2
Iω3

−g[m1lc1+(M1+m2+M2+m3)l1]
−g[m2lc2+(M2+m3)l2]

−gm3lc3



(B.20)
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B.4. El péndulo doble sobre un carro con restricciones

elásticas

B.4.1. Descripción del sistema

La figura B.5 muestra el esquemático del sistema péndulo doble sobre el carro, cuyo
segundo péndulo está restringido en su movimiento mediante dos resortes lineales.

Figura B.5: El péndulo doble sobre un carro con restricciones
elásticas.

Sus parámetros f́ısicos se dan como:

M : Masa del primer carro.
m1 : Masa del primer eslabón.
mj1 : Masa de la articulación entre los

péndulos.
m2 : Masa del segundo eslabón.
l1 : Longitud del primer eslabón.
l2 : Longitud del segundo eslabón.
lc1 : Centro de masa del primer péndulo.
lc2 : Centro de masa del segundo péndulo.
ls, la : Dimensiones de horquilla de sujeción.
lp : Distancia al punto de unión de los

resortes.

El vector de coordenadas generalizadas se da
como:

q =

q1q2
q3

 =

x
θ1
θ2

 .

Aqúı x denota la posición lineal del carro, θ1 el desplazamiento angular del primer péndu-
lo, medido en sentido antihorario a partir de la posición vertical hacia abajo, y θ2 el des-
plazamiento angular del segundo péndulo, medido a partir de la linea proyectada del primer
péndulo.

B.4.2. Enerǵıa del sistema

Enerǵıa cinética

Para la masa del carro M , se tiene que:

pM =

[
q1
0

]
=⇒ VM =

[
q̇1
0

]
Como M es una masa puntual, resulta que:

TM(q, q̇) =
1

2
Mq̇21.

Al aplicar el teorema de Köening para el primer péndulo, con:

pm1,O1 =

[
lc1S2

−lc1C2

]
=⇒ Vm1,O1 =

[
lc1C2q̇2
lc1S2q̇2

]
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se determina la enerǵıa cinética como:

Tm1 =
1

2
m1q̇

2
1 +

1

2
Iω1 q̇

2
2 +m1lc1C2q̇1q̇2

La masa de la unión entre los péndulos mj1 también se considera puntual. Su enerǵıa cinética
queda entonces:

pmj1
,O =

[
q1 + l1S2

−l1S2

]
=⇒ Vmj1

,O =

[
q̇1 + l1C2q̇2
l1S2q̇2

]
,

y resulta:

Tmj1
=

1

2
mj1 q̇

2
1 +

1

2
mj1l

2
1q̇

2
2 +mj1l1C2q̇1q̇2

Finalmente, la posición del centro de masa m2 respecto del polo en mj1 queda:

pm2,O2 =

[
lc2S23

−lc2C23

]
=⇒ Vm2,O2 =

[
lc2S23(q̇2 + q̇3)
lc2C23(q̇2 + q̇3)

]
,

por lo que queda la enerǵıa cinética:

Tm2 =
1
2
m2q̇

2
1 +

1
2
m2 (l

2
1 + 2l1lc2C3) q̇

2
2 +

1
2
Iω2 q̇

2
3 +m2 (l1C2 + lc2C23) q̇1q̇2

+m2lc2C23q̇1q̇3 +m2l1lc2C3q̇2q̇3.

Enerǵıa potencial

La enerǵıa potencial gravitatoria para cada masa del sistema se determina como:

UM = 0,
Um1 = −m1glc1C2,
Umj1

= −mj1gl1C2,
Um2 = −m2g (l1C2 + lc2C23) .

(B.21)

Los resortes lineales almacenan enerǵıa potencial, de acuerdo con la ley de Hooke Uk =
1
2
k∆l2.

Resulta que:

Uk1 =
1
2
k1

[√(
1
2
ls
)2

+ l2p + l2a + lslpS3 − 2lalpC3 − l0

]2
,

Uk2 =
1
2
k2

[√(
1
2
ls
)2

+ l2p + l2a − lslpS3 − 2lalpC3 − l0

]2
.

(B.22)

B.4.3. Modelo dinámico

Al aplicar el formalismo de Euler-Lagrange con el Lagrangiano del sistema, queda el
modelo dinámico en la forma estándar de robótica, con la matriz de inercia:

D(q) =

M +m1 +mj1 +m2 [m1lc1 + (mj1 +m2) l1]C2 +m2lc2C23 m2lc2C23

⊛ Iω1 + (mj1 +m2) l
2
1 + 2m2l1lc2C3 m2l1lc2C3

⊛ ⊛ Iω2

 , (B.23)

la matriz de Coriolis:

C(q, q̇) =

0 −{[m1lc1+(mj1
+m2)l1]S2+m2lc2S23}q̇2−m2lc2S23q̇3 −m2lc2S23 (q̇2 + q̇3)

0 −m2l1lc2S3q̇3 −m2l1lc2S3 (q̇2 + q̇3)
0 m2l1lc2S3q̇2 0

 , (B.24)
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y el vector de fuerzas y torques potenciales:

G(q) =



0
g [m1lc1 + (mj1 +m2) l1]S2 +m2glc2S23

m2glc2S23 +
1
2
k1lp (lsC3 + 2laS3)

(
1− l0√

( 1
2
ls)

2
+l2p+l2a+lp(lsS3−2laC3)

)
+1

2
k2lp (2laS3 − lsC3)

(
1− l0√

( 1
2
ls)

2
+l2p+l2a−lp(lsS3+2laC3)

)


 (B.25)
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