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En esta tesis se estudia teóricamente los efectos de deformación uniforme sobre la 

longitud de propagación y profundidad de penetración del campo eléctrico de los plasmones 

polaritones de superficie (SPPs) con polarización 𝑝 (TM) en grafeno incrustado entre dos 

medios dieléctricos. 

Usando la teoría de respuesta lineal y la conductividad óptica para grafeno deformado 

como función del tensor de deformación de la red hexagonal (honeycomb lattice), se obtiene 

la polarizabilidad para grafeno deformado en la Random Phase Approximation – Relaxation 

Time (RPA-RT). 

A partir de la relación de dispersión en términos de la polarizabilidad deformada, se 

hallan los efectos de la deformación sobre los SPPs obteniendo una dependencia de la 

magnitud y dirección de la deformación aplicada, esta dependencia juega un papel importante 

en la manipulación de la longitud de propagación y profundidad de penetración de los SPPs 

con polarización TM en grafeno. 
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In this thesis we study theoretically the effects of an applied uniform strain on the 

propagation length and electric field penetration depth of 𝑝 -polarized (TM) Surface 

Plasmons-Polaritons (SPPs), on graphene embedded between two dielectric media. 

Using the linear response theory and the optical conductivity of strained graphene as a 

function of the honeycomb lattice strain tensor, the strained graphene polarizability is 

obtained in the Random Phase Approximation – Relaxation Time (RPA-RT). 

From the dispersion relation in terms of the strained polarizability, the effects of the strain 

on SPPs, depend of the magnitude and direction of the applied strain, this dependence plays 

an important role in the manipulation of the propagation length and penetration depth of TM-

polarized graphene SPPs.  
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1 Introducción 

 
En este capítulo se hace una breve revisión de las propiedades, los métodos de obtención, 

las aplicaciones potenciales y la plasmónica de grafeno, así como también se describen los 

objetivos de la presente tesis. Se comienza distinguiendo las diferentes estructuras 

moleculares que presenta el carbono (alótropos) y se identifica al grafeno como un alótropo 

del carbono. A continuación, se describen algunas de sus propiedades eléctricas, mecánicas, 

ópticas, térmicas y químicas, además de las posibles aplicaciones de este nanomaterial y de 

los métodos empleados para su fabricación entre los cuales se encuentran la exfoliación 

micromecánica, crecimiento epitaxial y deposición química en fase de vapor (CVD). 

Posteriormente se comenta sobre los plasmones polaritones de superficie (SPPs) en grafeno 

con y sin deformación destacando sus ventajas y aplicaciones frente a materiales plasmónicos 

convencionales en el intervalo de frecuencias del infrarrojo medio y los terahertz. Para 

terminar, se detallan los objetivos generales y específicos de esta tesis. 

 

 

1.1 Alótropos de carbono. 
 

El carbono, presenta una familia de hibridaciones entre los orbitales 𝑠 y 𝑝 de tipo 𝑠𝑝, 

𝑠𝑝2 y 𝑠𝑝3 Fig. 1.1. [40]. Esta propiedad da origen a una gran variedad de alótropos, entre los 

cuales se encuentran: 
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Orbitales híbridos del átomo de carbono. Adaptada de [66]. (a) Hibridación 𝑠𝑝: Un orbital 

𝑠  (rojo) y un orbital 𝑝  (azul) se hibridan para formar dos orbitales 𝑠𝑝  (púrpuras) con 

geometría lineal (180° de separación entre orbitales 𝑠𝑝). (b) Hibridación 𝑠𝑝2: Un orbital 

𝑠 (rojo) y dos orbitales 𝑝 (azules) se hibridan para formar tres orbitales 𝑠𝑝 (púrpuras) con 

geometría triangular plana (120° de separación entre orbitales 𝑠𝑝). (c) Hibridación 𝑠𝑝3: 

Un orbital 𝑠 (rojo) y tres orbitales 𝑝 (azules) se hibridan para formar cuatro orbitales 𝑠𝑝 

(púrpuras) con geometría tetraédrica (109.5° de separación entre orbitales 𝑠𝑝).  

 

 

 

• Diamante En el diamante los átomos de carbono tienen cuatro primeros vecinos 

enlazados covalentemente (enlace-𝜎).  La estructura cristalina que posee el diamante 

 

 

2s 

2s 

2s 

2px 

2px 

2py

2px 

2pz 

2py 

sp 

sp2 

sp3 

Figura 1.1 

(a) 

(b) 

(c) 



  C A P Í T U L O  1  |  I N T R O D U C C I Ó N      | 3 

 

 
 

 

Algunos alótropos del carbono. (a) Diamante. (b) Grafito. (c) Grafeno. (d) Fullereno C60. 

Tomada de [49]. 

 

 

 

es una variante de la estructura FCC Fig. 1.2 (a) y además presenta una hibridación 

𝑠𝑝3 [17]. 

 

• Grafito: Consiste en varias monocapas de carbono separadas 0.335 nm y enlazadas 

débilmente por fuerzas de Van der Waals (enlace-𝜋), cada capa constituye una red 

hexagonal de átomos de carbono unidos por enlaces covalentes (enlace-𝜎) Fig. 1.2 

(b). La estructura cristalina del grafito presenta una hibridación 𝑠𝑝2 [8]. 

 

• Grafeno: Consiste en una monocapa bidimensional de átomos de carbono dispuestos 

en una red hexagonal o red de panal de abeja (en inglés honeycomb lattice) unidos 

por enlaces covalentemente (enlace-𝜎 ). Fig. 1.2 (c). La estructura cristalina de 

grafeno presenta una hibridación 𝑠𝑝2 [56]. 

 

• Fullerenos: Los fullerenos son átomos de carbono conectados por enlaces simples y 

dobles para formar una malla cerrada o parcialmente cerrada con elevada simetría, 

dando lugar a formaciones esféricas o elipsoidales Fig. 1.2 (d) [40]. 

 

 

Figura 1.2 

(a) (b) (c) (d) 



4 |     C A P Í T U L O  1  |  I N T R O D U C C I Ó N  

 

1.2 Generalidades del grafeno. 
 

El grafeno fue nombrado así por H.P. Boehm y su equipo en 1962 [6] y no fue hasta el 

2004 cuando Andre Geim y Konstantin Novoselov, aislaron por primera vez una muestra de 

grafeno empleando un proceso de exfoliación de láminas a partir del grafito, dicho proceso 

consiste en remover las capas superficiales de un trozo de grafito usando cinta adhesiva 

repetidas veces hasta obtener láminas más y más delgadas de grafeno [19, 43], por esta 

contribución a la ciencia fueron galardonados con el Premio Nobel de Física en 2010, desde 

entonces ha habido un tremendo interés en el estudio de las propiedades del grafeno [56], los 

métodos de obtención [41] y sus aplicaciones potenciales [41, 65]. Hoy en día sabemos que 

el grafeno exhibe propiedades inusuales sorprendentes, algunas de las cuales son: 

 

• Propiedades electrónicas: Los electrones bidimensionales en grafeno presentan una 

movilidad electrónica a temperatura ambiente de 𝜇~2 × 105 cm2 V−1 s−1 , 

densidades electrónicas de 𝑛~2 × 1011 cm−2  para grafeno suspendido [7] y una 

elevada velocidad de Fermi de 𝑣𝐹~1 × 10
6 m/s [16]. 

 

• Propiedades mecánicas: Tiene un módulo de Young de ~1 TPa  [42], también 

presenta una fractura por deformación de hasta  ~13 − 19% y ~20 − 26% a lo largo 

de la dirección armchair y zigzag respectivamente [9, 81]. 

 

• Propiedades ópticas: Una monocapa de grafeno es capaz de absorber 2.3% de luz 

blanca [48], con el pico de máxima absorción alrededor de los 270 nm [56] y en el 

rango de los terahertz de 1.54 − 2.23 THz su capacidad de absorción es ≥ 90% [27]. 

Para grafeno dopado también es posible alcanzar una absorción del 90% a 2.0 THz 

[34]. 

 

• Propiedades térmicas: Posee una conductividad térmica a temperatura ambiente de 

~4840 − 5300 W m−1 K−1, mayor a la del diamante [3]. 
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• Propiedades químicas: Las láminas de grafeno puro no suelen ser reactivas, pero la 

funcionalización de la superficie las hace más reactivas [56]. 

 

Uno de los mayores retos desde el descubrimiento del grafeno ha sido el desarrollo de 

métodos para su fabricación, algunos de estos métodos son: 

 

• Exfoliación micromecánica: Fue el procedimiento que utilizaron Geim y Novoselov 

para producir grafeno, es un método impreciso que se usa comúnmente en el estudio 

de las propiedades ópticas y de transporte del grafeno y llegándose a fabricar láminas 

con áreas de hasta ~1 mm2  [45]. Consiste en desprender repetidamente láminas 

superficiales de un trozo de grafito usando cinta adhesiva, posteriormente para 

despegar el grafeno de la cinta, se pega a un sustrato determinado Si, SiO2 [72], etc. 

para finalmente desprenderla de éste, dando como resultado láminas de grafeno de 

diferentes tamaños y grosores sobre diferentes sustratos Fig. 1.3 (a) [10, 41]. 

 

• Crecimiento epitaxial sobre SiC: Es un método que se emplea para producir áreas 

de grafeno de hasta ~10 x 5 mm2  [38] con grosor uniforme y de alta calidad. 

Consiste en calentar hasta ~1300° C [18] un sustrato de SiC que se encuentra en el 

interior de una cámara de vacío mediante un láser que ocasiona la sublimación del Si, 

dejando como resultado una superficie de grafeno Fig. 1.3 (b) [63]. 

 

• CVD: Es una técnica usada para producir grafeno de alta calidad a gran escala, 

llegándose a fabricar láminas de hasta ~600 − 900 cm2  [22, 79]. Este método 

involucra la combinación de un gas de hidrocarburo generalmente metano con un 

sustrato superficial Fe, Co, Ni, Cu, Pd [46], Si [47], SiO2 [76], MgO, ZrO2 [70] etc. 

que se calienta y alcanza temperaturas de ~1000° C [64] dentro de una cámara a 

temperatura, presión y flujo de gas controlado. El gas y el sustrato reaccionan 

químicamente y por deposición crece una delgada capa de grafeno sobre el sustrato 

antes mencionado Fig. 1.3 (c) [41].  
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Algunos métodos para la fabricación de grafeno. (a) Exfoliación micromecánica. (i) Cinta 

adhesiva presionada contra grafito. (ii) Algunas capas se desprenden y quedan adheridas a 

la cinta. (iii) La cinta se presiona contra un sustrato previamente elegido. (iv) Al despegar 

la cinta las capas de grafeno quedan sobre el sustrato. Tomado de [50]. (b) Crecimiento 

epitaxial sobre SiC. (i) Calentamiento del sustrato de SiC empleando un láser. (ii) 

Sublimación de los átomos de Si del sustrato caliente. (iii) Los átomos de carbono sobre el 

sustrato se reorganizan para formar capas de grafeno bajo las condiciones apropiadas. 

Adaptada de [18] (c) CVD. (i) Reacción química del gas metano con el sustrato caliente. 

(ii) Deposición de los átomos de carbono sobre el sustrato. (iii) Reorganización de los 

átomos de carbono sobre el sustrato para formar capas de grafeno. Adaptada de [33]. 
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El precio del grafeno depende de su calidad y volumen, es decir, dependerá del sector al 

que esté dirigido. A modo de ejemplo, actualmente varias capas de grafeno con un grosor 

aproximado de 3 − 10 nm tienen un precio de $65 − $90 dólares por kg para el grado de 

investigación y $50 − $75 dólares por kg para el grado industrial (este grado es más barato 

porque presenta un mayor número de capas y defectos), con el precio disminuyendo 

conforme incrementa el volumen [11]. Es importante destacar que gracias a las 

extraordinarias propiedades que presenta el grafeno, existe una gran variedad de aplicaciones 

en diversos campos, algunas de ellas son transistores [61], súper capacitores [15], baterías 

[68], celdas solares [13], pantallas de grafeno [2], desalinización del agua [24], biosensores 

[62], imagenología [78], terapía fototérmica [78] y tratamiento contra el cáncer [12]. 

 

 

1.3 Plasmónica de grafeno. 
 

La electrónica tiene como objeto de estudio a los electrones, análogamente la plasmónica 

estudia los plasmones, los SPPs son ondas electromagnéticas evanescentes acopladas a las 

oscilaciones de la densidad de carga en la superficie de un metal, que se propagan a lo largo 

de la interfaz de un dieléctrico y un metal [5, 59]. Los SPPs son generados en grafeno en el 

rango de frecuencias del infrarrojo medio de 4 − 15 𝜇m (20 − 75 THz) [77] y los terahertz 

de 1 − 10 THz [28], lo cual no es posible usando materiales plasmónicos convencionales 

tales como Au, Ag y Al [51], además pueden ser excitados mediante el acoplamiento de un 

prisma usando configuraciones tipo Otto [58] o Kretschmann [80]. Dentro de sus 

características los SPPs en grafeno exhiben, un fuerte confinamiento, una longitud de 

propagación relativamente más larga que en metales y la existencia de SPPs con polarización 

TE y TM (polarización 𝑠 y 𝑝 respectivamente) [59, 75], estas características extraordinarias 

abren una variedad de aplicaciones potenciales como biosensores [60], fotodetectores [14], 

guías de ondas superficiales [74] y moduladores [69]. Sobre la deformación de grafeno se ha 

encontrado que, al ser sometido a una tensión uniforme, la variación de la magnitud de 

deformación y orientación de la tensión aplicada influyen en la modificación de la 

conductividad óptica, la cual juega un papel importante en la relación de dispersión y las 

propiedades de los SPPs. [30, 35, 59].  
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1.4 Justificación. 
 

Los metales convencionales son usados ampliamente en el campo de la plasmónica, sin 

embargo, el grafeno posee propiedades mecánicas, ópticas, térmicas y eléctricas 

extraordinarias que lo convierten en un material plasmónico alternativo a estos. Estudiar los 

efectos de deformación en grafeno permite un mayor entendimiento de la plasmónica del 

grafeno y el desarrollo de dispositivos fotónicos mucho más rápidos, con pocas pérdidas y 

tamaños más compactos en diferentes rangos de frecuencia (principalmente de los terahertz 

al infrarrojo medio). 

 

 

1.5 Objetivos. 
 

1.5.1 Objetivo general. 

 

El objetivo general de la presente tesis es estudiar teóricamente los efectos de una 

deformación uniforme sobre la longitud de propagación y profundidad de penetración del 

campo eléctrico de los SPPs con polarización TM en grafeno incrustado entre dos medios 

dieléctricos. 

 

 

1.5.2 Objetivos específicos. 

 

• Encontrar una expresión analítica para la parte real e imaginaria del número de onda 

de los TM-SPPs en grafeno deformado uniformemente. 

• Realizar un análisis gráfico de la propagación y penetración del campo eléctrico de 

los TM-SPPs en grafeno deformado uniformemente y comparar los efectos con y sin 

deformación. 

• Concluir si es posible optimizar los TM-SPPs en grafeno al modificar la magnitud y 

orientación de la deformación aplicada.

 



 

 

 

C a p í t u l o 

2 
  

2 Grafeno sin deformación 

 
En este capítulo se revisa la estructura cristalina y electrónica de una monocapa de 

grafeno sin deformación. Se inicia con un breve análisis de la red hexagonal, donde se 

calculan los vectores primitivos tanto en el espacio real como en el recíproco, las posiciones 

de los primeros vecinos y la primera zona de Brillouin (PZB), cuyas esquinas son conocidas 

como los puntos de Dirac. Se continua con la estructura electrónica donde se revisan los 

enlaces y orbitales híbridos que presenta el grafeno sin deformación, así como también la 

estructura de bandas que se ha calculado mediante el método de tight-binding. Finalmente se 

obtiene el hamiltoniano efectivo haciendo un desarrollo alrededor de los puntos de Dirac en 

la región conocida como los conos de Dirac. 

 

 

2.1 Estructura cristalina. 

 

El grafeno es una estructura bidimensional de átomos de carbono dispuestos en una red 

hexagonal o red de panal de abeja (en inglés honeycomb lattice) con una separación de 

átomos de carbono con sus primeros vecinos de 𝑎 ≈ 0.142 nm Fig. 2.1 (a). Una manera de 

definir los vectores primitivos sería [37] 

 

 𝒂𝟏 =
𝑎

2
(√3�̂� + 3�̂�)     y     𝒂𝟐 =

𝑎

2
(−√3�̂� + 3�̂�), (2.1) 
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(a) Red cristalina de grafeno sin deformación en el espacio real. Adaptada de [37].  La red 

consta de dos subredes de Bravais 𝐴 (puntos púrpuras) y 𝐵 (puntos verdes) con dos átomos 

por celda unitaria, los vectores primitivos son 𝒂𝟏 y 𝒂𝟐 (rojos) y la celda primitiva está 

representada por el área sombreada (gris). Los vectores desde un átomo de la subred 𝐴 

hasta sus primeros vecinos de la subred 𝐵 son 𝜹𝟏, 𝜹𝟐 y 𝜹𝟑 (azules) y su separación es 𝑎 ≈

0.142 nm (naranja). (b) Red cristalina de grafeno sin deformación en el espacio recíproco 

y PZB. Los vectores primitivos de la red reciproca son 𝒃𝟏  y 𝒃𝟐  (púrpura) y la celda 

recíproca está representada por el área sombreada (gris). El área hexagonal es la PZB y los 

vértices son los puntos de Dirac 𝑲+ (rojos) y 𝑲− (azules). 

 

 

 

donde, la constante de red es 𝑎0 = |𝒂𝟏| = |𝒂𝟐| = 𝑎√3 ≈ 0.246 nm. Cabe señalar que la red 

cristalina del grafeno no es una red de Bravais, pues los átomos de carbono no pueden ser 

generados usando el vector de traslación 𝑹 = 𝑚𝒂𝟏 + 𝑛𝒂𝟐  siendo 𝑚 y 𝑛 enteros, por esta 

razón la estructura del grafeno consiste de dos subredes (𝐴 y 𝐵) y la red primitiva contendrá 

dos átomos de carbono con la característica de que sólo los átomos de la subred 𝐴 son 

generados por el vector 𝑹 y equivalentemente para la subred 𝐵 Fig. 2.1 (a). Dicho esto, para 

(a) (b) 

Figura 2.1 
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la subred 𝐴 los vectores que conectan un átomo de carbono con sus primeros vecinos son [37, 

52] 

 

 𝜹𝟏 =
𝑎

2
(√3�̂� + �̂�),      𝜹𝟐 =

𝑎

2
(−√3�̂� + �̂�)      y    𝜹𝟑 = −𝑎�̂�. (2.2) 

 

Ahora bien, la red recíproca como se muestra en la Fig. 2.1 (b) también es una red 

hexagonal, pero con una rotación de 90° respecto a la red en el espacio real. Los vectores 

primitivos de la red recíproca pueden obtenerse usando la condición 𝒂𝒊 ∙ 𝒃𝒋 = 2𝜋𝛿𝑖𝑗  y 

quedan definimos como  

 

 
𝒃𝟏 =

2𝜋

3𝑎
(√3�̂� + �̂�)     y     𝒃𝟐 =

2𝜋

3𝑎
(−√3�̂� + �̂�). (2.3) 

 

La PZB se encuentra usando (2.3) y la celda de Wigner-Seitz Fig. 2.1 (b). Los seis 

puntos en las esquinas de la PZB son conocidos como puntos de Dirac y pueden ser 

clasificados en dos grupos, si se elige el punto 𝐾+ como un punto del primer grupo y 𝐾− 

como un punto del segundo grupo, sus vectores son [52] 

 

 
𝑲+ =

4𝜋

3√3𝑎
�̂�     y     𝑲− = −

4𝜋

3√3𝑎
�̂�, (2.4) 

 

los demás puntos se obtienen sumando (2.3) y (2.4). 

 

 

2.2 Estructura electrónica. 

 

El átomo de carbono cuenta con seis electrones, cuya configuración electrónica es 

1𝑠22𝑠22𝑝2 donde, los dos electrones del orbital 1𝑠 son internos y los cuatro electrones de 

los orbitales 2𝑠, 2𝑝𝑥 y 2𝑝𝑦 son de valencia. Cuando los átomos de carbono se juntan uno con 

otro, un electrón del orbital 2𝑠 es promovido al orbital 2𝑝𝑧 para formar un orbital híbrido. 
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Enlaces covalentes 𝜎 (azules) y 𝜋 (púrpuras) en grafeno. Los enlaces 𝜎 son el resultado 

del traslape de los orbitales 𝑠𝑝2 , mientras que los enlaces 𝜋  son el resultado de la 

hibridación de dos orbitales 2𝑝𝑧 lateralmente. Tomada de [73]. 

 

 

 

En grafeno los orbitales 2𝑠, 2𝑝𝑥 y 2𝑝𝑦 se combinan para formar tres orbitales híbridos 𝑠𝑝2 

que se encuentran en el plano 𝑋𝑌 y un orbital 2𝑝𝑧 sobre el eje 𝑍, el traslape de los orbitales 

híbridos 𝑠𝑝2 entre dos átomos de carbono adyacentes crea un enlace 𝜎, por lo que cada átomo 

de carbono se enlaza con tres vecinos formando una estructura plana, mientras que la 

interacción de los orbitales 2𝑝𝑧 entre átomos vecinos crea enlaces 𝜋, siendo los electrones 

que se encuentra en este orbital (llamados electrones 𝜋) los responsables de las propiedades 

eléctricas y ópticas del grafeno Fig. 2.2. La estructura electrónica de bandas en grafeno puede 

ser obtenida usando el modelo de enlace fuerte (en inglés tight-binding model) considerando 

sólo la contribución a primeros vecinos, pues hay un solo electrón en el orbital 2𝑝𝑧 y está 

fuertemente enlazado al átomo. El hamiltoniano de enlace fuerte �̂� que satisface la ecuación 

de Schrödinger es 

 

Figura 2.2 
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 �̂�𝜓(𝒓) = 𝐸𝜓(𝒓), (2.5) 

 

y la función de onda 𝜓(𝒓) está definida como una superposición de dos funciones de Bloch 

𝜓𝑎 y 𝜓𝑏 que son funciones de onda de las subredes 𝐴 y 𝐵 respectivamente [37] 

 

 𝜓(𝒓) = 𝑐𝑎𝜓𝑎(𝒓) + 𝑐𝑏𝜓𝑏(𝒓), (2.6) 

 

 𝜓(𝒓) =
𝑐𝑎

√𝑁
∑𝑒𝑖𝒌∙𝑹𝒂𝜙(𝒓 − 𝑹𝒂)

𝑎

+
𝑐𝑏

√𝑁
∑𝑒𝑖𝒌∙𝑹𝒃𝜙(𝒓 − 𝑹𝒃),

𝑏

 (2.7) 

 

donde, 𝑁  es el número de celdas unitarias, 𝑎  y 𝑏  son índices sobre todos los átomos de 

carbono de las subredes 𝐴 y 𝐵 respectivamente, 𝑐𝑎  y 𝑐𝑏  representan las amplitudes de las 

funciones de onda en los sitios de red de los átomos de carbono de las subredes 𝐴 y 𝐵 

respectivamente, 𝒌 es el vector de onda, 𝜙𝑙 = 𝜙(𝒓 − 𝑹𝒍) es el estado base del electrón 𝜋 de 

un átomo de carbono aislado y localizado en 𝑹𝒍, donde 𝑙 = 𝑎 corresponde a la subred 𝐴 y 

𝑙 = 𝑏 a la subred 𝐵. Las funciones de onda 𝜓𝑎 y 𝜓𝑏 están normalizadas y el traslape entre 

ellas está prohibido, esto es 

 

 ⟨𝜓𝑖(𝒓)|𝜓𝑗(𝒓)⟩ = 𝛿𝑖𝑗, (2.8) 

 

multiplicando ambos lados de (2.7) por 𝜓𝑎
∗  y 𝜓𝑏

∗  se obtiene  

 

 𝑐𝑎⟨𝜓𝑎|�̂�|𝜓𝑎⟩ + 𝑐𝑏⟨𝜓𝑎|�̂�|𝜓𝑏⟩ = 𝑐𝑎𝐸, 

 

𝑐𝑎⟨𝜓𝑏|�̂�|𝜓𝑎⟩ + 𝑐𝑏⟨𝜓𝑏|�̂�|𝜓𝑏⟩ = 𝑐𝑏𝐸. 

(2.9) 

 

Para evadir la dificultad que supone encontrar las eigenenergías en (2.9), se considera 

únicamente la interacción de cada átomo de carbono con sus tres primeros vecinos Fig. 2.1 

(a) y se asume que las interacciones más allá de los primeros vecinos son despreciables. 

Tomando en cuenta esta aproximación y considerando como primer caso que el electrón 𝜋 
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salta de un átomo de la subred 𝐴 a la 𝐵 y como segundo caso cuando salta de la 𝐵 a la 𝐴 se 

obtiene respectivamente 

 

 

𝑐𝑎⟨𝜙𝑎|�̂�|𝜙𝑎⟩ + 𝑐𝑏⟨𝜙𝑎|�̂�|𝜙𝑏⟩∑ 𝑒−𝑖𝒌∙𝜹𝒏

3

𝑛=1

= 𝑐𝑎𝐸, 

 

𝑐𝑎⟨𝜙𝑏|�̂�|𝜙𝑎⟩∑ 𝑒𝑖𝒌∙𝜹𝒏

3

𝑛=1

+ 𝑐𝑏⟨𝜙𝑏|�̂�|𝜙𝑏⟩ = 𝑐𝑏𝐸, 

(2.10) 

 

 

(

 
𝜉 −𝑡∑ 𝑒−𝑖𝒌∙𝜹𝒏

3

𝑛=1

−𝑡∑ 𝑒𝑖𝒌∙𝜹𝒏
3

𝑛=1
𝜉

)

 [
𝑐𝑎
𝑐𝑏
] = 𝐸 [

𝑐𝑎
𝑐𝑏
], (2.11) 

 

el sistema de ecuaciones (2.10) se puede escribir en forma matricial como se muestra en 

(2.11), definiendo los parámetros 𝜉 y 𝑡 como 

 

 𝜉 = ⟨𝜙𝑎|�̂�|𝜙𝑎⟩ = ⟨𝜙𝑏|�̂�|𝜙𝑏⟩, 

 

𝑡 = −⟨𝜙𝑎|�̂�|𝜙𝑏⟩ = −⟨𝜙𝑏|�̂�|𝜙𝑎⟩, 

(2.12) 

 

donde 𝜉 es la energía de autointeracción y 𝑡 es la energía de salto a primeros vecinos (en 

inglés nearest-neighbor hopping energy) cuyo valor aproximado es 𝑡 ≈ 2.5 − 3.0 eV [32]. 

Las eigenenergías 𝐸 se obtienen al encontrar los autovalores de (2.11), luego de hacer una 

simplificación se llega a [37] 

 

 

𝐸(𝒌) = 𝜉 ± 𝑡√3 + 2 cos(√3𝑘𝑥𝑎) + 4 cos (
√3

2
𝑘𝑥𝑎) cos (

3

2
𝑘𝑦𝑎). (2.13) 
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(a) Estructura de las bandas 𝜋 de grafeno obtenidas a partir de (2.13), por simplicidad se 

tomó 𝜉 = 0 . La banda superior corresponde a la de conducción y la inferior a la de 

valencia, ambas bandas se tocan en cada uno de los seis puntos de Dirac que se encuentran 

en las esquinas de la PZB. Adaptada de [20]. (b) Ampliación alrededor de los puntos de 

Dirac, región conocida como los conos de Dirac. Adaptada de [20]. 

 

 

 

La estructura de bandas queda descrita por (2.13), donde el signo positivo corresponde 

a la banda de conducción porque tiene la mayor energía, mientras que el signo menos 

corresponde a la banda de valencia porque tiene la menor energía. A ambas bandas se les 

conoce también como bandas 𝜋  y su gráfica se muestra en la Fig. 2.3 (a), donde 

aprovechando que las bandas 𝜋 se tocan en 𝐸 = 𝜉, se ha tomado 𝜉 = 0 y por simplicidad. 

Los puntos donde se tocan las bandas 𝜋, esto es 𝐸(𝒌) = 0 se conocen como puntos de Dirac 

(2.4) llamados así porque la estructura de bandas del grafeno puede ser descrita por la 

ecuación bidimensional de Dirac para fermiones sin masa en la vecindad de estos puntos. 

(b) 

(a) 

Figura 2.3 
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Para grafeno sin deformación la energía de Fermi se localiza al nivel de la energía de los 

puntos de Dirac, donde la banda de valencia está completamente llena y la de conducción 

completamente vacía, cuando se consideran las interacciones más allá de los primeros 

vecinos las bandas 𝜋 no son simétricas. Si se desarrolla (2.13) alrededor de un punto de 

Dirac haciendo la sustitución 𝒌 = 𝒒 + 𝑲+  o 𝒌 = 𝒒 + 𝑲−  con 𝑞𝑥𝑎 ≪ 1  y 𝑞𝑦𝑎 ≪ 1 , para 

𝜉 = 0 y quedándose con los primeros términos, las eigenenergías 𝐸 pueden expresarse como 

 

 

𝐸(𝒒) ≈ ±𝑡√
9

4
𝑞𝑥2𝑎2 +

9

4
𝑞𝑦2𝑎2 = ±

3

2
𝑎𝑡|𝒒| = ±ℏ𝑣𝐹𝑞, (2.14) 

 

donde, 𝑣𝐹 es la velocidad de Fermi en grafeno con valor aproximado de 

 

 
𝑣𝐹 =

3𝑎𝑡

2ℏ
≈ 106 m/s. (2.15) 

 

La ecuación (2.14) indica que existe una región alrededor de los puntos de Dirac, donde 

la energía de los portadores de carga será linealmente proporcional al número de onda medido 

respecto del punto de Dirac escogido. A esta región se le conoce como cono de Dirac y se 

muestra en la Fig. 2.3 (b).  

 

 

2.3 Hamiltoniano alrededor de un punto de Dirac. 

 

El hamiltoniano efectivo que describe el comportamiento electrónico de los portadores 

de carga se obtiene desarrollando la matriz hamiltoniana en (2.11) alrededor de los puntos 

de Dirac tal como se hizo con (2.13). Este procedimiento es válido, pues en condiciones 

normales de dopaje la energía de Fermi en grafeno se aproxima al punto de contacto de los 

conos de Dirac. Para la sustitución 𝒌 = 𝒒 + 𝑲+  con 𝒒𝑎 ≪ 1  y 𝜉 = 0  en la matriz 

hamiltoniana de (2.11) se obtiene [52] 
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�̂�𝐾+ = (

0 −𝑡𝜑(𝒒)
−𝑡𝜑∗(𝒒) 0

), (2.16) 

 

 

𝜑(𝒒) = ∑𝑒−𝑖(𝒒+𝑲+)∙𝜹𝒏

3

𝑛=1

≈ −𝑖𝒒 ∙ (𝜹𝟏𝑒
−2𝜋𝑖 3⁄ + 𝜹𝟐𝑒

2𝜋𝑖 3⁄ + 𝜹𝟑), (2.17) 

 

 
𝜑(𝒒) ≈

3𝑎

2
(−𝑞𝑥 + 𝑖𝑞𝑦). (2.18) 

 

Entonces el hamiltoniano alrededor de un punto de Dirac �̂�𝐾±  puede ser expresado 

usando (2.15) y (2.18) como [37] 

 

 
�̂�𝐾± = ℏ𝑣𝐹 (

0 ±𝑞𝑥 − 𝑖𝑞𝑦
±𝑞𝑥 + 𝑖𝑞𝑦 0

) = ℏ𝑣𝐹(±�̅�𝒙𝑞𝑥 + �̅�𝒚𝑞𝑦), (2.19) 

 

donde �̅�𝒙  y �̅�𝒚  son las matrices de Pauli y 𝝈 su vector1 . Definiendo 𝒒 = �̂�𝑞𝑥 + �̂�𝑞𝑦 , el 

hamiltoniano (2.16) se puede reescribir como 

 

 �̂�𝐾+ = ℏ𝑣𝐹𝝈 ∙ 𝒒, (2.20) 

 

 �̂�𝐾− = −ℏ𝑣𝐹𝝈
∗ ∙ 𝒒. (2.21) 

 

Nótese que la cantidad de movimiento es 𝒑 = ℏ𝒒 = ℏ(�̂�𝑞𝑥 + �̂�𝑞𝑦) y que 𝑞𝑧 = 0, esto 

indica que los electrones 𝜋  únicamente se mueven en el plano 𝑥𝑦  de una monocapa de 

grafeno. Además, para grafeno 𝝈 no representa el spin electrónico sino un pseudospin que 

indica la subred en la que se encuentra el electrón. Explícitamente las eigenfunciones de 

(2.20) y (2.21) son [37] 

 

 
1 Las matrices de Pauli están definidas como 

𝝈 = 𝒙�̅�𝒙 + �̂��̅�𝒚 + �̂��̅�𝒛 = 𝒙(
0 1
1 0

) + �̂� (
0 −𝑖
𝑖 0

) + �̂� (
1 0
0 −1

). 
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|𝜓𝐾+⟩ =

1

√2
(
1

±𝑒𝑖𝜃𝑞
), (2.22) 

 

 
|𝜓𝐾−⟩ =

1

√2
(

1
±𝑒−𝑖𝜃𝑞

), (2.23) 

 

donde, tan−1 𝜃𝑞 = 𝑞𝑦/𝑞𝑥 y cuyas eigenenergías son 𝐸(𝒒) = ±ℏ𝑣𝐹|𝒒|, que concuerdan con 

(2.14). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

C a p í t u l o 

3 
  

3 Grafeno deformado 

 
En este capítulo se obtendrá la polarizabilidad bidimensional del grafeno deformado 

uniformemente. Se inicia presentando la conductividad óptica del grafeno deformado en 

términos del tensor de deformación de la red hexagonal. A continuación, se emplea la teoría 

de respuesta lineal para hallar la polarizabilidad deformada. Como punto final, se comenta 

brevemente sobre las transiciones ópticas, las regiones de energías y las regiones de 

amortiguamiento de Landau. 

 

 

3.1 Conductividad óptica del grafeno deformado. 

 

Existen varias técnicas para deformar materiales bidimensionales (conocidas en inglés 

como strain engineering techniques), una técnica para deformar mecánicamente grafeno de 

forma homogénea y uniaxial consiste en transferir el grafeno a un sustrato flexible (PMMA, 

PC, PDMS, etc.) y doblarlo por los extremos, como consecuencia la cara inferior se 

comprime y la cara superior donde se encuentra el grafeno se tensiona, dando como resultado 

deformaciones uniformes de hasta 0.5 − 3.8% [54]. Otras técnicas involucran enrollar [71] 

o estirar [23, 54] el sustrato flexible.  

Para estudiar los efectos de la deformación en grafeno es de suma importancia conocer 

como se ve afectada la conductividad óptica por ésta. Oliva-Leyva y Naumis [52] proponen 
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una expresión para la conductividad óptica del grafeno deformado, considerando la 

deformación como una pequeña perturbación en las energías de salto a primeros vecinos y 

empleando un modelo de enlace fuerte anisotrópico (en inglés anisotropic tigh-binding 

model), donde las energías de salto a primeros vecinos se asumen como dependientes de la 

dirección. Posteriormente, derivan el hamiltoniano efectivo haciendo un desarrollo de la 

matriz hamiltoniana alrededor de los puntos de Dirac y usando ese resultado y el operador de 

corriente, dan la siguiente expresión para la conductividad óptica del grafeno 

 

 
�̅�(𝜔) = (

𝜎𝑥𝑥(𝜔)𝐷 𝜎𝑥𝑦(𝜔)𝐷
𝜎𝑦𝑥(𝜔)𝐷 𝜎𝑦𝑦(𝜔)𝐷

) ≈ 𝜎0(𝜔)(�̅� − 2𝛽�̅� + 𝛽Tr{�̅�}�̅�), (3.1) 

 

donde, �̅� es la matriz identidad, �̅� es el tensor de deformación de la red hexagonal definido 

por (3.2), 𝛽 ≈ 2.37 es el coeficiente de decaimiento exponencial de las energías de salto a 

primeros vecinos [39] y 𝜎0(𝜔) es la conductividad óptica del grafeno no deformado. Cabe 

mencionar que la anisotropía del grafeno causa que los conos de Dirac sufran un corrimiento 

(ya no están en las esquinas de la PZB) [55] y que desaparezcan y se forme una banda 

prohibida si la deformación es muy grande, lo que invalida (3.1). Oliva-Leyva garantiza la 

existencia de los conos de Dirac (que no haya banda prohibida) cuando la magnitud de 

deformación es 𝜖 < 0.22. Por otra parte, el tensor de deformación para la red hexagonal  

sometida a una tensión mecánica, uniaxial y uniforme que forma un ángulo 𝜃 con la dirección 

zigzag Fig.3.1 está definido como [53] 

 

 
�̅� = (

𝜖𝑥𝑥 𝜖𝑥𝑦
𝜖𝑥𝑦 𝜖𝑦𝑦

) = 𝜖 (
cos2 𝜃 − 𝜈 sen2 𝜃 (1 + 𝜈)cos 𝜃 sen 𝜃

(1 + 𝜈)cos 𝜃 sen 𝜃 sen2 𝜃 − 𝜈 cos2 𝜃
), (3.2) 

 

donde, 𝜖 es la magnitud de deformación y 𝜈 es el coeficiente de Poisson del grafeno con valor 

aproximado de 𝜈 ≈ 0.14 − 0.19, de acuerdo con estimaciones teóricas y experimentales [30, 

36, 39, 57]. Una expresión analítica para la conductividad dinámica del grafeno 𝜎0 puede ser 

obtenida a través de la teoría de respuesta lineal y la fórmula de Kubo [20] 

 

 𝜎0(𝜔) = 𝜎intra(𝜔) + 𝜎inter(𝜔), (3.3) 
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Grafeno sometido a una tensión uniforme y sus direcciones zigzag y armchair. El ángulo 

𝜃 se mide respecto de la dirección zigzag y la tensión. La tensión provoca que la red 

cristalina del grafeno se deforme, en la imagen no está representada esta deformación. 

Adaptada de [59].  

 

 

 

 
𝜎intra(𝜔) =

𝜎0
𝜋

4

ℏ𝛾 − 𝑖ℏ𝜔
[𝐸𝐹 + 2𝑘𝐵𝑇ln(1 + 𝑒

−𝐸𝐹/𝑘𝐵𝑇) ], (3.4) 

 

 
𝜎inter(𝜔) = 𝜎0 [𝐺 (

ℏ𝜔

2
) + 𝑖

4ℏ𝜔

𝜋
∫ 𝑑𝜉
∞

0

𝐺(𝜉) − 𝐺(ℏ𝜔/2)

(ℏ𝜔)2 − 4𝜉2
], 

(3.5) 

 

 

𝐺(𝑢) =
senh (

𝑢
𝑘𝐵𝑇

)

cosh (
𝐸𝐹
𝑘𝐵𝑇

) + cosh (
𝑢
𝑘𝐵𝑇

)
, (3.6) 

 

donde, 𝐸𝐹  es la energía de Fermi del grafeno, 𝑇 es la temperatura, 𝑘𝐵  es la constante de 

Boltzmann y 𝛾 es el parámetro de amortiguamiento (ver Sección 4.2). Cabe señalar que la 

Figura 3.1 
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conductividad óptica tiene dos contribuciones: La intrabanda 𝜎intra(𝜔) (transiciones en la 

misma banda, donde la cantidad de movimiento no se conserva) y la interbanda 𝜎inter(𝜔) 

(transiciones verticales a diferentes bandas, donde la cantidad de movimiento se conserva). 

 

 

3.2 Polarizabilidad del grafeno. 

 

3.2.1 Polarizabilidad del grafeno deformado. 

 

La función de polarizabilidad, función de respuesta lineal o simplemente polarizabilidad 

Π(𝒒, 𝜔) es una función que depende del vector de onda 𝒒 y la frecuencia 𝜔, sirve para 

cuantificar la respuesta de un material a un campo que varía espacial y temporalmente, siendo 

la “respuesta de un material” la razón de la densidad electrónica inducida entre la energía 

potencial eléctrica total, dicho de otra manera, la polarizabilidad determina la tendencia de 

las cargas en un material a ser polarizadas por un campo eléctrico. Tanto la conductividad 

óptica como la susceptibilidad eléctrica pueden ser encontradas en términos de la 

polarizabilidad. Ya que el estudio del grafeno consiste en un modelo bidimensional, la 

polarizabilidad será superficial y como el plano de grafeno es isotrópico la conductividad 

óptica es longitudinal. En este trabajo, la perturbación del sistema será debido a la variación 

de un campo eléctrico externo 𝑬ext(𝒓, 𝑡), el cual causa que los portadores de carga libres en 

el grafeno se redistribuyan creando una densidad de carga inducida 𝜌ind(𝒓, 𝑡)  y su 

correspondiente campo eléctrico inducido 𝑬ind(𝒓, 𝑡) en respuesta al campo externo. Por la 

teoría electrostática, el potencial escalar complejo 𝜑(𝒓, 𝑡) con dependencia 𝑒𝑖(𝒒∙𝒓−𝜔𝑡)  está 

relacionado con el campo eléctrico total 𝑬(𝒓, 𝑡) = 𝑬ext(𝒓, 𝑡) + 𝑬ind(𝒓, 𝑡) como [37] 

 

 𝑬(𝒓, 𝑡) = −𝛁𝜑(𝒓, 𝑡), (3.7) 

 

 𝑬(𝒓, 𝑡) = −𝑖𝒒𝜑(𝒓, 𝑡), (3.8) 

 

obteniendo la transformada de Fourier de (3.8) se llega a 
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 𝑬(𝒒,𝜔) = −𝑖𝒒𝜑(𝒒,𝜔), (3.9) 

 

de la ecuación de continuidad, la densidad de carga inducida 𝜌ind (r,t) y la densidad de 

corriente inducida 𝑱ind(r,t) ambas con dependencia 𝑒𝑖(𝒒∙𝒓−𝜔𝑡), tienen la relación 

 

 𝜕𝜌ind(𝐫, t)

𝜕𝑡
+ 𝛁 ∙ 𝑱ind(𝐫, t) = 0, (3.10) 

 

obteniendo la transformada de Fourier de (3.10) y desarrollando las derivadas se llega a 

 

 −𝑖𝜔𝜌ind(𝒒,𝜔) + 𝑖𝒒 ∙ 𝑱ind(𝒒, 𝜔) = 0, (3.11) 

 

usando la relación 𝑱ind(𝒒, 𝜔) = �̅�(𝒒, 𝜔) ∙ 𝑬(𝒒, 𝜔) y sustituyendo (3.9) en el resultado se 

obtiene 

 

 −𝑖𝜔𝜌ind(𝒒,𝜔) + 𝑖𝒒 ∙ �̅�(𝒒, 𝜔) ∙ 𝑬(𝒒,𝜔) = 0, (3.12) 

 

 −𝑖𝜔𝜌ind(𝒒,𝜔) + (𝒒 ∙ �̅�(𝒒, 𝜔) ∙ 𝒒)𝜑(𝒒,𝜔) = 0, (3.13) 

 

la función de polarizabilidad se define como [37] 

 

 
Π(𝒒,𝜔) =

𝑛ind(𝒒, 𝜔)

𝑉(𝒒,𝜔)
=
𝜌ind(𝒒, 𝜔)

𝑒2𝜑(𝒒,𝜔)
, (3.14) 

 

donde, 𝑛ind(𝒒, 𝜔) = 𝜌ind(𝒒, 𝜔)/(−𝑒)  es la densidad electrónica inducida y 𝑉(𝒒,𝜔) =

−𝑒𝜑(𝒒,𝜔) es la energía potencial total. Sustituyendo (3.14) en (3.13) y simplificando se 

llega a 

 

 
Π(𝒒,𝜔) =

𝒒 ∙ �̅�(𝒒, 𝜔) ∙ 𝒒

𝑖𝜔𝑒2
, (3.15) 
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Grafeno sometido a una tensión uniforme y sus ángulos 𝜃  y 𝜙 . Se han elegido por 

conveniencia los ejes 𝑥 y 𝑦 paralelos a los ejes zigzag y armchair respectivamente. El 

ángulo 𝜃 se mide respecto de la dirección zigzag y la tensión, mientras que el ángulo 𝜙 se 

mide respecto de la dirección 𝑥 y el vector de onda 𝒒. Adaptada de [59]. 

 

 

 

al sustituir (3.1) se obtiene  

 

 
Π(𝒒,𝜔) =

𝜎0(𝜔)[𝒒 ∙ (�̅� − 2𝛽�̅� + 𝛽Tr{�̅�}�̅�) ∙ 𝒒]

𝑖𝜔𝑒2
. (3.16) 

 

Siguiendo los pasos anteriores y usando la relación 𝑱ind(𝒒, 𝜔) = 𝜎0(𝒒, 𝜔)𝑬(𝒒,𝜔) se 

puede hallar la siguiente expresión para 𝜎0(𝜔) en términos de Π0(𝒒, 𝜔) [37] 

 

 
𝜎0(𝜔) =

𝑖𝜔𝑒2

𝑞2
Π0(𝒒, 𝜔), (3.17) 

 

Figura 3.2 
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sustituyendo (3.17) en (3.16) se llega a 

 

 
Π(𝒒,𝜔) =

Π0(𝒒, 𝜔)[𝒒 ∙ (�̅� − 2𝛽�̅� + 𝛽Tr{�̅�}�̅�) ∙ 𝒒]

𝑞2
, (3.18) 

 

empleando el tensor de deformación �̅�  definido por (3.2)  y el vector de onda 𝒒 =

𝑞(cos𝜙 , sen𝜙) Fig. 3.2 se obtiene 

 

Π(𝒒,𝜔) =
Π0(𝒒, 𝜔)

𝑞2
[𝒒 ∙ 𝛽𝜖 (

1 − (1 + 𝜈) cos 2𝜃 −(1 + 𝜈) sen 2𝜃
−(1 + 𝜈) sen 2𝜃 1 + (1 + 𝜈) cos 2𝜃

) ∙ 𝒒], 

(3.19) 

 

 Π(𝒒, 𝜔) = Π0(𝒒, 𝜔)[1 − 𝛽𝜖(1 + 𝜈) cos[2(𝜃 − 𝜙)]]. (3.20) 

 

Finalmente, de (3.20) se identifica a Π(𝒒,𝜔) como la polarizabilidad bidimensional del 

grafeno deformado mecánicamente, uniaxial y uniforme la cual está en función de la 

polarizabilidad bidimensional del grafeno sin deformación Π0(𝒒, 𝜔) multiplicado por una 

constante que se reconoce como el factor de deformación. Nótese, que si la magnitud de 

deformación 𝜖 es cero en (3.20) no hay deformación y la polarizabilidad corresponde a la 

del grafeno sin deformación. 

 

 

3.2.2 Polarizabilidad en la RPA. 

 

Encontrar una expresión para la polarizabilidad del grafeno sin deformación es una labor 

bastante difícil, pues involucra resolver la función de polarizabilidad considerando la 

respuesta de cada electrón al campo eléctrico, además de tomar en cuenta la interacción entre 

electrones. Estas dificultades pueden evadirse al considerar las siguientes aproximaciones 

[37] 
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• La magnitud del campo externo se asume lo suficientemente pequeña tal que 

únicamente la respuesta lineal a 𝜑(𝒒,𝜔)  es importante. Asumiendo esta 

aproximación, la polarizabilidad del grafeno sin deformación puede expresarse como 

en (3.14) y las respuestas no lineales de orden mayor son ignoradas. 

 

• Se ignora la interacción electrón-electrón. Esta aproximación se justifica con el hecho 

de que la interacción electrón-electrón es considerada en parte por el efecto de 

apantallamiento y el hecho de que esta última es mucho más débil que la simple 

interacción Coulombiana. 

 

• Sólo se considera la respuesta en fase de los electrones a la perturbación externa, por 

lo tanto, la diferencia de fase entre el campo externo y el campo inducido es 

independiente de la posición de los electrones. Por el contrario, la respuesta fuera de 

fase de los electrones se considera en promedio cero debido a la posición aleatoria de 

los electrones en una gran área. 

 

Por lo anterior a esta aproximación se le conoce como aproximación de fase aleatoria (en 

inglés random phase approximation, RPA). Hwang y Das Sarma [25] calcularon 

analíticamente la polarizabilidad bidimensional del grafeno sin deformación en la RPA para 

una temperatura ~ 0 − 300 K y cuya expresión es 

 

 Π(𝑞, 𝜔) = −Π+(𝑞, 𝜔) − Π−(𝑞, 𝜔), (3.21) 

 

donde, al introducir las cantidades adimensionales 𝑥 = 𝑞/𝑘𝐹 , 𝜐 = 𝜔/𝐸𝐹  y la sustitución 

Π̃(𝑞, 𝜔) = Π(𝑞, 𝜔)/𝐷0 siendo 𝑘𝐹 = (𝜋𝑛)
1/2 el número de onda de Fermi del grafeno con 𝑛 

como la densidad de portadores de carga superficial, 𝐸𝐹 = Γ𝑘𝐹  la energía de Fermi del 

grafeno con Γ = ℏ𝑣𝐹, 𝑣𝐹 la rapidez de Fermi y 𝐷0 = (4𝑛/𝜋)
1/2/Γ la densidad de estados a 

la energía de Fermi. La polarizabilidad (3.22) se puede escribir entonces como 

 

 Π̃(𝑥, 𝜐) = −Π̃+(𝑥, 𝜐) − Π̃−(𝑥, 𝜐), (3.22) 
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con 

 Π̃+(𝑥, 𝜐) = Π̃1
+(𝑥, 𝜐)𝜃(𝜐 − 𝑥) + Π̃2

+(𝑥, 𝜐)𝜃(𝑥 − 𝜐), (3.23) 

   

 
Π̃−(𝑥, 𝜐) =

𝜋𝑥2𝜃(𝑥 − 𝜐)

8√𝑥2 − 𝜐2
+ 𝑖
𝜋𝑥2𝜃(𝜐 − 𝑥)

8√𝜐2 − 𝑥2
, (3.24) 

 

siendo 

 

 
ReΠ̃1

+(𝑥, 𝜐) = 1 −
1

8√𝜐2 − 𝑥2
{𝑓1(𝑥, 𝜐)𝜃(|2 + 𝜐| − 𝑥)

                               + sgn(𝜐 − 2 + 𝑥)𝑓1(𝑥, −𝜐)𝜃(|2 − 𝜐| − 𝑥)

                                + 𝑓2(𝑥, 𝜐)[𝜃(𝑥 + 2 − 𝜐) + 𝜃(2 − 𝑥 − 𝜐)]},

 (3.25) 

 

 
ReΠ̃2

+(𝑥, 𝜐) = 1 −
1

8√𝑥2 − 𝜐2
{𝑓3(𝑥, 𝜐)𝜃(𝑥 − |𝜐 + 2|)

  +𝑓3(𝑥, −𝜐)𝜃(𝑥 − |𝜐 − 2|)

                                +
𝜋𝑥2

2
[𝜃(|𝜐 + 2| − 𝑥) + 𝜃(|𝜐 − 2| − 𝑥)]},

 (3.26) 

 

 
ImΠ̃1

+(𝑥, 𝜐) =
−1

8√𝜐2 − 𝑥2
{𝑓3(𝑥, −𝜐)𝜃(𝑥 − |𝜐 − 2|)

                                +
𝜋𝑥2

2
[𝜃(𝑥 + 2 − 𝜐) + 𝜃(2 − 𝑥 − 𝜐)]},

 (3.27) 

 

 
ImΠ̃2

+(𝑥, 𝜐) =
𝜃(𝜐 − 𝑥 + 2)

8√𝑥2 − 𝜐2
{𝑓4(𝑥, 𝜐)

                                   −𝑓4(𝑥, −𝜐)𝜃(2 − 𝑥 − 𝜐)},

 (3.28) 

 

con 

 

 𝑓1(𝑥, 𝜐) = (2 + 𝜐)√(2 + 𝜐)2 − 𝑥2

                                               − 𝑥2 ln (
√(2 + 𝜐)2 − 𝑥2 + (2 + 𝜐)

|√𝜐2 − 𝑥2 + 𝜐|
) ,

 (3.29) 
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Polarizabilidad del grafeno bidimensional (3.22) obtenida numéricamente en unidades 

de 𝐷0. (a) Gráficas de Π̃−(𝑥, 0)/𝐷0 (contribución de transiciones interbanda), Π̃+(𝑥, 0)/

𝐷0  (contribución de transiciones intrabanda) y Π̃(𝑥, 0)/𝐷0 = −Π̃
+(𝑥, 0)/𝐷0 −

Π̃−(𝑥, 0)/𝐷0  (contribución total). Adaptada de [25]. (b) Gráficas de la parte real e 

imaginaria de −Π̃(𝑥, 0)/𝐷0. Nótese que ImΠ̃(𝑥, 0)/𝐷0 = 0  Inspirada de [25]. 

 

 

 

 

 
𝑓2(𝑥, 𝜐) = 𝑥

2 ln (
𝜐 − √𝜐2 − 𝑥2

𝑥
), (3.30) 

 

 
𝑓3(𝑥, 𝜐) = (2 + 𝜐)√𝑥2 − (2 + 𝜐)2 + 𝑥

2 sen−1 (
2 + 𝜐

𝑥
), (3.31) 

   

 𝑓4(𝑥, 𝜐) = (2 + 𝜐)√(2 + 𝜐)2 − 𝑥2

                                               − 𝑥2 ln (
√(2 + 𝜐)2 − 𝑥2 + (2 + 𝜐)

𝑥
) ,

 (3.32) 

 

donde, 𝜃(𝑢) es la función de Heaviside y sgn(𝑢) la función signo definidas como 

 

Figura 3.3 

(a) (b) 



C A P Í T U L O  3  |  G R A F E N O  D E F O R M A D O      | 29 

 

 

 𝜃(𝑢) = {
0     si 𝑢 < 0
1      si 𝑢 > 0,

 (3.33) 

 

 
sgn(𝑢) = {

−1     si 𝑢 < 0
0        si 𝑢 = 0
1         si 𝑢 > 0.

 (3.34) 

 

En la Fig. 3.3 se muestra la gráfica de (3.22) para 𝜔 = 0. En lo que resta de la presente 

tesis, la polarizabilidad del grafeno sin deformación será aproximada por las ecuaciones 

(3.21) − (3.32). 

 

 

3.3 Transiciones ópticas del grafeno. 

 

Es importante distinguir entre dos tipos de procesos de absorción óptica que toman lugar 

en grafeno, los intrabanda y los interbanda. Cuando un fotón incide en una lámina de grafeno, 

existe una probabilidad de que éste transfiera su energía y cantidad de movimiento a un 

electrón causando una transición a un estado de mayor energía. Para los procesos de 

absorción intrabanda los estados inicial y final del electrón antes y después de la absorción 

de un fotón son en la misma banda, mientras que para los procesos de absorción interbanda 

los estados inicial y final son en diferentes bandas [37] Fig. 3.4. 

 

 

3.4 Región no retardada y retardada. 

 

Los SPPs en grafeno suelen clasificarse en dos regiones de energía: La región no 

retardada (en inglés non-retarded region) y la región retardada (en inglés retarded region) 

[37, 67]. La región no retardada está definida por 𝑞 ≫ 𝜔 𝑐⁄ , en esta región el SPP se 

desacopla esencialmente del fotón y pasa a ser un SP [37], además la velocidad de grupo 𝑣𝑔 

del SP es mucho menor que la rapidez de la luz 𝑐, esto es, 𝑣𝑔 = 𝜕𝜔/𝜕𝑞 ≪ 𝑐, por lo que la 

interacción Coulombiana es instantánea y el tiempo de retardo puede ignorarse. 
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Transiciones ópticas de un electrón en grafeno. (a) En las transiciones interbanda no es 

necesaria la asistencia de ningún proceso de dispersión para la conservación de la cantidad 

de movimiento, por esta razón las transiciones interbanda son representadas usualmente 

por una línea que conecta el estado en la banda de valencia con el estado en la banda de 

conducción. Adaptada de [37]. (b) En las transiciones intrabanda es necesaria la asistencia 

de procesos de dispersión como la dispersión por fonones o la dispersión por impurezas 

para proporcionar el cambio de la cantidad de movimiento necesario, por ello las 

transiciones intrabanda se representan usualmente por líneas curvas. Adaptada de [37]. 

 

 

 

La región retardada está definida por 𝑞 ≲ 𝜔 𝑐⁄ , en esta región la velocidad de grupo 𝑣𝑔 

del SPP es comparable con la rapidez de la luz 𝑐, esto es, 𝑣𝑔 = 𝜕𝜔/𝜕𝑞 ≈ 𝑐, por lo que la 

interacción Coulombiana no es instantánea y debe considerarse un tiempo de retardo. Es 

importante hacer notar que la polarizabilidad en la RPA discutida en la Sección 3.2.2 no 

incluye el tiempo de retardo. 

Interbanda Intrabanda 
(b) (a) 

Figura 3.4 



C A P Í T U L O  3  |  G R A F E N O  D E F O R M A D O      | 31 

 

 

   

 

 

Regiones de energía para los SPPs en grafeno sin deformación (curva roja) usando (3.20) 

y (4.38) para 𝜖 = 0, 휀1 = 1 (vacío) y 휀2 = 4 (SiO2). Adaptada de [67]. (a) La región 

retardada corresponde al área sombreada (verde) definida por 𝑞 ≲ 𝜔 𝑐⁄ . Cuando la línea 

de luz en el vacío (línea azul) interseca al SPP (curva roja) se satisface 𝑞 = 𝜔 𝑐⁄ . (b) La 

región no retardada es el área sombreada (gris) definida por 𝑞≫ 𝜔 𝑐⁄ . Nótese que la región 

retardada es diminuta en comparación a la región no retardada.  

 

 

 

En la Fig. 3.5 se muestran las gráficas para ambas regiones de energía obtenidas a partir 

de la polarizabilidad en la RPA y la relación de dispersión para el grafeno sin deformación 

(4.22) en la región no retardada (4.23). Estos conceptos se ven con más detalle en el 

Capítulo 4. 

 

 

3.5 Región de amortiguamiento de Landau. 

 

El amortiguamiento de Landau ocurre cuando el plasmón produce una excitación de una 

partícula (en inglés single particle excitation, SPE), donde la “excitación de una partícula” 

hace referencia a la excitación del par electrón-hueco [1], pudiendo ser transiciones 

intrabanda (SPEintra) o interbanda (SPEinter) Fig. 3.4. 

(a) (b) 

Figura 3.5 
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Regiones de energía para los SPPs en grafeno sin deformación (curva roja) usando (3.21) 

y (4.38) para 𝜖 = 0, 휀1 = 1 (vacío) y 휀2 = 4 (SiO2). En la región I (área sin sombrear) el 

plasmón no sufre amortiguamiento por lo que ImΠ(𝑞, 𝜔) = 0. Las regiones sombreadas 

SPEintra  (área café) y SPEinter  (área gris) corresponden al amortiguamiento de Landau 

donde el plasmón se amortigua por lo que ImΠ(𝑞, 𝜔) ≠ 0. Nótese que el SPP únicamente 

es amortiguado por las transiciones interbanda SPEinter. Adaptada de [25]. 

 

 

 

Estrictamente hablando el amortiguamiento de Landau es un proceso reversible que 

ocurre cuando la velocidad de fase de una onda electromagnética (para este caso un SPP) es 

ligeramente mayor que la de un electrón libre, los electrones al moverse más lentos que la 

onda son acelerados y como consecuencia extraen energía de ésta, dicho de otra manera, los 

SPPs pierden energía para crear un par electrón-hueco [20]. En la Fig. 3.6 se muestran las 

regiones de amortiguamiento de Landau (SPEintra y SPEinter) y la región I donde la parte 

imaginaria de la polarizabilidad es cero y el amortiguamiento de Landau no ocurre, es 

importante señalar que otras maneras de amortiguamiento son dominantes en la región I, 

como puede ser el amortiguamiento por excitación de fonones ópticos [20, 67]. 

Figura 3.6 



 

 

 

C a p í t u l o 

4 
  

4 Plasmónica de grafeno 

 
En este capítulo se calculará la longitud de propagación y profundidad de penetración 

para una monocapa de grafeno deformada uniformemente. Se comienza por definir a los 

plasmones polaritones de superficie (SPPs) y los procesos que causan su amortiguamiento. 

A continuación, se encuentra la relación de dispersión y finalmente se hallan las expresiones 

analíticas para la longitud de propagación y profundidad de penetración del campo a partir 

de la relación de dispersión. 

 

 

4.1 Plasmones polaritones de superficie (SPPs). 

 

Los plasmones son oscilaciones colectivas de los portadores de carga libre que existen 

en la superficie o en el bulto (en inglés bulk) de un material conductor tridimensional y se 

propagan en la dirección del vector de onda del campo electromagnético al que están 

asociados [37, 67]. El término “oscilaciones colectivas” se refiere a que las cargas libres en 

el metal oscilan en la misma dirección y fase, lo que tiene como consecuencia la reducción 

de la repulsión Coulombiana entre electrones. Los plasmones de superficie (en inglés surface 

plasmons, SPs) se definen como las oscilaciones de la densidad de carga que se propagan en 

la superficie de un metal. Cuando los plasmones de superficie se acoplan con la polarización 

eléctrica de un medio dieléctrico circundante se les conoce como plasmones polaritones de 

superficie (en inglés surface plasmons polaritons, SPPs) [67]. 
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El grafeno tiene la capacidad de soportar TE-SPPs y TM-SPPs (modos con polarización 

𝑠 y 𝑝 respectivamente), además la frecuencia de los SPPs se verá reducida a la región de los 

terahertz entre 1 − 75 THz [28, 77] en comparación con las típicas frecuencias en la región 

del infrarrojo o la luz visible [4, 29] que presentan los SPPs si la interfaz fuera oro o plata 

[67]. Está tesis se centra en el estudio de los TM-SPPs dejando de lado los TE-SPPs, ya que 

estos últimos son amortiguados fuertemente, existen en una región muy pequeña del espectro 

de luz y presentan un confinamiento muy pobre en comparación a los TM-SPPs [37, 74]. 

 

 

4.2 Amortiguamiento de los SPPs. 

 

El amortiguamiento de los SPPs involucra todos los procesos que hacen decaer el SPP, 

éstos pueden ser intrínsecos o extrínsecos. Los intrínsecos son mecanismos de dispersión que 

no pueden ser eliminados por ningún método ya que son inherentes al grafeno, involucran la 

dispersión por fonones ópticos y acústicos de los modos fonónicos del grafeno y el llamado 

amortiguamiento de Landau (en inglés Landau damping) que consiste en la excitación 

interbanda o intrabanda de un par electrón-hueco, donde dicha excitación es causada por el 

SPP [26, 67]. Los extrínsecos son mecanismos de dispersión que pueden ser reducidos ya 

que no son inherentes al grafeno, corresponden a la dispersión por impurezas o defectos de 

la red del grafeno o la dispersión por fonones ópticos de la red del sustrato donde se deposita 

el grafeno [20, 37, 67]. Para considerar los procesos extrínsecos en los cálculos hechos hasta 

ahora se empleará la formulación de Mermin [44], quien usando la RPA introdujo a la 

polarizabilidad un parámetro fenomenológico 𝛾 = 1/𝜏 llamado tasa de dispersión (en inglés 

scattering rate) o parámetro de amortiguamiento (en inglés damping), siendo 𝜏 el tiempo de 

relajación de los electrones cuyo valor para grafeno es 𝜏~10−13s [21, 31, 26, 37]. El 

resultado de esta aproximación conocida como aproximación de fase aleatoria con tiempo de 

relajación (en inglés random phase approximation – relaxation time, RPA-RT) es una 

polarizabilidad de la forma [44, 20] 

 



C A P Í T U L O  4  |  P L A S M Ó N I C A  D E  G R A F E N O       | 35 

 

 

 

Π𝛾(𝑞, 𝜔) =
(1 +

𝑖𝛾
𝜔)Π(𝑞, 𝜔 + 𝑖𝛾)

1 +
𝑖𝛾
𝜔
Π(𝑞, 𝜔 + 𝑖𝛾)
Π(𝑞, 0)

, (4.1) 

 

donde, Π𝛾(𝑞, 𝜔) es la polarizabilidad que toma en cuenta los procesos de amortiguamiento 

del plasmón y Π(𝑞, 𝜔) está dada por (3.20). 

 

 

4.3 Relación de dispersión de una monocapa de grafeno. 

 

Antes de hallar la relación de dispersión de una monocapa de grafeno, primero se 

encontrará el plasmón que se propaga en un medio, posteriormente el SP y por último el SPP. 

Para un plasmón que se propaga en un medio, se considera un modo monocromático plano 

de frecuencia 𝜔  que satisfaga las ecuaciones de Maxwell para un medio no magnético 

(𝜇 = 𝜇0) 

 

 
𝛁 × 𝑬 = −

𝜕𝑩

𝜕𝑡
, (4.2) 

 

 
𝛁 × 𝑩 =

휀(𝜔)

𝑐2
𝜕𝑬

𝜕𝑡
, (4.3) 

 

donde, 휀(𝜔) es la función dieléctrica y 𝑐 la rapidez de la luz en el vacío. Usando la identidad 

𝛁 × 𝛁 × 𝑬 = 𝛁(𝛁 ∙ 𝑬) − ∇2𝑬 en (4.2) y sustituyendo (4.3) en el resultado, se obtiene la 

ecuación general de onda 

 

 
∇2𝑬 − 𝛁(𝛁 ∙ 𝑬) − 𝜇0휀(𝜔)

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
= 0, (4.4) 

 

hay dos tipos de modos que satisfacen (4.4), el longitudinal que está polarizado en la 

dirección de propagación de la onda y el transversal que está polarizado en dirección 

perpendicular a la dirección de propagación de la onda. Si se considera que la propagación  
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Representación esquemática de los plasmones, donde la línea discontinua (negra) 

representa una monocapa de grafeno y el campo 𝐵𝑦 apunta hacia afuera de la página. El 

campo se muestra cualitativamente con fines ilustrativos. Adaptada de [37]. (a) Plasmón 

de volumen. (b) Plasmón de superficie (SP). (c) Plasmón polaritón de superficie TM (TM-

SPP).  

 

 

 

es en la dirección 𝑥 con amplitud 𝐸𝑥 y número de onda 𝑞, el modo polarizado longitudinal 

es Fig. 4.1 (a) [37] 

 

 𝑬 = �̂�𝐸𝑥𝑒
𝑖(𝑞𝑥−𝜔𝑡), (4.5) 

 

R
e𝑬

 

1 

-1 

0 

𝒒 

𝑬𝑥 𝑬𝑧 

휀2 

휀1 

𝑬𝑥 

𝒒 

휀(𝜔) R
e𝑬

 

1 

-1 

0 

R
e𝑬

 

1 

-1 

0 

휀2 

휀1 

𝒒 

𝑬𝑥 

𝑬𝑧 

𝑩𝑦 

(a) 

(b) 

(c) 

Figura 4.1 
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el modo longitudinal (4.5) se conoce como plasmón de volumen y se caracteriza por la 

oscilación colectiva longitudinal de los portadores de carga. Nótese que al sustituir (4.5) en 

(4.4) sólo se anulan los dos primeros términos, por lo que para que se satisfaga (4.4) es 

necesario que 휀(𝜔) = 0 (los ceros de la función dieléctrica es una condición para hallar la 

relación de dispersión de los plasmones). Los plasmones de superficie (SP) son plasmones 

confinados en la superficie de un metal, es decir, son ondas evanescentes que se propagan en 

la superficie entre un metal y un medio dieléctrico. Para describir los SP en grafeno, se 

considera un sistema conformado por una monocapa de grafeno incrustada entre dos medios 

dieléctricos semi infinitos con constantes dieléctricas 휀1 y 휀2. Si se coloca la monocapa de 

grafeno en el plano 𝑧 = 0, se ocupa la mitad del espacio (𝑧 < 0) por el medio dieléctrico 

semi infinito 휀1, la otra mitad (𝑧 > 0) es ocupada por el medio dieléctrico semi infinito 휀2, 

se asume que el SP se propaga en la dirección 𝑥 con amplitud 𝐸𝑗,𝑥 y número de onda 𝑞 y se 

atenúa en la dirección 𝑧  con amplitud 𝐸𝑗,𝑧  y número de onda 𝑘𝑗  Fig. 4.1 (b). El modo 

superficial es por (4.5) [20] 

 

 𝑬𝑗 = (𝐸𝑗,𝑥�̂� + 𝐸𝑗,𝑧�̂�)𝑒
−𝑘𝑗|𝑧|𝑒𝑖(𝑞𝑥−𝜔𝑡), (4.6) 

 

donde, 𝑗 = 1,2 se refiere a los medios dieléctricos 휀1 y 휀2 respectivamente. Cuando los SP 

del grafeno se acoplan con el campo óptico transversal magnético (TM) es lo que se conoce 

como TM-SPP Fig. 4.1 (c). Usando (4.6) el modo superficial TM tiene la forma 

 

 𝑬𝑗 = (𝐸𝑗,𝑥�̂� + 𝐸𝑗,𝑧�̂�)𝑒
−𝑘𝑗|𝑧|𝑒𝑖(𝑞𝑥−𝜔𝑡), 

 

𝑩𝑗 = �̂�𝐵𝑗,𝑦𝑒
−𝑘𝑗|𝑧|𝑒𝑖(𝑞𝑥−𝜔𝑡), 

(4.7) 

 

nuevamente, 𝑗 = 1,2 se refiere a los medios dieléctricos 휀1 y 휀2 respectivamente y 𝐵𝑗,𝑦 es la 

magnitud del modo TM. Por las ecuaciones de Maxwell y considerando medios no 

magnéticos (𝜇𝑗 = 𝜇0) 
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𝛁 × 𝑬𝑗 = −

𝜕𝑩𝑗

𝜕𝑡
, (4.8) 

 

 
𝛁 × 𝑩𝑗 =

휀𝑗

𝑐2
𝜕𝑬𝑗

𝜕𝑡
, (4.9) 

 

sustituyendo (4.7) en (4.8) y (4.9), después de simplificar e igualar componentes se llega a 

 

 −sgn(𝑧)𝑘𝑗𝐸𝑗,𝑥 − 𝑖𝑞𝐸𝑗,𝑧 = 𝑖𝜔𝐵𝑗,𝑦     ,     𝑧 ≠ 0, (4.10) 

 

 
sgn(𝑧)𝑘𝑗𝐵𝑗,𝑦 = −(

𝑖𝜔휀𝑗

𝑐2
)𝐸𝑗,𝑥     ,     𝑧 ≠ 0, (4.11) 

 
𝑖𝑞𝐵𝑗,𝑦 = −(

𝑖휀𝑗𝜔

𝑐2
)𝐸𝑗,𝑧, (4.12) 

 

donde, se usó (3.34) para definir 

 

 𝑑|𝑧|

𝑑𝑧
= {

−1     si 𝑧 < 0
1         si 𝑧 > 0,

 (4.13) 

 

 𝑑|𝑧|

𝑑𝑧
= sgn(𝑧)     ,     𝑧 ≠ 0, (4.14) 

 

sustituyendo (4.11) y (4.12) en (4.10) obtenemos la relación entre 𝑘𝑗 y 𝑞 definida por 

 

 
𝑘𝑗
2 = 𝑞2 −

휀𝑗𝜔
2

𝑐2
, (4.15) 

 

por las condiciones de frontera (en 𝑧 = 0) siendo �̂� el vector unitario normal a la superficie 

del grafeno que apunta del medio 2 al medio 1, esto es, �̂� = −�̂� y 𝑱 la densidad de corriente 

superficial del grafeno que apunta en la dirección 𝑥 Fig. 4.2 se tiene que 
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Representación esquemática de un plasmón polaritón de superficie TM (TM-SPP) en una 

monocapa de grafeno entre dos medios dieléctricos constantes 휀1 y 휀2. El perfil del campo 

se muestra cualitativamente con fines ilustrativos. Adaptada de [20]. (a) Representación 

tridimensional. (b) Corte transversal. 

 

 

 

 �̂� × (𝑬1 − 𝑬2)|𝑧=0 = 𝟎, 

 

�̂� × (𝑩1 − 𝑩2)|𝑧=0 = 𝜇0𝑱|𝑧=0, 

 

(4.16) 

tomando 𝑱 = 𝜎(𝜔)𝑬2 y sustituyéndolo en (4.16) se obtiene 

 

 𝐸1,𝑥 − 𝐸2,𝑥 = 0, 

 

𝐵1,𝑦 − 𝐵2,𝑦 − 𝜇0𝜎(𝜔)𝐸2,𝑥 = 0, 

(4.17) 

 

usando (4.11) y (3.34) para 𝑗 = 1 (𝑧 < 0) y 𝑗 = 2 (𝑧 > 0) se encuentra 

 

 

𝑬𝑥 

𝑬𝑧 

𝑩𝑦 

휀1 

휀2 

𝑩2 

𝑬1 

𝒒 

𝑬2 

𝑩1 �̂� 

𝑱 

(a) 

(b) 

Figura 4.2 
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𝐵1,𝑦 = (

𝑖휀1𝜔

𝑐2𝑘1
)𝐸1,𝑥, 

 

𝐵2,𝑦 = −(
𝑖휀2𝜔

𝑐2𝑘2
)𝐸2,𝑥, 

(4.18) 

 

sustituyendo (4.18) en (4.17) 

 

 𝐸1,𝑥 − 𝐸2,𝑥 = 0, 

 

(
휀1
𝑘1
)𝐸1,𝑥 + [

휀2
𝑘2
−
𝜇0𝑐

2𝜎(𝜔)

𝑖𝜔
] 𝐸2,𝑥 = 0, 

(4.19) 

 

el sistema de ecuaciones (4.19) es lineal y homogéneo, la solución no trivial se encuentra 

igualando el determinante del sistema con cero 

 

 

|

1 −1
휀1
𝑘1

휀2
𝑘2
−
𝜇0𝑐

2𝜎(𝜔)

𝑖𝜔
| = 0, (4.20) 

 

 휀1
𝑘1
+
휀2
𝑘2
−
𝜇0𝑐

2𝜎(𝜔)

𝑖𝜔
= 0, (4.21) 

 

usando 𝑐2 = 1/휀0𝜇0  y sustituyendo (3.17)  y (4.15)  en (4.21)  se obtiene la relación de 

dispersión de una monocapa de grafeno para un TM-SPP en unidades MKS 

 

 휀1

√𝑞2 −
휀1𝜔2

𝑐2

+
휀2

√𝑞2 −
휀2𝜔2

𝑐2

−
𝑒2

휀0𝑞2
Π(𝑞, 𝜔) = 0. 

(4.22) 
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4.4 TM-SPP en una monocapa de grafeno deformado. 

 

4.4.1 Longitud de propagación y profundidad de penetración. 

 

Con el fin de obtener expresiones analíticas de la longitud de propagación 𝐿  y la 

profundidad de penetración 𝛿 para los TM-SPPs en una monocapa de grafeno en la región 

de los terahertz, se trabajará en la región no retardada Fig. 3.5 (b) donde (4.15) es 

 

 𝑘𝑗 ≈ 𝑞, (4.23) 

 

tanto 𝐿 como 𝛿 están definidas por el valor complejo de 𝑞 como se verá más adelante, de 

momento escribiendo 𝑞 en forma compleja se obtiene 

 

 𝑞 = 𝑞1 + 𝑖𝑞2, (4.24) 

 

donde, 𝑞1 es la parte real y 𝑞2 la parte imaginaria de 𝑞. Al sustituir (4.23) y (4.24) en (4.7) 

se llega a 

 

 𝑒𝑖(𝑞𝑥−𝜔𝑡) = 𝑒𝑖[(𝑞1+𝑖𝑞2)𝑥−𝜔𝑡] = 𝑒−𝑞2𝑥𝑒𝑖(𝑞1𝑥−𝜔𝑡), (4.25) 

 

 𝑒−𝑘𝑗|𝑧| = 𝑒−(𝑞1+𝑖𝑞2)|𝑧| = 𝑒−𝑞1|𝑧|𝑒−𝑖𝑞2|𝑧|, (4.26) 

 

de (4.25) y (4.26) se puede ver que 𝑞2 y 𝑞1 son factores que determinan la atenuación en la 

dirección 𝑥  (dirección de propagación) y en la dirección 𝑧  (dirección de penetración) 

respectivamente de los TM-SPPs. Con esto, se puede definir 𝐿 y 𝛿 como [20, 67] 

 

 
𝐿 =

1

𝑞2
, (4.27) 
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𝛿 =

1

𝑞1
, (4.28) 

 

donde, 𝐿 es la longitud que viajará el TM-SPP hasta que su intensidad decaiga por un factor 

de 1 𝑒⁄ , por su parte 𝛿 es la longitud que penetrará el TM-SPP en los medios dieléctricos 

hasta que su intensidad decaiga por 1 𝑒⁄ . A continuación, se encontrarán los valores de 𝑞1 y 

𝑞2. 

 

 

4.4.2 Cálculo de 𝒒𝟏 y 𝒒𝟐. 

 

En la región no retardada (𝑘𝑗 ≈ 𝑞 = 𝑞1 + 𝑖𝑞2), por la polarizabilidad de Mermin (4.1) y 

la polarizabilidad para el grafeno deformado (3.20)  la relación de dispersión (4.22)  se 

expresa como 

 

 
휀1 + 휀2 −

𝑒2

휀0(𝑞1 + 𝑖𝑞2)
Π𝑇(𝑞1 + 𝑖𝑞2, 𝜔 + 𝑖𝛾) = 0, (4.29) 

 

 Π𝑇(𝑞1 + 𝑖𝑞2, 𝜔 + 𝑖𝛾) = 𝒟Π𝛾(𝑞1 + 𝑖𝑞2, 𝜔), (4.30) 

 

 

Π𝛾(𝑞1 + 𝑖𝑞2, 𝜔) =
(1 +

𝑖𝛾
𝜔)Π(𝑞1 + 𝑖𝑞2, 𝜔 + 𝑖𝛾)

1 +
𝑖𝛾
𝜔
Π(𝑞1 + 𝑖𝑞2, 𝜔 + 𝑖𝛾)
Π(𝑞1 + 𝑖𝑞2, 0)

, (4.31) 

 

donde, 𝒟 = 1 − 𝛽𝜖(1 + 𝜈) cos[2(𝜃 − 𝜙)] es el factor de deformación de la monocapa de 

grafeno y Π(𝑞, 𝜔) corresponde a la polarizabilidad (3.21). Al desarrollar (4.29) se obtiene 

 

 
휀1 + 휀2 −

𝑒2𝒟

휀0𝑞1
(1 +

𝑖𝑞2
𝑞1
)
−1

(1 +
𝑖𝛾

𝜔

Π(𝑞1 + 𝑖𝑞2, 𝜔 + 𝑖𝛾)

Π(𝑞1 + 𝑖𝑞2, 0)
)

−1

× (1 +
𝑖𝛾

𝜔
)Π(𝑞1 + 𝑖𝑞2, 𝜔 + 𝑖𝛾) = 0.

 (4.32) 
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Haciendo la sustitución 𝑢 = 𝑞1 + 𝑖𝑞2 y 𝑣 = 𝜔 + 𝑖𝛾, para desarrollar en serie de Taylor 

a primer orden en 𝑞1  y 𝜔  las cantidades Π(𝑢, 𝑣) y Π(𝑢, 0) alrededor de los puntos 𝑃𝜔 =

(𝑞1, 𝜔) y 𝑃0 = (𝑞1, 0), se llega a 

 

 
Π(𝑢, 𝑣) ≈ Π(𝑞1, 𝜔) +

𝜕Π(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢
|
𝑃𝜔

(𝑢 − 𝑞1) +
𝜕Π(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣
|
𝑃𝜔

(𝑣 − 𝜔), 

 

Π(𝑢, 0) ≈ Π(𝑞1, 0) +
𝜕Π(𝑢, 0)

𝜕𝑢
|
𝑃0

(𝑢 − 𝑞1), 

(4.33) 

 

usando la regla de la cadena y sustituyendo 𝑢 = 𝑞1 + 𝑖𝑞2 y 𝑣 = 𝜔 + 𝑖𝛾, las expresiones en 

(4.33) se pueden reescribir como 

 

 
Π(𝑞1 + 𝑖𝑞2, 𝜔 + 𝑖𝛾) ≈ Π(𝑞1, 𝜔) + 𝑖𝑞2

𝜕Π(𝑞1, 𝜔)

𝜕𝑞1
+ 𝑖𝛾

𝜕Π(𝑞1, 𝜔)

𝜕𝜔
, 

 

Π(𝑞1 + 𝑖𝑞2, 0) ≈ Π(𝑞1, 0) + 𝑖𝑞2
𝜕Π(𝑞1, 0)

𝜕𝑞1
, 

(4.34) 

 

como la polarizabilidad (3.21) es compleja se escribirá de la siguiente manera 

 

 Π(𝑞1, 𝜔) = ReΠ(𝑞1, 𝜔) + 𝑖ImΠ(𝑞1, 𝜔), 

 

Π(𝑞1, 0) = ReΠ(𝑞1, 0) + 𝑖ImΠ(𝑞1, 0), 

(4.35) 

 

al sustituir (4.34) y (4.35) en (4.32) y hacer un desarrollo en serie a primer orden en 𝑞2 𝑞1⁄  

y 𝛾 𝜔⁄  con 𝑞2 𝑞1⁄ ≪ 1 y 𝛾 𝜔⁄ ≪ 1, la relación de dispersión puede expresarse en una parte 

real y una imaginaría. Estás aproximaciones tendrán implicaciones especialmente en la 

región de baja frecuencia, donde la suposición 𝜔 ≫ 𝛾 ya no es válida y en la región de alta 

frecuencia donde la suposición 𝑞1 ≫ 𝑞2 deja de ser verdadera. Como el estudio de la longitud 

de propagación y profundidad de penetración estará centrado en la región de excitación de 
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plasmones de larga duración (región I) Fig. 3.6, estas aproximaciones no afectarán 

significativamente los resultados 

 

 
Parte Real:   휀1 + 휀2 −

𝑒2𝑞2𝒟 ImΠ(𝑞1, 𝜔)

휀0𝑞1
2 +

𝑒2𝛾𝒟 ImΠ(𝑞1, 𝜔)

휀0𝜔𝑞1
 

 

                       +
𝑒2𝛾𝒟 ImΠ(0,1)(𝑞1, 𝜔)

휀0𝑞1
+
𝑒2𝑞2𝒟 ImΠ

(1,0)(𝑞1, 𝜔)

휀0𝑞1
 

 

                           −
𝑒2𝒟 ReΠ(𝑞1, 𝜔)

휀0𝑞1
−
𝑒2𝛾𝒟 [ImΠ(𝑞1, 𝜔)]

2ImΠ(𝑞1, 0)

휀0𝜔𝑞1|Π(𝑞1, 0)|2
 

 

             −
2𝑒2𝛾𝒟 ReΠ(𝑞1, 𝜔) ImΠ(𝑞1, 𝜔) ReΠ(𝑞1, 0)

휀0𝜔𝑞1|Π(𝑞1, 0)|2
 

 

+
𝑒2𝛾𝒟 [ReΠ(𝑞1, 𝜔)]

2ImΠ(𝑞1, 0)

휀0𝜔𝑞1|Π(𝑞1, 0)|2
, , , ,, 

 

 

(4.36) 

 
Parte Imaginaria:   −

𝑒2𝒟 ImΠ(𝑞1, 𝜔)

휀0𝑞1
+
𝑒2𝑞2𝒟 ReΠ(𝑞1, 𝜔)

휀0𝑞1
2  

 

                                           −
𝑒2𝛾𝒟 ReΠ(𝑞1, 𝜔)

휀0𝜔𝑞1
+
𝑒2𝛾𝒟 ReΠ(0,1)(𝑞1, 𝜔)

휀0𝑞1
 

 

        −
𝑒2𝑞2𝒟 ReΠ

(1,0)(𝑞1, 𝜔)

휀0𝑞1
 

                        −
𝑒2𝛾𝒟 [ImΠ(𝑞1, 𝜔)]

2ReΠ(𝑞1, 0)

휀0𝜔𝑞1|Π(𝑞1, 0)|2
 

 

                                           +
2𝑒2𝛾𝒟 ImΠ(𝑞1, 𝜔) ReΠ(𝑞1, 𝜔) ImΠ(𝑞1, 0)

휀0𝜔𝑞1|Π(𝑞1, 0)|2
 

(4.37) 



C A P Í T U L O  4  |  P L A S M Ó N I C A  D E  G R A F E N O       | 45 

 

 

                        +
𝑒2𝛾𝒟 [ReΠ(𝑞1, 𝜔)]

2ReΠ(𝑞1, 0)

휀0𝜔𝑞1|Π(𝑞1, 0)|2
, 

 

donde, Π(1,0)(𝑞1, 𝜔) = 𝜕Π(𝑞1, 𝜔) 𝜕𝑞1⁄  y Π(0,1)(𝑞1, 𝜔) = 𝜕Π(𝑞1, 𝜔) 𝜕𝜔⁄ . Dado que la 

relación de dispersión está igualada a cero, tanto la parte real e imaginaria son cero. Para 

obtener 𝑞1, nótese que ImΠ(𝑞1, 0) = 0 Fig. 3.3 (b) y considerando únicamente la región de 

excitación de plasmones de larga duración (región I) donde ImΠ(𝑞1, 𝜔) = 0 Fig. 3.6, se 

puede hallar al igualar (4.36) con cero la siguiente expresión para 𝑞1 

 

 
휀1 + 휀2 −

𝑒2[1 − 𝛽𝜖(1 + 𝜈) cos[2(𝜃 − 𝜙)]] ReΠ(𝑞1, 𝜔)

휀0𝑞1
= 0, (4.38) 

 

la expresión (4.38) es una ecuación implícita de 𝑞1, lo que significa que debe resolverse 

numéricamente para hallar los valores de 𝑞1, nótese también que (4.38) es independiente de 

𝑞2, por lo que 𝑞1 no está asociado con el amortiguamiento del plasmón al propagarse. Para 

obtener 𝑞2, basta con igualar (4.37) con cero y despejar 𝑞2 para obtener 

 

𝑞2 =
ImΠ(𝑞1, 𝜔) + 𝛾 ReΠ

(0,1)(𝑞1, 𝜔) +
𝛾
𝜔Re [Π

(𝑞1, 𝜔) (1 −
Π(𝑞1, 𝜔)
Π(𝑞1, 0)

)]  

ReΠ(𝑞1, 𝜔)
𝑞1

− ReΠ(1,0)(𝑞1, 𝜔)
, 

(4.39) 

donde, se empleó la factorización 

 

Re [Π(𝑞1, 𝜔) (1 −
Π(𝑞1, 𝜔)

Π(𝑞1, 0)
)] = ReΠ(𝑞1, 𝜔) +

 [ImΠ(𝑞1, 𝜔)]
2ReΠ(𝑞1, 0)

|Π(𝑞1, 0)|2
 

−
2 ImΠ(𝑞1, 𝜔) ReΠ(𝑞1, 𝜔) ImΠ(𝑞1, 0)

|Π(𝑞1, 0)|2
−
 [ReΠ(𝑞1, 𝜔)]

2ReΠ(𝑞1, 0)

|Π(𝑞1, 0)|2
. 

(4.40) 

 

La expresión (4.39) es una ecuación explícita de 𝑞2 y como se puede apreciar, tanto 𝛾 

(procesos extrínsecos) como ImΠ(𝑞1, 𝜔)  (procesos intrínsecos) contribuyen al 
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amortiguamiento del TM-SPP, donde ImΠ(𝑞1, 𝜔)  manifiesta las dispersiones interbanda 

[37]. Nótese, que 𝑞2 es independiente del factor de deformación 𝒟, pero si se ve afectado por 

este ya que depende de 𝑞1 . Por último 𝑞1  al igual que 𝑞2  concuerdan con los resultados 

obtenidos por [26] para el caso sin deformación (𝜖 = 0). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

C a p í t u l o 

5 
  

5 Resultados y conclusiones 

 
En este capítulo se emplearán los resultados obtenidos previamente, para estudiar los 

efectos que causa la deformación del grafeno en la conductividad óptica, la penetración y la 

propagación del plasmón polaritón de superficie transversal magnético (TM-SPP). 

Finalmente se demostrará que la magnitud y orientación de la deformación, juega un papel 

importante en la optimización de las cantidades físicas previamente mencionadas. 

 

 

5.1 Resultados. 

 

5.1.1 Conductividad óptica. 

 

La conductividad óptica tiene un papel importante en la óptica y plasmónica del grafeno, 

pues contiene toda la información que gobierna la interacción electromagnética entre el 

grafeno y el campo externo dependiente del tiempo. Al aplicar una deformación a la 

monocapa de grafeno se espera que los cambios en la conductividad óptica afecten la 

dispersión del TM-SPP. Para examinar esto, se inicia calculando en la región de los terahertz, 

la parte real de la conductividad óptica deformada 𝜎𝑥𝑥𝐷 y 𝜎𝑦𝑦𝐷 (3.1), de una monocapa de 

grafeno como interfaz de dos medios dieléctricos constantes semi infinitos Fig. 4.2 en 

unidades de 𝜎0 = 𝑒
2/(4ℏ) y como función de la frecuencia 𝜔/(2𝜋).
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Parte real de la conductividad óptica del grafeno deformado Re𝜎𝑥𝑥𝐷  como función de 

𝜔/(2𝜋) en unidades de 𝜎0 = 𝑒
2/(4ℏ) y en la dirección zigzag (𝜃 = 0°). (a) Se observa 

que al incrementar la magnitud de deformación 𝜖  en la dirección 𝑥  ( 𝜃 = 0° ), la 

conductividad óptica disminuye. (b) Gráfica a pocos terahertz (región de excitación de 

plasmones en grafeno de larga duración). Inspirada de [39, 59]. 

 

Figura 5.1 

(a) 

(b) 
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Parte real de la conductividad óptica del grafeno deformado Re𝜎𝑥𝑥𝐷  como función de 

𝜔/(2𝜋)  en unidades de 𝜎0 = 𝑒
2/(4ℏ)  y en la dirección armchair (𝜃 = 90° ). (a) Se 

observa que al incrementar la magnitud de deformación 𝜖 en la dirección 𝑦 (𝜃 = 90°), la 

conductividad óptica aumenta. (b) Gráfica a pocos terahertz (región de excitación de 

plasmones en grafeno de larga duración). Inspirada de [39, 59]. 

 

 

Figura 5.2 

(a) 

(b) 



50 |       C A P Í T U L O  5  |  R E S U L T A D O S  Y  C O N C L U S I O N E S  

 

 

 

 

 

 

 

Parte real de la conductividad óptica del grafeno deformado Re𝜎𝑥𝑥𝐷  como función de 

𝜔/(2𝜋) en unidades de 𝜎0 = 𝑒
2/(4ℏ) para 𝜖 = 0.20. (a) Se observa un incremento de la 

conductividad óptica al aumentar 𝜃, alcanzando un valor máximo en la dirección 𝑦 (𝜃 =

90°) y un valor mínimo en la dirección 𝑥 (𝜃 = 0°). (b) Gráfica a pocos terahertz (región 

de excitación de plasmones en grafeno de larga duración). Inspirada de [39, 59]. 

 

Figura 5.3 

(a) 

(b) 
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Empleando (3.1) y (3.3) para valores de 𝜖 = 0 a 0.20 (valores para los cuales no hay 

banda prohibida ya que 𝜖 < 0.223), 𝜃 = 0° a 90°, fijando la energía de Fermi 𝐸𝐹 = 0.3 eV, 

la temperatura 𝑇 = 300 K , la movilidad electrónica del grafeno 𝜇 = 104 cm2/V∙s , la 

velocidad de Fermi 𝑣𝐹 ≈ 𝑐/300, el tiempo de relajación 𝜏 = 𝜇𝐸𝐹/𝑒𝑣𝐹
2, el coeficiente de 

Poisson del grafeno 𝜈 = 0.165  y 𝛽 = 2.37 . Se encuentra que la parte real de la 

conductividad óptica Re𝜎𝑥𝑥𝐷  disminuye si la deformación del grafeno es en la dirección 

zigzag (en la dirección 𝑥 Fig. 3.2) cuando 𝜃 = 0° Fig. 5.1, pero aumenta si la deformación 

es en la dirección armchair (en la dirección 𝑦 Fig. 3.2) cuando 𝜃 = 90° Fig. 5.2. En la Fig. 

5.3 se puede apreciar que Re𝜎𝑥𝑥𝐷  alcanza un valor mínimo cuando 𝜃 = 0°  y un valor 

máximo cuando 𝜃 = 90°. 

 

 

 

 

Parte real de la conductividad óptica del grafeno deformado como función de 𝜃  en 

unidades de 𝜎0 = 𝑒
2/(4ℏ) para ℏ𝜔 = 0.1 eV. La línea negra corresponde a 𝜖 = 0 con 

Re𝜎𝑥𝑥 = Re𝜎𝑦𝑦, las líneas roja y azul corresponden a 𝜖 = 0.2 con Re𝜎𝑥𝑥𝐷 (roja) y Re𝜎𝑦𝑦𝐷 

(azul).  Se observa como los valores de la conductividad óptica Re𝜎𝑥𝑥𝐷 y Re𝜎𝑦𝑦𝐷 oscilan 

periódicamente al variar 𝜃, alcanzando valores máximos y mínimos en las direcciones 

zigzag (𝜃 = 0°) y armchair (𝜃 = 90°). 

 

Figura 5.4 
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En la Fig. 5.4 se gráfica la parte real de la conductividad óptica deformada Re𝜎𝑥𝑥𝐷 y 

Re𝜎𝑦𝑦𝐷  como función de 𝜃 y se compara con la parte real de la conductividad óptica no 

deformada Re𝜎𝑥𝑥 y Re𝜎𝑦𝑦, sin pérdida de generalidad se ha tomado ℏ𝜔 = 0.1 eV y 𝜖 = 0.2. 

Se observa, que la parte real de la conductividad óptica sin deformación tiene un valor 

constante, además de que Re𝜎𝑥𝑥 = Re𝜎𝑦𝑦 , por su parte la parte real de la conductividad 

óptica deformada Re𝜎𝑥𝑥𝐷  y Re𝜎𝑦𝑦𝐷  se alternan periódicamente conforme varía 𝜃 , 

alcanzando valores máximos y mínimos cuando la dirección de deformación es en la 

dirección zigzag (𝜃 = 0°) y armchair (𝜃 = 90°). De lo anterior es posible concluir que 

Re𝜎𝑥𝑥𝐷 tomará un valor máximo si la deformación se aplica en la dirección 𝑦 y un valor 

mínimo si se aplica en la dirección 𝑥, en contraparte a Re𝜎𝑦𝑦𝐷 que tomará un valor máximo 

si la deformación se aplica en la dirección 𝑥 y un valor mínimo si se aplica en la dirección 𝑦. 

 

 

5.1.2 Profundidad de penetración y longitud de propagación. 

 

Es de esperarse que la variación de la conductividad óptica del grafeno repercuta en la 

profundidad de penetración 𝛿 y la longitud de propagación 𝐿 del TM-SPP. Para estudiar esto, 

se calcularon numéricamente los valores de 𝑞1  (4.38)  y 𝑞2  (4.39)  como función de la 

frecuencia 𝜔/(2𝜋) en la región de los terahertz, para valores de 𝜖 = 0 a 0.20 (valores para 

los cuales no hay banda prohibida ya que 𝜖 < 0.223), 𝜃 = 0° a 90° y fijando el vector de 

onda del pasmón en la dirección zigzag, esto es 𝜙 = 0° Fig. 3.2. También se ha fijado la 

energía de Fermi a 𝐸𝐹 = 0.5 eV, las constantes dieléctricas 휀1 = 2.25 (prisma) y 휀2 = 3.8 

(SiO2), la movilidad electrónica 𝜇 = 104 cm2/V∙s, la velocidad de Fermi 𝑣𝐹 ≈ 𝑐/300, el 

tiempo de relajación 𝜏 = 𝜇𝐸𝐹/𝑒𝑣𝐹
2, el coeficiente de Poisson del grafeno 𝜈 = 0.165 y 𝛽 =

2.37. En la Fig. 5.5 se graficó 𝑞1/𝑘𝐹 contra ℏ𝜔/𝐸𝐹 para diferentes 𝜖, cómo se observa para 

un determinado valor de 𝑞1, al incrementar la magnitud de deformación el TM-SPP presenta 

una disminución de la energía si la tensión es paralela a la dirección de propagación del 

plasmón Fig. 5.5 (a) y un aumento en la energía si la tensión es perpendicular a la dirección 

de propagación del plasmón Fig. 5.5 (b), además como era de suponerse para ambos casos, 

el plasmón sufre amortiguamiento de Landau únicamente por las transiciones interbanda. 
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Regiones de energía de los TM-SPPs para 𝜖 = 0 (curva negra), 𝜖 = 0.06 (curva roja), 𝜖 =

0.12 (curva verde), 𝜖 = 0.18 (curva azul), 휀1 = 2.25 (prisma) y 휀2 = 3.8 (SiO2). Nótese 

que el TM-SPP sufre amortiguamiento de Landau únicamente por las transiciones 

interbanda. Inspirada de [25]. (a) Al incrementar 𝜖, la energía del plasmón disminuye si la 

tensión es paralela a la dirección de propagación. (b) Al incrementar 𝜖  la energía del 

plasmón aumenta si la tensión es perpendicular a la dirección de propagación.  

 

Figura 5.5 

(a) 

(b) 



54 |       C A P Í T U L O  5  |  R E S U L T A D O S  Y  C O N C L U S I O N E S  

 

 

   

  

 

 

 

Gráficas de 𝑞1  contra 𝜔/(2𝜋)  para diferentes magnitudes de deformación 𝜖  en la 

dirección zigzag (𝜃 = 0°) y armchair (𝜃 = 90°). Inspirada de [59]. (a) Si la tensión es 

paralela a la dirección de propagación del plasmón, 𝑞1  incrementa al deformar la 

monocapa de grafeno. (b) Si la tensión es perpendicular a la dirección de propagación del 

plasmón, 𝑞1 disminuye al deformar la monocapa de grafeno. 

 

Figura 5.6 

(a) 

(b) 
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Gráficas de 𝑞2  contra 𝜔/(2𝜋)  para diferentes magnitudes de deformación 𝜖  en la 

dirección zigzag ( 𝜃 = 0° ) y armchair ( 𝜃 = 90° ). Las curvas con pendiente ~0 

corresponden a la región I y con pendiente ~∞ corresponden a la región SPEinter Fig. 5.4. 

Inspirada de [67]. (a) Si la tensión es paralela a la dirección de propagación en la región I, 

𝑞2 incrementa al deformar la monocapa de grafeno. (b) Si la tensión es perpendicular a la 

dirección de propagación en la región I, 𝑞2 disminuye al deformar la monocapa de grafeno. 

 

Figura 5.7 

(a) 

(b) 
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Gráficas de 𝑞1  y 𝑞2  contra 𝜔/(2𝜋) para diferentes ángulos de deformación 𝜃  tomando 

𝜖 = 0.20. (a) Se observa una disminución de 𝑞1 al aumentar 𝜃, llegando a un valor mínimo 

en 𝜃 = 90° (armchair) y máximo en 𝜃 = 0° (zigzag). Inspirada de [59]. (b) Se observa 

una disminución de 𝑞2 al aumentar 𝜃 en la región I, llegando a un valor mínimo en 𝜃 =

90° (armchair) y máximo en 𝜃 = 0° (zigzag). Inspirada de [67]. 

 

Figura 5.8 

(a) 

(b) 
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En la Fig. 5.6 se graficó 𝑞1  contra 𝜔/(2𝜋)  tomando diferentes valores de 𝜖  en la 

dirección zigzag (𝜃 = 0°) y armchair (𝜃 = 90°). Se observa como 𝑞1 va incrementando al 

aumentar 𝜖 si la tensión es paralela a la dirección de propagación del plasmón Fig. 5.6 (a), 

pero 𝑞1 disminuye si la tensión es perpendicular a la dirección de propagación del plasmón 

Fig. 5.6 (b). En la Fig. 5.7 se graficó 𝑞2 contra 𝜔/(2𝜋) para diferentes 𝜖 en la dirección 

zigzag (𝜃 = 0° ) y armchair (𝜃 = 90° ). Las curvas que presentan una pendiente ~0 

corresponde a la región de excitación de plasmones de larga duración (región I), es decir, la 

región donde el plasmón es amortiguado débilmente y las curvas con pendiente ~∞ 

corresponden a la región de amortiguamiento de Landau (SPEinter) Fig. 5.4, esto es, la región 

donde el plasmón es fuertemente amortiguado. De la Fig. 5.7 también se puede apreciar como 

𝑞2  incrementa al aumentar 𝜖  en la región I, si la tensión es paralela a la dirección de 

propagación del plasmón Fig. 5.7 (a), mientras que 𝑞2 disminuye en la región I, si la tensión 

es perpendicular a la dirección de propagación del plasmón Fig. 5.7 (b). En la Fig. 5.8 se 

graficó 𝑞1  y 𝑞2  contra 𝜔/(2𝜋) para diferentes 𝜃, sin pérdida de generalidad se tomó 𝜖 =

0.20. Se deduce que tanto 𝑞1 como 𝑞2 (en la región I) disminuyen al aumentar 𝜃, alcanzando 

un valor mínimo si la tensión se aplica en la dirección armchair (𝜃 = 90°) y un valor máximo 

si se aplica en la dirección zigzag (𝜃 = 0°). En la Fig. 5.9 se graficó 𝛿 contra 𝜔/(2𝜋) para 

diferentes valores de 𝜖 en la dirección zigzag (𝜃 = 0°) y armchair (𝜃 = 90°), se concluye 

que, al incrementar la deformación de la monocapa de grafeno, la profundidad de penetración 

𝛿 disminuirá si la tensión es paralela a la dirección de propagación del plasmón Fig. 5.9 (a) 

y aumentará si la tensión es perpendicular a la dirección de propagación del plasmón Fig. 5.9 

(b). En la Fig. 5.10 se graficó 𝐿 contra 𝜔/(2𝜋) para diferentes valores de 𝜖 en la dirección 

zigzag (𝜃 = 0°) y armchair (𝜃 = 90°), se concluye que, al incrementar la deformación de la 

monocapa de grafeno, la longitud de propagación 𝐿 disminuirá si la tensión es paralela a la 

dirección de propagación del plasmón Fig. 5.10 (a) y aumentará si la tensión es perpendicular 

a la dirección de propagación del plasmón Fig. 5.10 (b). En la Fig. 5.11 se graficó 𝛿 y 𝐿 

contra 𝜔/(2𝜋) para diferentes 𝜃, sin pérdida de generalidad se tomó 𝜖 = 0.20. Se observa 

que, al aumentar 𝜃 tanto 𝛿 como 𝐿 incrementan y presentan un valor máximo si la tensión se 

aplica en la dirección armchair (𝜃 = 90°) y un valor mínimo si se aplica en la dirección 

zigzag (𝜃 = 0°).  
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Profundidad de penetración 𝛿 contra 𝜔/(2𝜋) para diferentes magnitudes de deformación 

𝜖 en la dirección zigzag (𝜃 = 0°) y armchair (𝜃 = 90°). Inspirada de [39, 67]. (a)  Si la 

tensión es paralela a la dirección de propagación del plasmón, 𝛿 disminuye al deformar la 

monocapa de grafeno. (b) Si la tensión es perpendicular a la dirección de propagación del 

plasmón, 𝛿 incrementa al deformar la monocapa de grafeno. 

 

Figura 5.9 

(a) 

(b) 
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Longitud de propagación 𝐿 contra 𝜔/(2𝜋) para diferentes magnitudes de deformación 𝜖 

en la dirección zigzag (𝜃 = 0°) y armchair (𝜃 = 90°). Inspirada de [39, 67]. (a)  Si la 

tensión es paralela a la dirección de propagación del plasmón, 𝐿 disminuye al deformar la 

monocapa de grafeno. (b) Si la tensión es perpendicular a la dirección de propagación del 

plasmón, 𝐿 incrementa al deformar la monocapa de grafeno. 

 

 

Figura 5.10 

(a) 

(b) 
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Gráficas de 𝛿 y 𝐿 contra 𝜔/(2𝜋) para diferentes ángulos de deformación 𝜃 tomando 𝜖 =

0.20. Inspirada de [39, 67]. (a) Se observa un incremento de 𝛿 al aumentar 𝜃, llegando a 

un valor máximo en 𝜃 = 90° (armchair) y mínimo en 𝜃 = 0° (zigzag). (b) Se observa un 

incremento de 𝐿 al aumentar 𝜃, llegando a un valor máximo en 𝜃 = 90° (armchair) y 

mínimo en 𝜃 = 0° (zigzag).  

 

Figura 5.11 

(a) 

(b) 
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5.2 Conclusiones. 

 

Se concluye que, tomando únicamente ventaja de la deformación mecánica del grafeno, 

se demuestra teóricamente que la longitud de propagación 𝐿 y profundidad de penetración 𝛿 

de un TM-SPP en una monocapa de grafeno deformada mecánicamente, uniaxial y uniforme 

que se halla incrustada entre dos medios dieléctricos constantes semi infinitos, puede ser 

optimizada modificando la magnitud de deformación 𝜖 y orientación de la tensión aplicada 

𝜃. Los resultados indican que una mayor longitud de propagación del TM-SPP se obtiene 

cuando la magnitud de deformación se maximiza (𝜖 = 0.20) y la tensión es perpendicular a 

la dirección de propagación del plasmón, con un incremento en la propagación del orden de 

decenas de micras para una frecuencia de ~2 − 10 THz (con mayor propagación a menor 

frecuencia. En contraparte, una menor profundidad de penetración ocurre cuando la magnitud 

de deformación se maximiza (𝜖 = 0.20) y la tensión es paralela a la dirección de propagación 

del plasmón, con una disminución de la penetración del orden de micras para una frecuencia 

de ~2 − 5 THz (con menor penetración a mayor frecuencia). Por lo tanto, estos estudios 

pueden servir como guía en el ámbito experimental o la optimización de dispositivos fotónico.
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