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RESUMEN I

En esta investigacion, estudiamos los usos e ideas germinales del concepto de
topologia en la tesis doctoral del matematico francés Maurice Fréchet, con el objetivo de
atender la ausencia de significado que identificamos en la matematica escolar universitaria.
Nos dimos a la tarea de hacer una problematizacion de tal concepto, historizandolo y
dialectizandolo en el marco de la Teoria Socioepistemologica de la Matematica Educativa.

Se llevé a cabo un estudio historico de la época en la que Maurice Fréchet produjo su
tesis doctoral, ademas de un anélisis de la actividad matematica de este matematico en la
construccion de su teoria general.

Del analisis de la obra, se evidencia el uso del concepto de topologia, como una
estructura que define una relacion de proximidad entre los elementos de un conjunto, que
exige el abandono de la naturaleza de los elementos considerados. Reconocemos que la
practica de garantizar que algo tiende a algo demanda del establecimiento de una relacion
de proximidad.

Con base en el estudio contextual y el andlisis de la obra, caracterizamos la relacion
de proximidad como una propiedad de referencia que determina la cercania entre los
elementos de un conjunto de naturaleza cualquiera, y con esto, garantizar que algo tiende a
algo.

Finalmente, proponemos a la naturaleza topoldgica como una caracteristica de los
conceptos basados en conjuntos, que depende del establecimiento de una relacién de
proximidad y, ademas, es independiente la naturaleza de los elementos considerados.
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ABSTRACT I

In this research, we studied the germinal uses and ideas of the concept of topology in
the doctoral thesis of the French mathematician Maurice Fréchet, with the aim of addressing
the lack of meaning that we identify in university school mathematics. We took the task of
problematizing such a concept, historizing and dialectizing it within the
Socioepistemological Theory of Educational Mathematics framework.

A historical study of the time in which Maurice Fréchet produced his doctoral thesis
was carried out, as well as an analysis of the mathematical activity of this mathematician in
the construction of his general theory.

From the analysis of the work, the use of the concept of topology are evidenced, such
as a structure that defines a relationship of proximity between the elements of a set, which
requires the abandonment of the nature of the elements considered. We recognize that the
practice of ensuring that something tends to something demands the establishment of a
relationship of proximity.

Based on contextual study and the analysis of the work, we characterize the
relationship of proximity as a reference property that determines the closeness between the
elements of a set of any nature, and with this, guarantee that something tends to something.

Finally, we propose the topological nature as a characteristic of group-based
concepts, which depends on the establishment of a relationship of proximity and, moreover,

is independent of the nature of the elements considered.




INTRODUCCION

Este documento es producto de una investigacion que nace a partir de mis inquietudes
sobre el entendimiento de la materia de Topologia General que cursé durante mis estudios de
la Licenciatura en Matematicas, de la Universidad Judrez Auténoma de Tabasco. Las
inquietudes eran fundamentalmente sobre el significado del contenido de dicha materia, estas
inquietudes me guiaron a hacerme cuestionamientos relativos a, por ejemplo, ;qué es
Topologia?, ¢qué caracteriza a la Topologia de las otras ramas de la Matematica?, ¢;cual es
el objeto de estudio de la Topologia?, estas preguntas fueron influenciadas por mi interés en
hacer investigacion en Matematica Educativa, particularmente de mi conocimiento del
enfoque de précticas de la Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa.

Ademas, la TSME afirma que el conocimiento matematico ain aquel considerado
avanzado tiene un origen y una funcion social, basado en précticas humanas, es por ello que
consideramos la pertinencia de un estudio como el que se presenta en esta tesis.

La investigacion reportada en este documento se realiz6 con el apoyo de un grupo de
jévenes y talentosos investigadores en formacion, junto con dos investigadores consolidados
del departamento de Matematica Educativa del Cinvestav-IPN, todos estudiosos de la Teoria
Socioepistemologica de la Matematica Educativa, pero ninguno especialista en Topologia o
temas a fines, esto me angustiaba porque crei que no iba a tener con quién discutir las
cuestiones matematicas de mi investigacién, en la misma situacion se encontrd un colega
interesado en estudiar temas Estocésticos. Ante esta situacion, nos encontramos afortunados
de contar con el grupo de personas descrito al inicio de este parrafo, con quiénes nos
reuniamos a discutir los temas de nuestro interés (Topologia y Estocasticos) los viernes, a
veces, cada semana o cada dos semanas durante aproximadamente un semestre en un
seminario que llamamos “estatopo”,

“Estatopo” jugo un papel fundamental para entender y configurar la problematica y
planteamiento de esta investigacion, ya que con todo lo que se discuti6 sobre mi investigacion
en tal seminario, se reconocio a la relacién de proximidad como algo fundamental para darle

significado al concepto de topologia.




La Topologia es reconocida por algunos historiadores como una de las ramas méas
jévenes de las Matematicas, cuyo origen no se encuentra en un momento especifico de la
historia, sino que se fue configurando en distintos momentos del desarrollo de las
Matematicas. En otras palabras, no todos los conceptos y resultados que configuran la
Topologia nacen en una misma época, ni su origen se encuentra en el mismo contexto, ni
bajo los mismos intereses matematicos.

El interés de esta investigacion esta en entender de qué manera la relacién de
proximidad proporciona significado al concepto de topologia, especificamente. Dado que
estaremos hablando de Topologia como rama de la Matematica y topologia como concepto
matematico, haremos diferencia entre ambas palabras, escribiendo con inicial mayuscula la
palabra Topologia cuando hablemos de la rama de las Matematicas y con inicial minuscula
cuando hablemos del concepto.

En el capitulo uno, comparto la motivacion con la que inicié esta investigacion, los
antecedentes tomados en cuenta para la investigacion, el planteamiento del problema junto
con las preguntas de investigacion.

En el capitulo dos, elementos tedricos y metodoldgicos; se describen los principios
del enfoque tedrico usado: Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa, asi como
la descripcion de las decisiones metodolégicas que se tomaron para el desarrollo de la
investigacion.

En el capitulo tres, se presenta la tesis doctoral de Maurice Fréchet que es la obra
estudiada en esta investigacion, mediante una descripcion de la estructura de la obra y algunas
definiciones. En el capitulo cuatro, se muestra la historizacién y la dialectizacién como parte
de la problematizacion del concepto de topologia.

En el capitulo cinco, se muestra la discusion de las acciones y actividades
identificadas en el anélisis de la obra que nos permiten explicar la construccion social del
concepto de topologia en la tesis de Fréchet, solo los primeros dos niveles del modelo de
anidacion de précticas.

Por ultimo, en el capitulo seis se da respuesta a las preguntas de investigacion, asi

como las reflexiones que surgen de la investigacion realizada.
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CAPITULO 1. PROBLEMATICA |

Motivacion

En la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Juarez Autonoma de Tabasco,
se estudian materias como Calculo Diferencial, Calculo Integral, Célculo Vectorial I y 11,
Andlisis Matematico, Ecuaciones Diferenciales, Algebra Elemental, Algebra Lineal,
Probabilidad, Estadistica, Teoria de Numeros, Teoria de Grupos, Analisis Numérico,
Topologia General, Teoria de Conjuntos, entre otras.

Desde mi experiencia como estudiante de dicha licenciatura, cuando cursas las
materias aparentemente no hay relacion alguna entre cada una de ellas, y no importa si las
hay. Algunos profesores si se interesan en marcar relaciones entre algunas (las més
evidentes), por ejemplo, Calculo, Analisis Matematico y Topologia, sefialando al Analisis
Matematico como una generalizacion del Céalculo y, a la Topologia como una generalizacion
del Andlisis Matematico, sin embargo, no se llega a tratar en qué sentido se da esa
generalizacion.

La Topologia se presentaba como una materia aislada al resto, como Ecuaciones
Diferenciales y Probabilidad, al menos para los estudiantes de dicha licenciatura. Ademas, la
Topologia, en el plan de estudio 2010, es una materia optativa y, en consecuencia, no todos
los estudiantes la cursan, ya sea porque optan por el area de Matematicas Aplicadas o porque
los estudiantes consideran la materia muy dificil.

Como estudiante de la Maestria en Ciencias con especialidad en Matematica
Educativa, comencé a reflexionar sobre la experiencia relatada en el péarrafo anterior,
particularmente en la relacion de la Topologia con otras ramas de las Matematicas, porque
esta fue una de las materias que mas me gusto. Aunque se me dificulté entenderla, habia algo
en ésta que me atrapaba, que me intrigaba, pero no sabia por qué; lo que me llevo a cuestionar:
¢que es Topologia?, ¢por qué era una materia a la que la mayoria le tenia miedo?, ¢por que
no estd relacionada con las materias de Matematicas Aplicadas? Personalmente, queria
entender la Topologia, ya con una mirada desde la Matematica Educativa, particularmente

desde la Teoria Socioepistemolégica de la Matematica Educativa (TSME).




La TSME, la conoci en la materia de Didactica de la Matematica en la licenciatura y,
posteriormente, conoci un poco mas de esta teoria en la primera estancia de verano cientifico
que llevé a cabo con la Dra. Gisela Montiel Espinosa (directora de este trabajo). Con la
actividad que realicé en esta estancia, entendi que la TSME no juzgaba si la actividad
matematica que alguien hacia estaba bien 0 mal, sino que su interés esta en entender lo que
se hizo y por qué se hizo lo que se hizo; esto me agrado6 en gran medida, pues en ese tiempo
era estudiante de la Licenciatura en Matematicas, que es un contexto en el que generalmente
si se juzga si lo que se hizo es correcto o incorrecto, pues se considera que las Matematicas
estan terminadas, que es algo incuestionable, sin embargo, mi espiritu rebelde vio en la
TSME una manera de cuestionar toda la Matematica que habia visto en la universidad, y con
esto un camino distinto para entender un poco mas alla de lo superficial que se podia aprender
en la escuela. Con esto reconoci que compartia que mis pensamientos e inquietudes lo
compartian un grupo de investigadores desde el enfoque de la TSME

Estas experiencias despertaron mi interés en entender la Topologia, como mencioné
anteriormente fue una de las materias que mas me gusto a la vez que me intrigaba demasiado,
porque sinceramente, aunque aprobé dos cursos de Topologia, no entendia lo que era
Topologia; aunque si “entendia” (desde la Matemética Escolar) las definiciones, teoremas,
propiedades, etc., para hacer las demostraciones que desde mi punto de vista son hermosas,
es decir, no entendia cual era el objeto de estudio (la esencia) de esta area de las Matematicas.

A partir de lo anterior decidi realizar mi investigacion de maestria enfocada en
Topologia, por lo que comencé a introducirme al “mundo” de la Topologia, mediante algunos
libros de texto, en particular (Hinrichsen y Fernandez, 1977) y (Pérez, 2015). Seleccioné
estos libros para iniciar, porque son libros que escriben profesores de Topologia pensando en

sus estudiantes, a este tipo de libros los reconozco como libros con intencionalidad didactica.

Antecedentes

Pérez (2015) menciona que el objeto de estudio de la Topologia es la continuidad,
ademas que la convergencia es otra de las propiedades naturalmente topoldgicas y es ésta
una de las primeras caracterizaciones de la continuidad a la que se recurre en el trayecto de

aprendizaje matematico. Esto nos motivo a pensar en la posibilidad de estudiar los conceptos




de continuidad y convergencia en Topologia, considerando que este estudio podria
proporcionar algunas “herramientas” de significacion de estos conceptos, ademas entender
de qué manera el uso de estos conceptos matematicos contribuyen al desarrollo del
pensamiento matematico.

Por otra parte, Hinrichsen y Fernadndez (1977) comentan que los conceptos de
convergencia y continuidad son independientes de la métrica, lo que propicia su
generalizacion a espacios topoldgicos. Con esto vimos un vinculo entre las definiciones de
continuidad y convergencia en Analisis Matematico y en Topologia. En esto encontramos
necesario entender en qué sentido se presenta dicha independencia, y codmo el reconocimiento
de éstas interviene en la constitucion del concepto de espacio topoldgico.

Observamos que, posiblemente, los conceptos de continuidad y convergencia son
independientes de la métrica, porque estos conceptos se definen en términos de una nocion
de proximidad, que no necesariamente significa distancia (Pérez, 2015). Es decir, no es
necesario tener una métrica para hablar de proximidad. Entonces, nos cuestionamos: ¢cuando
y como hablamos de proximidad en Matematicas?

Encontramos que la Topologia de Conjuntos se ocupa del estudio de los espacios
abstractos (Freixenet, 1994), es decir, conjuntos en los que la naturaleza de sus elementos es
homogeénea, pero cualquiera (Arboleda, 2012), entre los que se establecen ciertas relaciones
de proximidad. Entonces, vislumbramos que la relacion de proximidad permite la
generalizacion de los conceptos de convergencia y continuidad a los espacios topoldgicos.

Es comdn escuchar, en conferencias o platicas informales, que se afirme que el objeto
de estudio de la Topologia son las propiedades que se mantienen invariantes bajo
transformaciones continuas, seguido del ya tipico ejemplo de “la taza y la dona” que se
enuncia a continuacion: “los topdlogos consideran que una tazay una dona (toro) son iguales
topoldgicamente, pues se puede transformar una en la otra y viceversa de tal manera que no
hay rupturas, conservan ciertas propiedades como el nimero de hoyos” (Fig. 1) (Ramirez,
2012)




Por ejemplo podemos transformar una taza de café en una rosquilla y viceversa.

Fig. 1 Transformacion taza-toro

Particularmente, (Stadler, 2002) menciona:

“De manera informal, la Topologia se ocupa de aquellas propiedades de
las figuras que permanecen invariantes, cuando dichas figuras son plegadas,
dilatadas, contraidas o deformadas, de modo que no aparezcan nuevos puntos, o
se hagan coincidir puntos diferentes. La transformacion permitida presupone, en
otras palabras, que hay una correspondencia biunivoca entre los puntos de la
figura original y los de la transformada, y que la deformacion hace corresponder
puntos proximos a puntos proximos. Esta ultima propiedad se Ilama continuidad,
y lo que se requiere es que la transformacion y su inversa sean ambas continuas:
asi, trabajamos con homeomorfismos”. (p. 1)

Observamos que esta autora asume de manera informal que el objeto de estudio de la
Topologia son las propiedades de las figuras que se mantienen invariantes bajo cierto tipo de
transformaciones (homeomorfismos) tales que, se correspondan puntos proximos a puntos
proximos (continuidad) y que su inversa también sea continua, es decir, que esta
transformacion continua se pueda realizar “de ida y vuelta” (biyectividad); la biyectividad y
continuidad son las propiedades que definen un homeomorfismo, nuestra atencion se centrara
en la propiedad de continuidad ya que es donde reconocemos que la nocién de proximidad
juega un papel fundamental.

Por su parte, (Wilder, 1962) quién considera a la Topologia como parte de la
Geometria, indica que:

Now in topology we speak not of congruent figures, but of homeomorphic
figures. For the basic equivalence in topology, the analogue of congruence, is

homeomorphism. Two figures F, and F; are homeomorphic if there exists a (1-




1) correspondence between the points of F, and the points of F; which preserves
limits. Of course, this is not very revealing if we do not know what is meant by
"preserving limits." And in explaining this, we really hit bedrock!

By "limits" we really refer to "limit points,” and we say a point p is a limit
point of a set A of points if there are points of A (different from p)® arbitrarily
near to p. (p. 465)

Notamos que Wilder también considera fundamental el concepto de homeomorfismo
para el desarrollo de la Topologia, puesto que afirma que el objeto de estudio de la Topologia
son los invariantes de homeomorfismos de espacios; ademas describe al homeomorfismo
mediante la idea de preservacion de limites, en la que reconocemos inmersa la idea de
proximidad.

A partir de todo lo anterior, decidimos enfocar la investigacion en el estudio de la
nocion de relacion de proximidad, pues la encontramos fundamental para “entender” los
conceptos de naturaleza topoldgica (invariantes topologicas).

Freixenet (1994) menciona que no se puede hablar de espacio topoldgico hasta que
no se establezcan las oportunas relaciones de proximidad, asi mismo Pérez (2015) considera
que la relacién de proximidad es la que proporciona estructura topoldgica; en consecuencia
entendemos que en un espacio topoldgico, la topologia define matematicamente una relacién
de proximidad.

Entonces, respecto a la pregunta: ;cuando y cémo hablamos de proximidad en
Matematicas sin una métrica?, que nos hicimos anteriormente, observamos que es en
Topologia que se encuentra inmersa la idea de proximidad bajo el concepto de topologia que
define, de alguna manera, una relacion de proximidad entre los elementos de un conjunto,

que ademas es independiente del concepto de métrica.
En la disciplina

En otro orden de ideas, encontramos que (GoOmez, 2009) hace un estudio
metacognitivo del proceso de elaboracion de significados del concepto de topologia, donde
observa que el estudio de libros de textos especializados no es suficiente para la elaboracion

de significados de este concepto, puesto que los libros no muestran los aspectos que




permitieron la construccién del concepto matematico en cuestion, en este caso, espacio
topoldgico.

Por otro lado, Cantoral, (2013) afirma que el conocimiento matematico, aun aquel
que consideramos avanzado, tiene un origen y una funcion social asociados a un conjunto de
actividades préacticas socialmente valoradas y normadas. Entendemos con esto, que los
conceptos matematicos, de areas especializadas de las Matematica como la Topologia,
contribuyen de alguna manera al desarrollo del Pensamiento Matematico.

En este sentido, la construccion de significado de los objetos matematicos sigue
siendo importante ain en los objetos matematicos de la matematica superior. consideramos
la pertinencia de estudios desde la Matematica Educativa, de conceptos de la matematica

universitaria, que es considerada avanzada y especializada, como la Topologia.

¢, Relacion de proximidad en la escuela?

Dado que reconocimos la nocion de relacion de proximidad como parte esencial de
la Topologia especificamente del concepto de topologia; revisamos la definicion de este
concepto en algunos libros de Topologia (Munkres, 1975; Dugundji, 1966; Kelley, 1955 y
Morris, 2010). Con tal revision intentamos identificar de qué manera esta la relaciéon de
proximidad en la definicidn de topologia, que se presenta en cada uno de estos libros.

Para la seleccién de los libros de Topologia antes mencionados, nos basamos en, que
los primeros tres libros son de los méas populares en la comunidad de estudiantes de
matematicas y los encontramos en programa de la materia de Topologia 1 de la Licenciatura
en Matematicas de la Universidad Juarez Autdnoma de Tabasco y de la Escuela Superior de
Fisica y Matematicas del IPN, y agregamos el de Morris que por el titulo de Topologia sin

dolor consideramos podriamos encontrar de manera interesante la idea que buscamos.




Munkres, 1975
(p. 76)

Definition. A fopology on a set X is a collection 7 of subsets of X having the
following properties:

(1) @and X are in T,

¢2) The union of the elements of any subcollection of T is in 7.

(3) The intersection of the elements of any finite subcoliection of 7 isin 7.
A set X for which a topology T has been specified is called a topological space.

Properly speaking, a topological space is an ordered pair (X, 7) consisting of a
set X and a topology T on X, but we often omit specific mention of 7" if no confusion
will arise,

If X is a topological space with topology T, we say that a subset U/ of X is an
open set of X if U belongs to the collection 7. Using this terminology, one can say
that a topological space is a set X together with a collection of subsets of X, called
open sets, such that & and X are both open, and such that arbitrary unions and finite
intersections of open sets are open.

Dugundji, 1966
(p. 62)

I. Topological Spaces

I.I Definition Let X be a set. A topology (or topological structure)
in X is a family 4 of subsets of X that satisfies:

(1). Each union of members of J is also a member of 7.

(2). Each finite intersection of members of .7~ is also a member
of .

(3). @ and X are members of 7.

L2 Definition A couple (X, ) consisting of a set X and a topology
 in X is called a topological space.

Kelley, 1955

TOPOLOGIES AND NEIGHBORHOODS

A topology is a family 3 of sets which satisfies the two condi-
tions: the intersection of any two members of 3 is a member of
3, and the union of the members of each subfamily of 3is a mem-
ber of 3. The set X = J{U: Ue 3} is necessarily a member of
3 because 3 is a subfamily of itself, and every member of Jisa

(p. 37) subset of X. The set X is called the space of the topology 3 and
3 is a topology for X. The pair (X,3) is a topological space. When
no confusion seems possible we may forget to mention the to-
pology and write “X is a topological space.” We shall be ex-
plicit in cases where precision is necessary (for example if we are
considering two different topologies for the same set X).

1.1.1 Definiciones.  Sea X un conjunto no vacio. Una coleceion 7 de subeonjuntos de
] ]
X se dice que es una topologia sobre X si
I 2
H i) X v el conjunto vacio, O, pertenceen a T

MOH‘IS, 2010 (i) X el conjunto vacio pertenecen a

(p 13) {ii) la uniom de enalquier niimero (finito o infinito) de conjuntos en T pertenece a T, v
(i) la intersecciim de dos conjuntos enalesquiera de T pertencce a T

El par (X, T) se llama espacio topoldgico.




De estas definiciones reconocemos que:

o En cada definicién los autores consideran un conjunto “X cualquiera”
haciendo referencia a un conjunto cuyos elementos son de naturaleza cualquiera
(Arboleda, 2012; Pérez, 2015).

o Introducen un conjunto o familia de conjuntos, al que se le conoce
como topologia “la familia T € 2* es topologia”, notamos que en las definiciones se
reconoce a T como coleccién o familia, aclarando que sus elementos son subconjuntos
del conjunto X.

. Enuncian las condiciones para gque t sea una topologia.

l. pet, X €t
2. SiUV € 1, entoncesUNV €t
3. SiW c 1, entonces UW € T

o Después definen al espacio topoldgico como la pareja (X, 1), es decir,
el conjunto dado X es un espacio topoldgico cuando le agregan una topologia t.

. Enseguida de la definicion de espacio topoldgico, mencionan que los

elementos de 7 se les llama conjuntos abiertos del conjunto X.
Planteamiento del problema

Sobre la relacion de proximidad

Hemos visto que el concepto matematico de topologia define de alguna manera una
relacion de proximidad en un conjunto cuyos elementos son de naturaleza cualquiera, pero
¢de qué manera se relaciona el concepto de topologia con la idea de relacion de proximidad?

En la siguiente tabla mostramos una interpretacion de la definicién de topologia,
basada en algunas ideas que encontramos en los antecedentes, que consideramos dan cierto

sentido a esta definicion.




Definicion de topologia Interpretacion

Un espacio abstracto es un conjunto cuyos
elementos son de naturaleza cualquiera

Sea X cualquier conjunto

la familia T c 2* es topologia si cumple:
1. ogetr, X€erT
2. SiU,V € tentoncesU N Establecimiento de una oportuna relacion

Ver de proximidad.
3. SiWc tentoncessUW € T

Tabla 1interpretacion de una definicion de topologia. Elaboracién propia.

Encontramos consistencia entre la frase “Sea X cualquier conjunto” de la definicion
de topologia y entre la idea de que se consideran elementos de naturaleza cualquiera, ya que
al considerar un conjunto cualquiera hace alusién que puede ser un conjunto de elementos
cualesquiera (numeros, funciones, matrices, etc.). Sin embargo, no entendemos de qué
manera se relacionan las tres propiedades del concepto de topologia y el establecimiento de
una relacion de proximidad, en este sentido no encontramos alguna relacién explicita entre
las tres propiedades que definen una topologia y el establecimiento de una relacion de

proximidad.

Sobre la naturaleza topolégica

Algunos autores afirman que los conceptos de punto interior y punto frontera
(Freixenet, 1994), continuidad y convergencia (Pérez, 2015) son de naturaleza topolégica,
entonces nos interesamos en entender esa naturaleza topoldgica a la que hacen referencia
estos autores, es decir, la caracteristicas de estos conceptos.

Por otro lado, Espinoza y Cantoral (2010) afirman que el resultado del teorema de
aproximacion de Weierstrass fue la descripcion de la naturaleza topoldgica del espacio de
funciones continuas considerado. Sin embargo, en una comunicacion personal, el Dr. Lianggi
Espinoza en diciembre de 2016, nos comenta que él reconoce la naturaleza topologica en lo
gue hace Weierstrass en el sentido que, para hacer lo que hace ya no se fija en un solo
elemento del espacio sino en todo el espacio, es decir, ya no es la funcion sino el espacio
(Espinoza, 2009).




En este sentido, nos cuestionamos: ¢ qué relacion hay entre la afirmacion de Espinoza
sobre la naturaleza topoldgica y la relacion de proximidad?
En la bibliografia revisada, no encontramos alguna explicacion a esto, por eso

consideramos las siguientes preguntas de investigacion:

) ¢ Qué papel juega la relacion de proximidad en la constitucién
de la topologia como saber matematico?

o ¢A qué nos referimos con naturaleza topologica?
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CAPITULO 2. CONSIDERACIONES
TEORICAS Y METODOLOGICAS

Elementos tedricos y metodologicos

En la descripcion de la problematica reconocemos como problema la falta de
significado del concepto de topologia en la matematica escolar, en otras palabras, no
encontramos algun uso del concepto de topologia que permita significarlo con la relacion de
proximidad. Este concepto, como hemos visto, forma parte de la Matemética avanzada.
Ambas consideraciones, se pueden atender bajo el enfoque de la Teoria Socioepistemoldgica
de la Matematica Educativa (TSME).

La TSME se encarga fundamentalmente del problema del significado de los
conceptos matematicos y asume que el conocimiento matematico, aun aquel que
consideramos avanzado, tiene un origen y una funcion social asociados a un conjunto de
actividades préacticas socialmente valoradas y normadas (Cantoral, 2013). Este enfoque
tedrico se encarga de explicar la construccion del conocimiento basado en practicas, en otras
palabras, acepta la existencia de practicas que acompafian esta construccion del saber
matematico y por eso es el estatus de construccion social

En este sentido, consideramos la posibilidad de reconocer la razon de ser y lo que le
da sentido al concepto de topologia, al respecto Espinoza (2009) afirma que, por los procesos
de transposicidn, en conjunto con la corriente de formalizacion, estas cuestiones se esconden
en la historia; en consecuencia iniciamos un estudio de corte historico en la dimension
epistemoldgica (Montiel y Buendia, 2012) del concepto de topologia.

En este mismo orden de ideas, (Espinoza, 2009; Tuyub y Cantoral, 2012 y Cantoral,
2013) mencionan que una pregunta fundamental de la TSME es: ;existe una manera de
pensar matematicamente que pueda ser difundida socialmente?, vemos que esta pregunta
relaciona el pensamiento individual con el pensamiento difundido socialmente,
independientemente si se trata de un pensamiento matematico basico o avanzado.

Este cuestionamiento requiere de asumir a la Matematica como parte de la cultura

humana, esto es, reconocer distintas formas de pensar y usar la Matematica segun el contexto
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(racionalidad contextualizada); para esto debe existir una forma de validar cada forma de
pensar y usar la Matematica, es decir, cada racionalidad contextualizada demanda su
validacion (relativismo epistemoldgico); por esto se reconoce que no hay un Unico
significado o significado universal de cada conocimiento matematico, puesto que cada forma
de pensar y usar la matematica implica cierto significado, es decir, el significado depende del
uso del conocimiento matematico en cada contexto y como se reconoce una pluralidad de
contexto se afirma que, el conocimiento matematico cuando se pone en uso en cada contexto,
se vuelve funcional cuando dicho uso tiene una racionalidad, es asi que el conocimiento
matematico se somete a un proceso de significacion progresiva. Todo esto a su vez, esta
normado por una préactica social, es decir, hay algo que hace a los individuos hacer lo que
hacen.

La normatividad de la practica social se explica a través del modelo de anidacion de
précticas, constructo teérico que le permite a la TSME explicar la construccion social de
saber matemaético (Cantoral, Montiel, y Reyes-Gasperini, 2015) mediante los niveles de
accion en el que se muestra la relacion directa del sujeto con el medio, la actividad que hace
referencia al conjunto de acciones que realiza el sujeto con intencionalidad determinada, la
practica socialmente compartida que se refiere a lo que hace el sujeto en conjunto con la
sociedad y que se configura de acciones compartidas y aceptadas, asi la préactica de
referencia se configura de un conjunto de acciones, actividades y practicas socialmente
compartidas que en conjunto tienen un fin comin y que son realizadas y aceptadas por un
conjunto de personas con un objetivo especifico pero compartido, por lo que la préctica de
referencia, de manera especializada norma la préactica socialmente compartida, a su vez la
practica social norma la practica de referencia, en otras palabras, norma el conjunto de
practicas puestas en juego en la construccion del saber matematico.

Estos principios tedricos (racionalidad contextualizada, relativismo epistemolégico,
significacion progresiva, normatividad de la practica social) permiten entender la
construccion social del saber matematico y su difusion institucional que configuran el objeto
de estudio de esta teoria.

Como mencionamos anteriormente, en este trabajo, queremos entender qué es la
naturaleza topoldgica, y el papel de la relacion de proximidad en la constitucion del concepto

de topologia como saber matematico, en otras palabras, queremos entender los usos de la

12

——
| —



relacion de proximidad en la Matematica (en cierto periodo) antes de configurarse como la
definicion formal de topologia.

La fijacion en la relacion de proximidad y no en el concepto de topologia, es por la
mirada que tiene esta investigacion, que implica una descentracion del objeto, es decir, una
mirada mas amplia (més alla de la matematica escolar y la matematica formal), es reconocer
este concepto como una construccion social y entender su naturaleza, en este sentido es
entender su naturaleza social, para ello se requiere reconocer actividad (es) humana (s)
asociadas al uso del concepto de topologia en determinado contexto.

Para lograrlo, Cantoral (2013) propone hacer una problematizacion (historizacion y
dialectizacion) del saber matemético desde una mirada amplia, es decir, descentrandose del
objeto, en este caso, asumimos una descentracion del concepto de topologia al reconocer la
relacion de proximidad como una nocién asociada a la actividad humana que significa el
concepto.

Historizar y dialectizar son mecanismos que propone la TSME para entender la
naturaleza social del conocimiento matematico, en este trabajo estos mecanismos los
ponemos en juego de la siguiente manera:

Estudiaremos un episodio especifico de la historia de la Topologia, que nos permitira
identificar un momento determinante para el desarrollo del concepto de topologia (historizar)
de manera que reconozcamos que Se ponga en uso este concepto y que nos permita analizar
estos usos desde la Socioepistemologia (dialectizar). Estos mecanismos nos permitiran
caracterizar de alguna manera la relacion de proximidad, y en consecuencia significar el
concepto de topologia, ademas podremos dar una caracterizacién de la naturaleza topoldgica
de los conceptos matematicos.

En esta investigacion entendemos la dialectizacion como el proceso de “didlogo” con
la obra, es decir, el analisis de la actividad matematica. Vamos a entender dialectizacion
como el analisis de los usos de la métrica en la tesis de Fréchet. Se reconoce que el trabajo
matematico de Fréchet dio pautas a la constitucion del concepto de topologia, asi como al de
espacio topoldgico, sin embargo, su tesis no es de Topologia, sus intereses estan puestos en
el desarrollo del Analisis Funcional y de la Teoria de Conjuntos Abstractos, en el que Fréchet

define una distancia de manera general (independiente de la naturaleza de los elementos del
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conjunto). Entonces, son los usos de esa distancia que estudiamos en el desarrollo de la
primera parte de sus tesis.

La historizacion consiste en estudiar como se hacia matematicas en el momento o
periodo que se decida estudiar, conocer qué entendia el autor por hacer matematicas, esto nos
permite entender el contexto en el que surge la obra que vamos a analizar, para lograrlo
Espinoza (2009) propone un esquema metodoldgico que se basa en mirar la obra desde tres

lentes:

o Una produccién con historia. Esto es, estudiar al autor en los aspectos,
familiar, profesional, académico, para entender la forma de pensar del autor de la obra.
Especificamente:

o suvida personal
o su familia,
o su formacion

episodios relevantes de su vida (profesional, académica, relacion con colegas).

o

Esto de alguna manera requiere conocer el contexto social y politico de la época.

o Un objeto de difusion. Entender el motivo de la publicacién de la obra, ya
sea de difusion didactica o cientifica. Especificamente:
o los destinatarios de la obra

el tipo de produccion

o

las condiciones del medio de difusion y

o

o

la institucion publicadora.
. Parte de una expresion intelectual mas global. Entender la evolucion de las
ideas del autor en la totalidad de sus obras y la relacion de estas con otras. Especificamente:
o la obra matemaética a estudiar,
o de manera general las obras mas relevantes del autor y

o estudiamos mas a fondo las obras relacionadas con la obra estudiada.

Esta propuesta metodoldgica de Espinoza nos permite situarnos en el momento en el

que se produjo la obra, es decir, nos posibilita un cambio de mirada de la actual a la del
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momento en el de produccién de la obra y con esto, entendemos por qué se escribe como se
escribe, se hace lo que se hace, se piensa lo que se piensa.

Sin embargo, esta propuesta no nos dice como realizar el andlisis especifico de la
actividad matematica en la obra a estudiar, es por eso por lo que requerimos de un método
de analisis que nos permita analizar los usos del conocimiento matematico en la obra a
estudiar.

A continuacion, describimos la forma en la que analizamos la obra: Sur Quelques
points du Calcul Fonctionnel. En lo que resta del texto, para referirnos a esta obra diremos

la tesis de Fréchet, la obra o la obra estudiada.

1. Primero nos familiarizamos con la obra, esto nos permitio entender la racionalidad
con la que se realizé la obra.
e Lo primero que hicimos fue una traduccion al espafiol de la obra original que esté en
francés, respetando los términos matematicos de la época.
eReconocimos las definiciones, teoremas, lemas, corolarios, y observaciones que
enuncid el autor de la obra, respetando el orden en el que él las presenta. Estas
proposiciones las compartimos en el anexo. Las proposiciones gque el autor no enuncia
como teorema y que se reconocen como tal se marcan con un asterisco.
e Identificamos a los matematicos que cita el autor para identificar de quiénes tomo los
casos particulares que generaliza.
e Identificamos y describimos partes de la obra relacionadas con el objeto de estudio
de esta investigacion.
2. Hicimos una descripcion particular, de las definiciones, teoremas, lemas, corolarios,
entre otros. Esta descripcion se realiza, reconociendo lo que hace el autor, en el sentido
matematico.
3. Identificamos las relaciones de los teoremas con las definiciones, lemas, corolarios,
etc., con el objetivo de reconocer definiciones base para la construccion de la actividad
matematica en la obra.
4. Seleccionamos las partes de la obra para analizar en la actividad matematica los usos
del conocimiento matematico, estas partes las identificamos como unidades de analisis, que

comprende el enunciado del teorema y su demostracion.
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El analisis de cada unidad lo realizamos en dos fases:
Fase 1: Descriptiva.

Esta primera fase se desarrolla en tres partes en las que presentamos una descripcion
amplia de la unidad de analisis, donde hacemos una descripcion general del teorema,
desarrollamos (en la medida de lo posible) la demostracién de Fréchet, y hacemos
observaciones al respecto. Esto lo explicamos con mayor detalle a continuacion.

1. Descripcién general de la unidad de analisis.

En esta parte describimos la seccion de la obra en la que estd enunciado el teorema,
las notas al pie de pagina que hace el autor sobre el teorema, y los corolarios, observaciones
y/o notas relacionadas con el teorema, segun sea el caso. También mostramos la descripcion
del enunciado que realizamos en la etapa 2 de la familiarizacion con la obra.

En la demostracion del teorema se subraya de rojo la parte de la actividad matematica
donde reconocemos algin uso de la métrica, y subrayamos de verde las partes dénde se
manifiesta la generalizacion en el conjunto sobre el que se definen las operaciones
funcionales.

2. Observaciones y complementos

En esta seccion mostramos la demostracion de Fréchet complementada (en la medida
de lo posible) por parte de la investigadora en formacion (respetando los conceptos y
definiciones de esa epoca), lo cual consiste en un “ejercicio matematico” tipico de la escuela,
esto es, repensar la demostracidon y completar las obviedades. Para diferenciar, escribimos en
color azul los complementos de la demostracién, y en negro la traduccion al espafiol de la
demostracion que hace Fréchet.

También agregamos observaciones de la demostracion después del ejercicio
mencionado, las observaciones pueden ser generales o puntuales, siempre tratando de
enfocarlas a nuestro objeto de estudio.

3. Definiciones v conceptos que utiliza.

En esta seccion se muestran las definiciones que requiere el teorema, estas
definiciones son las identificadas en la obra estudiada que mostramos en el anexo.
Identificamos como conceptos las nociones matematicas que Fréchet usa en su actividad

matematica, pero que no define en su tesis.
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Fase 2: Analitica.

En esta fase analizamos de los usos de la métrica mediante los cuestionamientos
analiticos: ¢qué hace?, ¢como hace?, ¢para qué hace?, y ¢por qué hace?

Estos cuestionamientos los caracterizamos de la siguiente manera:

o ¢Qué hace? Este cuestionamiento lo respondemos con palabras
propias, diciendo el uso de la métrica que hace Fréchet.

o ¢Como hace? Este cuestionamiento pregunta por la manera que se
ponen en juego los usos de la métrica, esta pregunta la respondemos con la parte de
la demostracion realizada por Fréchet donde reconocemos algln uso de la métrica,
sefialando las definiciones que utiliza.

o ¢Por qué hace? Con este cuestionamiento identificamos qué de la
actividad matematica permite hacer lo que respondimos al primer cuestionamiento.
Esta pregunta se responde con los motivos matematicos que le permiten a Fréchet
hacer lo que hace, es decir, qué hace posible el uso de métrica. En este caso son
motivos matematicos puesto que esta es la naturaleza de la obra que se esta
analizando.

o ¢Para qué hace? Con este cuestionamiento identificamos el objetivo
inmediato en la actividad matematica que requiere del uso de la métrica. Esta
pregunta se responde con la parte de la demostracion en la que se pone en juego el
uso de la métrica (por parte de Fréchet), igual que con el cuestionamiento anterior, la
respuesta es matematica, y no necesariamente se responde con lo que quiere
demostrar el teorema, es mas puntual que eso. Con esto podremos dar cuenta cuél es
el objetivo de lo que hace, particularmente cual es el objetivo de usar la métrica, en
otras palabras, cual es la necesidad de usar la métrica.
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CAPITULO 3. DESCRIPCION
GENERAL DE LA OBRA: SUR
QUELQUES POINTS DU CALCUL
FONCTIONNEL

Descripcion general de la obra

La obra elegida es la tesis doctoral del matematico francés Maurice Fréchet: Sur

Quelques points du Calcul Fonctionnel.

MEMORIE E COMUNICAZIONL.

SUR QUELQUES POINTS DU CALCUL FONCTIONNEL;

Par M. Maurice Fréchet (Paris) *).

Adunanza del 22 aprile 1906.

Fig. 2. Tesis doctoral de Maurice Fréchet

Estructura de la obra
Introduction

Premiere Partie : introduction de la notion de limite dans les ensembles abstraits

Chapitre |
o Notions générales sur les ensembles d'éléments d'une classe (L)
o Les opérations continues
o Les séries d'opérations continues
o Les ensembles dérives
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Chapitre 11

o Définition de la limite par le voisinage
. Les classes (V) normales
o La continuité définie au moyen du voisinage

Deuxiéme partie : applications de la théorie générale

Chapitre 111
o Les ensembles lineaires et les fonctions d'une variable
Chapitre IV
o Les ensembles de fonctions continues et les fonctionnelles
Chapitre V
. Les ensembles et les fonctions de points de I'espace a une infinité

dénombrable de dimensions.

. Les ensembles de points de I'espace (E,,)

. Applications des théorémes généraux

o Les fonctions d'une suite infinie de variables indépendantes
Chapitre VI

o Fonctions holomorphes a I'intérieur d'une méme aire
Chapitre VII

o Ensembles de courbes continues et fonctions de lignes

. Application des théoremes généraux

o Ensembles et fonctions de surface

Note | : Constructions d'une fonction continue non décroissante qui n'est constante

gue dans des intervalles donnés
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Note Il : Sur le calcul effectif de I'écart de deux courbes

Auteurs Cités

o Collection de Monographie sur la Théorie des fonctions
o Articles de M. Arzela
o Divers

Observamos que Fréchet organiza su tesis en dos partes, en la primera parte desarrolla
la parte tedrica enfocada en la introduccion de la nocion de limite en conjunto abstractos, y
en la segunda parte trabaja sobre aplicaciones de la teoria que construye en la primera parte.
En la primera parte de la obra, observamos que, en el capitulo 1 se ocupa de estudiar la nocion
de limite en un conjunto de elementos donde define la convergencia de los elementos al que
Ilama clase (L); en el capitulo 2 se ocupa da estudiar la convergencia en un conjunto de
elementos por medio de una vecindad, al que llama clase (V).

A continuacion, mostramos la descripcion que hace Fréchet sobra la organizacion de
las dos partes de su tesis:

Il fallait d'abord voir comment transformer les énonces des théorémes
pour qu'ils conservent un sens dans le cas général. 1l fallait ensuite, soit transcrire
les démonstrations dans un langage plus général, soit, lorsque cela n'était pas
possible, donner des démonstrations nouvelles et plus générales. Il s'est trouvé
que les démonstrations que nous avons ainsi obtenues sont souvent aussi simples,
et quelquefois méme plus simples, que les démonstrations particulieres qu'elles
remplacaient. Cela tient sans doute a ce que la position de la question obligeait a
ne faire usage que de ses particularités vraiment essentielles. D'ailleurs, nous
n‘avons eu besoin dans cette PREMIERE PARTIE que des notions les plus
élémentaires (en dehors de la définition et des propriétés de la puissance d'un
ensemble)

Dans la SECONDE PARTIE nous avons appliqué les résultats genéraux
ainsi obtenus, a diverses catégories d'éléments, chacune d'une nature déterminée.
La seule difficulté consistait a montrer que chacune de ces catégories se trouvait
répondre aux conditions générales nécessaires pour la validité des théorémes de

la PREMIERE PARTIE. Cela fait, il ne restait plus qu'a énoncer ces théorémes
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dans chaque cas. Nous attirons en particulier I'attention sur la définition que nous
avons donnée de « I'écart » de deux courbes, de deux fonctions holomorphes, etc.
Il semble que ce soit par ce seul moyen qu'on puisse (en genéralisant ainsi la
notion d'intervalle) s'affranchir un peu de la considération des ensembles.
(Fréchet, 1906, p. 2, 3)

Con esto entendemos que en la primera parte de la tesis desarrolla la teoria
matematica y en la segunda parte muestra las aplicaciones de su teoria a casos particulares.
Entonces nuestro analisis lo centraremos en la primera parte, ya que el interés de esta
investigacion es entender el papel que juega la nocion de relacion de proximidad en la
constitucién del concepto de topologia como saber matemético y en el proceso de
generalizacion que realiza Fréchet.

Observamos que la primera parte de la obra consta de dos capitulos, en el primero
define y generaliza respecto a una clase de elementos que él Ilama clase (L) en la que define
la convergencia, por medio de dos propiedades, esta definicion es fundamental para el
desarrollo de su actividad matematica en todos los teoremas de este capitulo; pero llega a un
momento en el que reconoce que las propiedades asignadas a la definicion de convergencia
de los elementos de una clase (L) no le son suficiente para continuar la generalizacion de las
proposiciones que €l ocupaba y da un ejemplo para mostrar esta insuficiencia. En seguida,
introduce la definicion de vecindad para los elementos de una clase (V), a tal clase de
elementos le asigna mas propiedades que permiten especificar cuestiones de convergencia,
ademas permiten que pueda continuar la generalizacion que busca.

La primera parte de la tesis, la construye mediante definiciones y proposiciones
(teoremas, corolarios, lemas, y observaciones). Cabe aclarar que Fréchet Unicamente nombra
como tal los teoremas, corolarios y lemas.

Las proposiciones que categorizamos como definiciones, las caracterizamos asi
tomando en cuenta la manera en la que las anuncia Fréchet, para enunciar estas definiciones
comienza con alguna de las siguiente frases o palabras: considérons, Nous dirons, Nous
appellerons, nous [’appellerons, j appelle, appelons y, basandonos en la seccion 8 donde él
enuncia algunas proposiciones a las que llama definiciones. Ademas, identificamos como
conceptos aquellas nociones matematicas que Fréchet usa en su actividad matematica pero

gue no define en su tesis.
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Las observaciones las reconocemos cuando él hace alguna afirmacién u observacion
de algo que hizo anteriormente, pero que no necesariamente demuestra, en otras palabras,
son evidencia de una reflexion de su actividad matematica.

En total reconocimos 37 definiciones, 23 teoremas, 31 observaciones, 5 corolarios, y
los 3 lemas que usa para demostrar el teorema 4; que compartimos en el anexo.

De las 37 definiciones, reconocemos algunas como definiciones fundamentales, ya
que son las que Fréchet utiliza para desarrollar toda su teoria, es decir, que todas las
proposiciones son de alguna manera relaciones entre estas definiciones, con otras que son
particulares del capitulo 1 y otras del capitulo 2. Estas definiciones a las que Ilamamos
fundamentales son las definiciones: 1, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, las definiciones de la4 a la
9 estan en la seccion 8, y las identifica como definiciones usuales de la teoria de conjuntos
de puntos. Estas definiciones son las siguientes:

Def. 1 — Operacion funcional

Considérons un ensemble E formé d'éléments quelconques (nombres,
points, fonctions, lignes, surfaces, etc.) mais tels qu'on en sache discerner les
éléments distincts. A tout élément A de cet ensemble faisons correspondre un
nombre déterminé U(A) ; nous définissons ainsi ce que nous appellerons une
opération fonctionnelle uniforme dans E. (Fréchet, 1906, p. 4)

Traduccién. Considere un conjunto E de elementos cualquiera (nUmeros,
puntos, funciones, lineas, superficies, etc.) pero tal que se sabe distinguir los
elementos distintos. A cualquier elemento A de este conjunto hacemos
corresponder un numero especifico U(A); definimos lo que llamamos una
operacion funcional uniforme en E. (p. 4)

Def. 4 — Elemento limite

Nous dirons qu'un élément A de la classe (L) est un élément limite de E
lorsqu'il existe une suite infinie d'éléments de E : A, A,, ..., Ay, ... qQui sont
distincts et tendent vers A (p. 6)

Traduccion. Decimos que un elemento A de la clase (L) es un elemento
limite de E cuando existe una sucesion infinita de elementos de E:
Ay, Ay, ..., Ay, ... que son distintos y tienden a A.

Def. 5 — Conjunto derivado
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Nous appellerons ensemble dérivé d'un ensemble E et nous désignerons
par la notation E’ I'ensemble des éléments limites de E. (p. 6)

Traduccion. Llamaremos conjunto derivado de un conjunto E y lo
denotaremos por E’ al conjunto de elementos limites de E. (p. 6)

Def. 6 — Conjunto cerrado

Nous dirons qu'un ensemble est fermé lorsqu'il contient son ensemble
dérivé. (p. 6)

Traduccién. Decimos que un conjunto es cerrado cuando contiene a su
conjunto derivado. (p. 6)

Def. 7 — Conjunto perfecto

Est parfait lorsqu'il coincide avec son dérivé. (p. 6)

Traduccidn. Es perfecto cuando coincide con su conjunto derivado. (p.
6)

Def. 8 — Elemento interior en sentido estricto

Considerant un ensemble donné H comme ensemble fondamental, nous
dirons qu'un élément A d'un ensemble quelconque E, formé d'éléments de H, est
intérieur & E au sens étroit lorsque A est un élément de E qui n'est limite d'aucune
suite d'éléments distincts A4, A,, ..., A,, ... appartenant a H sans appartenir a E.
(p. 6)

Traduccion. Considerando un conjunto dado H como conjunto
fundamental, decimos que un elemento A de un conjunto cualquiera E, formado
de elementos de H, es interior de E, en sentido estricto cuando A es un elemento
de E que no es limite de ninguna sucesion de elementos distintos A;, A,, ..., Ay, ...
que pertenece a H perono a E. (p. 6)

Def. 9 — Elemento de condensacion

Nous appellerons élément de condensation d'un ensemble E, un élément
limite de E qui est aussi un elément limite de tout ensemble obtenu en supprimant
de E une infinité dénombrable (11, page 2) d'éléments. (p. 6)

Traduccién. Llamaremos elemento de condensacion de un conjunto E, a

un elemento limite de E que también es un elemento limite de todo conjunto que
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se obtiene eliminando de E una infinidad numerable (I1, pagina 2) de elementos.
(p. 6)
Def. 10 — Conjunto compacto

Nous dirons qu'un ensemble est compact lorsqu'il ne comprend qu'un
nombre fini d'éléments ou lorsque toute infinité de ses éléments donne lieu a au
moins un élément limite (p. 6)

Traduccion. Decimos que un conjunto es compacto cuando tiene
solamente un namero finito de elementos o cuando toda la infinidad de sus
elementos da lugar al menos a un elemento limite. (p. 6)

Def. 11 — Conjunto extrémal

Lorsqu'un ensemble est & la fois compact et fermé nous I'appellerons
ensemble extrémal (p. 6y 7)

Traduccién. Cuando un conjunto es compacto y cerrado le llamaremos
conjunto extrémal. (p. 6y 7)

Def. 12 — Operacion continua

Nous dirons qu'une opération fonctionnelle V uniforme dans un ensemble
E d'éléments d'une classe (L) est continue dans E, si, quel que soit I'élément A
de E limite d'une suite d'éléments A, 4,, ..., 4, ... de E, on a toujours :

V(4) = lim V(4,).

Traduccién. Diremos que una operacion funcional ¥ uniforme en un
conjunto E de elementos de una clase (L) es continua en E, si cualquier elemento
A de E limite de una sucesion de elementos A4, A4,, ..., 4,, ... de E, tenemos: (p.
7) (24)

V(A) = 111i_no10 V(A).

También identificamos las definiciones de los conjuntos de elementos a los que Ilama
clases, definidas por medio de la convergencia, la vecindad y la distancia, correspondientes
con la definicion de una clase (L), una clase (V) y una clase (E), respectivamente.

Fréchet da un caso particular de una clase (L), a la que llama una clase (C); respecto

a una clase (V) agrega algunas restricciones, cédmo una clase (V) que admite una
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generalizacién del teorema de Cauchy, una clase (V') separable, una clase (V) perfecta y una
clase (V) normal.
A continuacion, mostramos dichas definiciones:
Def. 3 - Clase (L)

Dorénavant, nous nous limiterons donc a I'étude des ensembles tirés d'une
classe (L) déléments de nature quelconque mais satisfaisant aux conditions
suivantes : on sait distinguer si deux éléments de la classe (L) sont distincts ou
non. De plus, on a pu donner une définition de la limite d'une suite d'éléments de
la classe (L). Nous supposons donc qu'étant choisie au hasard une suite infinie
d'éléments (distincts ou non) de la classe (L), on puisse dire d'une fagon certaine
Si cette suite A;,A,,...,A,, ... a ou non une limite A (d'ailleurs unique). Le
procédé qui permettra de donner la réponse (autrement dit la définition de la
limite) est d'ailleurs absolument quelconque, assujetti seulement a satisfaire aux

conditions I et Il dont nous avons parlé et qui sont les suivantes :

I) Sichacun des éléments de la suite infinie 44, A,, ..., 4,, ... estidentique
a un méme elément A, la suite a certainement une limite qui est A.
I1) Si une suite infinie A4, A,,...,A,, ... a une limite A, toute suite

d'éléments de la premiere suite pris dans le méme ordre : A, , Ap,, ..., Ap,,, ... (l€S

nombres entiers ny, n,, ..., n,, iront donc en croissant) a une limite qui est aussi

A.(p.5y6)

Traduccion. De ahora en adelante, nos limitaremos al estudio de
conjuntos extraido de una clase (L) de elementos de naturaleza cualquiera pero
que satisfacen las condiciones siguientes: Se puede distinguir si dos elementos
de la clase (L) son distintos o no. Ademas, hemos podido dar una definicion de
limite de una sucesion de elementos de la clase (L). Por lo tanto, suponemos que
eligiéndose una sucesion infinita de elementos aleatorios (distintos o no) de la
clase (L), podemos decir de alguna manera si esta sucesion A;, A,, ..., Ay, ...

tiene o no un limite A (por cierto, Unico). El proceso que permitira dar la respuesta
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(es decir, la definicion de limite) es por cierto absolutamente cualquiera, que
cumpla Unicamente las condiciones | y 11 que hablamos y que son las siguientes:
(1) Si cada elemento de la sucesion infinita A,, 4,, ..., A,, ... €S idéntico al
mismo elemento A, el resultado ciertamente tiene un limite que es A.
(I1) Si una sucesion infinita A4, A, ..., A,, ... tiene un limite A, toda
sucesion de elementos de la primera sucesion de elementos tomados en el mismo

orden: Any Anys s Anys oo (los numeros enteros, ny,n,,...,n, por lo tanto

seguira aumentando) tiene un limite que también es A. (p. 5y 6)
Def. 24 — Clase (V)

Considérons une classe (V) d'élements de nature quelconque, mais tels
qu'on sache discerner si deux d'entre eux sont ou non identiques et tels, de plus,
qu'a deux quelconques d'entre eux A, B on puisse faire correspondre un nombre
(A,B) = (B,A) = 0 qui jouit des deux propriétés suivantes : 1° La condition
nécessaire et suffisante pour que(A4, B) soit nul est que A et B soient identiques.
2011 existe une fonction positive bien déterminée f (&) tendant vers zéro avec &,
telle que les inégalités (4,B) < &, (B,C) < € entrainent (4,C) < f(¢), quels
que soient les éléments A, B, C. Autrement dit, il suffit que (4, B) et (B, C) soient
petits pour qu'il en soit de méme de (4, C). Nous appellerons voisinage de A et
de B le nombre (A, B). (p. 18)

Traduccion. Consideremos una clase (V) de elementos de naturaleza
cualquiera, pero que sepamos distinguir entre dos de ellos si son o no idénticos,
ademas, que a cualquiera dos de sus elementos A, B los podamos hacer coincidir
con un namero (A4, B) = (B,A) = 0 que goza de las dos propiedades siguientes:

1° La condicidn necesaria y suficiente para (A, B) sea ceroes que Ay B
sean idénticos.

2° Existe una funcion positiva bien definida f (¢) que tiende a cero con &,
tal que las desigualdades (4,B) < ¢, (B,C) < € provocan que (4,C) < f(¢)
para cualesquiera elementos A, B y C.

En otras palabras, es suficiente que (4,B) y (B, C) sean pequefios para
que (4, C) sea pequefa. LIlamamos vecindad de A y B el numero (4, B). (p. 18)

Def. 30 — Clase (V) que admite una generalizacion del teorema de Cauchy
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Nous dirons alors qu'une classe (V) admet une généralisation du théoréeme
de CAUCHY si toute suite d'éléments de cette classe, qui satisfait aux conditions
de CAUCHY, a un elément limite (nécessairement unique). (p. 23)

Traduccién. Diremos que una clase (V) admite una generalizacion del
teorema de CAUCHY si cualquier sucesion de elementos de esta clase, que
satisface las condiciones de CAUCHY, tiene un elemento limite (necesariamente
unico). (p. 23)

Def. 31 — Clase separable

Nous appellerons ensuite classe séparable une classe qui puisse étre
considérée d'au moins une facon comme I'ensemble dérivé d'un ensemble
dénombrable de ses propres eléments. (p. 23)

Traduccién. Llamaremos clase separable a una clase que puede ser
considerada, al menos en una forma, como el conjunto derivado de un conjunto
numerable de sus propios elementos. (p. 23)

Def. 32 — Clases perfectas

Enfin, on a intérét a considérer comme nous I'avons déja fait (n° 33) parmi
les classes (V) celles qui sont telles que, prés d'un élément donné, il existe des
éléments dont le voisinage avec celui-ci soit aussi petit que I'on veut sans étre
nul. Autrement dit, tout élément de la classe sera élément limite. Comme d'autre
part la réciproque est vraie par définition méme de la classe, nous dirons que de
telles classes sont parfaites. (P. 23 y 24)

Traduccién. Finalmente, nos interesa considerar como ya hemos hecho
(N ° 33) entre las clases (V) aquellas que son tales que, cerca de un elemento
dado, hay elementos cuya vecindad con este es también pequefia como uno quiera
sin ser nulo. En otras palabras, cualquier elemento de la clase sera un elemento
limite. Como por otra parte, el reciproco es verdadero por definicion de la clase,
diremos que tales clases son perfectas. (p. 23y 24)

Def. 33 — Clases normales

Des classes (V) NORMALES, c'est-a-dire Parfaites, separables et

admettant une généralisation du théoreme de CAUCHY. (p. 24)
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Traduccion. Las clases (V) NORMALES, es decir, perfectas, separables
y admitiendo una generalizacion del teorema de CAUCHY. (p. 24)
Def. 37 — Clase (E)
Lorsqu’on peut définir 1’écart de deux éléments quelconques d’une
certaine classe, nous dirons que celle-ci est une classe (E). (p. 30)
Traduccion. Cuando podemos definir la distancia de dos elementos
cualesquiera de cierta clase, diremos que es una clase (E). (p. 30)
Fréchet observa que una clase (E’) es una clase (V) y una clase (V) es una clase (L),
asi una distancia cumple la propiedad de vecindad y esta cumple las propiedades de

convergencia de la clase (L).
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CAPITULO 4.
PROBLEMATIZACION DEL
CONCEPTO DE TOPOLOGIA

En este capitulo se presenta el trabajo con la obra y en la obra seleccionada para

estudiar los usos y significados del concepto de topologia en su contexto de emergencia,

contexto que identificamos en la tesis doctoral de Fréchet.
Historizacion

La Topologia es una rama de las Matematicas que nace y se desarrolla principalmente
en dos ramas conocidas actualmente como Topologia Algebraica y Topologia General o
Topologia de Conjunto. En esta investigacién nos centramos en el estudio del concepto de
topologia de la Topologia General.

Stadler (2002) menciona que desde G. Leibniz en 1679, L. Euler en 1736, A.F.
Madbius en 1865, J.B. Listing en 1847, H. Poincaré en 1895, entre otros, se reconoce que hay
una forma de estudiar el espacio, distinta a la Geometria, que le llamaron Geometria Situs o
Analysis Situs, para referirse al andlisis de la posicion. Son los trabajos de estos matematicos
que permiten el surgimiento de lo que ahora se le conoce como Topologia Algebraica.

Por otro lado, en los trabajos de Cantor en 1872, Bolzano en 1817, M. Fréchet en
1906, se encuentran las ideas germinales de la Topologia de Conjuntos (Bastan, Cuenya, y
Gema, 2007), en esta investigacion nos centramos en estudiar las ideas germinales del
concepto de topologia.

Topologia de Conjuntos

Con posterioridad a los trabajos de Cantor, otros matematicos se dedicaron a hacer
generalizaciones de resultados a espacios de naturaleza cualquiera, algunos de estos
esfuerzos de generalizacion dieron lugar a la conformacion de un dominio autonomo de la
Topologia denominada Topologia Abstracta, fundamental, conjuntista, o Topologia General
(Arboleda, 2017). Por otro lado, se configurd el campo de la Topologia Algebraica en los

primeros trabajos geométricos de Euler y Riemann, basados en métodos combinatorios.
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Freixenet (1994) afirma que encontrar las verdaderas raices de la Topologia es una
labor muy dificil, reconoce que se puede seguir la evolucién de determinados conceptos que
han llevado a los principios basicos de una determinada teoria. Por esta razon y porque
reconocimos la nocion de relacion de proximidad fundamental para la significacion del
concepto de topologia, enfocamos esta investigacion en dicho concepto.

Taylor (1982) afirma que el Andlisis General no podria existir sin alguna estructura
topoldgica en espacios abstractos; entendemos que la necesidad de estudiar funciones cuya
variable es de naturaleza cualquiera, demandé por alguna razén de definir de alguna manera
una estructura topoldgica.

Arboleda (2012) reconoce que los matematicos Volterra, Hadamard y Fréchet
consideraban que se debian de introducir dos clases de extensiones para el desarrollo del
Analisis Funcional. Arboleda describe que la primera extension consiste en la abstraccion de
la naturaleza de la variable sobre la que se definen las funciones numéricas definidas sobre
conjuntos de naturaleza cualquiera; reconocemos que una caracteristica de la tesis de Fréchet
es hacer este tipo extension ya que trabaja con operaciones funcionales. La segunda extension
genera que lo que Fréchet le llama Analisis General en 1928, cuyos objetos son funciones
abstractas, no exclusivamente numeéricas, definidas sobre conjuntos de elementos de
naturaleza cualquiera (Arboleda, 2012, p. 33)

Respecto a la Topologia de Conjuntos, Arboleda (2017) menciona que esta se fue
configurando hacia 1920 y los dominios que posibilitaron su existencia fueron el Analisis y
Anélisis Funcional. A comienzos de siglo XX, el Analisis funcional no estaba atn unificado
y se comenzaron a desarrollar pluralidad de teorias, cada una determinada por la naturaleza
de la variable (Arboleda y Recalde, 2003, citados por Arboleda, 2012).

Por otro lado, (Bourbaki, 1940, citado en Taylor, 1982) no consideraba que la obra
de Fréchet fuera sobresaliente para el desarrollo de la Topologia General, "Les premieres
tentatives pour dégager ce qu'il y a de commun aux propriétés des ensembles de points et de
fonctions, furent faites par Fréchet et F. Riesz; mais le premier, partant de la notion de limite
dénombrable, ne réussit pas a construire un systeme d'axiomes commode et féconde; ..." (p.
83), del mismo modo lo afirma (Arboleda, 1982).
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Concepto de topologia

Decidimos estudiar la tesis doctoral del matematico francés Maurice Fréchet, ya que
reconocemos que en esta obra, Fréchet define los espacios (L) y (V) cuyas topologias estan
definidas por la convergencia de sucesiones y una axiomatica generalizada de las vecindades
(Arboleda, 1982), en este sentido nos dimos a la tarea de entender como define Maurice
Fréchet tales estructuras topolégicas y por qué se les reconoce como tal.

Encontramos que Arboleda (2017) reconoce la nocion de proximidad como esencial
para caracterizar la geometria intrinseca de los conjuntos abstractos, en otras palabras
Arboleda explica que esto significa establecer en los espacios abstractos una estructura
topoldgica, ya sea a través de la distancia entre dos puntos, la convergencia de sucesiones o
la vecindad de un punto (p. 529).

El objetivo del Andlisis General era extender las propiedades fundamentales del
Calculo Infinitesimal al dominio de las funcionales (Arboleda, 2012), objetivo que comparte
la tesis de Fréchet, pero que se ubica en el Analisis Funcional, ya que hasta este momento las
operaciones funcional solo consideraban la extension en el conjunto sobre el que se definen.
Ademaés, consideramos que en su tesis podriamos encontrar los antecedentes que a él le
permitieron hacer tal cosa (generalizar, dar la primera definicion axiomatica de distancia) y
asi en una investigacion posterior irnos mas atras en el tiempo, si es posible para reconocer

ideas germinales del concepto de topologia.

Contexto Sociocultural de la obra

La eleccion de la tesis de Fréchet como obra principal a estudiar se justifica a detalle en este
estudio del contexto sociocultural.

o Una produccién con historia.

Maurice Fréchet (1878-1973) matematico francés, nacio el 10 de septiembre de 1878
en Maligny, al sureste de Paris. Fue el cuarto de seis hijos, sus padres Jacques y Zoé Fréchet
fueron protestantes. (Taylor, 1982)

Fréchet es conocido principalmente por sus contribuciones a los fundamentos

conceptuales de la Topologia de Conjuntos, la Teoria de los Espacios Abstractos y el Analisis
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funcional (Arboleda, 2002); también se le reconoce por la introduccién de nociones
fundamentales que se volvieron rdpidamente de uso corriente: espacios métricos, compactos,
separables, completos. (Arboleda, 1982)

Taylor menciona que cuando Maurice comenzé a estudiar en el Lycée Buffon de
Paris, conocio a Jacques Hadamard quién daba clases de matemaéticas en los afios 1890-1893.
Hadamard percibié en Maurice una inclinacion por las matematicas y se convirtié en una
persona muy influyente en la vida académica del joven; de tal manera que siempre
mantuvieron contacto por medio de cartas, en las que Hadamard le proponia problemas
matematicos a Fréchet, le hacia comentarios y sugerencias sobre sus soluciones. La relacion
entre Hadamard y Fréchet llegé al punto de que Hadamard fue el director de la tesis doctoral
y se le considera su "padre espiritual”.

Fréchet consagré su trabajo a la Topologia Conjuntista en el periodo de 1904 a 1928
(Arboleda, 1982); entonces identificamos su tesis doctoral dentro de este periodo, con esto
entendemos que esta obra es precursora en el desarrollo de la Topologia de Conjuntos. Del
mismo modo, Taylor (1982) considera la obra matematica de Fréchet como pionera en el
desarrollo de una rama de la Matematica llamada Analisis Funcional que, luego se extendio
al Andlisis General que desde la consideracién de Taylor es la rama de las Matematicas que
estudia las funciones que mapean un conjunto abstracto en otro conjunto abstracto, ambos

conjuntos dotados de una estructura topoldgica (p. 233).

o Vida profesional de Fréchet

FRECHET entr6 en la Ecole Normale Supérieure en 1900 después de hacer el servicio
militar. Alli termind su curso en 1903, pasando la agrégation des sciences mathématiques en
1903 (Taylor, 1982). Ademas, Taylor afirma que FRECHET dijo que mientras estaba en la
Escuela Normal Superior dudaba mucho tiempo entre la fisica y las matematicas, eligiendo
finalmente esta Gltima porque, a medida que se organizaban las cosas, apenas se podia separar

la fisica de la quimica y sentia que no tenia aptitud para la quimica.
Sobre la vida profesional de Fréchet encontramos lo siguiente en (Taylor, 1982):

Después de recibir el doctorado, el primer puesto de Fréchet como
docente fue en un Lycee en Besancon, en 1907. Posteriormente, ocupd cargos
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universitarios en Nantes (1908), Rennes (1909) y Poitiers, a los que estuvo
adscrito oficialmente desde 1910 hasta el final de la Primera Guerra Mundial.
Pronto fue movilizado al ejército en 1914 y permanecio en servicio activo hasta
el final de la guerra. Estuvo con los ejércitos en el campo, la mayor parte del
tiempo como intérprete con los britanicos. En 1919 fue seleccionado para ir a
Estrasburgo para ayudar a reorganizar la universidad. Fue catedratico de la
Facultad de Ciencias y director del Instituto Matematico de la Universidad.

Finalmente, en 1928, fue llamado a Paris. Sin embargo, el reconocimiento final
por eleccion a la Academia de Ciencias tardo en llegar. Los miembros de la
Seccion de Geometria (limitados a seis en aquella época) eran de larga duracion.
Paul Montel fue elegido para reemplazar a Goursat en 1937; A. Denjoy fue
elegido para reemplazar a Lebesgue en 1942; R. Garnier fue elegido para
reemplazar a Cartan en 1952; y Fréchet fue elegido para reemplazar a Borel en
1956. Para entonces tenia setenta y siete afios. (p. 264) Traduccion propia.

. Un objeto de difusion.

La obra que estudiamos en esta investigacion es la tesis doctoral de 1906 de Maurice
Fréchet, esto quiere decir que, es una obra dirigida a la comunidad de matematicos de la
época, con el objetivo de comunicar conocimientos nuevos. Como mencionamos

previamente, la tesis fue dirigida por el profesor Hadamard.

. Parte de una expresion intelectual mas global.

En esta parte tratamos de entender la evolucion de las ideas de Maurice Fréchet en la
totalidad de sus obras y la relacion de estas con otras, cabe mencionar gque la Gnica obra que
revisaremos el original es la tesis doctoral de Fréchet. Sobre los trabajos relacionados con la

Topologia, nos basaremos en lo que dicen otras investigaciones.

o La obra matematica a estudiar

Como mencionamos anteriormente, Hadamard dirigid la tesis doctoral de Fréchet

(obra a estudiada en esta investigacion), sin embargo, Taylor (1982) menciona que no se ha
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encontrado evidencia si Hadamard influyo6 sobre la eleccion de Fréchet del tema de su tesis,
ni de la interaccion entre ellos en el desarrollo de la investigacion, puesto que se supone que
la interaccion fue personal, ya que Hadamard trabajé en Paris a partir de 1897.

Es claro que Hadamard influy6 fuertemente en el trabajo de Fréchet, particularmente
en su tesis, al respecto Taylor afirma que fue a través de Hadamard que Fréchet se interesé
en célculo de variaciones y en operaciones funcionales en la clase de funciones continuas en
un intervalo cerrado finito. También menciona, que una de las cosas que motivé a Fréchet
fue una conferencia de Hadamard en el primer congreso Internacional de Matematicas
celebrado de 1897, particularmente cuando Hadamard se refiere a que valdria la pena estudiar
los conjunto de funciones, estos pueden tener propiedades diferentes de los conjuntos de
nimeros o de los puntos en el espacio n-dimensional, y afirma que el estudio teérico de
conjuntos de clases de funciones desempefiaria sin duda un papel fundamental en la teoria de
ecuaciones diferenciales. (p. 258, 259)

Arboleda (1982) afirma que Fréchet tenia la conviccion de que hay espacios en los
que la convergencia es la nocion primitiva natural; entendemos que, por esto, en su tesis,
utilizaba la convergencia de sucesiones para el estudio de la topologia de ciertos espacios.

En 1982, Taylor hizo un amplio estudio histérico de la tesis de Fréchet, que
consideramos pertinente para caracterizar la obra matemética a estudiar. Presentamos a
continuacion un resumen en espafiol, de los resultados més relevantes de Taylor.

La tesis es probablemente la produccion que mayor impacto ha tenido, en el mundo
de las Matematicas, que cualquier otro trabajo de Fréchet. La tesis consiste en una
introduccion y dos partes, la primera parte es la introduccion de la nocion de limite en los
conjuntos abstractos y la segunda parte son aplicaciones de la teoria general.

Antes de discutir las principales caracteristicas de la tesis de Fréchet se consideran
los términos “operacion funcional” (opération fonctionelle), y “el célculo funcional” (le
calcul fonctionnel). La palabra “fonctionnelle” pudo haber sido introducida por Hadamard
como adjetivo del término “opération fonctionnelle”, Taylor afirma que Hadamard utiliza
este término, en un trabajo de 1903, para referirse a una funcion de valor numérico definida
en una clase de funciones. Ademas, menciona que es Volterra, en 1887, quién discute por
primera vez sobre este tipo de funciones, usando la terminologia “functions that depend on

other functions” y “functions of lines”. Por otro lado, Fréchet define, en las paginas 1 y 4 de
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su tesis, que una operacion funcional (opération fonctionnelle) es una funciéon de valor
numerico definida sobre una clase de elementos de naturaleza cualquiera, estos elementos
pueden ser nameros, puntos, funciones, lineas, superficies, etc.; en seguida, afirma que el
objeto de “le Calcul Fonctionnel” es el estudio de las operaciones funcionales.

A decir de Taylor, la parte 1 de la tesis de Fréchet, que comprende las paginas de la
1 a la 33, trata esencialmente sobre los rudimentos de la Topologia de puntos en conjuntos
abstractos, con alguna discusion de las operaciones funcionales continuas, individualmente
o en familias. Fréchet no utiliza la palabra “topologia”, sino que habla de “I’étude des
ensembles abstraits”.

La nocion crucial, para FRECHET, es la de un elemento limite de un conjunto en una
clase abstracta, y en la tesis siempre basa la definicion de un elemento limite en la nocién de
limite de una sucesion de elementos. En la tesis se deja claro que los limites de las sucesiones
se asumen como Unicos. Una clase abstracta con “sequential limits” regidos por estos
postulados y nada mas se Ilama "una clase (L)" (p. 251, 252).

Fréchet se da cuenta que la clase (L) no le permite seguir construyendo la teoria que
busca, es por esto por lo que introduce una clase de elementos (V) como un tipo particular
de clase (L), en la clase (V) la idea de que una sucesion {4, } tiene un limite A se define
usando una medida numérica de la cercania de A, a A (p. 252).

En la pagina 4 de su tesis, Fréchet afirma que los resultados méas conocidos e
importantes en la teoria de conjuntos de puntos estan basados en la nocién de limite de una
sucesion de elementos. Con teoria de conjuntos de puntos se refiere a la teoria cuando los
elementos son numeros reales, pensados como puntos en una recta, en un plano o en el
espacio n. Por otro lado, hace referencia a varios ejemplos de la Teoria de Grupos y observa
gue en cada caso la operacion de composicion de dos elementos se define tomando en cuenta
la naturaleza de los elementos, asi comienza a preparar el terreno para aproximarse a la teoria
de conjuntos de puntos. (p. 252)

En la pagina 5, Fréchet habla del modo de composicién en Teoria de Grupos, y afirma
que va a intentar hacer, para el Célculo Funcional, particularmente para la Teoria de
Conjuntos Abstractos, lo mismo que se ha hecho para la Teoria Abstracta de Grupos. (p. 252)

En el segundo capitulo de la primera parte de su tesis, Fréchet abandona el estudio de

las clases (L), explicando (en las paginas 17 y 18) el porqué. Taylor considera que Fréchet
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queria, en primer lugar, mantener el método axiomatico abstracto, en segundo lugar, que su
teoria se aplicara a aquellas clases de elementos que aparecen méas frecuentemente en las
aplicaciones vy, finalmente, que su teoria incluyera las generalizaciones buscadas de los
teoremas sobre los conjuntos de puntos en la linea y las funciones continuas reales de una
variable real. Fréchet queria una teoria en la que los conjuntos derivados fueran cerrados,
puesto que lo consideraba requisito para el concepto de sucesion convergente. Sin embargo,
la teoria que construyd retomé lo que habia trabajado en la cuarta nota en los Comptes
Rendus. En su tesis define la clase de elementos (V), en donde define la vecindad como un
numero que debe cumplir ciertos axiomas, a este nimero en su cuarta nota de los Comptes
Rendus le llama écart, Taylor considera que esta decision de usar el nombre de vecindad en
lugar de écart posiblemente fue por influencia de Hadamard. (p. 253)

Una clase (V) se convierte en una clase (L) especial cuando se define una sucesion
{A,.} de elementos de una clase (V) tiene un elemento A como limite siempre que (4,,4) —
0 cuando n — oo. Esta definicion garantiza que los limites son Unicos. También lleva a la
consecuencia de que los conjuntos derivados estan cerrados. (p. 254)

Todos los teoremas del capitulo Il estan dados bajo una estructura basica de una clase
(V) arbitraria, con excepcion de un teorema en la seccion 51. En las secciones 49-51 Fréchet
define unaclase (E), que es un tipo especial de clase (V) en la que reemplaza el tercer axioma
por el axioma de triangularidad, que considera necesario para demostrar el teorema de la
seccion 51. Taylor afirma que una clase (E) es lo que ahora Ilamamos un espacio métrico,
nombre originado por Hausdorff. También considera que le parece extrafio que Fréchet nunca
de un ejemplo de una clase (V) que no satisfaga el axioma de triangularidad. (p. 254)

Sobre las definiciones que Fréchet introduce en la primera parte de su tesis, Taylor
menciona que en el capitulo I, dedicado a la clase (L), define el conjunto derivado, conjunto
cerrado y conjunto perfecto, igual que en la teoria de conjuntos de puntos para conjuntos en
la linea numérica real. Para un conjunto E define un elemento interior en sentido estricto (el
término “en sentido estricto” se veia aparentemente influenciado por el uso contemporaneo
en el que se hablaba de un punto interior en la linea numérica), también define un conjunto
condensado, un conjunto compacto y conjunto extrémal (el uso de tal adjetivo resulto
efimero). En el mismo capitulo, Fréchet enuncia una generalizacion de un teorema de

Weierstrass, a saber, una operacion funcional definida y continua sobre un conjunto cerrado
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y compacto, es acotada y alcanza su limite superior. Fréchet lo enuncia como un corolario en
el que no se menciona la continuidad, y resalta que Weierstrass lo enunci6 por primera vez
para puntos en el espacio euclidiano y que luego lo enuncid Arzela para conjunto de curvas.
Taylor menciona que esta referencia de Arzela por parte de Fréchet es curiosa y engafiosa,
puesto que Arzela nunca uso el término “compacto”. (p. 254, 255)

En el capitulo Il, dedicado a la clase (V), Fréchet introduce la nocién de clase
separable, que modifica en una publicacién de 1921; también introduce la nocion de
completitud, aunque no usa esta palabra, cuando dice que una clase (V) satisface las
condiciones de Cauchy. Otro termino que define Fréchet es el de clase (V) normal, término
que no ha sobrevivido y que actualmente tiene usos y significados diferentes.

Sobre la aportacién de Fréchet a la Topologia de Conjuntos, Taylor afirma que:

In FRECHET's development of the theory of V-classes he formulated and
proved some theorems that constituted very important progress in the nascent
discipline of what came to be called general topology. Greater generality for
some of these theorems was attained later in the work of other mathematicians,
but FRECHET deserves to be recognized for his demonstration that significant
results could be obtained in an abstract treatment. (p. 256)

Los teoremas a los que se refiere en este parrafo, Taylor reconoce dos ideas, una de
ellas es la idea de presentar un conjunto como la unién de una familia de conjuntos, donde
cada uno debe ser arbitrariamente pequefio. La otra idea es la de cobertura de un conjunto
dado por una familia de conjuntos.

Taylor especifica que Fréchet en la segunda parte de su tesis se dedica a la ilustracion
de su teoria abstracta aplicada a ejemplos concretos, ademas de los ejemplos obvios de la
linea real y del espacio n cartesiano o euclidiano, hay cuatro ejemplos concretos de clases
(E), cada una es una clase normal (es decir, completa y separable), estos ejemplos son:

A. La clase de funciones reales definidas y continuas sobre un intervalo
finito cerrado J de la linea real, con écart definido por

(f,g) =elmaximo de |f(t) — g(t)| fortin].

B. La clase E,, de puntos x = (x1,x3,...), ¥ = (¥1, Y2, ... ), donde las

coordenadas x; y y; son nimeros y la écart es

[ee] 1 n—Jyn
(0,y) = By o ol

n! 1+|x,—ynl
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C. La clase (FRECHET no le da ningun nombre) de todas las funciones
complejas f de las variables complejas z definidas y holomorficas en el interior
de una region A del plano fijo (FRECHET lo llama un "aire") cuyo limite consiste
en uno 0 mas contornos. Sea {4, } una sucesion de regiones limitadas (aires) tal
que cada A4,, esta contenida en el interior de 4,,,; y de A y tal que cualquier region
limitada dada en el interior de A esté en el interior de A, cuando n es

suficientemente grande. El écart de dos funciones f, g en la clase se define como

o)

1 M(f.9)
9= ) o Trir o

Donde M,,(f,g) es el maximo de |f(z) — g(z)| cuando z estd en la

n=1

cerradura de A,,.
D. Aqui la clase es la familia de curvas en 3-espacio Euclidiano con écart
definido como en el articulo [FRECHET, 20] discutido en el § 4. (p. 258)

Taylor observa que, al tratar estos ejemplos, Fréchet describe la forma en que la
compacidad de un conjunto de elementos se puede caracterizar de una manera que se
relaciona mas directamente con la caracteristica de los elementos de cada situacion. Ademas,
sefiala que en la tesis no se presenta ningun ejemplo de una clase (E) concreta cuyos
elementos se toman de clases de funciones medibles y sumables en el sentido de Lebesgue.
(p. 258)

Es claro que Hadamard influyd fuertemente en el trabajo de Fréchet, particularmente
en su tesis, al respecto Taylor afirma que fue a través de Hadamard que Fréchet se intereso
en calculo de variaciones y en operaciones funcionales en la clase de funciones continuas en
un intervalo cerrado finito. También menciona, que una de las cosas que motivo a Fréchet
fue una conferencia de Hadamard en el primer congreso Internacional de Matematicas
celebrado de 1897, particularmente cuando Hadamard se refiere a que valdria la pena estudiar
los conjunto de funciones, estos pueden tener propiedades diferentes de los conjuntos de
nameros o de los puntos en el espacio n-dimensional, y afirma que el estudio teérico de
conjuntos de clases de funciones desempefiaria sin duda un papel fundamental en la Teoria

de Ecuaciones Diferenciales.
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En este mismo articulo de Taylor, se encuentra una discusion del significado e
impactos de la tesis de Fréchet, en las paginas 260 a 264.

Para Taylor, los aspectos generales y mas significativos en la tesis de Fréchet son:
primero, su iniciacién a la Topologia de Conjunto de puntos abstractos y el desarrollo de la
Teoria Abstracta; segundo, el desarrollo de un campo de aplicacion de la Teoria Abstracta de
clases de funciones y curvas, aunque las aplicaciones y resultados en sus tesis fueron
limitados, llamé la atencion el nuevo punto de vista en el Analisis de ver las clases de
funciones como espacios meétricos (p. 260, 261).

A pesar de que el interés sobre estudio de las clases (L) y (V) no fue permanente, lo
significativo fue que se demostré que una topologia de conjuntos abstractos era factible y
fructifera, y que se aplicaba significativamente a &mbitos distintos de la Teoria del Conjunto
de puntos en el espacio euclidiano de una o n dimensiones. (p. 261)

En la construccidn de una topologia abstracta general, Fréchet introdujo una serie de
conceptos importantes cuyo surgimiento dependia del proceso de abstraccién: sus nociones
de compacidad, separabilidad y completitud. Taylor reconoce que el significado actual de la
compacidad no es el mismo que el introducido por Fréchet, sin embargo, estan estrechamente
relacionados. Uno de los logros significativos de Fréchet es el descubrimiento, en su teoria
abstracta, de la relacion entre el teorema Bolzano-Weierstrass y el teorema de recubrimiento
de Borel y Borel- Lebesgue. Otro logro significativo especifico de la tesis de Fréchet es el
descubrimiento de la relacion, entre el concepto de conjunto compacto y el concepto de total
boundedness. (p. 261)

Taylor menciona que el matematico Riesz fue de los primeros que valoraron el trabajo
de Fréchet en su tesis, lo citd en una nota de los Comptes Rendus de Paris en el mismo afio
de publicacion de la tesis, asi como comentarios elogiosos en publicaciones en los afios 1906-
1908. Otro matematico que utilizo el trabajo de la tesis de Fréchet fue Arthut Schoenflies en
1908. Ademas, Hans Hahn fue reconocido por Hadamard como uno de los continuadores del
trabajo de tesis de Fréchet, puesto que considera a Fréchet como el primero en ocuparse de
la Teoria de los Conjuntos Abstractos de puntos en espacios abstractos. (p. 261, 262)

En el mismo orden de ideas, Taylor comenta que en el Jahresbericht tber die
Fortschritte der Mathematik, volumen 37, paginas 348-349 (publicado en 1909 pero con

informes sobre publicaciones de 1906), se reconoce que la tesis de Fréchet es una unificacion
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sistematica y un mayor desarrollo de las numerosas investigaciones publicadas por el autor
en 1904 y 1905. El autor de esta revision es identificado solo por las iniciales Gz. También
Taylor menciona que Hausdorff, sin duda, conocia la tesis de Fréchet, sin embargo, no queda
claro hasta qué punto influyé en su trabajo. (p. 262)

Incluso en América tuvieron reconocimiento algunos trabajos tempranos de Fréchet,
particularmente su tesis. Principalmente cuatro estudiantes que escribieron tesis doctorales
bajo la direccion de E. H. Moore, en la Universidad de Chicago, todas ellas relacionadas con
la tesis de Fréchet, estos estudiantes fueron: E. W. Chittenden, T. H. Hildebrandt, A. D.
Pitcher, y R. E. Root. Taylor menciona que otro estadounidense, E. R. Hedrick, de la
Universidad de Missouri, que hizo su doctorado en Gottingen y estuvo brevemente en la
Ecole Normale Supérieure en 1901, fue motivado por el trabajo de Fréchet para comenzar
una investigacion de la teoria de puntos abstractos en un nivel aparentemente mas general
que el de las clases (E) de Fréchet; y publico sus resultados en 1911. (p. 262, 263)

Asi mismo, Taylor menciona que una muestra del reconocimiento de Hadamard hacia
el trabajo de Fréchet como pionero en la Topologia General, es un informe que presento por
motivo de la eleccion de Fréchet en la Academia de Ciencias en 1934, para la vacante en la
seccidn de Geometria que dejara Painlevé en 1933. (p. 263)

Con esto, concluimos el resumen de la resefia que se hace en (Taylor, 1982) sobre el
trabajo de Maurice Fréchet, particularmente sobre su tesis doctoral.

Como mencionamos anteriormente, Arboleda reconoce en 1982 que, Fréchet muestra
“en sus trabajos sobre espacios tan generales como los espacios (L) y (V) cuyas topologias
estan definidas, respectivamente, por la convergencia de sucesiones y por una axiomatica
generalizada de las vecindades” (p. 71-72).

Con esta afirmacién de Arboleda, nos interesamos en entender tales espacios, a los
cudles Fréchet les llama clases de elementos (L) y (V) y las define de la siguiente manera:

Definicién de una clase (L):

Dorénavant, nous nous limiterons donc a I'étude des ensembles tirés d'une
classe (L) d'éléments de nature quelconque mais satisfaisant aux conditions
suivantes : on sait distinguer si deux éléments de la classe (L) sont distincts ou
non. De plus, on a pu donner une définition de la limite d'une suite d'éléments de

la classe (L). Nous supposons donc qu'étant choisie au hasard une suite infinie
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d'éléments (distincts ou non) de la classe (L), on puisse dire d'une fagon certaine
si cette suite Ay, A,,...,A,, ... @ ou non une limite A (dailleurs unique). Le
procédé qui permettra de donner la réponse (autrement dit la définition de la
limite) est d'ailleurs absolument quelconque, assujetti seulement a satisfaire aux

conditions I et Il dont nous avons parlé et qui sont les suivantes :

1)) Si chacun des éléments de la suite infinie 44, A,, ..., A, ... €st
identique & un méme élément A, la suite a certainement une limite qui est A.
V) Si une suite infinie A4, A, ..., A,, ... a une limite A, toute suite

d'éléments de la premiére suite pris dans le méme ordre : A, , A,,, s Ay e (les

nombres entiers ny,n,, ..., n, iront donc en croissant) a une limite qui est aussi

A.(p. 5y 6)

En esta definicidén que da Fréchet de elementos de una clase (L), vemos que la define
bajo la convergencia de sucesiones de funciones. Donde una de las primeras condiciones que
nos llama la atencién es: Se puede distinguir si dos elementos de la clase (L) son distintos
0 no. Con esto nos interesa entender como, mediante la convergencia que define, distingue
entre los elementos.

Definicion de una clase (V):

Considérons une classe (V) d'éléments de nature quelconque, mais tels
gu'on sache discerner si deux d'entre eux sont ou non identiques et tels, de plus,
qu'a deux quelconques d'entre eux A, B on puisse faire correspondre un nombre
(A4,B) = (B,A) = 0 qui jouit des deux propriétés suivantes : 1° La condition
nécessaire et suffisante pour que(A4, B) soit nul est que A et B soient identiques.
2011 existe une fonction positive bien déterminée f (&) tendant vers zéro avec &,
telle que les inégalités (4,B) < ¢, (B,C) < ¢ entrainent (4,C) < f(¢), quels
que soient les éléments A, B, C. Autrement dit, il suffit que (4, B) et (B, C) soient
petits pour qu'il en soit de méme de (4, C). Nous appellerons voisinage de A et
de B le nombre (A, B). (p. 18)

En esta definicion de una clase (V), identificamos nuevamente que Fréchet pone

como condicion general que se puedan distinguir entre dos de ellos si son o no idénticos,
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ahora como en el caso anterior, nos interesa entender cbmo, mediante la vecindad, él puede
hacer la distincion entre elementos.

De las definiciones anteriores, tanto de la clase (L) como de la clase (V) notamos que
en ambas lo que quiere es dado un conjunto de elementos de naturaleza cualquiera, poder
distinguir entre dos de sus elementos si son iguales 0 no, es en esta condicion que
reconocemos que se pone en juego la nocion de relacion de proximidad, asi que nos interesa
entender, el papel que juega la condicion distinguir entre dos de ellos si son o no idénticos,

en el proceso de generalizacion que realiza.

o Sobre otras obras relevantes del autor

De acuerdo con (Arboleda y Recalde, 1998), Fréchet consideraba que las
generalizaciones se hacen poco a poco Y estudia casos particulares para poder generalizar.
Tal como lo afirma él mismo en su tesis doctoral (Fréchet, 1906):

... Les autres généralisations sont plus récentes. Ainsi, M. LE ROUX a
été amené a étudier les fonctions dont la valeur dépend non plus de n, mais d'une
suite infinie de variables indépendantes (XVIII) **). MM. VOLTERRA (XV) et
ARZELA (V) paraissent avoir été les premiers a étudier systématiquement les
fonctions dont la valeur dépend de la position et de la forme d'une ligne variable.
M. HADAMARD (XI1) a considéré une classe particuliére de fonctions dont la
variable est la forme d'une fonction ordinaire.

Nous nous placerons dans ce Mémoire a un point de vue tout a fait général
qui embrasse ces différents cas (p. 1).

Con esto confirmamos el interés de Fréchet en generalizar propiedades sobre el
conjunto de funciones definidas en un conjunto cuyos elementos son de naturaleza
cualquiera; en este sentido consideramos fundamental entender el papel de la relacion de
proximidad en este proceso de generalizacion.

Entendemos que Fréchet considera casos particulares que consisten en conjuntos de
funciones definidas sobre conjuntos cuyos elementos son de naturaleza especifica. Para
identificar los casos particulares que él tomé para hacer dichas generalizaciones.

Consideramos necesario revisar en primer lugar su tesis doctoral.
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Como mencionamos antes, Arboleda reconoce que durante el periodo que va de 1904
a 1928, Fréchet consagro su trabajo a la Topologia Conjuntista. “Se puede decir que toda su
contribucion a la fundamentacion de la “teoria de los espacios abstractos” estuvo limitada
por el ideal de construir aquello que Alexandrov y Fedorchuk denominan “una geometria
intrinseca de conjuntos”. (Arboleda, 1982, p. 71, 72)

En este mismo articulo Arboleda, cita la siguiente afirmacion de Tukey (1940):

“(...) hay espacios de gran interés para el analista en los que la
convergencia es la nocion primitiva natural; ademas, la convergencia es un
instrumento tan Util en ciertos espacios bien generales que su sustitucién por otra
nocion sélo conduce a problemas adicionales”

De donde Arboleda reconoce que Fréchet tenia estos mismos ideales cuando utilizaba
la convergencia de sucesiones para estudiar la topologia de ciertos espacios funcionales muy
generales en su tesis de doctorado.

“El nombre de Fréchet aparece mencionado en los tratados de topologia
en relacion con la introduccion de nociones fundamentales que se volvieron
rapidamente de uso corriente: espacios métricos, compactos, separables,
completos. Todas esas nociones, escribiria Fréchet en un manuscrito fechado en
1964, hacia parte de una misma direccion de investigaciones que se orientaba a
demostrar “que era posible edificar una topologia no constructiva, valida para
elementos de naturaleza cualquiera”. De ahi que algunos matematicos como F.
Riesz designaran a Fréchet como “el creador de la teoria de los espacios
abstractos”.” (p. 75)

Aqgui vemos que, en efecto, en los trabajos de Fréchet cabe la posibilidad de encontrar
ideas germinales de algunos conceptos matematicos. Aunque no lo digan explicito,
consideramos la posibilidad de encontrar alguna idea germinal del concepto de topologia. Al
respecto Arboleda menciona que:

“Bourbaki no parece reconocer la existencia, en la obra de Fréchet, de los
espacios abstractos cuya topologia se caracteriza por medio de la convergencia y
de las vecindades. Si lo hace, es para afirmar que las axiomaticas de tales
espacios, en particular de los espacios L de convergencia, no se revelaron ni

“comodas” ni “fecundas”. La explicacion a este punto de vista pareceria

43

——
| —



encontrarse en la correspondencia entre Dieudonné y Fréchet con respecto a la
opinidn contenida en el libro Eléments d’Histoire des Mathématiques sobre la
obra de Fréchet. La carta de Dieudonné ya mencionada contiene la siguiente
apreciacion sobre lo que Bourbaki entendia por teoria comoda y fecunda.

“El interés de una teoria se mide para nosotros casi siempre segun la
variedad y la significacién de sus aplicaciones a otras partes de la Matematica;
en particular, la mayor o menor generalidad de una teoria no nos interesa

29 9

infinitamente menos que la manera en que ella se adapta a las aplicaciones”.” (p.
76)

Esto ultimo nos indica, que al menos otros matematicos no reconocian la obra de
Fréchet como una obra cercana a las aplicaciones de la Matematica, sino que la consideraron
como una obra en la que se dan respuestas a cuestiones puramente de la Matematica.

Entonces, el contexto en el que nace una parte de la Topologia se caracteriza porque
en la época buscaban dar respuestas a cuestionamientos puramente matematicos,
relacionados especificamente con la generalizacion de propiedades al espacio de operaciones
funcionales. Esto nos permite reconocer gque el contexto de significacion (Espinoza, 2009)
de la obra de Fréchet es, evidentemente, un contexto de produccién matematica y, en ese
sentido, se va a trabajar sobre objetos matematicos institucionalizados. Respondernos qué
hace, cdmo hace, para qué hace y por qué hace, sobre estos objetos, le da el caracter social a
nuestro enfoque y no el de las aplicaciones.

Con esta mirada general de la obra (la tesis doctoral de Fréchet), nos posicionamos
para analizar la actividad matematica, con el objetivo de entender el papel de la relacion de
proximidad en el proceso de generalizacidn; reconocemos este proceso de generalizacion
como una caracteristica fundamental de su obra y que consideramos comienza a caracterizar

la naturaleza social del concepto de topologia.

Los articulos de Fréchet relacionados con su tesis

De acuerdo con (Taylor, 1982) el objeto de estudio de la tesis de Fréchet, se fue

configurando en 5 articulos publicados entre los afios 1904 y 1905, estos son:
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<> Généralisation d'un théoréme de Weierstrass

En este articulo, Fréchet introduce una categoria de elementos llamados Clase C,
como lo menciona (Taylor, 1982):

“he introduces “a certain category C of arbitrary elements (numbers,
surfaces, etc.) in which one knows how to distinguish distinct elements” and in
which one supposes given a definition that assigns a precise meaning to the
phrase “the infinite sequence Aq, 4,, ..., 4,, ... of elements of C has a limit B.”
The definition, otherwise arbitrary, is assumed to be such that (1) if the sequence

{A,} has a limit, every sequence A, ,A,,, ... formed of elements from {4} with

Do
increasing indices p, p,, ... has the same limit as {4,,}, and (2) if {4,} is given
with 4,, = A for each n, then {A,,} has the limit A. It is not explicitly stated that
the limit of a sequence is assumed to be unique. However, | think we may assume
that FRECHET has this assumption implicitly in mind, for in his thesis, where
he defines a class (L) as a set of elements of arbitrary nature with a notion of
sequences of elements that have limits, he imposes exactly the same two
assumptions but remarks that the limit of a sequence is "d’ailleurs unique". (p.
243-244)

Entonces vemos que la consideracion de una clase de elementos de naturaleza
cualquiera, tal que se sabe distinguir los elementos distintos, viene al menos desde este
trabajo de 1904. Ademas, Taylor asume que en esta definicion de una clase (C) Fréchet
admite que hay una definicion precisa de convergencia que da sentido a la frase “Una
sucesion infinita de elementos A4, A,, ..., A, ... tiene limite” (p. 243).

Este es uno de los trabajos de Fréchet con los que comienza sus aportaciones al
Anélisis Funcional, donde define las partes compactas E del espacio (L) (como
generalizaciones de los intervalos de R) y enuncia asi la extension del teorema de Weierstrass
en (L): Toda funcional continua en un conjunto compacto y cerrado E, alcanza su cota
superior y su cota inferior en E (Arboleda, 2012). Esto nos muestra un ejemplo del objetivo
del Analisis Funcional, ya que se generaliza a la clase de funcionales continuas, la propiedad
de Weierstrass sobre la existencia del extremo de una funcién real continua en un intervalo
cerrado y acotado. (Arboleda, 2012)
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<> Sur les fonctions limites et les opérations fonctionnelles

Taylor (1982) muestra que, en este articulo, Fréchet da evidencia de su interés por
separar de distintas teorias lo que tienen en comun, de ahi el interés en introducir la nocién
de limite y de elemento limite sin considerar la naturaleza de los elementos.

FRECHET makes the observation that it is useful to detach from various
theories (the theory of sets of points, of functions of lines, and of functional
operations) the features common to them all. In set theory it is important - just as
with the notion of power (puissance)-to introduce the notion of limit and limit
element without regard to the nature of the elements under consideration. (p. 244)

Taylor también menciona que en este articulo Fréchet hace referencia a un
cuestionamiento sobre si el conjunto derivado de un conjunto es cerrado, lo cual observa que
no siempre es cierto, para ello da el siguiente contraejemplo:

The counterexample he cites is that in which E is the set of all (real)
polynomials in the real variable x, in the class of all (real) functions of f defined
on a specified interval, with the definition “{f,} has the limit f when

lim f,(x) = f(x) for each x.” He does not explain why the derived set of E is
n—-oo

not closed, but it is clear from what follows later that he has BAIRE classes in
mind and knows that the first BAIRE class is not closed in the foregoing situation.
In looking at the general setting of this example of a case in which a derived set
is not closed, FRECHET made the following observation (still in [FRECHET,

16]). Suppose that {f,} is a sequence of distinct functions with limit f(x) for
each x and suppose further that for each n there is a secuence fn(l), n(z), ,1(3),
with I11_)11010 £ (x) = f(x) for each n and each x. Then it is not necessarily true
that there exist two increasing sequences p;, p,, ps -.. and nq, n,, ns ... such that

lim fn(_pi)(x) = f(x) for each x. However, if all of the functions in question are
i—oo” L
measurable, there do exist increasing sequences {p;} and {n;} such that

(ri)

lim £,”¥(x) = f(x) except on a set of measure zero. From this FRECHET
1—>00

proceeds to assert (without proof) as a corollary, that each function that is in some
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BAIRE class is the limit, except on a set of measure zero, of a sequence of
polynomials. (p. 246)

Dicho ejemplo lo menciona Fréchet en su tesis, lo presenta de manera mas detallada
y hace las pruebas al final del capitulo 1 (Taylor, 1982), de la pagina 15 a 17 en las secciones
22 a la 24, que considera una seccion especial. Taylor observa que en este ejemplo Fréchet
se aleja, de alguna manera, de su teoria de los conjuntos abstractos y se involucra en la teoria
de la medida de Lebesgue. Es por eso por lo que, no consideramos trabajar los teoremas 7 y
8, enunciados en esta parte, ya que se salen del objetivo que nos interesa fundamentalmente.
Sin embargo, reconocemos pertinente un estudio profundo de esta seccion de la tesis de
Fréchet que permitiria ampliar las conclusiones de este trabajo, ya que ahi muestra la
insuficiencia de las clases (L) y la necesidad de la definicion de las clases (V).

Taylor muestra una carta de Hadamard a Fréchet, donde sefiala que Hadarmard le
platea a Fréchet comenzar con la nocién de vecindad y no con la nocién de limite, y deduce
que esto pudo ser lo que hizo que Maurice iniciara un enfoque diferente de la Topologia
Abstracta de puntos fijos, lo que finalmente lo llevo a la idea de écart, que la presenta en la
nota [Fréchet, 18], (Taylor, 1982).

A continuacion, se muestra el extracto de esta carta.

Feriez vous bien de partir, en général, de la notion de voisinage et non de
celle de limite ? Ceci vous regarde, de méme que la recherche de cas ou, le
raisonnement précédent n’étant plus valable, sa conclusion serait en défaut.
(Carta de Hadamard a Fréchet en Taylor, 1982, p. 246 )

De la carta notamos que, esta observacion de Hadamard a Fréchet surge a partir de
alguna comunicacion que le hizo Fréchet a Hadamard sobre una sucesion de funciones con

una funcién como limite y sucesiones de sucesiones.

®,

< Sur les fonctions d'une infinité de variables

En esta nota, Fréchet introduce la clase de todas la sucesiones reales tal que cada
sucesion es un elemento (Taylor, 1982)

In his third note in the Comptes Rendus [FRECHET, 17], of date February

27, 1905, FRECHET considers a concrete illustration of his general theory by

introducing the class of all real sequences {a,,} each sequence being an element.
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If A = {a,} and 4, = {a™}, he defines A to be the limit of {4,,} if and only if

lim a,(c")(x) = a,, for each k. This class he denotes by E,. (Later, in his thesis,
n—-00

he denotes it by E,, FRECHET observes that in E., every derived set is closed
and that a set is compact if and only if there exists a sequence {M,} of positive

numbers such that |a, | < M, for each k and each A = {a,} in the set. (p. 246)
<& La notion d'écart dans le Calcul fonctionnel

Taylor menciona que, en esta nota, Maurice vuelve al punto de vista
abstracto, en esta ocasion hace depender la nocion de una sucesion que tiene un
limite, de una idea de medicion numérica de la cercania entre dos elementos de
un conjunto.

FRECHET returns to the abstract point of view. This time, however, he
makes the notion of a sequence {A,} having a limit A depend on an idea of
numerical measurement of the nearness of one element to another. He opens with
a remark to the effect that WEIERSTRASS, in his lectures on the calculus of
variations, made use of what FRECHET describes as the "voisinage de deux
courbes infiniment voisins." FRECHET asserts that he will show the interest
there is in extending this notion, under the name écart, to the case of two arbitrary
elements. His procedure is to assume that, corresponding to two arbitrary
elements A, B in a specified class of elements of arbitrary nature, there is a real
number, denoted by (4, B). He calls this the écart of A and B. He assumes that
(1) (A,B) = 0 and that (2) (4, B) = 0 ifand only if A = B;also that (3) if (4, C)
and (B, C) are infinitely small, so is (4, B). It is not explicitly stated that (4, B) =
(B, A), but 1 think this is intended. The meaning of (3) is not made precise here,
but it is made precise in FRECHET’s thesis (to be discussed in § 5). Finally,
FRECHET states that a sequence {An} will be said to have limit A provided that
Tlll_l;glo (A,,A) = 0. With this framework of assumptions FRECHET asserts that

every derived set is closed. (Taylor, 1982, p. 246-247)
Entendemos que en esta nota Fréchet trabaja con la idea de cercania o proximidad de

un elemento a otro. Ademas, muestra interés en extender esta nocion bajo el nombre de écart
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al caso de dos elementos arbitrarios, que es lo hace en su tesis. Entonces la écart juega el
papel de propiedad de referencia para determinar de manera numérica la cercania entre dos
elementos de un conjunto.

Taylor considera que Fréchet usa la palabra écart basado en la terminologia empleada
por Camille Jordan, que llamo the écart of two points (x, y) y (a, b) a la expresion: |x — a| +
ly — bl.

También menciona que con la écart define una operacion funcional uniformemente
continua en un conjunto, entre otras propiedades o caracteristicas de las operaciones
funcionales continuas y equicontinuas. Ademas, afirma que Fréchet en la mayoria de las
situaciones del andlisis clasico, la condicion para determinar el tipo de convergencia de una
sucesion de funciones se puede expresar con la ayuda de alguna écart.

En esta misma nota, Fréchet menciona como definir un écart en la familia de curvas
continuas en el espacio de tres dimensiones. (Taylor, 1982)

Con esto entendemos que en este articulo Fréchet trabaja fuertemente la idea de écart
en conjuntos de funciones, sin embargo, desde el punto de vista de su tesis, este todavia es
un punto de vista particular, pues trabaja con conjunto de operaciones especificas.

Las publicaciones (Sur I’écart de deux courbes et sur les courbes limites y les
ensembles de courbes continues) contribuyen directamente a la tesis de Fréchet, ambas
publicaciones tratan sobre la introduccion y utilizacidn de una écart en el estudio de la clase

cuyos elementos son curvas continuas en 3-space (Taylor, 1982).
<> Les ensembles de courbes continues

En esta publicacion, Fréchet va mas alla en el desarrollo de ideas y resultados
topoldgicos en la clase de curvas con écart, introduce la nocién de elemento de condensacion,
de curva estrictamente interior a un conjunto, y expone algunos teoremas sobre conjuntos de
curvas y uno relacionado con un teorema de Heine-Borel o Borel-Lebesgue (Taylor, 1982).
Este ultimo teorema lo generaliza de alguna manera en su tesis doctoral que son los Teoremas
15y 17 en la enumeracion de esta tesis (\Ver anexo).

Ya con esta contextualizacion de la época en la que se desarrolla el conocimiento
matematico de nuestro interés, consideramos que contamos con las herramientas para hacer

el analisis de los usos de la métrica en la actividad matematica de Fréchet.
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Dialectizaciéon:; analisis de Ila actividad

matematica de la obra

Como vimos en el analisis contextual de la obra, Fréchet define por primera vez, en
su tesis doctoral, de manera axiomatica la nocion de distancia, ademas que esta definicion la
construye siguiendo su objetivo de generalizar propiedades del Analisis de variable real, al
Analisis Funcional, con lo que da los primeros pasos para el desarrollo de la Teoria de
Espacios Abstractos.

El anélisis que a continuacién presentamos esta enfocado en el uso del concepto de
distancia o métrica definido por Fréchet. En la problemética planteamos nuestro interés por
el estudio de los usos del concepto de topologia, en su génesis historica, sin embargo, con el
analisis contextual reconocimos que el trabajo matematico realizado por Fréchet en su tesis
dio paso a la constitucién del concepto matematico de topologia. Es por esto por lo que
consideramos conveniente hacer la problematizacion planteada en esta investigacion,
enfocada en la actividad matematica de Fréchet en su tesis doctoral, particularmente nos
interesa analizar los usos de la métrica y cOmo estos usos intervienen en el proceso de

generalizacién que hizo Fréchet.

Teoremas definidos en el capitulo 1. Basados en la definicidon de una clase (L)

Teoremal

TukorEME. — Etant donnds une opération U uniforme dans un ensemble extrémal
E, il existe au moins un éément 4 de E tel que la limite supérieure **) . (finic ou non)
de U dans E soit égal &-la limite supérienre de U dans tout ensemble K d'éléments de
E auguel A est intdrieur au sens diroit [en considérant E comme Vensemble fondamental

(r° 8)].

Unidad de analisis

Teorema. Dada una operacion U uniforme en un conjunto extrémal E, existe al

menos un elemento A de E tal que el limite superior u (finito 0 no) de U en E es igual al
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limite superior de U en cualquier conjunto K de elementos de E que A es interior en sentido

estricto [considerando E como el conjunto fundamental (n°8)].

Demostracién

El teorema es evidente cuando E tiene solamente un nimero finito de elementos o
si U alcanza su limite en un elemento de E.

En el caso contrario, se puede encontrar, para cualquier n, un elemento A,, de E tal
que U(4,) > ay,, ayesigualap — % si u es finito, 0 a n, si u es infinito.

Un mismo elemento B no puede ser tal que U(B) > a,, para una infinidad de
valores de n, de lo contrario habria U(B) = pu, lo que contradice nuestra hip6tesis. Asi que
hay una infinidad de elementos distintos en la sucesion Ay, A4, ..., Ap, ... Y como E es
compacto, esta infinidad de elementos tiene al menos un EICHICHIOMIMING 4. En definitiva,

hay una sucesion A, , A,,, .., extraida de la primera y que tiende a un elemento A de E,

puesto que E es cerrado.
Digo que A satisface la condicion enunciada.
En efecto, si K es un conjunto del que A es interior en sentido estricto, los elementos

de la sucesion A, , A, ..., son todos los elementos de K a partir de un cierto rango g (de

otro modo A seria limite de una sucesion de elementos de E que no pertenecen a K). Pero
entonces el limite superior u, de U en K es al menos igual a U (Anp) > an, para cualquier
p>q.Asique u > puy > A,y A, tiende a u. Por lo tanto u; = pu.

El teorema anterior se enuncia de la misma manera para el limite inferior. (p. 8)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Este es el primer teorema que Fréchet enuncia en la seccion de operaciones continuas,
sin embargo, menciona que es independiente de la nocion de continuidad. También dice que
fue enunciado por primera vez por Weierstrass para conjuntos de puntos y luego por Arzela

para conjuntos de curvas (Fréchet, 1906, p. 7,8).
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De este teorema, Fréchet enuncia los dos corolarios siguientes:

Corolario 1: Toda operacion CONTINUA en un conjunto extréemal E: 1° Es acotada
en este conjunto; 2° En al menos un elemento de este conjunto alcanza su limite superior y
en al menos un elemento de este conjunto alcanza su limite inferior. (Fréchet, 1906, p. 8)

Corolario 2: Toda operacion semi-continua superiormente en un conjunto extrémal
E: 1° Es acotada superiormente en E; 2° Alcanza en al menos un elemento de E su limite
superior (Fréchet, 1906, p. 9)

e Descripcién del enunciado

El teorema afirma que el limite superior de una operacion uniforme, en un conjunto

extrémal, es el mismo que en cualquier subconjunto de este con ciertas caracteristicas.

2. Observaciones y complementos

e Demostracion con complementos

El teorema es evidente cuando E tiene solamente un nimero finito de elementos o si
U alcanza su limite en un elemento de E.

En el caso contrario, se puede encontrar, para cualquier n, un elemento A,, de E tal
que U(A,) > a,, a, esigual a u — % si u es finito, 0 a n, si u es infinito. Dado que la

operacion U no alcanza su limite en ningun elemento de E, entonces se puede encontrar para

cualquier n un elemento A,, de E tal que U(4,) > a,, es decir, un elemento mayor a un
- I . ;. . e e,
numero p — ~ (esto en caso de que exista el limite superior, lo que concuerda con la definicion

de limite superior) o mayor a un numero n, (en caso de que no tenga limite superior).

Un mismo elemento B no puede ser tal que U(B) > a,, para una infinidad de valores
de n, de lo contrario habria U(B) = u, lo que contradice nuestra hipotesis; ya gque supone
que U no alcanza su limite. Asi que hay una infinidad de elementos distintos en la sucesion
A Ay, . A, ...y COMO E es extrémal (Def. 11) particularmente es compacto (Def. 10), esta
infinidad de elementos tiene al menos un EICICIIOIIMIE 4. En definitiva, hay una sucesion

Ap,, An,, .., €xtraida de la primera porque son elementos del conjunto E' que es formado de
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elementos de una clase (L) (Def. 3) y que tiende a un elemento A de E, puesto que E es
cerrado. (Def. 6), porque es extrémal (Def. 11)

Digo que A satisface la condicion enunciada. Afirma que existe el elemento A que
pide en el teorema.

En efecto, si K es un conjunto del que A es interior en sentido estricto, por la (Def.
8), no hay ninguna sucesion cuyos elementos pertenecen a E y no pertenecen a K tal que A
sea su limite particularmente, los elementos de la sucesion Ay, , A,,, ..., son todos elementos

de K a partir de un cierto rango q, arriba se dijo que A es limite de una sucesion 4, , 4, ...,

entonces los elementos de la sucesion no pueden ser todos de K ni todos de E, (de otro modo

A seria limite de una sucesion de elementos de E que no pertenecen a K, lo que contradice la

(Def. 8). Pero entonces el limite superior u; de U en K es al menos igual a U (Anp) > ay,
porque u, es el limite superior de U en K, entonces, u; > U (Anp) y ademas por la primera

parte de la demostracion se tiene que U (Anp) > Qp,, POr €so yy > ay, para cualquier p >

q porque a partir de cierto g es que los elementos de la sucesion pertenecen a K. Asi que u =

H1 > n,, Oy, tiende a u. Por lo tanto y; = u.

El teorema anterior se enuncia de la misma manera para el limite inferior.

e Observaciones

Observamos que en realidad no esta usando la métrica directamente para distinguir
los elementos, ni para estudiar la convergencia, ya que las propiedades que satisface el
conjunto E por ser un conjunto extrémal, que, particularmente es un conjunto compacto, le
es suficiente para garantizar que cualquier infinidad de sus elementos tiene al menos un

elemento limite.
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3. Definiciones y conceptos que utiliza

e Definiciones

Fig. 3. Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia

e Conceptos

o Limite de una operacion en su conjunto

Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica:

» “hay una infinidad de elementos distintos en la sucesion 4,, A,, ..., A, ... Y COMO
E es compacto, esta infinidad de elementos tiene al menos un [EICTICHIOMIMIE 4.
Afirma por la (Def. 10) que la sucesion de elementos distintos tiene al menos un

elemento limite, es decir, que garantiza que una sucesion tiende a un elemento.
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2. Practicas

e Preguntas de analisis

¢ Qué hace? ¢ Como hace? gué hace? ¢Para qué hace?
Demostracion

Garantiza que una = Asi que hay una Porque la sucesion  Para usar la

infinidad de infinidad de esta formada por condicion 11 de la

elementos distintos = elementos distintos = elementos del definicion de la

tiene un limite en la sucesion conjunto E que es clase (L) (Def. 3)
A Ay, Ay, Y extrémal (Def. 11),  esto es para
como E es esto quiere decir garantizar la
compacto, (Def. 10) que el conjunto E es = existencia de una
esta infinidad de compacto (Def. 10)  subsucesion
elementos tiene al convergente.
menos un elemento

limite A.

Teorema 2

12. THEOREME, — Si U esi ume opération continue dans un ensemble continu E, U
prend en an moins un élément de E toute valewr comprise entre deux quelcongues des va-
leurs prises par U.

Jappelle ensemble continu, un ensemble tel qu’étant donnés deux quelconques de
scs ¢léments 4, B, on peut extraire de E un ensemble F dont chaque élément cor-
respond 4 un point de l'intervalle (o, 1) sur un axe of et inversement. La correspon-
dance est supposée telle que si deux é&léments 4, 4, de F correspondent 3 deux
points ¢, t, A tend vers A, quand ¢ tend vers t,. Le théoréme précédent a été
démontré pour les fonctions de lignes par M. ArzerA (v, page 348). Sa démonstration
se généralise immédiatement au cas actuel et revient 4 considérer dans F, l'opération
U comme une fonction de &

Unidad de analisis

Teorema. Si U es una operacion continua en un conjunto continuo E, U tomara en
al menos un elemento de E cualquier valor entre dos valores cualquiera de los tomados por
U.
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Definicion

Llamo conjunto continuo, un conjunto tal que dado cualesquiera dos de sus
elementos A, B, se puede extraer de E un conjunto F en el que cada uno de sus elementos
corresponde a un punto del intervalo (0,1) sobre un eje ot e inversamente. La
correspondencia se supone tal que si dos elementos A, A, de F corresponden a dos puntos
t,t,, A, [ICHGEH 4, cuando t, [EHUEH ¢,. E| teorema anterior ha sido demostrado para
las funciones de lineas por M. Arzela (v, pagina 348).

Sobre la demostracion

Su demostracidn se generaliza inmediatamente al caso actual y vuelve a considerar

a F, la operacion U como una funcion de t. (p. 9)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Este teorema es el segundo teorema que enuncia, podemos ver que no hace la
demostracion y afirma que se generaliza inmediatamente de la demostracion de Arzela para

el caso de funciones de linea.

e Descripcién del enunciado

Da una propiedad de una operacion continua en un conjunto continuo.

2. Observaciones y complementos

Aunque no demuestra el teorema, nos parece interesante la definicion de conjunto
continuo, ya que se requiere del uso de la métrica para decir que una cosa [iGHGEH otra cosa,

y lo que encontramos interesante es entender qué significa que una cosa tienda a otra cosa.
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3. Definiciones y conceptos que utiliza

e Definiciones

| —

Fig. 4 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia
e Conceptos
o Conjunto

o Intervalo

o eje

Fase 2: Analitica
1. Usos de la métrica

Reconocemos el uso de la métrica en la definicion de conjunto continuo cuando dice:
“A, [ICHOENE 4, cuando ¢, [IGHOENE ¢,.” Usa esta frase de tiende a, identificamos que se
requiere de la métrica para ver que efectivamente una algo tiende a algo.

57

——
| —



2. Practicas

¢ Qué hace?

Preguntas de analisis

¢ Como hace?

qué hace?

Relaciona una
operacién continua
con un conjunto
continuo

¢qué hace?
Determina una
propiedad para
una

correspondencia
entre elementos de
dos conjuntos

Enunciado

U tomard en al
menos un elemento
de E que es un
conjunto  continuo
(Def.15) cualquier
valor entre dos
valores  cualquiera
de los tomados por
U.

Porque tiene una
operacion y el
conjunto sobre el
que se define es un
conjunto continuo.

Demostracion
No hace la demostracion, pero hay algo interesante en la definicién de conjunto continuo.
Definicion 15

¢ Como hace?

La correspondencia
se supone tal que si
dos elementos A,
A, de F

corresponden a dos
puntos

ti,ty, Ay
A, cuando
t; t,.” Los
elementos t, t,
pertenecen al
intervalo (0,1).

——
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¢Por qué hace?
No sé por qué
determina asi la
propiedad, sin
embargo, lo que me
interesa es que para
determinar que A,
A2y &
t, necesita
definir para cada par
de elementos una
manera de
determinar que una
cosa tiende a otra
cosa.

¢Para qué hace?

Para usar la
definicion de
conjunto continuo y
operacion continua.

¢Para qué hace?

Para  definir el
conjunto  continuo
(Def. 15)

'



*Teorema 3

Lorsqu'il y a convergence uniforme, il y a aussi convergence quasi-uniforme. Dés
lors, le théor¢me que nous avons énoncé plus haut est une conséquence du suivant:

Lorsqu’une suite dopérations U, U,, ..., U, ...
conque formé d’éléments d'une classe (L) converge quasi-uniformément dans E vers une
opération U, celle-ci est continue dans E. La démonstration est la généralisation directe

de celle de M. Borer (1, page 42). Ce théoréme admet une réciproque, mais celle-ci

continues dans un ensemble quel-

ne sapplique qu’d un ensemble £ extrémal.

Unidad de analisis

*Teorema: Cuando una sucesiéon de operaciones Uy, Us, ..., Uy, ... continuas en
cualquier conjunto formado de elementos de una clase (L) converge casi-uniformemente

en E a una operacion de U, esta es continua en E

No lo demuestra.
La demostracion es una generalizacion directa de Borel (I, pagina 42). Este

teorema admite un reciproco, pero éste solo se aplica a un conjunto E extréemal. (p. 10)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Esta proposicion Fréchet no la declara como teorema, sin embargo, en este trabajo la
reconocemos como teorema, puesto que antes de enunciarlo, Fréchet menciona que un
teorema anterior es consecuencia de éste. Entendemos que el teorema anterior al que se
refiere es al teorema de Borel, que a la vez es una generalizacion de uno que dio Arzela,

donde este ltimo introdujo la nocién de convergencia casi uniforme (Fréchet, 1906)
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e Descripcion del enunciado

Condiciones sobre convergencia para que el limite de una sucesién de operaciones

continuas sea continuo.

2. Observaciones y complementos

Fréchet menciona que este teorema admite un reciproco, pero no lo enuncia,
en seguida conjugando este teorema 3 y el reciproco al que hace referencia enuncia
el teorema 4.

3. Definiciones y conceptos que utiliza

e Definiciones

Fig. 5Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia

Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

Consideramos que seguramente si requiere del uso de la métrica, puesto que quiere
demostrar que una operacion es continua, y para esto necesita la definicion 12. Sin embargo,
como no hace la demostracion no podemos ver como la usa. En consecuencia, no contamos
con la actividad matematica suficiente para hacer el andlisis con los cuestionamientos

analiticos.

——

60

'



*Teorema 4

Pour qu'une suite dopérations U , U,, ..., U, ... continues dans un méme en-
semble E formé d'éléments d'une classe (L) converge vers une opération continue dans E,
il faut et il suffit que cette suite converge quasi-uniformément dans tout ensemble extrémal
formé d'éléments de E.

Unidad de analisis

Para que una sucesion de operaciones Uy, Us, ..., Uy, ... continuas en un mismo
conjunto E formado de elementos de una clase (L) converge a una operacién continua en
E, es necesario y suficiente que la sucesion sea convergente casi-uniformemente en todos

los conjuntos extrémal formados por elementos de E.

Es suficiente para demostrar que si un elemento A de E es limite de una sucesion
de elementos 44, A4,, ..., A, ... S tiene:
U(A) = lim U(4,).
n=oo
Ahora bien, el conjunto F formado por elementos A,A;, A,, ... es extrémal.

Podemos aplicar el reciproco que ya se ha demostrado en este caso. (p. 10)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Este teorema lo enuncia, pero no lo de clara como tal, sin embargo, lo nombramos
como teorema ya que antes de enunciarlo dice: “Sin embargo, podemos enunciar el reciproco
del (*Teo. 3) aplicable a un conjunto cualquiera. En la combinacion con el teorema directo,
se obtiene la proposicion siguiente:” y a continuacion enuncia el teorema 4.

No hace la demostracion, solo da un esbozo muy general.

e Descripcién del enunciado

Condiciones necesarias y suficientes para que el limite de una sucesion de

operaciones continuas sea una operacion continua.
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2. Observaciones y complementos

Menciona que sera suficiente emplear la definicion de operacion continua (Def. 12):

“Es suficiente para demostrar que si un elemento A de E es limite de una sucesion de
elementos 44, A,, ..., A, ... Se tiene:
U(A) = lim U(4,).”
n=co
Ademas, menciona que, “el conjunto F formado por elementos A, A;, A,,... €S

extrémal (Def. 11). Podemos aplicar el reciproco este reciproco no lo enuncia en la tesis ni

dice si lo ha enunciado en otra parte, que ya se ha demostrado en este caso.”
3. Definiciones y conceptos que utiliza

e Definiciones

Fig. 6Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia

e Conceptos

No usa ningin concepto

Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

Consideramos que hay una alta posibilidad de que se requiere del uso de la
métrica, puesto que quiere demostrar que una operacion es continua, y usa elementos
de un conjunto extrémal que garantiza la convergencia, sin embargo, como no hace
la demostracion no contamos con la actividad matematica suficiente para responder

los cuestionamientos analiticos.
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Teorema b

19. Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme général suivant:
THEOREME. — Pour que des opérations continues dans un méme ensemble extrémal
E formé d’élémenis d'une classe (L), qui appartiennent & un méme ensemble dénombrable

I4 MAURICE FRECHET.

D ou & son dérivé D', forment une famille compacte Jj, il fant et il suffit que les opé-
rations de J soient également continnes el bornées dans leur ensemble en tout élément de E.

Unidad de analisis

Teorema. Para que las operaciones continuas de un mismo conjunto extremal E
formado de elementos de una clase (L), que pertenecen a un mismo conjunto numerable
D o de su derivado D’, formen una familia compacta N, es necesario y suficiente que las
operaciones de N sean igualmente continuas y limitadas en su conjunto en cualquier

elemento de E.

Demostracion.

La condicidn es necesaria segun el altimo lema. Para mostrar que es suficiente, es
suficiente demostrar que, de cualquier sucesion infinita de operaciones de N: Uy, U,, ... se
puede extraer una sucesion que converge uniformemente en E a una operacion que sera
necesariamente continua en E.

En efecto, sea A;,A,, ... la sucesion de elementos del conjunto numerable D y

considerar la sucesion S, de nimeros x\™ = U, (4,), ...,xz(,”) = Uyn(4,), ... Dado que las

(n)

operaciones de N son limitadas en su conjunto en todo elemento de D, estos numeros Xp

estan, para cada valor de p, incluyendo, cualquier n, entre dos numeros fijos 4, y u,,. De

acuerdo con la tltima proposicion que recordamos entonces se podra extraer de la sucesion
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., T . (ng) _
S1, 82, ... Unasucesion Sy, S, ... de indices crecientes, tal que x,, ** = Un, (Ap) -
EOURICIBRONIRE -, v cualquier p. Esto significa que se puede extraer de la sucesion
Uy, Uy, ... Una sucesion de operaciones U, ,U,,, ey Upgy . CONVErgente en cualquier

elemento de D.
De acuerdo con el segundo Lema, esta sucesion de operaciones también converge
en cualquier elemento de E; de acuerdo con el primer Lema la convergencia sera uniforme,

y por lo tanto el limite continuo en E. (p. 13y 14)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Este es el tercer teorema que él enuncia como tal, sin embargo, en la enumeracion
realizada en esta investigacion corresponde al teorema 5, Fréchet dice que este teorema es el
objetivo que se ha propuesto.

Le llama teorema general y para poder enunciarlo y demostrarlo, primero enuncia tres
lemas que demuestra y una proposicion que no demuestra pero que dice que mas adelante la
demostrara, posterior a la demostracion del teorema enuncia dos Notas sobre el teorema.

Los lemas que enuncia son:

1*" Lema. - El limite U de una sucesién convergente U,, U,, ..., Uy, ... de operaciones
igualmente continuas en un conjunto E, es una operacién continua en E. Ademas, si E es
extrémal, la convergencia es necesariamente uniforme en E.

29° | ema. - Considerando una sucesion de operaciones U;, U, ... convergente en un
conjunto D. Si estas operaciones son igualmente continuas en el conjunto F formado por
elementos de D y de su conjunto derivado D', la sucesion considerada es también convergente
enF.

3%. Lema. - Para que las operaciones continuas de un mismo conjunto extrémal E
formen una familia compacta N, deben ser igualmente continuas y limitadas en su conjunto.

La proposicion es:

Si se considera para cada valor entero de n, una sucesion infinita S,, de numeros

m
» A2

X, ) e x,(,”), ..., incluso para cada valor de p, para cualquier n, entre dos nimeros fijos
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Ap Y Uy, se puede extraer de la sucesion S;,S,,... una sucesion S, ,S,,, ... de indices

(ng)

crecientes tales que x,,

tiende a un limite x,,, para cualquier nimero fijo p cuando n, crece
indefinidamente.

Las notas son:

NOTA 1. - Si s6lo suponemos que el conjunto E es extrémal, la demostracion anterior
prueba algo. Prueba que si las operaciones de N son igualmente continuas y limitadas su
conjunto en todo elemento de E = D + D', se puede extraer de cualquier infinidad de
operaciones de N una sucesion que tienda a una operacion continua en E. Pero no sabremos
si la convergencia es uniforme. Por otra parte, se puede citar ejemplos en los que, en estas
circunstancias, la convergencia no es uniforme. Ella siempre sera uniforme en todo conjunto
extrémal contenido en E.

NOTA 2. - Podria parecer que la condiciéon E = D + D' donde D es numerable, es
una condicién introducida artificialmente Unicamente para asegurar la exactitud del
resultado. Veremos mas adelante que es el caso contrario al caso general que se presenta en

las aplicaciones (no. 45, 52).

e Descripcion del enunciado

Da condiciones necesarias y suficientes para que una familia de operaciones

continuas sea una familia de operaciones sea compacta.

2. Observaciones y complementos

e Demostracion con complementos

La condicion es necesaria segun el altimo lema (lema 3): “Para que las operaciones
continuas de un mismo conjunto extrémal E formen una familia compacta N deben ser
igualmente continuas y limitadas en su conjunto.” Para demostrar que es suficiente, es
suficiente demostrar que, de cualquier sucesion infinita de operaciones de N: Uy, U,, ... se
puede extraer una sucesion que converge uniformemente en E a una operacion que sera

necesariamente continua en E (Def. 19).
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En efecto, sea A4;,A4,,... la sucesion de elementos del conjunto numerable D vy

considerar la sucesion S, de nimeros x\™ = U, (4,), ...,x,(,") = Upn(Ap), ... esto es S, =

x™ ...,xz(,"), .0 bien, S, = Up(4;), Uy (4y), ..., Uy(Ay), ... donde S, es una sucesion
de una sucesién de nameros (los valores de la operacion U,, en cada elemento de la sucesion

Ay, A,, ... formada de elementos del conjunto numerable D) Dado que las operaciones de N

(m)

son limitadas en su conjunto en todo elemento de D, estos numeros x,

son, para cada valor
de p, incluyendo, cualquier n, entre dos numeros fijos A, y u,. Se entiende que aqui esta

usando el concepto de operaciones limitadas en su conjunto, por la implicacion que hace, y

(n)

de lo que concluye se puede decir que, los nimeros x,,

estan entre los numeros fijos 4, y

(D]

Up, €S decir, A, < x;

< u, porque son nimeros, esto lo demuestra para poder usar la
proposicion 1, en sequida. De acuerdo con la dltima proposicion que recordamos, entonces

se podra extraer de la sucesion Sy, S, ... una sucesion S, , S, ... de indices crecientes, tal que

XI()qu) - Unq(Ap) - un cierto limite x,, y cualquier p. Esto lo concluye por la

proposicion 1, dado que S, = x,x{™, ...,xé”),..., entonces S; = x 7, x{V, ...,xz(,l),
S, = xfz),xéz), ...,xz(,z), ..., etcétera, dado que S,, satisface las condiciones de la proposicién
1, se puede extraer una sucesion S, , Sy, ... de la sucesion Sy, S, ... tal que xz()nq) = Up,(4p)

converge a un cierto limite x,, y cualquier p. Entonces la sucesion Sn, queda de la siguiente

manera:
Spy = 2, k™, x0T L= Uy (A)), U, (A7), . Un, (Ap), o
S, = 22,1, 20D = U, (A)), Un, (A2, . Un, (4,), -

Esto significa que se puede extraer de la sucesion U, U,,... una sucesion de

operaciones Uy, Uy, vy Ung, . CONVETgENte en cualquier elemento de D. Esto se deduce

(ng

v ) = Un,(4p) converge a un cierto limite x, y cualquier p, puesto que los

porque x

elementos de la sucesion A4, A,,... son elementos del conjunto D; se concluye que la

sucesion Uny» Unyy ooy Upg, . CONVErge en  D. Ahora, dado que las operaciones

Unys Unyy voey Upgy oo SON continuas en E, entonces por la (Def. 12) se tiene que Unq(A) =
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lim U, (4,), entonces dado & > 0, existe un nimero m tal que p >m se tiene que
p=0co

Unq(A) — Unq(Ap) < & para cualquier g, por lo tanto por la (Def. 20) la sucesion de
operaciones Uy, , Up,, ..., Ungp - continuas en E son igualmente continuas, De acuerdo con el

segundo lema: “Considerando una sucesion de operaciones U, U,, ... convergente en un
conjunto D. Si estas operaciones son igualmente continuas en el conjunto F formado por
elementos de D y de su conjunto derivado D', la sucesion considerada es también
convergente en F ”’; esta sucesion de operaciones también converge en cualquier elemento de
E. De acuerdo con el primer lema: “El limite U de una sucesion convergente Uy, U,, ..., U, ...
de operaciones igualmente continuas en un conjunto E, es una operacion continua en
E.Ademads, si E es extrémal, la convergencia es necesariamente uniforme en E.” la
convergencia serd uniforme, ya que por hipotesis el conjunto E es extrémal, y por lo tanto el

limite continuo en E.

e Observaciones

En la demostracion no se observa el uso explicito de la métrica relacionado con la
convergencia de elementos del conjunto E, lo Gnico que se identifica es que garantiza la

convergencia, con la proposicion 1, pero de una sucesion de nimeros.

3. Definiciones y conceptos que utiliza
e Definiciones

N
—
o
3
Q
(%)
o
=
(]
=
[y

Def. 10 Def. 16[dl Def. 3 [dpef. 12 .

Def. 4 |gDef. 1

00
1
o
(0]
5
=
(<))
1
o
o
1LY
=
€]

Fig. 7 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia




e Conceptos

o Operaciones limitadas en su conjunto
o Conjunto numerable
o Convergencia de sucesion de numeros (la entiendo como en la

actualidad)

Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

El uso de algo que permite la generalizacién es que trabaja con un conjunto E de
elementos de una clase (L), porque E es el dominio de las operaciones con las que trabaja en
el teorema y no determina la naturaleza de los elementos de E ni es necesario para hacer la

demostracion, dado esto no requiere de definir una métrica para trabajar la convergencia.

El uso de la métrica:

Reconocemos cuando dice: “entonces se podrad extraer de la sucesion Sq,S,, ... una

sucesion Sy, Sy,, ... de indices crecientes, tal que x, ("a) _ = Up, (4p) _

- x, Y cualquier p. En esta parte habla de la convergencia de una sucesion de nimeros,
dado que los elementos de la sucesion son los valores de la operacion que son nimeros. Aqui
usa la proposicion 1 en la cual para hacer referencia a la convergencia de la sucesion que
extrae lo expresa con la frase tiende a, en la demostracion del teorema reemplaza esta
expresion por converge a, asi que podemos entender estas frases como sindnimos, y aclaro
que el uso de la métrica se da cuando determinamos la manera de decir que una cosa converge

a o tiende a otra cosa, aunque aqui no dice como la usa y al parecer no es necesario.

68

——
| —



2. Practicas

Preguntas de analisis

¢ Qué hace?
Demostracion

Garantiza la
convergencia  de
una sucesion de
ndmeros.
Teorema 6

¢ Como hace?

Por la (prop. 1) se
podré extraer de la

sucesion 54, S,, ...
una sucesion
~_9n1_»5n2,--- . de
indices crecientes,

n
tal que P
Un, (Ap)

X, Y
cualquier p. Esta
convergencia es de
una sucesion de
ndmeros.

qué hace?

En la demostracion
del teorema
garantiza la
convergencia
usando la (prop. 1),
sin embargo, en la
proposicion 1 no sé
ve por qué se vale
esa convergencia y
no se ve porque
hasta este momento
no la demuestra.

¢Para qué hace?

Para garantizar que
se puede extraer de
la sucesion Uy, Uy, ...

una sucesion de
operaciones

Unys Unyy ooy Up gy oo
convergente en
cualquier elemento

de D. Esta sucesion
es la que utiliza para

encontrar el limite
continuo que
necesita para
demostrar el
teorema.

TutorkMe. — Etant donnée une famille J) dopérations bornées dans lewr ensemble
et dgalement continues dans un ensemble quelconque E, la limite supérieure de Jf est une
opération continue dans E.

Unidad de analisis

Teorema. Dada una familia N de operaciones limitadas en su conjunto e igualmente

continuas en un conjunto cualquiera E, el limite superior de N es una operacion continua

en E.

Demostracion.

Este teorema ha sido demostrado por M. ARZELA (V, pagina 9) en el caso donde

los elementos son puntos de una recta. Su demostracion se generaliza inmediatamente al

——
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caso actual, recordando que nuestra definicion de continuidad hace innecesario el uso de

intervalos. (p. 14)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Este teorema lo enuncia en la seccion 20, después de definir el limite superior de una
familia de operaciones.
No lo demuestra y dice que la demostracion de Arzela para el caso de puntos de una

recta, se generaliza de inmediato al caso actual.

e Descripcién del enunciado

Condiciones para que el limite superior de una familia de operaciones sea una

operacion continua

2. Observaciones y complementos

No hace la demostracién

e Observaciones

Fréchet menciona que para generalizar la demostracion de Arzela no es necesario el

uso de los intervalos, por la definicion de continuidad que tiene.

3. Definiciones y conceptos que utiliza
e Definiciones

| —

[oci1 I oet. 1

Fig. 8 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia
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e Conceptos

o Operaciones limitadas en su conjunto

Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

Dado que no proporciona la demostracion no contamos con la actividad matematica

suficiente para responder a los cuestionamientos analiticos.

Teoremas definidos en el capitulo 1. Basados en la definicién de una clase (V)

Teorema 9

TutorREME. — L'ensemble dérivé d’un ensemble d’éléments d'une classe (V) est un
ensemble fermé.

Unidad de analisis

Teorema. - El conjunto derivado de un conjunto de glementos de una clase (1) es

un conjunto cerrado.

Demostracion.
En efecto, volvamos a las nociones empleadas mas arriba. Ya que aqui el limite es

deducido de la vecindad, podemos hacer corresponder a cada entero n con un entero g, tal

que - y un entero p, =n tal que: _ Entonces tenemos:

y en consecuencia la sucesion Af};") - A cuando n tiende a infinito. (p. 18)
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Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Es el primer teorema que enuncia después de definir una clase (), lo enuncia en la
secciodn 28, inmediatamente después de hacer la observacion de que toda definicion de limite
satisface las condiciones | y Il de la clase (L) pero no toda definicién de limite puede ser

deducida de la vecindad.

e Descripcién del enunciado

Relaciona conjunto derivado y conjunto cerrado

2. Observaciones y complementos

e Demostracion con complementos

Para complementar esta demostracion voy a reescribir el enunciado de la siguiente
manera: Sea E un conjunto de elementos de una clase (V) y E' su conjunto derivado, entonces
E’ es un conjunto cerrado.

En efecto, volvamos a las nociones empleadas mas arriba (Obs. 17). Ya que aqui el
limite es deducido de la vecindad, esto quiere decir que esta considerando gue en esta clase
(V) el limite se deduce de la vecindad, entonces se cumple la (Obs. 17): “podemos decir que

una sucesion de elementos de una clase (V): A4, 4,, ... tiende a un elemento A4, si la vecindad

. 1,
(4,,, A) tiende a cero con - Entonces, podemos hacer corresponder a cada entero n con

un entero q, tal que - y un entero p,, = n tal que: _ puesto que

los elementos de las sucesion A, , 4, ..., Aq,, --- SON elementos de E’, quiere decir que cada

uno es elemento limite del conjunto E, es decir, existen elementos de E:

Af]il),Ag’:f), ...,Agfl"), ... que tienden a cada 4, , Entonces como todos son elementos de una

clase (/) tenemos:
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y en consecuencia la sucesion Aff;”) - A cuando n tiende a infinito. Por lo tanto
A es elemento de E’, esto quiere decir que E’ es cerrado (Def. 6).
e Observaciones

Primero reescribimos el enunciado del teorema, Unicamente por simbologia, es decir,
para darle nombre a los conjuntos.
Las sucesiones que di en la demostracion, las tomé asi porque son de la misma forma

de los elementos que da Fréchet en la demostracion, donde trabaja con las vecindades.

3. Definiciones y conceptos que utiliza

e Definiciones

Eoci s oci s

Fig. 9 Relacién teorema-definiciones. Elaboracion propia

e Conceptos

No identificamos el uso de conceptos

Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

» “... podemos hacer corresponder a cada entero m con un entero g, tal que

-, y un entero p, =n tal que: _ ” En esta parte

reconocemos que hay un uso de la metrica, puesto que explicitamente esta usando la

vecindad para determinar la convergencia de las sucesiones A,y Aff’").
n
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> “Entonces tenemos: _ y en consecuencia la sucesion AEII;") -

A cuando n tiende a infinito. ” Notamos mas claramente que en efecto, la vecindad la

usa para determinar la convergencia

En este teorema observamos que la frase tiende a se determina mediante la vecindad.

Sobre el uso de la generalizacion, identificamos que en el enunciado del teorema

cuando pide especificamente que los elementos de los conjuntos con los que trabaja son

elementos de una clase (V) (Def. 24),

2. Practicas
e Preguntas de andlisis

¢ Qué hace? ¢ Como hace? ¢Por qué hace?

Demostracion
Determina la Primeroasume queenla Porque tiene el conjunto Para determinar
convergencia  clase (V) con laque esta derivado E’ de un conjunto que la vecindad

de las trabajando el limite se de elementos E de una de los
sucesiones A4, ~ puede deducir de la clase (V), entoncestomaal elementos A y
P vecindad, entonces usa elemento 4 como elemento  4®n)
y qn i ! a

la  (Obs. 17) para limite de E' y por eso se

determinar la  supone la existencia de la

convergencia mediante sucesion
la vecindad de la 4, A , s Ag .. tal que

podemos hacer .

corresponder a cada razonamiento  se  usa

entero n con un entero tomando los elementos A,
como elementos limite del

tal que : .
n 1814 - conjunto E y usando la

y un

entero p, = n tal ¢ casion
que : * AP0, AP, AP, tal
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Garantiza que Entonces por la (Def. Porque ya tiene que las Para determinar

una sucesién 24 tenemos: vecindades [(@I Y due el conjunto
converge al —yen - son menores E €s cerrado
mismo n 1 (Def. 6)
elemento que consecuencia por ”Ia que .

- (Obs. 17) la sucesion

Aff") A cuando
infinito.

Teorema 10

29. TuEOREME. — L'ensemble P des éléments de condensation *) d'un ensemble con-
densé E formé d'éléments d'une classe (V) est un ensemble parfait o nul *),

Unidad de analisis

Teorema-. El conjunto P de elementos de condensacion de un conjunto condensado

E formado de elementos de una clase (/) es un conjunto perfecto o nulo

Demostracion.

En efecto, primero podemos mostrar que P es un conjunto cerrado sin suponer que
E es condensado e incluso para una clase (L) cualquiera. Porque si A es cualquier elemento
que es limite de los elementos 44, A,, ... de P, es en primer lugar, un elemento limite de E
ya que P esta contenido en E’ que es cerrado de acuerdo con el teorema anterior. Ademas,
si se elimina de E un conjunto numerable, los elementos A, A,, ... siguen siendo limites
del conjunto restante E, (sin pertenecer a él necesariamente) puesto que son elementos de
condensacion de E. Entonces A es también elemento limite de E;, que también es cerrado.
Por lo tanto A sigue siendo elemento limite de E;, es un elemento de condensacion.

Ahora mostraremos que todo elemento de P pertenece a P'. En efecto, sea A4 un
elemento de P, y E, el conjunto de los elementos B de E tales que ﬁ < (B,A) < %
Existe una infinidad de conjuntos que son no numerables, de lo contrario habria un entero

q tal que el conjunto de los elementos B de E verifican que (4, B) < q—il es numerable y
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para la sucesion A no seria un elemento de condensacion. Asi, entre los conjuntos E,,, hay
una infinidad que son no numerables: E,, , E;,_, ... tomando los indices en orden creciente.

Como E es condensado, el conjunto no numerable En, da lugar al menos a un elemento de

condensacion A, . A, es ademés HiSllll§ de A puesto que es limite de elementos B tales
que (A, B) es mayor que ﬁ Se ve facilmente que (Anp,A) - cero, asi que A
P

pertenece a P'. (p. 19)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Lo enuncia en la seccion 29, luego de decir que se limitara al estudio de las clases
(V), es decir las clases (L) donde la definicion de limite se deduce de la vecindad. (Fréchet,
1906, p. 19)

Fréchet hace dos notas al pie de pagina, en la primera, da la definicion de conjunto
condensado y en la segundad dice que la demostracion que da es una generalizacion de una
demostracion dada por Lindel6f para puntos del espacio y que solo insiste en los puntos de
la demostracién que exige algunas precauciones para esta generalizacion.

Después de este teorema enuncia el teorema 11: Sea E un conjunto condensado
formado de elementos de una clase (V). El conjunto D de elementos de E que no son

elementos de condensacion de E es un conjunto numerable. El cual no demuestra.

e Descripcién del enunciado

Propiedades de un conjunto de elementos de condensacion

2. Observaciones y complementos

e Demostracion con complementos

En efecto, primero podemos mostrar que P es un conjunto cerrado (Def. 6): “P
contiene a su conjunto derivado”, sin suponer que E es condensado e incluso para una clase

(L) cualquiera. Ya que si A pertenece a P, por las (Def. 5y 4) A es cualquier elemento que

76

——
| —



es limite de los elementos A4, A,, ... de P, es en primer lugar, un elemento limite de E ya que
P esta contenido en E’ porque P es un conjunto de condensacion (Def. 25) de un conjunto
condensado E, y los elementos de condensacion son elementos limite de E, entonces P c E’
que es cerrado de acuerdo con el teorema anterior (Teo. 9). Ademas, si se elimina de E un
conjunto numerable, los elementos A4, A,, ... siguen siendo limites del conjunto restante E;,
es decir, los elementos A;, A,, ... son elementos de E;, entonces A es elemento limite de E{
(sin pertenecer a él necesariamente) puesto que son elementos de condensacion de E (Def.
9). Entonces A es también elemento limite de E;, que también es cerrado. Por lo tanto A sigue
siendo elemento limite de E;, dado que E;se obtuvo eliminando una infinidad numerable de
elementos del conjunto E, entonces A es un elemento de condensacion de E, es decir, A es
elemento de P, por lo tanto P’ es un subconjunto de P.

Ahora mostraremos que todo elemento de P pertenece a P’, es decir, que todo
elemento de P es elemento limite de P. En efecto, sea A un elemento de P, entonces A es

elemento de condensacion del conjunto condensado E y E,, el conjunto de los elementos B
de E tales que ﬁ < (B,A) < % Existe una infinidad de conjuntos que son no numerables,
de lo contrario habria un entero g tal que el conjunto de los elementos B de E verifican que
(A,B) < ﬁ es numerable y en consecuencia A no seria un elemento de condensacion,
porque si se elimina esa cantidad numerable de elementos entonces A no seria elemento de

condensacion. Asi, entre los conjuntos E,, hay una infinidad que son no numerables:

En,,Ey,, ... tomando los indices en orden creciente. Como E es condensado (Def. 25), el

conjunto no numerable En, da lugar al menos a un elemento de condensacion Ap, entonces
por la (Def. 9) A, es elemento limite de E que tambien es un elemento limite de todo

conjunto que se obtiene eliminando de E una infinidad numerable de elementos, asi Ap, €
P. An, es ademés [iiSHlllg de A puesto que es limite de elementos B tales que [[BDICSIMEYON
-. Se ve facilmente que _ entonces A es limite de elementos de

P, asi que A pertenece a P'.

Por lo tanto, el conjunto P es perfecto.
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e Observaciones

Fréchet menciona que solo insiste en los puntos de la demostracion que exige algunas
precauciones para esta generalizacion, sin embargo, en la demostracion no hace referencia a
es0s puntos, entonces, entiendo que esto puntos a los que se refiere son la parte de la
demostracion donde el conjunto P es perfecto, dado que s6lo demuestra que el conjunto P es
perfecto, y no menciona nada sobre la posibilidad de que el conjunto P sea nulo.

En la primera parte de la demostracion, dice que puede demostrar que P contiene a
su conjunto derivado, sin suponer que el conjunto E es condensado, incluso lo demuestra
para cualquier clase (L), en esta parte no se encontr6 ningin uso de la métrica
especificamente relativo a una clase (V).

En la segunda parte de la demostracion, si reconozco dos usos de la métrica.

3. Definiciones y conceptos que utiliza

e Definiciones

enem 'Em

Fig. 10 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia
e Conceptos
o Conjunto nulo

o Conjunto numerable

o Conjunto no numerable
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Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

Los usos de la métrica que reconozco estan en la ultima parte de la demostracion:
“Ay, s ademés IS de A, puesto que es limite de elementos B tales que (4, B) es mayor

1 , - . '
que —. Se ve facilmente _ asi que A pertenece a P’
17

2. Practicas

e Preguntas de andlisis

¢ Qué hace? ¢, Coémo hace? gué hace? ¢Para qué hace?
Demostracion
Distingue dos ... A, es ademds Porque A no es Para mostrar que A
elementos de un de A, puesto elemento limite de es limite de los
conjunto de que es limite de loselementos B. elementos 4,,, de P.
elementos ~ de elementos B tales
condensacion que (4, B) es mayor
1
que —y
Garantiza la Seve facilmente que Porque son Para mostrar que A
convergencia  de elementos de es elemento limite
una sucesion de condensacion de un de Py asi probar que
elementos conjunto P'cP
condensado

Teorema 11

30. TutorEME. — Soit E un ensemble condensé formé déléments d'une classe (V).
L’ensemble D des éléments de E qui me sont pas des éléments de condensation de E est
un ensemble dénombrable ***),

Unidad de analisis

Teorema. - Sea E un conjunto condensado formado de elementos de una clase (V).
El conjunto D de elementos de E que no son elementos de condensacion de E es un

conjunto numerable (p. 19)
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No hace la demostracion y hace una nota al pie de pagina

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Este teorema lo enuncia inmediatamente después de la demostracion del teorema 10.
No lo demuestra y hace una nota al pie de pagina diciendo que es la misma nota para el
teorema anterior.

En seguida, enuncia el siguiente corolario:

31. Corolario. - Todo conjunto cerrado y condensado formado de elementos de una
clase (V) es la suma de un conjunto numerable y de un conjunto perfecto o nulo sin elementos
comunes. (p. 19)

e Descripcién del enunciado

Propiedad de un conjunto de elementos que no son de condensacion

2. Observaciones y complementos

No hace la demostracién

3. Definiciones y conceptos que utiliza

e Definiciones

=  Em

Fig. 11 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia

e Conceptos

o Conjunto numerable
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Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

Dado que no hace la demostracién no contamos con la actividad matematica para

responder los cuestionamientos analiticos.

Teorema 12

32. Tutorime. — U'ensemble D de ceux des dléments d'un ensemble compact E d'é-

lements d'une classe (V) qui w'appartiennent pas & Pensemble E' dérivé de E est dénom-
brable *).

Unidad de analisis

Teorema. — El conjunto D de los elementos de un conjunto compacto E de

elementos de una clase (V) que no pertenece al conjunto E' derivado de E es numerable

Demostracion
En efecto, si A es un elemento de D, llamamos p4 el limite inferior > 0 de la
vecindad de A con los elementos de E'. El nimero p, es positivo, de lo contrario A seria

un elemento limite de E’ y como consecuencia perteneceria a E’.
- , 1 -
Digo que el nimero de los elementos de D para que p, > ~ €s finito. En efecto, de

lo contrario, podriamos tener una infinidad Ay, A, ..., A,, ... todos distintos y [iSHGGIE un

limite B. Entonces, tomando p lo suficientemente grande tendriamos _

lo cual es imposible, ya que B, limite de elementos de E, pertenecen a E’, contrariamente

a la definicion de p,,,.

Por lo tanto, hay un nimero finito de elementos A de D: Agll),A,(f), ...,Aﬁf’") tales

1
> -
quepA =

Si consideramos la sucesion numerable:
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AD, AP0, 40, AP, L AD, AT,

Vemos que todos los elementos de D estan inscritos cada uno al menos una vez.

Entonces D es numerable. (p. 19, 20)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Este teorema lo enuncia después en la seccion 32, y hace una nota al pie de pagina,
donde dice que la demostracion del caso donde los elementos de E son puntos, no se
generaliza a este caso mas general.

Ademas, en seguida de la demostracion de este teorema, Fréchet enuncia lo siguiente:

Afirmacion 20. En particular vemos que si E es cerrado, E se descompone en su
conjunto derivado E’' y un conjunto numerable D. (p. 20)

Corolario 3. Si el conjunto derivado E’ de un conjunto compacto E formado de
elementos de una clase (V) es numerable, el conjunto E es numerable.

Corolario 4. Un conjunto extrémal cualquiera F formado de elementos de una clase

(V) puede considerarse como el conjunto derivado de un conjunto de elementos de clase (V).

e Descripcion del enunciado

Propiedad del conjunto de elementos que no son elemento limite

2. Observaciones y complementos

e Demostracion con complementos

En efecto, si A es un elemento de D, se tiene que A no es elemento limite de E, esto
es que no existe una sucesion de elementos de E que tiendan a A, llamamos p, el limite
inferior > 0 de la vecindad de A con los elementos de E’, toma la vecindad de A con
elementos de E'. El nimero p, es positivo, de lo contrario A seria un elemento limite de E’
y como consecuencia perteneceria a E’ por el (Teo. 9) y no puede ser porque A es elemento

de D.

82

——
| —



Digo que el nimero de los elementos de D para que p, > % es finito. En efecto, de

lo contrario, podriamos tener una infinidad Ay, A, ..., A,, ... todos distintos y [SHGGHNE Un

limite B. porque son elementos de D (Def. 10) que es compacto (Obs. 6). Entonces, tomando

p lo suficientemente grande tendriamos por la (Obs. 17) _ asi B seria

elemento limite de elementos de E lo cual es imposible, ya que B, limite de elementos de E,

pertenece a E’, contrariamente a la definicion de Pa, (Ap,B) > pa,.

Por lo tanto, hay un nimero finito de elementos A de D: A,(ll),A;Z), e Ag’") tales que

RS

a~

v
Sk

Si consideramos la sucesién numerable:
€3] (P 4@ (p2) 6)) (pn)
AT, APV ALY AR LAY, L AP, L
Vemos que todos los elementos de D estan inscritos cada uno al menos una vez.

Entonces D es numerable. Para demostrar que D es numerable, de alguna manera hace

corresponder sus elementos con los elementos de una sucesion numerable.

e Observaciones

Para esta demostracion define limite inferior de una vecindad (Def. 26) y lo usa para

distinguir entre los elementos.

3. Definiciones y conceptos que utiliza

e Definiciones

'en'em

Fig. 12 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia

e Conceptos

o Conjunto numerable

o Sucesion numerable
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Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

»  “Digo que el numero de los elementos de D para que p, > %, es finito. En
efecto, de lo contrario, podriamos tener una infinidad A,, A5, ..., Ay, ... todos

distintos y [HEHGEINE un |imite B. Entonces, tomando p lo suficientemente
grande tendriamos _ lo cual es imposible, ya que B, limite
de elementos de E, pertenecen a E’, contrariamente a la definicion de Pa,”

Los usos de la métrica que reconocemos en esta parte son donde usa la

vecindad para ver que los elementos de la sucesion tienden a un elemento.

2. Practicas
e Preguntas de andlisis

qué hace?
Demostracion

¢ Qué hace? ¢ Como hace?

¢Para qué hace?

Demuestra “podriamos tener una Porque supone quetiene Para probar que
que un infinidad de elementos una  infinidad de el conjunto D
elemento no A, A4,,..,4,,.. todos elementos distintos que tiene que tener
puede ser distintos y p_ un tienden a un elemento una cantidad
elemento limite B. porque son B,y por la (Obs. 6) se finita de
limite elementos de D (Def. 10) puede decir que la  elementos que

que es compacto (Obs. 6). | vecindad (4,, B) < % < cumr_)le la

Entonces, tomando p lo pa, sin  embargo, grOpledad pa >

suficientemente  grande

tendriamos por la (Obs.
17) ,

asi B seria elemento
limite de elementos de E
lo cual es imposible, ya
que B, limite de
elementos de E, pertenece
a E’, contrariamente a la
definicion de Pa,

(Aps B) > pa,”

——
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usando el limite inferior
de una vecindad de los
elementos que son
limite y los que no son
elemento limite, llega a
que la vecindad también
debe de ser mayor que
Pay asi se llega a una

contradiccién.
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Teorema 13

THEOREME. — Si un ensemble fermé F appartient & un ensemble compact E formé
d’éléments d’une classe (V), on obtiendra F en supprimant de E les dl¢ments INTERIEURS
@ chacun des sphéroides d'un certain ensemble dénombrable de sphéroides *).

Unidad de analisis

TEOREMA. - Si un conjunto cerrado F pertenece a un conjunto compacto E
formado de elementos de una clase (V), obtendremos F eliminando de E los elementos

INTERIORES a cada esferoide de un cierto conjunto numerable de esferoides.

Demostracion.
En efecto, sea G el conjunto complementario de F, es decir, el conjunto de

elementos de E que no forman parte de F. Cualquier elemento A de G, se puede hacer

corresponder con un nimero p, que sera ElTNCHNICHOMUCHEICCItEtIteN con cada

uno de los elementos de F. ElI numero p, > 0 no puede ser cero, de lo contrario A
perteneceria a F como limite de elementos de F.

Ahora formamos una sucesion numerable de elementos de G:
AD, AP AW, AP, AP, AP,

1 1 . .
Tal que 1° tenemos P, = s P o) > - cualquiera que sea n; 2° si A es un
n n

elemento de G tal que: py 2%, Tenemos una de las desigualdades -

_. Para mostrar que esto es posible, suponemos la sucesion formada

hasta Aﬁ’i‘f y llamaremos en general L@ el conjunto de elementos B de E tales que;
n

- Tomemos entonces un elemento A de G (si existe) tal que p, = % y que no

. . 1
forma parte de ninguno de los conjuntos L, .., 1 on-. Podemos tomarlo como Aﬁl).
1 n-1

Entonces, tomamos, si existe, un elemento A de G tal que p, > %y que no forma parte de

. . 2 , .
ninguno de los conjuntos Lw, .., IA(pn_l), L. Lo llamaremos A,& ) ; y asi sucesivamente.
1 n—1 n

Formaremos asi de poco en poco una sucesion A,(f),Af), ... que no contendra ningun
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termino, pero que seguramente contendra solamente un ndmero finito. En efecto, de
acuerdo con su formacion, son todos distintos. Si hubiera una infinidad, podriamos extraer

una sucesion B, B,, ... con limite B y entonces para g suficientemente grande tendriamos

_ cualquier p, es decir, que By, seria interior a I, contrario a la hipdtesis.

La sucesion esta formada como hemos enunciado, entonces es facil ver que F es el

conjunto de elementos de E que no forman parte de ninguno de los conjuntos
Ly L@, s Ly Ly, s Lo, Ly e

Lo que demuestra la proposicion. (p. 21y 22)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Este teorema lo enuncia en seguida de la definicion de un esferoide e interior de un
esferoide, esto abarca la seccion 34 de la tesis de Fréchet.
Hace una nota al pie de pagina, donde dice que la demostracion es una generalizacion

de Zoretti (XXIII, pagina 5) para puntos del plano

e Descripcion del enunciado
Propiedad del conjunto de elementos que no son interiores a una cantidad numerable

de esferoides

2. Observaciones y complementos

e Demostracion con complementos

En efecto, sea G el conjunto complementario de F, es decir, el conjunto de elementos
de E que no forman parte de F. Cualquier elemento A de G, se puede hacer corresponder con
un namero p, que sera el [CHRICHOMUCHEIEeIta (Def. 26) de A con cada uno de los
elementos de F. EI nimero p, > 0 no puede ser cero, de lo contrario A perteneceria a F

como limite de elementos de F.
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Ahora formamos una sucesion numerable de elementos de G:

AD, AP, A, AP, L AD, A,

1 1
Tal que 1° tenemos p,a) ==, ..., P, 0 ==
Ay n Ay

- cualquiera que sea n; 2° si A €S un

elemento de G tal que: pAZ%, Tenemos una de las desigualdades -

_. Para mostrar que esto es posible, suponemos la sucesion formada hasta

A,’i’j‘f y llamaremos en general I () entiendo que estos son los esferoides, el conjunto de
n

elementos B de E tales que; - Tomemaos entonces un elemento A de G (si existe)

1 . .
tal que p4 = — Yy queno forma parte de ninguno de los conjuntos /), ..., I ,wn-1). Podemos
1 n—-1

tomarlo como A,(f). Entonces, tomamos, si existe, un elemento A de G tal que p4 = % y que

. . 2 -
no forma parte de ninguno de los conjuntos I ,a, ..., Lon-0,1,0. L0 Ilamaremos A; ), y asi
1 n—-1 n

@®

" ,A,(f), ... que no termina,

sucesivamente. Formaremos asi de poco en poco una sucesion A
pero gque seguramente contendra solamente un namero finito. En efecto, de acuerdo con su
formacion, son [EGSIGNSHNEGS, ninguno de los elementos de esta sucesion pertenece a un
mismo conjunto. Si hubiera una infinidad puesto que el conjunto E es compacto (por la Obs.
6) tendriamos que G es compacto (Def. 10) esa infinidad de elementos tendria un elemento

limite, asi que por la (Def. 3), podriamos extraer una sucesion By, B,, ... con limite B y
entonces para g suficientemente grande tendriamos (Bg, By4p) < %cualquier p, es decir, que

B,.p seria interior a I, (Def. 27), contrario a la hip6tesis. Entiendo que contradice la

formacion de la sucesion 40, 49, ..

La sucesidn estd formada como hemos enunciado, entonces es facil ver que F es el
conjunto de elementos de E que no forman parte de ninguno de los conjuntos

IAgl), IAgz), . IA(Ipl), ’Agﬂ» . IAglpn), IA511+)1’ ..., EStos son los esferoides.
- 1 2 .
Entonces F es el conjunto de los elementos A; ), A; ), ..., se tendria que demostrar que

F es cerrado. Sea t un elemento limite de F, supongamos que t no pertenece a F, entonces t

es elemento de G, eso implica que (t, A,(f)) > p; lo cual es imposible porque t es elemento

limite de F, por lo tanto t debe pertenecer a F.
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Lo que demuestra la proposicion.

Si hace la distin

3. Definiciones y

Observaciones

cion de dos elementos, pero porque estan en conjuntos distintos.

conceptos que utiliza

e Definiciones

R o s e

Fig. 13 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia

e Conceptos

o Conjunto numerable

o Conjunto complementario

o Sucesion numerable

Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

Reconozco uso

>

s de la métrica en las siguientes partes de la demostracion:

“Cualquier elemento A de G, se puede hacer corresponder con un
nimero p, que sera el [CHNICHIOMOCHEICeINtag (Def. 26) de A
con cada uno de los elementos de F. El nimero p, > 0 no puede ser
cero, de lo contrario A perteneceria a F como limite de elementos de
F.” Usa la vecindad mediante el limite inferior para determinar si un

elemento pertenece 0 no a un conjunto.
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2. Practicas

€6 M 1
» “2°si A es un elemento de G tal que: py > = Tenemos una de las

desigualdades _ " Usa explicitamente

la vecindad, la usa menor que un namero, y lo puede hacer asi porque
todos son elementos de un mismo conjunto, sin embargo.

» “llamaremos en general | @ entiendo que estos son los esferoides, el
n

conjunto de elementos B de E tales que; - " Y

“podriamos extraer una sucesion By, B,, ... con limite B y entonces

para q suficientemente grande tendriamos _ cualquier

p, es decir, que B,,,, seria interior a Ig,” Aqui usa la vecindad para

trabajar con los elementos interiores de un esferoide.

e Preguntas de andlisis

¢ Qué hace?

Garantiza que
un elemento no
puede
pertenecer a
determinado
conjunto.

Determina lo
que tiene que
cumplir un

¢Cbémo hace? gué hace? ¢Para qué hace?
Demostracion

“Cualquier elemento A de Porque tiene dos Para formar una

G, se puede hacer conjuntos tal que G sucesion

corresponder con un es el conjunto numerable  de

ndmero ue sera el complementario de elementosde G.

F.

(Def. 26)
con cada uno de los
elementos de F. EI nimero
p4 > 0 no puede ser cero,
de lo contrario A
perteneceria a F como
limite de elementos de F”.
“si A es un elemento de G Esto se puede porque Para determinar
tal que: p, 2%, Tenemos l0s elementos A y los  elementos

una de las desigualdades A pertenecen al interiores  de

elemento si conjunto G. esferoides.
pertenece a un
conjunto.

(=)



Determina los “llamaremos en general Porque esta
elementos I () entiendo que estos son = definiendo los
n

: ; A :
interiores de los esferoides, el conjunto esferoides con los

esferoides. de elementos B de E tales 9Ye va a trabajar.
Determina Lo hace mediante la Porque supone que la
elemento convergencia de  una sucesion tiene una
interior a un sucesion: “podriamos infinidad de
esferoide extraer una  sucesion elementos
especifico. B;, By, ... con limite B y

entonces para q

suficientemente rande

tendriamos

cualquier p, es decir, que

Bq.+p seriainterior alp ”,
Teorema 14

Para garantizar
que los
elementos de la
sucesion
Agll),A,(f),... son
todos distintos y
que son un
numero finito.

| TuEorEME. — Tout ensemble compact formé d’éléments d'une classe (V') est limité.

Unidad de analisis

limite.

Demostracion.

grande, tendremos:
(A, 4) <2(A,B), (A,B)<2(4,B),
De donde:
(An,B) < f[2(A,B)] = k.

Asi, para n suficientemente grande, tendremos:

TEOREMA. Todo conjunto compacto formado de elementos de una clase (V) es

En efecto, en el caso contrario, podriamos encontrar, cualquiera que sea n, dos
elementos A, B, de E tal que (IBIIEN, v, Ya que E es compacto, podemos suponer

que A,, B, [IBHOBA a dos limites respectivamente A, B. Ahora, para n suficientemente
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De donde:

(An, Bn) < f(k),
Esto conduce a una desigualdad imposible n < f(k). (p. 22)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Este teorema lo enuncia después de definir el conjunto limite con elementos de una
clase (V).

e Descripcion del enunciado

Propiedad de un conjunto compacto de elementos de una clase (V).

2. Observaciones y complementos

e Demostracion con complementos

En efecto, en el caso contrario, por la (Def. 28) podriamos encontrar, cualquiera que
sea 1, dos elementos 4,,, B,, de E tal que (IS, Y, Ya que E es compacto (Def. 10),
podemos suponer que A,, B, tienden a dos limites respectivamente A, B. Ahora, para n
suficientemente grande, tendremos:

(A,, 4) < 2(A,B),yaque A, tiende a A por la (Obs. 17) la vecindad de (4, A) tiende
a cero con %

(A,B) < 2(A,B), porque (A4,B) < (4,B) + (4, B) entiendo la vecindad como un
namero (Def. 24)

De donde: Porgue todos son elementos de una clase (V) y por la (Def. 24) existe una
funcidn f que tiende a cero con 2(4, B) y tal que

(An, B) < f[2(A,B)] = k.

Asi, para n suficientemente grande, tendremos:

I -2 ltima desigualdad porque B, tiende a B (Obs. 17)
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De donde:

(A, By) < f(k), porque son elementos de una clase (1)

Esto conduce a una desigualdad imposible n < f (k). Porque n < (4,, B,) < f (k)
lo que no puede ser porque f (k) tiende a cero.

Por lo tanto, el conjunto compacto debe ser un conjunto limite.

e Observaciones

De esta demostracion, observamos es que usa la vecindad de dos elementos
cualesquiera de un mismo conjunto, pero no la usa para trabajar con la convergencia.
Retomando lo que Fréchet dice en la introduccion de su tesis, que era necesario entender lo
que significa el limite de una sucesion de elementos o qué se entiende por elementos vecinos,
asociamos que cuando usa la vecindad tal como lo describimos en este parrafo, entendemos

que esta diciendo que los elementos que pone en juego en la vecindad son elementos vecinos.

3. Definiciones y conceptos que utiliza

e Definiciones

mm  mm

Fig. 14 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia

e Conceptos

No usa ningin concepto
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Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

Los usos de la métrica que reconozco son:

>

“podemos suponer que A,, B, [ICHUGIIE dos limites respectivamente A, B.

Ahora, para n suficientemente grande, tendremos: [ENNEDIIIEN (4, B) < 2(A, B), de

donde: [ENNIEERREIEIENE. ~si, para n suficientemente grande, tendremos: [EIEIRR

BB * Usa explicitamente la vecindad para trabajar con la convergencia de la

sucesion A, cabe aclarar que no la usa para determinarla, porque la convergencia la

determina mediante el conjunto compacto.

2. Practicas

e Preguntas de andlisis

¢ Como hace?

¢ Qué hace?

Representa
la
convergencia
de sucesiones
con la
vecindad

Determina
elementos
Vecinos

¢Por qué hace?

Demostracion

Porque con el

“podemos suponer que A,
B, ﬂ dos limites conjunto compacto

respectivamente
Ahora, para
suficientemente
tendremos:
(4,B)
donde:

A,

de

B.
n

ﬁrande,
< ZiA, B i

. Asi, paran

suficientemente rande,
tendremos:

“(A,B) < 2(4,B),”

“(An, Bp) < f(k),”

——
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garantiza la
convergencia, eso le
permite  por la
representar esa
convergencia con la
vecindad. (Obs. 17),

Este sale asi de la
nada, entiendo que
es por esto: (4, B) <
(A,B) + (A,B)
Porgue ya tiene que
(4,,B) <k y
(Bp,B) <k y son
elementos de una
clase (V) (Def. 24)

¢Para qué hace?

Para llegar a que la
vecindad

(An, Bn) < f(k).

Para poder usar la
segunda condicion
de la definicion de
vecindad.

Para contradecir con

la  hipétesis vy
demostrar que no
puede pasar el
supuesto de que el
conjunto  no es
limite.

'



Teorema 15

36. THEOREME. — Soit E un ensemble extrémal formé &'éléments d'une classe (V).
S’il existe une suite indéfiniec G d'ensembles I, I, ... telle que tout élément de E soit
intérieur au sens diroit & Uun au moins de ces ensembles I, on peut extraire de G un
nombre fini de ces ensembles formant une famille H jouissant de la méme propriété

que G *).

Unidad de analisis

TEOREMA. - Sea E un conjunto extréemal formado de elementos de una clase (V).
Si existe una sucesion indefinida G de conjuntos I, I, ... tal que todo elemento de E es
interior en sentido estricto de al menos uno de los conjuntos I,;, se puede extraer de G un

numero finito de estos conjuntos formando una familia H con la misma propiedad que G.

Demostracion.

En efecto, suponemos que el teorema es incorrecto. Entonces existira al menos un
elemento de E: A; que no esta en el interior de I; en sentido estricto. Pero A, es interior
en sentido estricto de uno de los conjuntos I, I, ...; sea I,, el primero de ellos (q; > 1).
Hay al menos un elemento de E, sea A,, que no es interior en sentido estricto de ninguno
de los conjuntos Iy, I, ..., I5,. Llamamos I,, el primero de los conjuntos I, 41,14, +2, .- @l
que A,, es interior en sentido estricto y asi sucesivamente. Formamos de esta manera una
sucesion infinita de elementos A4, A,, ... que pertenecen a E, todos distintos y tales que

A, 41 no es interior en sentido estricto de ninguno de los conjuntos Iy, I, ..., I, ..., I4,. Esta

sucesion tiene al menos un _ perteneciente a E. Sea A = lim 4,, . Ahora
p:OO

bien, A es interior en sentido estricto de al menos, I, de los conjuntos de la sucesién G.
Por lo tanto, es imposible que exista en la sucesion A4, , Ay, ... una infinidad de elementos
Ap,, Ay, ... que no son interiores a I, en sentido estricto. De lo contrario, podriamos Ilamar

B, un elemento de E que coincida con A;lpsi este no pertenece a I, 0 un elemento de E no

pertenece a I, y tal que - en el otro caso. Entonces, A seria el limite de una
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sucesion B4, B,, ... de elementos de E no en I, lo que es imposible. Asi los elementos de
la sucesion A, , Ap,, ... son todos interiores a I, en sentido estricto a partir de cierto rango.
Esto es claramente contradictorio con la manera en que construimos la sucesion
Ay, Ay, ... (p. 22, 23)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Es el ultimo teorema que enuncia en la seccién de definicién del limite mediante la
vecindad.

Fréchet hace una nota al pie de pagina donde dice que este teorema es una
generalizacion de un teorema dado por Borel para conjuntos lineales, que también lo extendid
para puntos en espacio n-dimensional, pero sus demostraciones no se generalizan al caso
actual.

También menciona que mas adelante demostrara un teorema (el teorema 17) para

algunas clases (V).

e Descripcion del enunciado

Da las condiciones para poder extraer un nimero finito de conjuntos de una sucesion

infinita de conjuntos.

2. Observaciones y complementos

e Demostracion con complementos

En efecto, suponemos que el teorema es incorrecto. Entonces existira al menos un
elemento de E: A; que no es interior de I; en sentido estricto (Def. 8). Pero A; es interior en
sentido estricto de uno de los conjuntos I, I, ...; sea I, el primero de ellos (¢, > 1), porque
los conjunto I, I,, ..., son elementos de la sucesion G. Hay al menos un elemento de E, sea

A, que no es interior en sentido estricto de ninguno de los conjuntos Iy, I, ..., I, . Llamamos
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14, el primero de los conjuntos I, 41,14, 42, ... al que A,, es interior en sentido estricto y asi
sucesivamente. Formamos de esta manera una sucesion infinita de elementos 4;, 4,, ... que

pertenecen a E, todos distintos y tales que A,,; no es interior en sentido estricto de ninguno
de los conjuntos Iy, I, ..., Io,, ., I, . Esta sucesion tiene al menos un ElSTICHIORIMIG A

perteneciente a E puesto que el conjunto E es extrémal. Sea A = lim An,,. Ahora bien, A es
p=00

interior en sentido estricto de al menos, I, de los conjuntos de la sucesion G ya que A
pertenece a E' y por la propiedad de G, se cumple esta afirmacion. Por lo tanto, es imposible
que exista en la sucesion A, ,A,,, ... una infinidad de elementos A;, , Ay, ... que no son
interiores a I, en sentido estricto. De lo contrario, si existiera una infinidad de elementos

Ay, Ay, ... que no son interiores a I, en sentido estricto, podriamos llamar B,, un elemento

de E que coincida con A;lpsi este no pertenece a I, 0 un elemento de E no pertenece a I, y

tal que - en el otro caso. Entonces, A seria el limite de una sucesion B;, By, ... de

elementos de E no en I, ya que A;, A,, ... tiende a A por la (Def. 3) se puede extraer la

sucesion Ay, Ap,, ... que tambieén tiende a A, asi, por la (Obs. 17) se tiene que (43, 4) < %

y (Bp,A;lp) < % entonces por la (Def. 24) (4,B,) < f (%) lo que es imposible puesto que A
es elemento interior en sentido estricto de I.. Asi los elementos de la sucesion A, ,A,,, ...
son todos interiores a I en sentido estricto a partir de cierto rango. Esto es claramente

contradictorio con la manera en que construimos la sucesion A4, A,, ...

e Observaciones

Hace la demostracion por contradiccion. No tengo mas observaciones.

3. Definiciones y conceptos que utiliza
e Definiciones

—t

Lt

Fig. 15 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia
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e Conceptos

o Sucesion de conjuntos

Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

Los usos de la métrica que reconozco son:

» “Esta sucesion tiene al menos un _ perteneciente a E” este lo
reconozco como uso porque demanda de alguna manera un uso de la métrica para determinar
la convergencia, sin embargo, la determina usando el conjunto extrémal.

> “De lo contrario, podriamos llamar By, un elemento de E que coincida con A;lpsi este

no pertenece a I; 0 un elemento de E no pertenece a I, y tal que - en el otro

caso.” Usa explicitamente la vecindad para decir que dos elementos coinciden.

2. Practicas
e Preguntas de analisis

¢Qué hace? ¢ COmo hace? e ¢Paraqué hace?

Demostracion
Garantiza que una Primero forma la sucesion de Porque tiene Para garantizar

sucesion de tal manera que todos sus una sucesion que A (el
elementos tiene al elementos son distintos y de elementos elemento limite)
menos un elemento dado que el conjunto al que distintos en un es elemento
limite pertenecen los elementos es conjunto interior de un I;.

extrémal (Def. 11) “Esta extrémal.
sucesion tiene al menos un

perteneciente a E .




Representa con la “De lo contrario, podriamos Porque Para
vecindad que dos llamar B, un elemento de £ que supone que el determinar
elementos coincida con Ay ~si este no elemento A; ~ que la
coinciden. pertenece a I, 0 un elemento de E N es interior Sucesion B,

no pertenece a I, y tal que €n  sentido c:)nverge al
en el ofro caso” ©strictode . elemento A.

estd usando la definicién de

elemento interior en sentido

estricto (Def. 8) pero aqui supone

que no cumple la definicion,

entonces una de las opciones es
que A;lp no pertenece a I.

Teorema 16

THutOREME. — Pour que Uensemble B, [correspondant & un ensemble E tiré d’une
classe (V) NORMALE] puisse éire choisi, quel que soit &, de fagon & ne comprendre qu'un
nombre fini d’éléments, il faut of il suffit que E soit compact.

Unidad de analisis

Teorema. - Para que el conjunto K [correspondiente a un conjunto E de una clase
(V) NORMAL] pueda ser elegido, cualquiera que sea €, de manera que incluya solo un

namero finito de elementos, es necesario y suficiente que E sea compacto.

Demostracion.

La condicidn es necesaria. En efecto, en el caso contrario, podriamos extraer de E
una sucesion infinita S de elementos distintos By, B,, ... sin elementos limite. Si K, es
finito, habra necesariamente un conjunto parcial K, al cual pertenecen una infinidad de
elementos de la secuencia S. Vemos entonces que podemos formar de poco en poco una

infinidad de sucesiones S, de elementos de S tales que S,,,, esta contenido en S, y que [l
. . 1 . -

- de dos elementos de S, sea inferior a —. Si es asi, llamo Bl(p),BZ(p), ... a los

elementos de la sucesién S,, tomados en el mismo orden que en S, vemos que la sucesion

B®,BP, . BP, ... seré una sucesion de elementos de S distintos y tal que tenemos
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_ para todo n. Puesto que E se toma de una clase normal (), entonces la

sucesion S deberia tener un elemento limite.
Reciprocamente, supongamos que E es compacto. Entonces el conjunto F = E +

E’ es extrémal. Para un valor dado de &, sabemos que podemos formar una sucesién de

conjuntos parciales Kg(l),Kg(z), ... tal que su conjunto satisface las condiciones de un K,

relativo a F. En particular, cada elemento de F es interior en el sentido estricto de uno de
los conjuntos KV, K2, .... Asi que, podemos extraer de esta sucesion K2, K, ... un
ndmero finito de términos KE(‘“), KE(‘“) con la misma propiedad (véase n° 36). Si ahora
Ilamamos H§Qk) al conjunto de elementos de E que pertenecen a Kg(‘“‘) (que esta en F),

vemos que tendremos un numero finito de conjuntos Hf“), ...,Héqr) formados con
elementos de E y tales que: 1° cada elemento de E es interior en el sentido estricto de al
menos uno de ellos, 2° cualesquiera dos elementos de uno de ellos tienen una vecindad
< &.(p. 25y 26)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Este teorema lo enuncia en la seccion 41, comienza despuées de definir una clase
normal en la seccion 38. Antes de enunciarlo, comienza la seccion 39 definiendo unos
conjuntos parciales k. que trabaja Hadamard.

Lo demuestra para poder generalizar el teorema 15.

Quiere mostrar que para elegir un conjunto K, (Obs. 26) [correspondiente a un
conjunto E de una clase (V) NORMAL] tal que tenga solamente un nimero finito de
elementos independiente de &, es necesario y suficiente que el conjunto E con el que se
corresponde es compacto.

La correspondencia entre K. y E es en el sentido de que los elementos K, de K se
forman tales que los elementos de E son interior en sentido estricto de al menos un K, como

en la afirmacion 26.
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e Descripcion del enunciado

Condicidn necesaria y suficiente para poder elegir una familia finita de conjuntos.

2. Observaciones y complementos

e Demostracion con complemento

La condicién que E sea compacto (Def. 10) es necesaria. En efecto, en el caso
contrario, podriamos extraer de E una sucesion infinita S de elementos distintos B;, By, ... Sin
elementos limite (Def. 10). Si K es finito, es decir, que tiene un nimero finito de conjunto
parciales K., habra necesariamente un conjunto parcial K, al cual pertenecen una infinidad
de elementos de la secuencia S. Vemos entonces que podemos formar de poco en poco una

infinidad de sucesiones S,, de elementos de S tales que S, esta contenido en S,, y que |
. . 1 - -

- de dos elementos de S, sea inferior a —. Si es asi, llamo Bl(p), Bz(p), ... a los elementos

de la sucesion S, tomados en el mismo orden que en S, vemos que la sucesion

Bl(”),Bz(”),...Bép),... sera una sucesion de elementos de S distintos y tal que tenemos

_ para toda n, ya que las sucesiones S,, estan dadas de tal manera que S, 1

estd contenido en S,,, entiendo que todos los elementos de la sucesion S,,,,; también son
elementos de la sucesion S,. Puesto que E se toma de una clase normal (V) (Def. 33),

entonces admite una generalizacion del teorema de Cauchy (Def. 30) dado que satisface las

condiciones de Cauchy (Def. 29) (B;m,B?gﬁ;p)) <% para toda n, entonces la sucesion S

deberia tener un elemento limite, lo que contradice la hipotesis de que E no es compacto, por
lo tanto, es necesario que E sea compacto.

Reciprocamente, supongamos que E es compacto (Def. 10). Entonces el conjunto
F =E + E' compuesto de un conjunto compacto y que tiene sus elementos limites

(entendiendo que E + E’ es la unidn actual de conjuntos) es extrémal (Def. 11). Para un valor

dado de &, sabemos que podemos formar una sucesién de conjuntos parciales Kﬁl),ng),
tal que su conjunto satisface las condiciones de un K, relativo a F, por la (Obs. 26). En

particular, cada elemento de F es interior en el sentido estricto de uno de los conjuntos

k™, kP, ... Asi que por el (Teo. 15), podemos extraer de esta sucesion K, K, ... un

&
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numero finito de términos Kg(ql), ...Kg(‘h) con la misma propiedad (véase n° 36). Si ahora
Ilamamos Hg(q") al conjunto de elementos de E que pertenecen a Kg(q") (que esta en F), vemos

que tendremos un numero finito de conjuntos Hé‘“), e Héqr) formados con elementos de E
y tales que: 1° cada elemento de E es interior en sentido estricto de al menos uno de ellos,

2° cualesquiera dos elementos de uno de ellos tienen una vecindad < &, entonces el conjunto

formado por Hé‘h), s Hg(qr) forman el conjunto K, que se queria.

Ahora es facil generalizar el teorema del n° 36.

e Observaciones

Algo interesante en esta demostracion es que usa por primera vez la palabra distancia

(écart) sin antes definirla, en este caso, la estamos entendiendo como sinénimo de vecindad.

3. Definiciones y conceptos que utiliza

e Definiciones

——
d ot [doei 24

Fig. 16 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia

e Conceptos

o Conjunto K,
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Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

Los usos de la métrica que reconozco:

» “Vemos entonces que podemos formar de poco en poco una infinidad de sucesiones

S,, de elementos de S tales que S,,., esta contenido en S, y que [EIGISIGNGIHE de dos elementos
. . 1, . . L,

de S,, sea inferior a = Usa la palabra distancia, de alguna manera como sinénimo de

vecindad.

» ‘“serd una sucesion de elementos de S distintos y tal que tenemos _

para toda n” usa explicitamente la vecindad, pero como forma de representar la distancia

que menciona antes.

2. Practicas
e Preguntas de analisis

¢ Qué hace? ¢ Como hace? gué hace? ¢Para qué hace?
Demostracion
Determina una “Vemos entonces Si K, es finito, es Usa esta condicion

propiedad que que podemos formar decir, que tiene un en una de las
deben cumplir los de poco en pocouna numero finito de sucesiones S,, €S
elementos de wun infinidad de conjunto parciales decir, en un caso
conjunto, que a su sucesiones S, de K., habra particular.

vez es término de elementos de S tales necesariamente un

una sucesion de que S,,; estd conjunto parcial K,

conjuntos. contenido en S, y al cual pertenecen
que [ENIGISEBRGIE dc una infinidad de
dos elementos de S,, elementos de la
sea inferior a % secuencia S.
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Garantiza que una
sucesién de
elementos satisface
las condiciones de
Cauchy.

“serda una sucesion
de elementos de S
distintos y tal que
tenemos

Por la definicion de
las sucesiones S,
aunque la enuncia
como distancia aqui
vemos la vecindad.

Para determinar la
convergencia de una
sucesion.

para toda n” aqui
esta determinando
que la sucesion
satisface las
condiciones de
Cauchy (Def. 29)

Teoremal/

42. TuEOREME.—Soit E un ensemble d’éléments d’une classe normale (V). Pour que
de toute famille H DENOMBRABLE oU NoN *) d’ensembles I tels que tout élément de E soit
intérieur au sens étroit a an moins Pun d’eux, on puisse extraire un nombre fini den-
sembles I formant une famille G jouissant de la méme propriété que H, il faut et il
suffit que E soit extrémal.

Unidad de analisis

Teorema. - Sea E un conjunto de elementos de una clase (V) normal. Para que de
cada familia H, NUMERABLE O NO *) de conjuntos I tal que cada elemento de E sea
interior en el sentido estricto de al menos uno de ellos, podamos extraer un nimero finito
de conjuntos I formando una familia G con la misma propiedad que H, es necesario y

suficiente que E sea extrémal.

Demostracion.

Hemos demostrado (n ° 36) que la condicidn es suficiente en el caso en que H es
numerable.

Para el caso general, observemos que, si E es extrémal, podemos formar, para todo
&, conjuntos K, en numero finito satisfaciendo las condiciones indicadas anteriormente. Si
el teorema no es verdadero para E, hay al menos uno de estos conjuntos de tal manera que

sus elementos no son interiores en sentido estricto a un nimero finito de conjuntos I. Para
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1 ,
€=~ llamamos K™ y sea 4,,, uno de sus elementos. Puesto que E es extrémal, podemos

extraer de la sucesion A, A, ... unasucesion A, ,A,,, ... que - un elemento A de
E. A es interior en el sentido estricto en un intervalo I: I, y se demuestra facilmente que
para p suficientemente grande todo elemento de K™ es también interior en sentido
estricto de I, lo que conduce a una contradiccion.

La condicion es también necesaria. En efecto, supongamos que E no es cerrado,
existira una sucesion de elementos By, B, ... de E, que [iSHUSHNE un elemento B que no

pertenece a E. Ahora bien, consideremos los conjuntos I,, formados cada uno de elementos
A de E tal que (4,B) > % Cada elemento de E es interior en sentido estricto de al menos

uno de los I,,. Pero si consideramos un numero finito de estos conjuntos I,,, ciertamente
habré términos de la sucesion By, B,, ... que no les pertenecen.

Del mismo modo, supongamos que E no es compacto, existira una sucesion S de
elementos de E: B;, B,, ... sin elementos limites. Si consideramos cualquier elemento A de
E, podemos definir un niamero p, > 0 tal que (4, B,)) = p4, sea cual sea el elemento B,
BISHRIONEE 4« v tomado de la sucesion S; entonces A es interior en sentido estricto del
conjunto I, de elementos C de E tal que (C, A) < p4. Como resultado, cada elemento B de
E es interior en sentido estricto de al menos uno de los intervalos 14, a saber, I5. Si de la
familia H de intervalos I, se extrae un numero finito que forma una familia G, sera
imposible que G contenga a E, ya que en cada intervalo I, hay a lo mas un elemento de la

sucesion S.

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Este teorema lo enuncia en la seccion 42, inmediatamente después del teorema 16.
Fréchet lo reconoce como una generalizacion del teorema 15. Ademas, menciona que ya

demostro en el teorema 15 que la condicidn es suficiente en el caso cuando H es numerable.
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e Descripcion del enunciado del teorema

Condicion necesaria y suficiente para que se pueda elegir una familia finita de

conjunto con ciertas condiciones.

2. Observaciones y complementos

e Demostracion con complementos

Hemos demostrado (n ° 36) (Teo. 15): “Sea E un conjunto extrémal formado de
elementos de una clase (V). Si existe una sucesion indefinida G de conjuntos I, I, ... tal que
todo elemento de E es interior en sentido estricto de al menos uno de los conjuntos I,,, se
puede extraer de G un numero finito de estos conjuntos formando una familia H con la misma
propiedad que G *)” que la condicion es suficiente en el caso en que H es humerable.

Para el caso general, observemos que, si E es extrémal, podemos formar, para todo &,
conjuntos K, en numero finito satisfaciendo las condiciones indicadas anteriormente, se
refiere a las dadas en la (Obs. 26): “dado un conjunto E que pertenece a una clase separable
(V), podemos formar una infinidad numerable K, de conjuntos K, de elementos de E tal que
cada elemento de E es interior en el sentido estricto de al menos un K, y que la vecindad de
cualesquiera dos elementos de K, siga siendo inferior que €.”. Si el teorema no es verdadero

para E, hay al menos uno de estos conjuntos de tal manera que sus elementos no son interiores
. . , .. . 1
en sentido estricto a un namero finito de conjuntos I. Para € = - llamamos K™ y sea A,,,

uno de sus elementos. Puesto que E es extrémal (Def. 11) cualquier infinidad de elementos
de E da lugar al menos a un elemento limite que pertenece a E, podemos extraer de la
sucesion A, Ay, ... una sucesion A, , A, ... que - un elemento A de E, porque son
elementos de una clase (V) que también satisface las condiciones de convergencia de una
clase (L). A es interior en el sentido estricto en un intervalo I: I, y se demuestra facilmente
que para p suficientemente grande todo elemento de K (™) es también interior en sentido
estricto de I, lo que conduce a una contradiccidn, entiendo que la contradiccion se da porque
los conjunto K™ tales que sus elementos no son interiores en sentido estricto a un nimero

finito de los conjuntos 1.
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La condicion es también necesaria. En efecto, supongamos que E no es cerrado (Def.
6), existira una sucesion de elementos By, B,, ... de E, que [iGHGEIIE un elemento B que no

pertenece a E. Ahora bien, consideremos los conjuntos I,, formados cada uno de elementos
Ade E tal que - Cada elemento de E es interior en sentido estricto de al menos uno

de los I,,. Pero si consideramos un numero finito de estos conjuntos I,,, ciertamente habra
términos de la sucesion By, B,, ... que no les pertenecen, puesto que la sucesion By, By, ... que
son elementos de E y tienden a B, entonces por la afirmacion (Obs. 17) la vecindad (B, B)
tiende a cero con 1/n, lo que contradice la definicion de los I,,, por lo tanto E tiene que ser
cerrado.

Del mismo modo, supongamos gque E no es compacto (Def. 10), existird una sucesion
S de elementos de E: B,, B,, ... sin elementos limites. Si consideramos cualquier elemento A
de E, podemos definir un namero limite inferior de la vecindad (Def. 26) p4 > 0 tal que
BN sca cual sea el elemento B, HISHIMONE A y tomado de la sucesion S; entonces
A es interior en sentido estricto del conjunto I, de elementos C de E tal que (C,A) < p,.
Como resultado, cada elemento B de E es interior en sentido estricto de al menos uno de los
intervalos 14, a saber, I. Si de la familia H de intervalos I, se extrae un namero finito que
forma una familia G, serd imposible que G contenga a E, ya que en cada intervalo I, hay a lo
mas un elemento de la sucesion S. Porque cada elemento B de E es interior en sentido estricto
de al menos uno de los intervalos 1,, entonces dado que B es elemento interior, no existen

elementos de...

e Observaciones

No tengo observaciones

3. Definiciones y conceptos que utiliza

106

——
| —



e Definiciones

e f——y

Def. 11[liDe

Def. 10

-+

33

o
w
(=)

ef.

Def. 3

[y

o

ef. 3

N

Fig. 17 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia

e Conceptos

o Familia numerable de conjuntos

o Familia no numerable de conjuntos

Fase 2: Analitica
1. Usos de la métrica

Los usos de la métrica que reconozco son:

> “Puesto que E es extrémal, podemos extraer de la sucesion A;, 45, ... una
Sucesion Ap,, Ay, ... que [HGHUGHE un elemento A de E.” Afirma que una sucesion tiene
elemento limite.

> “supongamos que E no es cerrado, existira una sucesion de elementos
By, B,, ... de E, que [HEHGBHIIE un elemento B que no pertenece a E. ”” Afirma que una sucesion
tiene elemento limite.

> “Ahora bien, consideremos los conjuntos I, formados cada uno de elementos
A de E tal que - ” Determina una propiedad para los elementos de un conjunto.

> “Si consideramos cualquier elemento A de E, podemos definir un nimero
ps > 0 tal que (BB sca cual sea el elemento B, [SHINGNGE 4 v tomado de la
sucesion S ”. Usa la vecindad con elementos distinto.

> “A es interior en sentido estricto del conjunto I, de elementos C de E tal que

BRI . Determina una propiedad para los elementos de un conjunto.
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2. Practicas

e Preguntas de analisis

qué hace?

¢ Qué hace?

Extrae una
sucesion  de
otra sucesion

Garantiza que
una sucesion
converge

Determina
una
propiedad
para los
elementos de
un conjunto

¢ Como hace?

Demostracion

E es
11),

“Puesto que
extrémal (Def.
odemos

unelemento Ade E.”

“supongamos que E no
es cerrado (Def. 6),
existird una sucesion
de elementos By, By, ...
de E, que un
elemento B que no
pertenece a E.”

“Ahora bien,
consideremos los
conjuntos I,, formados
cada uno de elementos
A de E tal que

-”

——

Porque tiene una sucesion
que converge a un
elemento y los elementos
de la sucesiobn son
elementos de una clase
(V) que cumple las
condiciones de limite de
una clase (L) (Def. 3),
entonces por la segunda
condicion de esta
definicion se  puede
extraer una sucesion con
las condiciones dadas.

Porque supone que un
conjunto no es cerrado,

pero  si  compacto,
entonces la compacidad
garantiza la

convergencia.

Porque el teorema le pide
una familia de conjuntos
con esas propiedades

¢Para qué hace?

Para mostrar que
los elementos del
conjunto  K)
determinado por la
segunda sucesion
son elemento
interior en sentido
estricto del
conjunto al que el
limite  de la
sucesion es
interior en sentido
estricto.

Para  determinar
una propiedad de
los elementos de
un conjunto y
determinar  que
hay elementos de
la sucesion
B;, B,, ... no todos

pertenecen a los
conjuntos I,,.

Usa estos
conjuntos  junto
con la
convergencia

anterior para
determinar  que
hay elementos de
la sucesion

B,, B,, ... no todos
pertenecen a los
conjuntos I,,.
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Determina la Con la definicion de Porque los elementos que Para  garantizar
vecindad de limite inferior de una utiliza para determinar la que el elemento A
dos elementos vecindad (Def. 26) “Si  vecindad son elementos es interior en
distintos consideramos de una sucesion que no sentido estricto de

cualquier elemento A tiene limite un conjunto I,

de E, podemos definir

un nimero p, > 0 tal

e ANEIGN -2

cual sea el elemento

5, (SHEONE 4 y

tomado de la sucesion

S”.
Determina “A es interior en Porque asi pide el Para afirmar que,
una sentido estricto del teorema la definicion de cada elemento B
propiedad conjunto 1y de los conjuntos I de E es interior en
para los  elementos C de E tal sentido estricto de
elementos de que ((CHEDIEIRN - al menos uno de
un conjunto los intervalos I, a

saber, I5.

Teorema 18

43. TutorEME. — Tout ensemble non dénombrable E formé d’éléments d'une classe
(V) normale est condense.

Unidad de analisis

Teorema. - Todo conjunto no numerable E formado de elementos de una clase (V)

normal es condensado.

Demostracion.
Sea E; una infinidad no numerable de elementos de E, queremos probar que E; da
lugar al menos a un elemento de condensacion. En efecto, cualquiera que sea € podemos,

como lo hemos visto, encontrar una sucesibn numerable de conjuntos
1 2 )
Kg( ), Kg( _ Kg("), ..., tales que cada elemento de E; estad en uno de ellos y _

ENEEIEHERISIEEMIRONIENSNORISEANENE . = istc nor lo tanto al menos uno de estos

conjuntos que contiene una infinidad no numerable de elementos de E;. Tomando

109

——
| —



sucesivamente € = 1,

N |-

1 ., .
=+, +, podemos formar una sucesién de conjuntos HO H®

tales que H™ contiene una infinidad no numerable de elementos de E;, contenidos en

H®= Dy que cualesquiera dos elementos de H(™ _

Entonces, si tomamos dos elementos cualesquiera A,, A, en H™, cada una de las
sucesiones Ay, 4y, ...; A}, A, ... [ICHCIMMMMMIE A que es el mismo. Asf que, E; da lugar a
un elemento limite A y es un elemento de condensacion, ya que, si eliminamos de E; una
infinidad numerable de elementos, aiin quedaran elementos en cada uno de los H™ y A

sera aun un elemento limite del conjunto restante de E;. (p. 27)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Este teorema lo enuncia en seguida de la demostracién del teorema 17, en la seccion

43.

De este teorema concluye que:

NOTA: Combinando el teorema precedente con el del No. 31 obtenemos la siguiente
afirmacion:

Obs. 27 - Todo conjunto cerrado F formado por elementos de una clase normal (V)

es la suma de un conjunto numerable y un conjunto perfecto o nulo sin elementos comunes.
(p. 27)

e Descripcion del enunciado

Propiedad de un conjunto no numerable

2. Observaciones y complementos
e Demostracion con complementos

Sea E; una infinidad no numerable de elementos de E, queremos probar que E; da
lugar al menos a un elemento de condensacion (Def. 9): “un elemento limite de E; que
también es un elemento limite de todo conjunto que se obtiene eliminando de E; una infinidad

numerable de elementos”. En efecto, puesto que los elementos de E; son elementos de una
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clase (V) normal, en particular es separable, y por la (Obs. 26) cualquiera que sea € podemos,

. .z . 1 2
como lo hemos visto, encontrar una sucesion numerable de conjuntos KS( ), Kg( ) Kg("),

tales que cada elemento de E; esta en uno de ellos y que la [ECGEURICROSCICHICHOStCNG

ENENBSISEERE. cxiste por lo tanto al menos uno de estos conjuntos que contiene una

infinidad no numerable de elementos de E;, entiendo que pasa esto porque los conjuntos

K{fl),K{fZ),...,K,E"),..., son una cantidad numerable de conjuntos y de alguna manera

contienen al conjunto E; que tiene una cantidad no numerable de elementos, entonces debe
existir un conjunto KE(”) que tiene una cantidad no numerable de elementos de E;. Tomando

sucesivamente € = 1,

N |-

1 ., .
,=*+,~,+, podemos formar una sucesién de conjuntos HO H®

tales que H™ contiene una infinidad no numerable de elementos de E;, contenidos en

H® D yque cualesquiera dos elementos de H™ _ Entonces,

si tomamos dos elementos cualesquiera A4,, A, en H™, si tomamos cualesquiera dos

elementos A, Anip de H™, por la definicion de H™ tenemos que (4, Apip) < % y
(An, Anip) < % para cualquier p, entonces cada sucesion A,,, A;, satisface las condiciones de

Cauchy (Def. 29), en consecuencia, dado que la clase (V) es normal (Def. 33) por lo que
admite una generalizacion del teorema de Cauchy (Def. 30), entonces cada una de las
sucesiones Ay, A,, ...; Ay, A, ... [ICHCIIMMIMIG A que es el mismo, suponiendo que 4, y Al
tienden a Ay a B respectivamente, tenemos por la (Obs. 17), las vecindades (4,, A) y (4y, B)
tienden a cero con 1/n, ademas por la definicion de H™ tenemos que (4,,, A}) tiende a cero
con 1/n, entonces por la segunda condicion de la definicion de vecindad (Def. 24) se tiene
que (4;, A) tiende a cero con 1/n, del mismo modo y considerando que (4;,, B) tiende a cero
con 1/n se tiene que (4, B) es cero, usando el mismo razonamiento que en la (Obs. 18) asi
Ay B son el mismo. Asi que, E; da lugar a un elemento limite A y es un elemento de
condensacion, ya que, si eliminamos de E; una infinidad numerable de elementos, aln
quedaran elementos en cada uno de los H™ y A ser& ain un elemento limite del conjunto

restante de E;.

e Observaciones

No tengo observaciones.
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3. Definiciones y conceptos que utiliza

e Definiciones

—t—
oo [foei 24

Fig. 18 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia

e Conceptos

o Infinidad no numerable de elementos / conjunto no numerable

Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

Los usos de la métrica que reconozco son:

> “...cualquiera que sea & podemos, como lo hemos visto, encontrar una

sucesion numerable de conjuntos Kg(l), KE(Z), s be”), ..., tales que cada elemento de E; esta

en uno de ellos y que [N EEINGENEEHOSSISRENIOSUENNOICISNOSIEANSNE * Us2 |2 vecindad

para determinar la propiedad de elementos de un conjunto

> “cualesquiera dos elementos de H™ _” Usa

la vecindad para determinar la propiedad de elementos de un conjunto
> “si tomamos dos elementos cualesquiera A,, A, en H™ cada una de las
sucesiones 4y, 4y, ...; A, Ab, ... [ICHCIRIMIMMIG A quc es el mismo.” Garantiza la convergencia

de dos sucesiones.
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2. Practicas

Preguntas de analisis

¢ Qué hace?

Determina una
propiedad para los
elementos de un
conjunto

Determina una
propiedad para los
elementos de un
conjunto

¢ Como hace?

“...cualquiera que sea
& podemos, como lo

hemos visto,
encontrar una
sucesion  numerable
de conjuntos

KM kP k™.
tales que cada
elemento de E; estd

en uno de ellos ue

dos
elementos de H®™

“cualesquiera

——
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¢Por qué hace?
Demostracion

Porque el teorema
cumple las hipotesis
de la (Obs. 26) y
permite formar la
sucesion numerable
de conjuntos con la
propiedad de que la
vecindad de dos
elementos de uno de
ellossea < ¢.

Porque esta
definiendo una
familia de conjunto
no numerable, pero
de alguna manera la
extrae de la familia
numerable anterior
y por eso cumple
con la propiedad de
que  cualesquiera
dos elementos de
H™ tenga una

vecindad menor que
1

n.

¢Para qué hace?

Para formar una
sucesion de
conjuntos que
contienen una
cantidad infinita no
numerable de

elementos de E; y
con la  misma
propiedad.

Para garantizar la
convergencia de dos

sucesiones de
elementos de
cualquier conjunto

de la sucesion H™,

'



Garantiza la

...s1 tomamos dos

Por la propiedad que

Para demostrar que,

convergencia de elementos cumplen los aunque se elimine
dos sucesiones aun cualesquiera A,, A, elementos de los una infinidad
mismo limite en H™, cada una de conjuntos H® se numerable de
las sucesiones cumplen las elementos del
Ay Ay, .. AL AL, ... condiciones de conjunto E; siempre
_ A que Cauchyy porque los habré otra infinidad
es el mismo.” Usa la elementos son de no numerable que
definicion de los una clase (V) da lugar a un
conjuntos H™, para normal (Def. 33) elemento limite.
usar la (Def. 29) que
son las condiciones de
Cauchy.
Teorema 19

45. TutoREME.— Soit E un ensemble quelcongue formé d’eléments d'une classe sépa-
rable (V'); il existe un ensemble dénombrable d’élémenis de E el que tout élément de E appar-
tienne, soit & cet ensemble D, soit & son dérivé Y. Lorsque E est fermé, on a: E==D--D.
Lorsque E est parfait, E==D'".

Unidad de analisis

Teorema. - Sea E cualquier conjunto formado de elementos de una clase separable
(V); existe un conjunto numerable de elementos de E tal que cada elemento de E
pertenece, al conjunto D o a su derivado D'. Cuando E es cerrado, tenemos: E = D + D',

Cuando E es perfecto, E = D'.

Demostracion.

En efecto, para cualquier n, podemos formar una infinidad numerable de conjuntos

HO H®, . HP), .. conformados de elementos de E tales que [ENCOIUGRCIEItaUNoE
_ y que cada elemento de E estd en uno de los conjuntos de esta

sucesion. En cada uno de estos conjuntos H,Sp) hay al menos un elemento Aﬁf’). Cuando

damos a n y p valores enteros arbitrarios, obtenemos un conjunto numerable D de los
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elementos Aﬁlp) pertenecientes a E. Ahora esta claro que cada elemento de E pertenece a D
oaD'.

Lo contrario no es generalmente correcto; pero si E es cerrado cada elemento de
D + D' pertenecera a E; por lo tanto, en este caso E = D + D'. Ademéas, E' = D'+ D" =
D'. Si incluso E es perfecto, tendremos E = E’ de donde E = D'.

Observemos ademas que, inversamente, si E, D son dos conjuntos formados de
elementos de una clase (V), tales que tenemos: E =D + D', el conjunto E es

necesariamente cerrado. Si E = D’ (D es una parte de E), E es perfecto. (p. 27, 28)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Este teorema es el Ultimo que enuncia en la parte de las clases normales, en la seccién
45.

e Descripcién del enunciado

Propiedad de un conjunto numerable

2. Observaciones y complementos

e Demostracion con complementos

En efecto, para cualquier n, por la (Af. 26) podemos formar una infinidad numerable

de conjuntos H,(ll), H,(f), H,(lp), ... conformados de elementos de E tales que _

_ y que cada elemento de E estd en uno de los conjuntos de

esta sucesion. En cada uno de estos conjuntos H,Sp) hay al menos un elemento Aﬁf’) en

consecuencia son no vacios. Cuando damos a n y p valores enteros arbitrarios, obtenemos

un conjunto numerable D de los elementos A,(f) pertenecientes a E. Ahora esta claro que cada

elemento de E pertenece a D 0 a D', puesto que son elementos de una clase (V) separable
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(Def. 31) entonces los elementos de E pertenecen a D o a la clase (V) que se puede ver como
D'

Lo contrario no es generalmente correcto; pero si E es cerrado (Def. 6) es decir, que
contiende a su conjunto derivado, cada elemento de D + D' pertenecera a E; por lo tanto, en
estecaso E = D + D'. Ademas, E' = D' + D" = D'. Siiincluso E es perfecto (Def. 7), cuando
coincide con su conjunto derivado, tendremos E = E' de donde E = D',

Observemos ademas que, inversamente, si E, D son dos conjuntos formados de
elementos de una clase (V), tales que tenemos: E = D + D', el conjunto E es necesariamente

cerrado. Si E = D' (D es una parte de E), E es perfecto.

e Observaciones

No tengo observaciones

3. Definiciones y conceptos que utiliza
e Definiciones

8 0ci 4§ oci 5l 6 W Def 5

Fig. 19 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia

e Conceptos

o Infinidad numerable de conjuntos / Conjunto numerable

o Suma de conjuntos

Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

En este teorema reconozco un uso de la métrica: “para cualquier n, podemos formar

una infinidad numerable de conjuntos H,(ll), H,gz), H,(lp), ... conformados de elementos de E
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vecindad menor que un ndmero para determinar una propiedad de los elementos de una

infinidad de conjuntos.

2. Practicas

Preguntas de analisis

¢ Qué hace?

Determina una
propiedad de los
elementos de una
infinidad de
conjuntos

Teorema 20

¢ Como hace?

qué hace?

Demostracion

Lo hace wusando la

(Obs. 26) para
cualquier n, podemos
formar una infinidad
numerable de
conjuntos

HOV H®, HP ..
conformados de

elementos de E tales
ue

Porque la clase de
elementos  que
tiene es una clase
) separable
(Def. 31)

¢Para qué hace?

Para afirmar que hay

al menos un
elemento AP,

Cuando damosany
p Vvalores enteros
arbitrarios,

obtenemos un
conjunto numerable
D de los elementos

AP pertenecientes a
E.

46. TurorEME. — Considérons une opération U définie dans un ensemble E formé
d'eléments d'une classe (V). La condition nécessasre et suffisante pour que U soit une opération
continue dans E est que, si 4 est un élément quelconque commun d E ¢t & E', on puisse
faire correspondre & tout nombre € >> 0 un nombre v, lel que Tindgalité (4, B) <,
entraine |U(A4) — U(B)| < ¢ pour tout élément B de E.

Unidad de analisis

Demostracion.

Teorema. - Consideremos una operacion U definida en un conjunto E formado por
elementos de una clase (V). La condicion necesaria y suficiente para que U sea una
operacion continua en E es que, si A es un elemento cualquiera de E y de E’, podemos

corresponder a todo niimero € > 0 un nimero 7, tal que si desigualdad (BN

iRl EEIRNE para todo elemento de B en E.
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1° En efecto, de acuerdo con la definicion que hemos dado de la continuidad de U,
si U es continua en A y si 4y, 4y, ..., A, ... [IGHGGH A, U(A,,) tiende a U(A). Sea ahora ¢
un numero positivo cualquiera; si no podemos determinar un numero n, tal que la

desigualdad (NENIERUIIMBIeE | U (4) — U(B)| < ¢, podriamos determinar, cualquiera

que sea n, un elemento B,, de E tal que

| [URTCSIER

Cuando n crece indefinidamente, la primera desigualdad muestra que B,, [iGHteHE
By, de acuerdo con la hipétesis, U(B,,) tiende a U(A), lo que lleva a una contradiccion
con la segunda desigualdad.

2° Si, para cualquier &, podemos determinar 7, tal que [(IEIEEIRINDNIcH
|U(A) — U(B)| < &, vemos que podemos tomar p suficientemente grande para que la
sucesion By, B, ... [iGHGEME B, la desigualdad n > p, implica |U(4) — U(B,)| < ¢ . Es
suficiente tomar p lo suficientemente grande para que n > p, implique (RGN

Esto demuestra que U(B,,) tiende a U(A).

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Es el primer teorema que enuncia en la parte de la continuidad definida por medio de
la vecindad, considera que es una segunda definicién de operacion continua. En palabras de
Fréchet, esta definicion es menos general que la primera definicién (Def. 12), porque solo
tiene sentido cuando se puede definir la vecindad.

e Descripcion del enunciado

Condicion necesaria y suficiente para que una operacion sea continua.
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2. Observaciones y complementos

e Demostracion con complementos

1° En efecto, de acuerdo con la definicién que hemos dado de la continuidad de U,
(Def. 12), si U es continua en Ay si Ay, Ay, ..., A,, ... tiende a 4, U(4,,) tiende a U(A). Sea
ahora & un numero positivo cualquiera; supone que no existe el namero 71,4, si no podemos
determinar un numero 1,4 tal que la desigualdad (4, B) < 14, implica |U(A) — U(B)| < &,

podriamos determinar, cualquiera que sea n, un elemento B,, de E tal que

| NUORUCSIER

Cuando n crece indefinidamente, puesto que la vecindad (4, B) tiende a cero con %y

(A,By) < % entonces por la segunda condicion de la (Def. 24) la primera desigualdad

muestra que B,, [IBIBEH B (en lugar de B es A) y, de acuerdo con la hipétesis se supone que
la operacion es continua y por la (Def. 12), U(B,) tiende a U(A), lo que lleva a una
contradiccion con la segunda desigualdad.

2° Si, para cualquier &, podemos determinar 1, tal que [ANGONGHN, implica
|U(A) —U(B)| < &, vemos que podemos tomar p suficientemente grande para que la
sucesion By, B, ... - B, entonces por la segunda condicion de la (Def. 24) se tiene que
(4, By) tiende a cero, es decir, la sucesion B, tiende a A, luego por hipotesis la desigualdad
n > p, implica |U(A) — U(B,)| < €. Es suficiente tomar p lo suficientemente grande para
que n > p, implique (NG

Esto demuestra que U(B,,) tiende a U(A).

e Observaciones

En esta demostracion podemos observar que la expresion tiende a le da el mismo

significado que a la expresion V(A) = lim V(4,), Como lo observamos en esta parte de la
n=oco

demostracion donde hace referencia a definicion de operacion continua: “En efecto, de

acuerdo con la definicién que hemos dado de la continuidad de U, (Def. 12), si U es continua

enAysi Ay, Ay, ..., A, ... ICHIGE A, U(A,) IEHUeE U(A).”
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3. Definiciones y conceptos que utiliza
e Definiciones

Fig. 20 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia

e Conceptos

No usa ningln concepto.

Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

Los usos de la métrica que reconozco son:

> “Cuando n crece indefinidamente, la primera desigualdad muestra que B,
BEREENE 5 vy, de acuerdo con la hipétesis, U(B,) tiende a U(4), lo que lleva a una
contradiccién con la segunda desigualdad. ” demanda del uso de la métrica para garantizar
gue una sucesién converge.

> “Si, para cualquier &, podemos determinar 1, tal que (INGHISIN, implica
|U(A) — U(B)| < £” Usa la vecindad de dos elementos, menor que un namero.

> “Es suficiente tomar p lo suficientemente grande para que n > p, implique
B <sto demuestra que U(B,,) tiende a U(A).” Usa la vecindad y demanda de la
métrica para decir que un nimero tiende a otro.
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2. Practicas

Preguntas de analisis

¢ Qué hace?

Garantiza la
convergencia  de
una sucesion de
elementos de una
clase (V)

Garantiza la
convergencia  de
una sucesion de

nameros, que son
los valores de la
operaciéon U.

¢ Como hace?

qué hace?

Demostracion

Usala (Obs. 17) sies
que en lugar de B es
A entonces,
“Cuando n crece
indefinidamente, la
primera desigualdad
muestra que B,
B” (en lugar
de B es A).
Es suficiente tomar
p lo suficientemente
grande para que n >

ﬁ, implique

“de acuerdo con la
hipotesis que supone
que la operacion es
continua y por la
Def. 12), U(Bp)
U(A), loque
lleva a una
contradiccién con la
segunda
desigualdad.”
la desigualdad n >
p, implica |
UByl<e

——
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Porque supone que
para

cualquier n, y usa la
(Obs. 17)

Porque  demuestra
que la sucesion
B;,B,, ... tiende a A,
y por la (Obs. 17)

Porque tiene una
sucesion de
elementos que
converge al

elemento A y porque
la operacion U es
continua con la (Def.
12)

Porque esta
suponiendo

verdadera la
propiedad que
quiere  demostrar

que es necesaria y
suficiente. Y cumple
que para cualquier €
se puede determinar
un namero tal que la
vecindad (A, B)
tiende a cero con ese
namero

¢Para qué hace?

Para usar la hipotesis
de que la operacion
es continua con la
(Def. 12)

Para demostrar que
U(B,) tiendea U(A)
y asi demostrar que
cumple la propiedad
supuesta.

Para llegar a una
contradiccion con la
suposicion con la

desigualdad
I, y muestra que la

condicién es
necesaria.

Para decir que
U(B,) tiende a
U(4).

'



Determina
elementos vecinos

Teorema 21

Es suficiente tomar
p lo suficientemente
grande para que n >
D, implique
(A,B,) <ny, esto
demuestra ue
U(By) i
U(4).

Si, para cualquier ¢,
podemos determinar

n, tal que [EENEDIR
B, implica |[U(4) —
UB)|<e

Porque demuestra
antes que la
desigualdad n > p,
implica |U(A4) —
U(Bp)| < e.

Porque esta

suponiendo cierta la
propiedad que
quiere  demostrar
que es necesaria y
suficiente.

Para demostrar que,
si supone verdadera
la propiedad,
entonces la
operacion cumplira
la (Def. 12) y en
consecuencia
demuestra la
suficiencia.

Para garantizar que
la sucesion By, B, ...
tiendaa B.

TutorEME. — Toute opération continue dans un ensemble EXTREMAL E formé d'dlé-
ments d'une classe (V) est uniformément continue dans L.

Unidad de analisis

Demostracion.

elementos de una clase (V), es uniformente continua en E.

cualquier n, existan dos elementos A,,, B,, de E, que satisfacen:

[ NlICSETCS e

De la sucesion Ay, 4,, ... podemos extraer una sucesion A, , A, ... que [SHCIGOMY
I - B - o .

|U(4p,) = U(Bp,)| < |U(4p,) U] +|U(4) - U(By, )|

Teorema. - Toda operacion continua en un conjunto EXTREMAL E formado de

En efecto, en el caso contrario, podriamos encontrar un nimero € > 0, tal que, para

——
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. , . . 1
Las dos cantidades del segundo término tiende a cero con ~ Por lo tanto, es

imposible que el primer término sea > . (p. 29)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Este teorema lo da después de definir una operacién uniformemente continua en un
conjunto formado por elementos de una clase (V), y afirma que toda operacion
uniformemente continua es continua, sin embargo, el reciproco no siempre es cierto, solo en

el caso cuando el conjunto E es extrémal, esto es lo que demuestra en el teorema.

e Descripcion del enunciado

Relaciona la propiedad de continuidad de una operacion con la de uniformemente

continua.

2. Observaciones y complementos

e Demostracion con complementos

En efecto, en el caso contrario, podriamos encontrar un niamero € > 0, tal que, para

cualquier n, existan dos elementos A,,, B,, de E, que satisfacen:

| JUCSETCSTER

Dado que el conjunto E es extrémal (Def. 11), de la sucesion A4, A,, ... podemos

extraer una sucesion 4, Ay, .. que [ EOTOEEINSERENOEN. = onc-: [l

por la hipdtesis de contradiccion y por la segunda propiedad de la (Def. 24) entonces también

- Sin embargo:
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. . . . 1 .z
Las dos cantidades del segundo término tiende a cero con ~, porque la operacion U es

continua (Teo. 20). Por lo tanto, es imposible que el primer término sea > ¢.

e Observaciones

No tengo observaciones

3. Definiciones y conceptos que utiliza
e Definiciones

Roci 20

Fig. 21 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia

e Conceptos

No usa ningln concepto

Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

Los usos de la métrica que reconozco son:

> “podriamos encontrar un numero € > 0, tal que, para cualquier n, existan

dos elementos 4,,, B,, de E, que satisfacen: - [U(A,) —UB)| =¢e.”

Determina la cercania entre dos elementos.

> “delasucesion Ay, 4,, ... podemos extraer una sucesion A, , A, , ... que [iGHg

CoOmONEERCICHERONEEE . * S observa que garantiza que una sucesion converge, lo

cual demanda del uso de una métrica.
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> “Entonces (B UCHCHCINMICHONIMIIGHA. ~ Porque para mostrar que una

sucesion converge, se requiere del uso de una métrica, en este caso lo hace con la definicion

de vecindad.

2. Practicas

Preguntas de anélisis

¢ Qué hace?

Determina

elementos vecinos

¢ Como hace?

¢Por qué hace?

Demostracion

podriamos encontrar
un namero € > 0, tal
que, para cualquier
n, existan  dos
elementos A, B, de

E, iue satisfacen:

Porque supone que la
operacion  no  es
uniformemente
continua, y considerar
una vecindad de dos
elementos
cualesquiera es parte

¢Para qué hace?

Para afirmar que
|U(An) -

ara garantizar que
€S

infinitamente
~ 1
pequefia con -

de esta definicion.
(Def. 34)
Garantiza la de la sucesion Porque da una Para arantizar
convergencia de Ay, A,, .. podemos sucesion de elementos que ﬁ es
una sucesion extraer una sucesion de  un  conjunto nfinitamente
extrémal pequefia con un 1/
n. Y usarlo para
: mostrar que el
Usa la definicién de namero
conjunto  extrémal lu(4,,) — U]
(Bet: 12). tiende a cero con %
usando la hipotesis
de que la
operacion es
continua (Teo. 20)
( ]
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Garantiza que una Entonces
sucesion converge
al mismo limite que

otra sucesion

dado que

por
lo hip6tesis de
contradiccion y por
la segunda
propiedad de la
(Def. 24) entonces
también

Teorema 22

la sucesion
B, ~ya sabe que
converge, sin
embargo, no sabe a
qué elemento
converge y demuestra
que es al mismo
elemento que la
sucesion A, , ademas
que vya tiene el
elemento al que
C(_)nverg_e Apn y por
hipotesis tiene que la
yec;mdad (Ap,, Bp,) s
infinitamente pequefa

1
con =

n

Porque

Para mostrar que
el numero

U4) - U(By,)]

. 1
tiende a cero con ~
usando la hipotesis
de que la
operacion es
continua (Teo. 20)

bornées.

TrEOREME. — Pour gue des opérations continues dans un méme ensemble extrémal
E, formé &'éléments dune classe (V) séparable, forment une famille compacte &, faut
et il suffit que les opérations de J soient, en towt dlément de E, également continues et

Unidad de analisis

Teorema. - Para que las operaciones continuas en un mismo conjunto extrémal E,

formado por elementos de una clase (V) separable, forman una familia compacta J, es

necesario y suficiente que las operaciones de J sean, en todos los elementos de E,

igualmente continuas y limitadas.

No lo demuestra

——
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Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Para enunciar este teorema, Fréchet introduce la familia de operaciones igualmente
continuas en un conjunto formado por elementos de una clase (V) en la seccién 48.

Este teorema resulta del teorema en la seccién (No. 19) considerando el conjunto E
formado por elementos de una clase separable. Fréchet dice que la condicidén impuesta en ese
teorema de que E es numerable se satisface si misma.

Demuestra que para que esta familia de operaciones sea compacta, es necesario y

suficiente que las operaciones sean, igualmente continuas y limitadas en E.

e Descripcién del enunciado

Condiciones necesarias y suficiente para que las operaciones continuas formen una

familia compacta.

2. Observaciones y complementos

No lo demuestra

3. Definiciones y conceptos que utiliza

e Definiciones

o £ O Of O o
Coct 5§ et 1 Roet 128 oei-1 W o 5

Fig. 22 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia

e Conceptos

o Operaciones limitadas en su conjunto
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o Conjunto numerable

Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

Dado que no hace la demostracion, no contamos con la actividad matematica para

responder los cuestionamientos analiticos.

Teorema definido en el capitulo 1. Basados en la definicion de una clase (E)

Teorema 23

51. TutoREME. — La condition nécessaire et suffisante pour que toule opération con-
tinue dans un ensemble E d'éléments d'une classe (E), 1° soit bornde dans cet ensemble,
2° y attesgne sa Iimite supérieure, est que cet ensemble E soit extrémal.

Unidad de analisis

Teorema: La condicidn necesaria y suficiente para que toda operacion continua
en un conjunto E de elementos de una clase (E), 1% sea acotada en ese conjunto, 22 alcance

su limite superior, es que el conjunto E sea extrémal.

Demostracion.

Ya hemos probado que la condicidn es suficiente.

Ahora mostraremos que si el conjunto E no fuese extrémal, podriamos formar al
menos dos operaciones continuas en E: una no acotada, la otra acotada pero que no alcance

su limite superior. Observemos que es suficiente obtener la primera U, ya que se puede

U? Lo .
tomar por la segunda a: V = —5z due nunca alcanzara su limite superior: 1

1°. Supongamos primero que E no es cerrado. Es decir, hay un elemento A4, limite
de elementos de E' y no pertenecen a E. Entonces seré suficiente tomarlo por valor de U(B)

en cada elemento B de E:

1
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Esta operacion evidentemente no es acotada. Esta bien definida en todo elemento

B de E; ademas es continua, ya que si B y C son dos elementos de E, tenemos:

U(B) -UO)] = |m '

ahora, tomando B fijo y € tan pequefio como se desee y en particular, mas pequefio
que (4, B), se tiene:

1(4,C) — (A,B)| < (B,0),

La desigualdad: (B, C) < € conlleva a:

|(A,C) — (A,B)| <€ (A4,B)(A,C)> (A B)[(AB) —¢].

Asi que, si w es un nimero > 0y tan pequefio como se desee, serd suficiente tomar

& de modo que:

&

< (AB)Y pprss

< w,

para que la desigualdad:

(B,C) < eiimplique |[UB) —U(0)| < w

2% Consideremos el mismo caso donde E no es compacto. Entonces podemos
encontrar en E una sucesion infinita S de elementos de E distintos

Ay Ay, o Ay, ..

tal que la sucesién S no tenga elemento limite. Para formar una operacion U
continua y no acotada en el conjunto E, primero haremos algunas observaciones sobre la
sucesion S.

Sea ¢, el limite inferior de |ESIGIGIANGIAY de 4, con todos los otros elementos de la
sucesion S. El numero &, = 0 no puede ser nulo, de lo contrario podriamos extraer de S
una sucesion que [ISHGGE A,

Ahora, descompondremos a E en conjuntos parciales de la manera siguiente.

Llamamos E,, al conjunto de elementos B de E tal que: (B,A,) < ap, nombrando a, el
mas pequefio de dos numeros % y %” Sea B un elemento de E,, y C un elemento de Ej,

tenemos que:

) (4, 4,) < (4, B)+(C,Ay) + (B,0).
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Ahora bien, para cualquier p y g tendremos, de acuerdo la definicion misma de &,

(Ap Aq) = &5 Y (Ap, Ag) = 4.

Donde
(4p.4) 2

Por otra parte, de acuerdo con la definicion de E, y Ej; .

£p+$q

(4pB) <2, (4,0) <2,
Asi, la desigualdad se convierte:
£p+£q < (B C) + £p+€q
Donde
(B C) > £p+eq

Asi, - de dos elementos cualesquiera, uno en E,, el otra en E,,, es superior
(mayor) a un nimero positivo fijo. Esto prueba que: 1% E,, y E, no tienen elementos en
comun; 22 ningan elemento limite de E, pertenece a Eg4, ni inversamente. Al fin, si
consideramos una sucesion de elementos B4, B,, ... que pertenecen respectivamente a los
conjuntos E,_, E,_, ... todos distintos, es imposible que tal sucesion tenga limite. En efecto,
en este caso podemos primero, solo considerar si es necesario una sucesion extraida de la
sucesion dada, suponer que los indices Py, P,, ... estan creciendo. Ahora bien, tendriamos,
Ilamando C al limite de esta sucesion de elementos,

(C,4,,) < (C,By) + (B, Ap,),

y ya que por hipotesis (By, Ay, ) < tenemos que los dos términos del segundo

miembro _ 0 con ;. Lo que es imposible ya que habria una sucesion

Ay, Ay, ... extraida de S que [ETGHGIIGRHE Un |mite C.

Con esto, formaremos la operacion buscada U de la manera siguiente. Tomamos

U(B) = [a, — (B, Ap)] al;
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Cuando B es un elemento cualquiera de E,,, y tomemos U(B) = 0 cuando B no
estd en ninguno de los conjuntos E;, E,, .. €s decir, estd en el conjunto G = E — E; — E, —
--. Vemos primero que U es una operacion bien determinada en todo elemento de E. No
es acotada, porque tenemos:

U(Ap) =p

Sin embargo, es continua en E. Es suficiente mostrar que si los elementos de E

GISHREGS: C.,C., ... EHEERRERIE . clcmento C de E, tenemos:
U(C) = lim U(Cy).
En efecto, observaremos primero que no hay, de acuerdo con lo anterior, una
infinidad de elementos de la sucesion C;, Cs, ... pertenecientes a los conjuntos E,, distintos.
Entonces:
1° O bien, C esta en G, es decir tendremos que para cualquier p
(€, 4y) > a,.
0
(Cn4p) = (C,A,) — (C,C) = ap +[(C,Ap) —ap — (C,C];
Por otro lado, tendremos, para n suficientemente grande,
(C,Cp) < (C,A,) — ay,
Por lo tanto, combinando estas dos desigualdades
(G Ap) > ap.

Asi que, a partir de cierto rango C,, esta en G. Entonces se tiene:
Uy =0, UC)=0,

De donde:

U(C) = lim U(Gy).

2° O bien C estaen Ey, y se tiene: (C, Ap) < ay,. Entonces se presentan dos casos

a) (C,A,) < a; vemos como antes que a partir de cierto rango C,, esta

constantemente en Ep. Entonces:

U(C) = U(Cu)l = |(Ca Ap) = (€ Ap)| - < (C.C) -
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Asi que:

U(C) = lim U(Cy).

b) (C,A,) < a,. Entonces, a partir de un cierto rango no hay mas en la sucesion
C1, Cy, ... que elementos de G: Cy, , Cy,, ... y elementos de Ey: Cy, Cy,, ... VEMOS COMO antes
que:

Uu(C) = llzrg U(Cq,)-

Por otro lado, tendremos

u)=0,U(C,) =0,

De donde:

U(C) = lim U(Ca,).
Por lo tanto, combinando
U(C) = lim U(Cy).

Asi U es una operacion no acotada, continua en todo elemento de G. (p. 31-33)

Fase 1: Descriptiva

1. Descripcion general

Este es el ultimo teorema que enuncia y es el Gnico que enuncia después que define
la distancia, ya que en la demostracion de este teorema la usa.
Fréchet menciona que este teorema es el reciproco del teorema que enuncio al

principio en la seccion 11.

e Descripcién del enunciado

Condicién necesaria y suficiente para que una operacion continua sea acotada y

alcance su limite superior.
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2. Observaciones y complementos

¢ Demostracion “completa”

Ya hemos probado que la condicion es suficiente. No menciona donde lo demuestra.
Ahora mostraremos que si el conjunto E no fuese extrémal, podriamos formar al
menos dos operaciones continuas en E: una no acotada, la otra acotada pero que no alcance

su limite superior. Observemos que es suficiente obtener la primera U, ya que se puede tomar

UZ

por lasegundaa: V = e

que nunca alcanzara su limite superior: 1.

1°. Supongamos primero que E no es cerrado (Def. 6). Es decir, hay un elemento A,
limite de elementos de E y no pertenecen a E. Entonces sera suficiente tomarlo por valor de

U(B) en cada elemento B de E:

1

UB) = @5y (4, B) es la distancia de B que pertenece a E y A que pertenece a E’

peronoakE.
Esta operacion evidentemente no es acotada. Esta bien definida en todo elemento B

de E; ademas es continua, ya que si B y C son dos elementos de E, tenemos:

UB) = L yUu(C) = (L entonces

B A,C)
e - @m0
|UB) -U(O)| = | (AB)(4,0) I

ahora, tomando B fijo y € tan pequefio como se desee y en particular, mas pequefio
que (4, B), se tiene:

|(4,C) = (A,B)| < (B, (),

La desigualdad: (B, C) < € conlleva a:

|(A,C) — (A,B)| <&, (A,B)(AC) > (AB)(AB) —e¢]

Asi que, si w es un numero > 0y tan pequefio como se desee, sera suficiente tomar

& de modo que:

&

£<(AB)Y pmros

< w,

AB)—(AC) £

Todo esta bajo el supuesto de que (B, C) < & entonces |((A A0 ABAC

para que la desigualdad
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(B,C) < ¢ implique |U(B) — U(C)| < w (Teo. 20), en efecto, si (B,C) < ¢

e €
entonCESm <wy |U(B) - U(C)l < (A,B)[(4,B)—¢] <w.

2% Consideremos el mismo caso donde E no es compacto (Def. 10). Entonces

podemos encontrar en E una sucesion infinita S de elementos de E distintos
AL Ay, . Ay, .

tal que la sucesion S no tiene elemento limite. Para formar una operacion U continua
y no acotada en el conjunto E, primero haremos algunas observaciones sobre la sucesion S.

Sea &, el limite inferior de |ERIGISIANGIES de A, con todos los otros elementos de la
sucesion S. El numero &, = 0 no puede ser nulo, de lo contrario podriamos extraer de S una
sucesion que [EHGEE A, -

Ahora, descompondremos a E en conjuntos parciales de la manera siguiente.

Llamamos E,, al conjunto de elementos B de E tal que: (B, Ap) < ap, nombrando ap el mas
pequefio de dos nimeros % y %” Sea B un elemento de E,, y C un elemento de E,, tenemos
que:

Si B un elemento de E,, entonces (B, 4,) < a,, @, = min {%%”} y si C un elemento

. 1 €
de E, entonces (C,A,) < a,, ag = min {E'?p}:

) (4,,4,) < (4,,B) +(C,Ay) + (B, 0).

Ahora bien, para cualquier p y g tendremos, de acuerdo la definicion misma de ¢, y

(ApAq) 2 &5 Y (Ap. Ag) = &,

Donde
&+, < (4, 44) + (4, 4,) = 2(4,,A,) asi

+Sq
5

&
(4p 4q) ==
Por otra parte, de acuerdo con la definicion de E,, y E,. £, es el conjunto de todos los

elementos B de E tal que (B, 4,) < ap, a, = min {%%”} entonces

&p &q . p
(Ap,B) <2, (A4, C) < ; eneste caso toma a;, como .
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Asi, la desigualdad se convierte:

£p-2|'8q S (B, C) + ep-?l)-sq.

Porque se tenia que (4, 4,) < (4, B)+(C,4,)+ (B,C) entonces gp;req =
(Ap,Aq) <L +=2+(B,0).
Donde

(B,C) = =%

Asi, EIIBIRBIA de dos elementos cualesquiera, uno en E,, el otra en E,, es superior
(mayor) a un numero positivo fijo. Esto prueba que: 1* E, y E, no tienen elementos en
comun; 22 ningun elemento limite de E, pertenece a Eg4, ni inversamente. Al fin, si
consideramos una sucesion de elementos By, B,, ... que pertenecen respectivamente a los
conjuntos E, , E,, ... todos distintos, es imposible que tal sucesion tenga limite, porque si
B;, B,, ... tiene un limite B, este elemento va a pertenecer a algin E,, pero no habria ningun
otro elemento de la sucesion que pertenezca al mismo E,, es decir, (B, B) siempre sera
mayor que cero por la definicion de E,. En efecto, en este caso podemos primero, sélo

considerar si es necesario una sucesion extraida de la sucesion dada, suponer que los indices
P;, P,, ... estan creciendo. Ahora bien, tendriamos, llamando C al limite de esta sucesion de

elementos,
(€, Ap,) < (C,By) + (By, 4p,),

y ya que por hipotesis (B, 4p,) < pi, porque B, es elemento de E,, , vemos que los
n

, . . 1 - - ,
dos términos del segundo miembro _ 0con ~ Lo que es imposible ya que habria
unasucesion 4,_, 4,,_, ... extraida de S que [IGHGIMAGHE un |imite C. No puede pasar, porque
la sucesion S no tiene limite.

Aqui comienza a formar la operacion buscada.

Con esto, formaremos la operacién buscada U de la manera siguiente. Tomamos
UB) = [a, — (B, Ap)] 0%
Cuando B es un elemento cualquiera de E,, y tomemos U(B) = 0 cuando B no esta

en ninguno de los conjuntos Ey, E,, .. es decir, estd en el conjunto G = E — E; — E, — ---.
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Vemos primero que U es una operacion bien determinada en todo elemento de E. No es
acotada, porque tenemos:

U(Ap) =P

Sin embargo, es continua en E. Es suficiente mostrar que si los elementos de E

CISHRS: ., C,, ... NEHESARERIE | clcmento C de E, tenemos:

U(C) = lim U(Cy). (Def. 12)

En efecto, observaremos primero que no hay, de acuerdo con lo anterior, una infinidad
de elementos de la sucesion Cy, Cy, ... pertenecientes a los conjuntos E;, distintos. Entonces:

1° O bien, C estaen G, entonces C no esta en ninguno de los £, es decir tendremos
que para cualquier p

(€ Ay) > ay.

Ahora bien,

(¢, 4,) < (C,C) +(CyAp) por la (Def. 33), entonces (C, A,) = (C,4,)—
(C,Cy) = ay, luego

(Cn4y) = (C,A,) - (C,C) = ap +[(C,Ap) —a, — (C,C];

Por otro lado, tendremos, para n suficientemente grande,

(C,Cp) < (C,A)) —ay,

Por lo tanto, combinando estas dos desigualdades

(Cn,Ap) = a, +[(C,A,) —a, — (C,Cy)] puesto que (C,Cp) < (C,Ay) —a,
entonces

(Cr, Ap) > ap.
Asi que, a partir de cierto rango C,, esta en G. Entonces se tiene:
U(C,) =0, U(C) = 0, por la definicion de la operacion U
De donde:

u(ec) = Tlllzrg U(C,). Por lo tanto, la operacién U es continua.

2° O bien C estaen E, y se tiene: (C,A,) < a,. Entonces se presentan dos casos:

a) (C,Ap) < ap; vemos como antes que a partir de cierto rango

C,, esta constantemente en E,. Entonces:
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lUC) = U = |(Cn4p) = (C,4)] al; < (C,Cp) a%

Puesto que: [U(C) — U(C| = |[a, = (€,4,)] 2 — [ty = (Cu )]

P
ap

= |[ap - (C'AP)] - [ap B (Cn’Ap)]l aﬂp

= 1(Guy) = (€)| o

Por la definicion de distancia se tiene que (C,, 4,) < (C,C,) + (C,A,) entonces
(Cn4y) —(C,A,) < (C,Cy) luego, |(Cn4y) —(C,A,)| aip < (C,Cy) aip y dado que a
partir de cierto rango C, € E,, y C € E, entonces (C, C,) < a, creo que de alguna manera se
dae = (C, Cp) al; para acotar |U(C) — U(C,)|.

Asi que:

Uu(c) = Tlllzl‘g U(Cy). (Def. 12)

b) (C,A,) < a,. Entonces, a partir de un cierto rango ya no hay mas en la sucesion

C1, Cy, ... que elementos de G: Cy, , Cy,, ... Y elementos de E,: Cy,, Cg,, ... VEMOS COMO antes

41 Cayr
que:

u(c) = li_rg U(Cq,), porque a partir de cierto rango C,_pertenece a un k£, entonces
pasa lo del a).

Por otro lado, tenemos

u(c) =0,U(C,,) =0,

U(C) = [a, = (C, Ap)] == pero (C, A,) = ay, entonces U(C) = 0,y
U(Cn,) = [a, = (C.C,)] a%'

De donde:
U(C) = lim U(Cy,).

Por lo tanto, combinando
U(C) = lim U(Cy).
n=oo

Asi U es una operacion no acotada, continua en todo elemento de G.
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e Observaciones

Antes de enunciar este teorema, Fréchet menciona que la hip6tesis que pone sobre
una clase (E) interviene de manera esencial en la demostracion de este teorema.

En este teorema habla del limite inferior de la distancia.

3. Definiciones y conceptos que utiliza

e Definiciones

e [ oer 1 o 36

Fig. 23 Relacion teorema-definiciones. Elaboracion propia

e Conceptos

o Operaciones acotadas en su conjunto

o Limite superior de una operacion

Fase 2: Analitica

1. Usos de la métrica

Usos de la métrica que se reconocen:
> “Tomando B fijo y € tan pequefio como se desee y en particular, mas pequefio
que @B, se tiene: |(4,C) — (4,B)| < (B,C)” Usa la distancia de dos elementos de un
conjunto no cerrado, pero que pertenecen a distintos subconjuntos de este, por eso la vecindad
€s mayor gue un namero dado.
> “La  desigualdad: [(HGONEEE conlleva a: |(4,C) —(4,B)| <e,
(A,B)(A,C) > (A,B)[(A,B) —€].” Usa la distancia de dos elementos de un mismo

conjunto, la usa menor que un nimero muy pequefio.

( ]
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> “descompondremos a E en conjuntos parciales de la manera siguiente.
Llamamos E,, al conjunto de elementos B de E tal que: [[EHBIEHE, nombrando a,, el mas

o , 1 &, . . .
pequefio de dos nimeros = y ?” Usa explicitamente la distancia

2. Practicas

Preguntas de analisis

¢ Qué hace?

Da la distancia de
dos elementos,
mayor gue un & tan
pequeiioc como se
desee

Da la distancia de
dos elementos,
menor que un & tan
pequefio como se
desee

¢ Como hace?

qué hace?

Demostracion

Tomando B fijo y ¢
tan pequefio como se
desee y en
particular, mas
pequefio que [NEY.
se tiene: ...
La desigualdad:
conlleva
a: |(4,C) —
(A, B)| < &,
(A,B)(4,C) >
(A,B)[(A,B) — €].”

——
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Porquee A y B
pertenecen a
conjuntos distintos.

Porquee B vy C
pertenecen al mismo
conjunto

¢Para qué hace?

Para mostrar que
(B, C)”

Para mostrar que
e, (AB)AC) >
(A,B)[(A,B) — €.

También lo usa para
demostrar que la
operacion U es
continua.
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CAPITULO 5. DISCUSION

En este capitulo haremos la discusion de las ideas que se encontraron fundamentales
en el andlisis para el interés de esta investigacion, identificaremos las acciones y actividades
del modelo de anidacion de practicas que plantea la TMSE para explicar la construccion
social del conocimiento matemaético, en este caso, las acciones y actividades en la actividad
matematica de Fréchet, que le permitieron el uso de alguna métrica.

De las respuestas al cuestionamiento ¢qué hace?, se reconocié un conjunto variado
de acciones:

o Garantiza la existencia del elemento limite de una infinidad de

elementos de una clase (L) o (V).

o Determina una propiedad sobre una correspondencia entre elementos

de dos conjuntos.

o Garantiza la convergencia de una sucesion de nameros.

o Garantiza que un elemento no es elemento limite.

. Distingue dos elementos de un mismo conjunto.

. Garantiza la no pertenencia de un elemento en un conjunto.

. Determina elementos que son interiores de esferoides.

o Representa con la vecindad que una sucesion converge.

o Representa que dos elementos son distintos, y que dos elementos
coinciden.

o Determina una propiedad de los elementos de un conjunto.

o Garantiza que una sucesion satisface las condiciones de Cauchy.

. Garantiza que una sucesién converge al mismo limite que otra
sucesion.

Particularmente en los teoremas 14, 20y 21, Fréchet da la vecindad de dos elementos,
ya sean dos elementos cualesquiera de un conjunto o dos elementos como términos generales
de una sucesién. Consideramos que de esta manera, Fréchet se refiere a elementos vecinos,

cuando dice: “Or, si on veut I'étendre a des opérations dont la variable soit un élément de
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nature quelconque, il faut d'abord savoir ce que I'on doit entendre par éléments voisins ou
par limite d'une suite d'éléments” (p. 2)
Por otro lado, Taylor, (1982) menciona que en la clase (/) la idea de que una sucesion
{A,} tiene un limite A se define usando una medida numérica de la cercania de 4,, a 4, dicha
medida numeérica la identificamos como la vecindad. De los usos identificados en esta parte,
observamos que no todos estan relacionados con nuestro objeto de estudio, en general los
que encontramos con mayor relacién y de mayor interés para esta investigacion son los
siguiente:
. Garantiza la existencia del elemento limite de una infinidad de

elementos de un conjunto formado de una clase (L) o (V): teo. 1, 9, 10, 15, 17, 18,

20, 21.
. Garantiza que un elemento no es elemento limite: teo. 12
" Distingue dos elementos de un conjunto: teo. 10
" Representa con la vecindad que una sucesion converge, teo. 14; que

dos elementos son distintos, teo. 17: y que dos elementos coinciden, teo. 15.

. Garantiza que una sucesién converge al mismo limite que otra

sucesion: teo. 9,18 y 21

. Garantiza que una sucesion satisface las condiciones de Cauchy: teo.

16

Fundamentalmente lo que hace es poner en relacion dos elementos, donde uno de
ellos representa los términos de una sucesién mientras que el otro representa el elemento
limite, dicha relacion corresponde a la idea algo tiende a algo; en otros casos los dos
elementos que pone en relacion son dos elementos cualesquiera de un mismo conjunto o de
conjuntos distintos, en este caso la relacion corresponde a que dos elementos son distintos,
que dos elementos coinciden o bien que dos son elementos vecinos.

Entonces, cuando se da la vecindad de dos elementos, ya sean dos elementos
cualesquiera de un conjunto o dos elementos como términos generales de una sucesion, se
determina una relacion de cercania entre los elementos de la sucesion, es por esto que
entendemos la vecindad como una relacion de proximidad entre elementos de un conjunto
cuyos elementos son de naturaleza cualquiera. En la primera parte de la tesis de Frechet, esta

relacién de proximidad siempre es numérica.
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Las respuestas al cuestionamiento ¢por qué hace?, se centraron en la actividad
matematica, esto es, qué de lo que hizo Fréchet en la demostracion le permitié hacer lo que
se identific6 como respuesta del ;qué hace?, esta fue una manera de hacer un “zum” en la
actividad matematica que nos permitio identificar la condiciones que permitieron hacer lo
que se hizo, en este sentido, las condiciones identificadas son las siguientes:

. Puede garantizar la convergencia de las sucesiones porque los
elementos que forman las sucesiones en cuestion pertenecen a un conjunto extrémal,
que es particularmente compacto. Teo: 1, 15, 17, 21; otra cosa que le permite
garantizar la convergencia es que los elementos de la sucesion son elementos de una
clase (V) que cumple las condiciones de la observacion 17, especificamente lo que
usan de la clase (V) es la segunda condicion: Teo. 9, 20.

" Distingue los elementos de un conjunto porque ya tiene que un
elemento no es limite de cierto conjunto de elementos y quiere probar que si es limite
de otro conjunto de elementos: Teo. 10

. Representa con la vecindad que una sucesion converge, porque ya sabe
que la sucesion converge, sobre todo porque cumple las hipétesis de la observacion
17: Teo. 14; representa que dos elementos son distintos, porque son elementos de una
sucesion que no converge: Teo. 17; representa que dos elementos coinciden, porque
supone que uno de los elementos que compara no es elemento interior: Teo. 15

" Garantiza que una sucesion converge al mismo limite que otra
sucesion, porque ya tiene que la vecindad de la sucesién tiende a cero y la otra
vecindad de dos elementos (uno de cada sucesion) es menor que cero, entonces usa
la definicion 24: Teo. 9 y 21, porque satisface las condiciones de Cauchy: Teo. 18

. Garantiza que una sucesion satisface las condiciones de Cauchy,

porque define un conjunto con la propiedad que cualesquiera dos elementos de H™
tenga una vecindad menor que %: Teo. 16

En esta parte reconocemos que, lo que le permitio a Fréchet hacer lo que hizo y que
es de interés para esta investigacion fue contar con el desarrollo de los casos particulares que
él toma para hacer sus generalizaciones (matematica construida por Freéchet). En este

desarrollo de su actividad matematica para hacer ese proceso de generalizacion identificamos
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las acciones mencionadas al principio de este capitulo, como respuesta al cuestionamiento
qué hace.

Reconocemos que las acciones fundamentales realizadas por Fréchet en el desarrollo
del primer capitulo de su tesis son garantizar que algo tiende a algo y determinar que dos
elementos son vecinos, esto lo identificamos con lo que menciona €l en la pagina 2 de su
tesis, donde afirma que era necesario saber qué se entiende por elementos vecinos o por
limite de una sucesion de elementos si se desea estudiar las operaciones cuya variable es de
naturaleza cualquiera.

Taylor (1982) menciona que “(1) if the sequence {A,} has a limit, every sequence

AP1’ Apz' '

.. formed of elements from {A,} with increasing indices p,,p,, ... has the same
limit as {4,}, and (2) if {A,} is given with A,, = A for each n, then {A,} has the limit A”
and in which one supposes given a definition that assigns a precise meaning to the phrase
“the infinite sequence Ai,A4,,...,Ay, ... of elements of C has a limit B.” (p. 243),
consideramos que esto pasa asi porque la vecindad es una manera de darle significado a esta
frase, como se puede observar en el analisis.
En respuesta al cuestionamiento ¢coémo hace?, relacionadas con las respuestas
anteriores se tiene:
. Usa la definicion de conjunto compacto para garantizar la
convergencia de una sucesion: Teo. 1,15, 17, 18 y21
. Distingue los elementos de un conjunto usando la vecindad mayor que
un namero positivo: Teo. 10
" Garantiza que un elemento no es elemento limite usando la definicién
del limite inferior de la vecindad, esto es, usando la vecindad mayor que un nimero
positivo: Teo. 12
" Representa la convergencia con la vecindad usando la observacion 17,
haciendo que la vecindad tienda a cero con 1/n: Teo. 14
. Representa con la vecindad que dos elementos coinciden, usando la
vecindad menor que un numero positivo: Teo. 15
" Representa con la vecindad que dos elementos son distintos, usando

que la vecindad es mayor que el limite inferior de la vecindad: Teo. 17
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" Garantiza que dos sucesiones convergen a un mismo limite; usando la
vecindad de los términos de la sucesion con el limite, menor que un ndmero muy
pequefio pero mayor que cero: Teo. 9; usando la definicion 29: Teo. 18; usando la
definicion 24: Teo. 21

. Garantiza que una sucesion satisface las condiciones de Cauchy,
usando la vecindad de dos términos de la sucesion, menor que un nimero positivo:
Teo. 16
Observamos que en algunos casos garantiza la convergencia usando la definicion de

conjunto compacto ya que esta definida bajo la convergencia de cualquier sucesion de
elementos del conjunto, en otros casos garantiza la convergencia utilizando la vecindad de
dos elementos, de tal manera que la hace menor que un nimero positivo pero muy pequefio.

También se nota que en los teoremas 10 y 17, distingue los elementos usando la
vecindad mayor que un nimero positivo. La forma de representar con la vecindad la
convergencia de sucesiones, que dos elementos coinciden, asi como la forma de garantizar
que dos sucesiones convergen a un mismo elemento, y que una sucesion satisface las
condiciones de Cauchy, es usando la vecindad menor que un nimero positivo.

De esta manera con las respuestas al cuestionamiento ;cémo hace? se configura el
nivel de actividad en el modelo de anidacién de précticas, ya que se identifica que son un
conjunto de acciones (no necesariamente las identificadas con el cuestionamiento ¢qué
hace?), que se ponen en juego para lograr los objetivo en la actividad matematica.

El cuestionamiento ¢para qué hace?, se respondid con el objetivo de reconocer la
necesidad matematica de hacer cada una de las cosas que hace Fréchet relacionadas al objeto
de estudio de esta tesis, al igual que el cuestionamiento ¢por qué hace?, se responde a manera
de hacer un “zum”.

Las respuestas a este cuestionamiento son las siguientes:

. Garantiza la existencia del elemento limite de una infinidad de
elementos de un conjunto formado de una clase (L) o (V): Teo. 1 para poder usar la
condicion 11 de la definicion de clase (L); Teo. 9 para determinar que la vecindad de
dos elementos es menor que un nimero que tiende a cero; Teo. 10 para mostrar que
uno de los elementos es limite de un conjunto especifico; Teo. 15 para garantizar que

un elemento limite es un elemento interior; Teo. 17 para probar que hay elementos de
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una sucesion que no pertenecen a una sucesion de conjunto; Teo. 20 para usar la

definicién 12 de operacion continua y garantizar la convergencia de una sucesion de

numeros, por ultimo, en el Teo. 21 para mostrar que una sucesion converge y poder
usar la definicion de operacion continua.

. Garantiza que un elemento no es elemento limite: Teo. 12 para probar
que hay una cantidad finita de elementos que cumplen cierta propiedad del limite
inferior de la vecindad.

" Distingue dos elementos de un conjunto: Teo. 10 para garantizar que
hay una sucesion convergente a uno de los elementos que distingue.

. Representa con la vecindad que una sucesion converge: Teo. 14 para
mostrar que la vecindad de un término de una sucesion con el término de otra sucesion
€S menor que un numero que tiende a cero; que dos elementos son distintos; Teo. 17
para garantizar que uno de esos elementos es elemento interior de un conjunto; y que
dos elementos coinciden y en el Teo. 15 para garantizar que la sucesion representada
por uno de ellos converge a un elemento.

. Garantiza que una sucesion converge al mismo limite que otra
sucesion: Teo. 9 para garantizar que un conjunto derivado es cerrado, Teo. 18 para
demostrar que un conjunto es condensado, Teo. 21 para usar la definicion de
operacion continua y garantizar la convergencia de una sucesion de nimeros.

. Garantiza que una sucesion satisface las condiciones de Cauchy: Teo.
16, para garantizar la convergencia de una sucesion.

Se observa que las acciones de Fréchet tienen distintos motivos, algunos mas
transversales que otros, como la accién de garantizar la convergencia de una sucesion ya sea
de elementos de una clase (L) o (V) o de una sucesion de numeros. De esto podemos concluir
que en general es fundamental para Fréchet, en su hacer, el tener una forma de determinar
que algo tiende a algo. Esta idea, Fréchet la utiliza en casi todos los teoremas, de una o de
otra forma, y como se ha visto, para distintos objetivos.

Mas arriba en este capitulo mencionamos que para Fréchet, dos elementos son
vecinos cuando la vecindad de dos elementos sea menor que un ndmero positivo, sin

embargo, se ve que esto lo hace igual con distintos objetivos.
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Dado que, anterior a su produccion, tanto Fréchet como los mateméticos Hadamard,
Volterra, Arzela y Weierstrass, entre otros, demostraron los casos particulares (funciones de
posicién, funciones de una linea variable, funcion de funcién) que Fréchet generaliza en su
tesis; éste contaba con las condiciones para reconocer que hay propiedades que son
independientes de la naturaleza de los elementos considerados en el dominio de la operacion,
en los casos particulares. La propiedad que identificamos con esta caracteristica, en la
primera parte de la tesis de Fréchet, es la de convergencia de sucesiones, que, efectivamente,
es independiente de la naturaleza de los elementos.

Ademas, la obra de Fréchet fue pionera en la configuracion de un modo de
composicion (como el de la Teoria de Grupos de la época) en la Teoria de Conjuntos
Abstractos (Fréchet, 1906; Arboleda, 2012; Taylor, 1982; Cavaillés, 1992; Manheim, 1962).
Este modo de composicion lo identificamos con lo que Taylor (1982) reconoce como medida
numérica de la cercania de dos elementos, y que afirma esta gobernada por ciertos axiomas.

En el estudio del contexto socio-histérico declaramos que nos centrariamos en
entender el papel que juega la distincion de los elementos si son idénticos o no en el proceso
de generalizacion, sin embargo, después de haber realizado el analisis y la parte anterior de
la discusion observamos que Fréchet no buscaba distinguir los elementos con el modo de
composicion, o con la relacion de proximidad, sino lo que le interesa es garantizar que algo
tiende a algo, esto requiere de alguna manera de distinguir entre los elementos, pero esto

ultimo no es el objetivo de Fréchet.
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES

Las preguntas se responden desde el contexto de la tesis doctoral del matematico
francés Maurice Fréchet, texto que se identifico por medio de una revision de historia de la
Topologia, como pionero en ideas fundamentales de la Topologia, puesto que en este
documento se encuentra la primera definicion axiomatica de distancia (concepto relacionado
directamente con el concepto de topologia, actualmente), esto hizo que nos interesara
entender cual fue el proceso que siguié Fréchet para dar dicha definicion.

Para los fines de esta investigacion, se estudié tnicamente la primera parte de la tesis
de Fréchet, ademéas estudiamos el contexto historico, considerando lo social,
fundamentalmente basado en algunos estudios del matematico Angus E. Taylor y del doctor
en Historia y Ensefianza de las Matematicas Luis Carlos Arboleda Aparicio, que nos permitio
posicionarnos en el contexto en el que se cred el texto estudiado.

Estos trabajos nos permitieron reconocer que la racionalidad contextualizada de la
produccidn de este conocimiento se caracteriza por la forma de hacer matematica en la época
(hasta la produccion de la tesis de Fréchet), reflejada en la tesis, donde primero define los
conceptos fundamentales para el desarrollo de su trabajo y comienza por enunciar cada
teorema seguida de su respectiva demostracion, aunque hay teoremas que no demuestra ya
que Fréchet afirma que tales demostraciones son generalizaciones inmediatas de los casos
particulares dados por otros matematicos; cuando Fréchet considera necesario, introduce
nuevas definiciones, en ciertos momentos hace algun tipo de reflexion (observaciones) sobre
su trabajo en la misma tesis para guiar su trabajo a su objetivo que es establecer
sistematicamente algunos principios fundamentales del Calculo Funcional y luego
aplicarlos a algunos ejemplos concretos (Fréchet, 1906).

Sobre el relativismo epistemologico se observa que la manera de validar el
conocimiento es mediante las demostraciones matematicas, que cumplan con los requisitos
de la comunidad matematica de la época, aunque no toda la comunidad matematica vio con
“buenos ojos” la tesis doctoral de Fréchet, por ejemplo, (Bourbaki citado en Arboleda, 1982).

Reconocemos como principal caracteristica de este trabajo de Fréchet el proceso de

generalizacion de resultados de casos particulares a casos generales como considerar
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conjuntos de funciones tales que el que el conjunto de elementos sobre el que se definen las
operaciones son elementos de naturaleza cualquiera.

Para lograr su objetivo, Fréchet generaliza proposiciones sobre operaciones y
conjuntos de operaciones cuya variable es de naturaleza determinada (casos particulares), a
casos en los que la variable es de naturaleza cualquiera (operaciones funcionales), para esto
Fréchet reconocid que fue necesario entender lo que significa que dos elementos sean vecinos
o el limite de una sucesion de elementos.

El camino que Fréchet emprendié fue definir clases de elementos, primero la clase
(L) en la que da dos condiciones generales que tiene que cumplir cualquier método que se
emplee para determinar la convergencia de una sucesion, mas adelante Fréchet reconoce que
estas condiciones son muy generales y decide agregar mas condiciones a esta clase,
determinando asi la clase (V) donde define un nimero como correspondencia de dos
elementos de esta clase, al que le llama vecindad, que usa de diversas maneras,
principalmente para determinar la convergencia de una sucesion de elementos.
Posteriormente define una clase (E) en donde define la distancia, en este proceso
reconocemos que la manera de garantizar que algo tiende a algo va evolucionando y tomando
nuevos significados, esto es, significacion progresiva.

Observamos qué en su tesis, Fréchet define tres conjuntos con cierta estructura a los
que le llama clases (L), (V) y (E) cada una con caracteristicas especificas, tales que toda
clase (V) es una clase (L) donde la definicion de limite se deduce de la definicion de vecindad
(p. 19), la consideracion de una clase (V) como una clase (L) es exclusivamente en la tesis
de Fréchet, a su vez toda clase (E) es una clase (V) donde la distancia es una vecindad que
cumple con una propiedad particular (p. 30). En el siguiente esquema representamos esta

relacion entre las clases.

Fig. 24
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En la definicion de una clase (L), Fréchet afirma que:
“Le procédé qui permettra de donner la réponse (autrement dit la
définition de la limite) est d'ailleurs absolument quelconque, assujetti seulement

a satisfaire aux conditions | et 11 dont nous avons parlé et qui sont les suivantes

I) Sichacun des éléments de la suite infinie 44, A,, ..., 4,, ... estidentique
a un méme élément A, la suite a certainement une limite qui est A.

I1)Si une suite infinie A4,A4,,...,4,, .. a une limite A, toute suite
d'éléments de la premiére suite pris dans le méme ordre

An, An,, ...,Anp, ... (Ies nombres entiers ny, ny, ..., n, iront donc en croissant) a

une limite qui est aussi A.” (p. 5y 6)

En una clase (L) el significado de la frase algo tiende a algo es muy general
(procedimiento absolutamente cualquiera), ya que las condiciones que impone Fréchet son
solo las condiciones 1) y I1). En el analisis observamos que, cuando trabaja con elementos de
una clase(L) lo que hace es garantizar que algo tiende a algo, en general usando la definicion
de conjunto compacto, sin embargo, la frase algo tiende a algo no adquiere significado claro.

Cuando Fréchet define una clase (V) da las propiedades, establece: “... 1° La
condition nécessaire et suffisante pour que(4, B) soit nul est que A et B soient identiques.
2011 existe une fonction positive bien déterminée f (&) tendant vers zéro avec e, telle que les
inégalités (4,B) < ¢, (B,C) < ¢ entrainent (4, C) < f(¢), quels que soient les éléments
A,B,C...” (p. 18). Estas propiedades son restricciones extras que Fréchet da a los elementos
de unaclase (L), y que permiten significar la frase algo tiende a algo.

En una clase (V) el significado de la frase algo tiende a algo lo entendemos con la
idea de que los elementos de una sucesion se “acercan” a un elemento (elemento limite),
dicha cercania se mide (de manera numérica) con la vecindad o la distancia. Ademas, la
vecindad permite representar la convergencia, en este sentido decimos que la vecindad le da
significado a la frase algo tiende a algo.

Dado que una clase (V) es una clase (L) con ciertas propiedades extras, vemos que
la frase algo tiende a algo adquiere significado con la vecindad, en otras palabras, desde la
TSME, un uso de la vecindad, entre otros, hace alusién a la idea algo tiende a algo cuando

usa la vecindad menor que un nimero pequefio.
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En el andlisis de la obra reconocimos que Fréchet realiza diversas acciones
relacionadas con la idea algo tiende a algo, fundamentalmente las acciones son garantizar la
convergencia de una sucesion de elementos (elementos de naturaleza cualquiera: nimeros,
sucesiones), para demostrar que un conjunto es compacto, que una operacion es continua, y
la idea de determinar la cercania entre cualesquiera dos elementos del conjunto.

En este proceso, encontramos la idea de que algo tiende a algo cuyo significado
evoluciona desde que define la clase (L) hasta que define la clase (E). Observamos que,
definir una relacion de proximidad (vecindad, distancia) entre los elementos de un conjunto

surge ante la necesidad de darle significado a la frase algo tiende a algo.

v ¢ Qué papel juega la relacion de proximidad en la constitucion de la
topologia como saber matematico?

Reconocemos que esta pregunta es muy general para el trabajo que realizamos, es
decir, no se puede responder en su totalidad desde esta investigacion, ya que el concepto de
topologia no nace de una Unica actividad matematica, sino que se fue configurando con el
trabajo de varios matematicos.

En esta investigacion estudiamos la aportacion del matemético francés Maurice
Fréchet, que fue dar la primera definicion axiomatica de distancia, mediante un proceso de
generalizacidn, en su tesis doctoral de 1906. En la primera parte de este trabajo de Fréchet,
muestra como la actividad matematica que fue realizando Fréchet con el objetivo generalizar
propiedades de la teoria de Conjuntos Lineales y del Calculo Funcional a la Teoria de
Conjuntos abstractos, le permitié, mediante la busqueda de generalizacion de estas
propiedades dar la que se considera la primera definicion axiomatica de distancia.

En esta investigacion, entendemos que una relacion de proximidad entre los
elementos de un conjunto es una propiedad de referencia (estructura/modo de composicion)
entre los elementos del conjunto que permite saber cuando algo se acerca a algo o bien,
cuando algo se aproxima a algo.

En una clase (L) esta propiedad de referencia (estructura/modo de composicion) la
identificamos como “Le procéde qui permettra de donner la réponse (autrement dit la
définition de la limite)” en una clase (V) la idenficamos con la vecindad (voisinage) y en una

clase (E) con la distancia (! ’écart).
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En el contexto que brinda la tesis de Maurice Fréchet, reconocemos que el papel que
juega la relacion de proximidad en la constitucion del concepto de topologia como saber
matematico, es determinar la cercania entre cualesquiera dos elementos del conjunto y con
esto le da significado a la frase algo tiende a algo cuando se consideran elementos de
naturaleza cualquiera, decimos que le da significado en el sentido, de que la préactica de
garantizar que algo tiende a algo, demanda del establecimiento de una relacion de
proximidad.

El establecimiento de la estructura que define una relacion de proximidad entre los
elementos de un conjunto demanda de alguna manera el abandono de la naturaleza de los
elementos del conjunto. El establecimiento de esta estructura permitio a Fréchet generalizar
las propiedades que generalizo.

Entonces, en la tesis de Fréchet, observamos que el proceso de generalizacidn que él
realiza, junto con el papel que juega la relacion de proximidad entre los elementos de un
conjunto (en tanto estructura), permiten la emergencia del concepto de topologia, mas no su
constitucién como saber matematico.

Por otro lado, reconocemos que una relacién de proximidad entre los elementos de
un conjunto permite estudiar propiedades especificas de un conjunto de elementos de
naturaleza cualquiera, esta manera de estudiar un conjunto se hace a través del estudio de sus
elementos, especificamente por medio de una correspondencia (métrica o distancia) entre
cualesquiera dos de los elementos del conjunto en cuestion.

Cabe mencionar que es necesario que se realicen investigaciones posteriores a este
periodo de desarrollo matematico para responder este cuestionamiento con mayor cobertura,
en otras palabras, en necesario reconocer el papel de la relacion de proximidad en el trabajo
de otros matematicos que dieron de alguna manera una definicion de espacio topoldgico y en
consecuencia de topologia. En este sentido, nos cuestionamos ;como evoluciona la idea de
relacion de proximidad como correspondencia entre dos elementos a la de conjunto que

conocemos actualmente?

v ¢A qué nos referimos con naturaleza topoldgica?
En la descripcion de la problemaética de esta investigacion, planteamos nuestro interés

en entender las caracteristicas de los conceptos de naturaleza topologica, sin embargo, nos
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enfocamos en entender el concepto de topologia ya qué los conceptos de “naturaleza
topoldgica” dependen matematicamente de este concepto.

En nuestro interés de entender el concepto de topologia en su génesis historica a través
de los usos en la tesis de Maurice Fréchet, que fue pionera en trabajar con ideas que mas
adelante permitieron configurar en el concepto de topologia y el de espacio topolégico.
Reconocemos que Fréchet no trabaja con el concepto de topologia sino con el concepto de
métrica o distancia, sin embargo, fue fundamental su trabajo ya que el proceso que Fréchet
realizd para configurar la primera definicion axiomatica de distancia (clase (E)), se
caracteriza por la busqueda de una generalizacion de propiedades de conjuntos que fueran
comunes sin importar la naturaleza de los elementos considerados. Fue este trabajo de
Fréchet uno de los que dio herramientas matematicas para constituir el concepto de topologia.

Reconocemos en la tesis de Fréchet dos tipos de generalizacion. Una consiste en
considerar elementos de naturaleza cualquiera en el conjunto de elementos sobre el que se
definen las operaciones funcionales, la segunda se identifica cuando define las familias de
operaciones, ya que en estas demuestra algunas propiedades cémo compacidad.

En esta investigacion nos enfocamos en el estudio del momento histérico cuando
Fréchet comienza a hacer algun tipo generalizacién en el conjunto de elementos sobre el que
se definen las operaciones funcionales. Este momento histdrico esta caracterizado por la
racionalidad contextualizada en la que se desarrolla la actividad matematica en el Calculo
Funcional, que es la busqueda de su fundamentacion tedrica.

Del analisis contextual se observa que para lograr el tipo de generalizacién que logro
Fréchet, primero fue necesario que las propiedades que él estudia en su tesis se estudiaran en
casos particulares, por ejemplo: Volterra y Arzela que estudiaron funciones cuyo valor
depende de la posicién y la forma de una linea variable; Hadamard trabajé con funciones
cuya variable es la forma de una funcién ordinaria (Fréchet, 1906, p. 1). Otros matematicos
que antecedieron, y aportaron los casos particulares en el trabajo de Fréchet, son Baire,
Weierstrass, Borel, Ascoli, Lindelof y Zoretti.

Observamos que Fréchet queria demostrar algunas proposiciones que otros
matematicos habian demostrado para conjuntos de funciones particulares (funciones cuya
variable era de naturaleza conocida), a un conjunto de funciones tales que los elementos del

conjunto sobre el que se definen las funciones fueran de naturaleza cualquiera, esta
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generalizacion es la primera de las extensiones que describe Arboleda, (2012). Fréchet
declara en la pagina dos de su tesis que para hacer las generalizaciones que se propuso fue
necesario definir lo que se iba a entender por elementos vecinos o por limite de una sucesion.
Como vimos antes en este capitulo, esto implico definir las clases (L), (V) y (E).

El contexto en el que nace la tesis de Fréchet permite entender que, en efecto, dado
un conjunto de elementos, ya no se centra la atencidon en el estudio de un elemento especifico
del conjunto, sino en estudiar ciertas propiedades del conjunto a traveés del estudio de
cualquiera de sus elementos, como afirman (Espinoza y Cantoral, 2010), sin embargo, esto
no es suficiente para caracterizar la naturaleza topoldgica, puesto que, como explicamos antes
en este capitulo, la relacion de proximidad es necesaria para estudiar ciertas propiedades de
conjuntos de elementos de naturaleza cualquiera.

Fréchet (1906, p. 6 y 7) extiende ciertas definiciones de la Teoria de Conjuntos a la
Teoria de Conjuntos Abstractos, entendemos que esta extension consiste en considerar en
esas definiciones, conjuntos de elementos de naturaleza cualquiera y que la frase algo tiende
a algo tome significado. En este sentido, considerar conjuntos de elementos de naturaleza
cualquiera y que se defina una relacién de proximidad entre sus elementos, son
caracteristicas de los conceptos de naturaleza topologica.

Entonces, desde esta investigacion, entendemos por naturaleza topologica aquella
caracteristica de los conceptos basados en conjuntos que, mediante el establecimiento de una
estructura que define una relacion de proximidad, demanda del “abandono” de la naturaleza
de los elementos considerados. Esto implica la consideracion de conjuntos de elementos de
naturaleza cualquiera, en los que se pueda determinar una estructura que permita dar sentido
a la frase algo tiende a algo.

En la descripcion de la problemaética en la que se enmarca esta investigacion,
mencionamos que (Pérez, 2015) afirma que la continuidad y la convergencia se definen en
términos de una nocion de proximidad que no necesariamente significa distancia, en esta
investigacion esa nocion de proximidad si la identificamos directamente con la distancia, por
medio de la relacion de proximidad, puesto que es cuando comienza a trabajarse esta idea.

Ciertamente en la investigacion, no damos una explicacion de lo que significa una
relacién de proximidad cualitativa, es por eso por lo que proponemos continuar esta

investigacion en periodos de la historia que consideren a matematicos como Frigyes Riesz,
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Hermann Weyl, Felix Hausdorff, ademéas otras obras de Fréchet como los articulos que
anteceden sus tesis y su libro de los espacios abstractos.

Reconocemos, del estudio contextual y del analisis de la obra, que la convergencia
juega un papel fundamental en el desarrollo del Anélisis Funcional, asi como para la
Topologia. Observamos que los conceptos de continuidad y compacidad dependen de una
convergencia de sucesiones de elementos de naturaleza cualquiera. Dimos cuenta que hablar
de convergencia es garantizar que algo tiende a algo y esta practica demanda del
establecimiento de una relacion de proximidad. Es asi que reconocemos de gran importancia
en estudios alrededor del concepto de convergencia, ya que permite, conceptualmente el
estudio de otros conceptos tan importante como la continuidad, compacidad y la emergencia
del concepto de topologia.

A modo de reflexion, al inicio de este escrito declaramos que reconocimos una falta
de significado de los conceptos de topologia, espacio topoldgico, continuidad vy
convergencia, sin embargo, nos enfocamos en entender propiamente las précticas que
acomparian la construccion del concepto de topologia en la tesis de Fréchet (aunque Fréchet
Unicamente trabaja con lo que ahora conocemos como espacios métricos), también nos
permitié reconocer que la continuidad de operaciones, la convergencia de sucesiones y la
compacidad de conjuntos, son conceptos que tiene una diversidad de usos y por lo tanto
significados en el sentido de la TSME. Claramente en esta investigacion no nos enfocamos
en estos conceptos, es por ello qué proponemos hacer investigaciones desde la Teoria
Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa, enfocadas en cada uno de los conceptos
gue mencionamos, ya que esta permite reconocer significados de los conceptos matematicos
mediante su uso.

Ademas, proponemos la realizacion de estudios donde se analicen las tres estructuras
que define Fréchet en su tesis y un analisis del contraejemplo que da en la seccion especial y
gue no estudiamos en esta tesis, aportarian en gran medida a complementar el analisis de la

obra realizado en esta investigacion.
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ANEXO

Compartimos la clasificacion de las proposiciones de la primera parte de la Tesis de Fréchet.

Definiciones

Def. 1 - Considere un conjunto E de elementos cualquiera (nUmeros, puntos,
funciones, lineas, superficies, etc.) pero tal que se sabe distinguir los elementos distintos. A
cualquier elemento A de este conjunto hacemos corresponder un numero especifico U(A);

definimos lo que llamamos una operacion funcional uniforme en E. (p. 4)

*Def. 2 - ...los conjuntos abstractos, es decir, que no se especifica la naturaleza de

los elementos. (p. 4)

Def. 3 - De ahora en adelante, nos limitaremos al estudio de conjuntos extraido de
una clase (L) de elementos de naturaleza cualquiera pero que satisfacen las condiciones
siguientes: Se puede distinguir si dos elementos de la clase (L) son distintos o0 no. Ademas,
hemos podido dar una definicion de limite de una sucesion de elementos de la clase (L). Por
lo tanto, suponemos que eligiéndose una sucesion infinita de elementos aleatorios (distintos
0 no) de la clase (L), podemos decir de alguna manera si esta sucesion A4, A,, ..., A,, ... tiene
0 no un limite A (por cierto, Unico). El proceso que permitira dar la respuesta (es decir, la
definicion de limite) es por cierto absolutamente cualquiera, que cumpla Unicamente las

condiciones | y Il que hablamos y que son las siguientes:

Si cada elemento de la sucesion infinita A, A,, ..., A, ... €s idéntico al mismo

elemento A, el resultado ciertamente tiene un limite que es A.

Si una sucesion infinita 44, A,, ..., A, ... tiene un limite A, toda sucesion de elementos
de la primera sucesion de elementos tomados en el mismo orden: A4, ,A,,, s Apyy coe (los
numeros enteros, ny, n,, ..., n, Por lo tanto seguira aumentando) tiene un limite que también

esA. (p.5y6)
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Def. 4 - Decimos que un elemento A de la clase (L) es un elemento limite de E cuando
existe una sucesion infinita de elementos de E: A4, A, ..., A, ... que son distintos y tienden
aA. (p.6)

Def. 5 - Llamaremos conjunto derivado de un conjunto E y lo denotaremos por E’ al

conjunto de elementos limites de E. (p. 6)

Def. 6 - Decimos que un conjunto es cerrado cuando contiene a su conjunto derivado.
(p. 6)

Def. 7 - Es perfecto cuando coincide con su conjunto derivado. (p. 6)

Def. 8 - Considerando un conjunto dado H como conjunto fundamental, decimos que
un elemento A de un conjunto cualquiera E, formado de elementos de H, es interior de E, en
sentido estricto cuando A es un elemento de E que no es limite de ninguna sucesion de

elementos distintos A4, 4,, ..., Ay, ... que pertenece a H perono a E. (p. 6)

Def. 9 - Llamaremos elemento de condensacion de un conjunto E, a un elemento
limite de E que también es un elemento limite de todo conjunto que se obtiene eliminando

de E una infinidad numerable (11, pagina 2) de elementos. (p. 6)

Def. 10 - Decimos que un conjunto es compacto cuando tiene solamente un nimero
finito de elementos o cuando toda la infinidad de sus elementos da lugar al menos a un

elemento limite. (p. 6)

Def. 11 - Cuando un conjunto es compacto y cerrado le llamaremos conjunto
extrémal. (p. 6y 7)

Def. 12 - Diremos que una operacion funcional V uniforme en un conjunto E de
elementos de una clase (L) es continua en E, si cualquier elemento A de E limite de una

sucesion de elementos 44, Ay, ..., 4,, ... de E, tenemos: (p. 7)

V(4) = lim V(4,).
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Def. 13 - Llamamos el limite superior de un conjunto de numeros, una cantidad u tal
que cualquier namero en el conjunto es como maximo igual a u y que, cualquiera que sea
€ > 0, hay al menos un nimero del conjunto, superior a u — €. Cuando dicho nimero u no

existe, decimos que el limite superior es infinito. (p. 8)

Def. 14 - Diremos que una operacion U uniforme en un conjunto E es semi-continua
superiormente en E si, cualquier elemento A de E que es limite de una sucesion de elementos
distintos de E: A4, A,, A, ..., Ay, ..., U(A) es al menos igual al limite mas grande *) de la
sucesion U(A,),U(A,),U(A3), ..., U(A4,), ... (p.8Yy9)

Def. 15 - LlIamo conjunto continuo, un conjunto tal que dado cualesquiera dos de sus
elementos A, B, se puede extraer de E un conjunto F en el que cada uno de sus elementos
corresponde a un punto del intervalo (0,1) sobre un eje ot e inversamente. La
correspondencia se supone tal que si dos elementos A,, A, de F corresponden a dos puntos

ti,t,, A tiende a A, cuando t; tiende a t,. (p. 9)

Def. 16 - Diremos que una sucesion de operacion uniformes en E converge
uniformemente sobre E a una operacion U si, para cualquier € > 0, podemos encontrar un

entero p tal que n > p implica que |U,,(A) — U(A)| < ¢ para todo elemento A de E. (p. 9)

Def. 17 - Diremos que una sucesion de operaciones U;, U,, ..., U,, ..., uniforme en un
conjunto E converge casi-uniformemente a una operacion U, cuando, dado € > 0 y un entero
cualquiera N, podemos determinar, de una vez por todas, un entero N’ > N tal que, a todo

elemento A de E, le corresponda un entero ny tal que: (p. 10)
N<m <N  |[UA)-U,,A)|<e

Def. 18 - Consideremos una familia N de operaciones continuas en un mismo

conjunto E formado de elementos de una clase (L). (p. 11)

Def. 19 - Si la familia N es tal que de cualquier infinidad de operaciones de N distintas,
se pueda sacar una sucesion Uy, U, ..., U,, ... que converge uniformemente a un limite U

necesariamente continuo en E. Diremos que la familia N es compacta. (p. 11)
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Def. 20 - Diremos que las operaciones uniformes en un mismo conjunto E formado
de elementos de una clase (L), constituyen una familia N de operaciones igualmente
continuas en A en E, si dado un nimero € > 0 y una sucesion cualquiera de elementos de E:
Ay, Ay, ..., Ay, ..., cuyo limite un elemento A de E, se puede encontrar un entero p tal que la

desigualdad n > p implica
UCA) —UAn)| < ¢
Cualquiera que sea la operacion U de la familia N. (p. 11)

Def. 21 - Considere una familia N de operaciones uniformes en un conjunto E. En
cada elemento A de E, podemos definir un numero L(A) que sea el limite superior de valores

en A de operaciones de N. (p. 14)

Def. 22 - Si las operaciones de N son limitadas en su conjunto en todo elemento de
E, determinamos asi una operacion uniforme en E, que llamaremos limite superior de N. (p.
14)

Def. 23 - Considere la clase (C) de funciones de una variable x definidos en un
intervalo fijo J: 0 <x <1 y convenimos decir que una sucesion de tales funciones:
f; (%), f,(x), ... tiende a una funcion f(x) si, para cada valor x del intervalo ], f,(x) tiene un
limite finito f(x). Esta definicion satisface las condiciones | y 11 del N° 7. Asi que esta clase
(C) es unaclase (L). (p. 15)

Def. 24 - Consideremos una clase (V) de elementos de naturaleza cualquiera, pero
que sepamos distinguir entre dos de ellos si son o0 no idénticos, ademas, que a cualquiera dos
de sus elementos A, B los podamos hacer coincidir con un nimero (4, B) = (B, A) = 0 que
goza de las dos propiedades siguientes: 1° La condicién necesaria y suficiente para (4, B)
sea cero es que A y B sean idénticos. 2° Existe una funcién positiva bien definida f (&) que
tiende a cero con ¢, tal que las desigualdades (4, B) < &, (B,C) < & provocan que (4,C) <
f (&) para cualesquiera elementos A, B y C. En otras palabras, es suficiente que (4,B) y
(B, C) sean pequefias para que sea la misma de (4, C). Llamamos vecindad de A y B el
namero (4, B). (p. 18)
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* Def. 25 - Veremos mas adelante (no. 43) un caso muy general donde un conjunto
cualquiera es siempre condensado, es decir, una infinidad no numerable cualquiera de sus

elementos siempre da lugar a al menos un elemento de condensacion. (p. 19)

Def. 26 - Si A es un elemento de D, llamamos py4 el limite inferior > 0 de la vecindad
de A con los elementos de E’. EI nimero p, es positivo, de lo contrario A seria un elemento

limite de E’ y como consecuencia perteneceriaa E”. (p. 20)

Def. 27 - Llamamos esferoide del centro A y radio p al conjunto de todos los
elementos B tales que tenemos: (A, B) < p. Decimos que un elemento C es interior a este

esferoide, si tenemos: (A, C) < p. (p. 21)

Def. 28 - LIamaremos conjunto limite un conjunto tomado de una clase (V) tal que la
vecindad de dos elementos cualquiera de este conjunto sigue siendo inferior a un nimero
fijo. (p. 22)

Def. 29 - Decimos que una sucesion de elementos A;, A,, ... de una clase (V)
satisface las condiciones de CAUCHY cuando se puede hacer que cualquier nimero € > 0

corresponda a un entero n tal que la desigualdad (A, Ap4p) < € se satisface para cualquier

p. (p- 23)

Def. 30 - Diremos que una clase (V) admite una generalizacion del teorema de
CAUCHY si cualquier sucesion de elementos de esta clase, que satisface las condiciones de

CAUCHY, tiene un elemento limite (necesariamente unico). (p. 23)

Def. 31 - Llamaremos clase separable a una clase que puede considerar, al menos en

una forma, como el conjunto derivado de un conjunto numerable de sus propios elementos.
(p. 23)

Def. 32 - Finalmente, nos interesa considerar como ya hemos hecho (N ° 33) entre las
clases (V) aquellas que son tales que, cerca de un elemento dado, hay elementos cuya

vecindad con este es también pequefia como uno quiera sin ser nulo. En otras palabras,
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cualquier elemento de la clase sera un elemento limite. Como por otra parte, el reciproco es

verdadero por definicion de la clase, diremos que tales clases son perfectas *) (p. 23 y 24)

Def. 33 - Las clases NORMALES, es decir, perfectas, separables y admitiendo una
generalizacion del teorema de CAUCHY. (p. 24)

Def. 34 - Diremos que una operacion U es uniformemente contina en un conjunto E
formado por elementos de una clase (V) si, dado un ndmero positivo &, podemos elegir un
numero positivo 7 tal que, para dos elementos cualesquiera de nimero positivo E: A, B, la

desigualdad:

(A,B) < n,implicaque |U(A) —U(B)| < &. (p. 28)

Def. 35 - Sea J una familia de operaciones continuas en un conjunto cualquiera E
formado por elementos de una clase (V). Si esa familia es tal que, para cualquier € > 0,

podemos poner en correspondencia con un numero n > 0 de modo gque tenemos.

U(A) —UB)| <e

Para toda operacién U de J y para todo par de elementos A, B de E verifican (4, B) <
n, las operaciones de J son igualmente continuas en E. Esto resulta inmediato de la definicion
den®15...

(p. 29)

Def. 36 - La distancia entre dos elementos y que cumple con las propiedades
siguientes: a) La distancia (A, B) es cero, si A 'y B son iguales. B) Si A,B y C son tres
elementos cualesquiera, se tiene (4,B) < (4,C) + (C,B). (p. 30)

Def. 37 - Cuando podemos definir la distancia de dos elementos cualesquiera de cierta

clase, diremos que es una clase (E). (p. 30)
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Observaciones

Obs. 1 - Vemos que un conjunto puede dar lugar a un elemento limite solamente si

tiene una infinidad de elementos distintos (p. 6)

Obs. 2 — Un conjunto puede dar lugar ain elemento de condensacion solamente si

posee una infinidad no numerable de elementos (p. 6)

Obs. 3 - La nocion de conjunto compacto gque juega el mismo papel en la teoria de
conjuntos abstractos que la nocion de conjunto limite en la teoria de conjuntos de puntos. (p.
6)

Obs. 4 - El rol del conjunto extrémal en la teoria de conjuntos abstractos es similar a

la del intervalo en la teoria de conjuntos lineales. (p. 7)
Obs. 5 - Todo conjunto que contiene un conjunto no compacto es no compacto. (p. 7)
Obs. 6 - Cualquier parte de un conjunto compacto es compacto. (p. 7)

Obs. 7 - Todo conjunto formado por un ndmero finito de conjuntos compactos es un

conjunto compacto. (p. 7)

Obs. 8 - Si consideramos una sucesion de conjuntos Ey, E,, ..., E,, ... formada por
elementos de un mismo conjunto compacto E, cada uno es cerrado, contenido en el anterior
con al menos un elemento, no necesariamente tiene que haber un elemento comdn en todos

los conjuntos. (p. 7)

Obs. 9 - Considere una sucesion de operaciones continuas de un mismo conjunto E;

sea.:
Uy, Uy, Us, ..., Up, ...

Cuando esta sucesion es convergente en cualquier punto de E, el limite

establece una operacion uniforme en E, sea U. (p. 9)
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Obs. 10- Si una sucesion de operaciones Uy, Us, ..., continuas en cualquier conjunto E

converge uniformemente a una operacion U, esta Gltima es continua en E. (p. 10)

Obs. 11 - Este teorema admite un reciproco, pero esto solo se aplica a un conjunto E
extremal. (p. 10)

Obs. 12 - Es evidente que el numero p independiente de U puede en cambio variar
con la sucesion A4, A,, ..., A,, .., Se deduce inmediatamente de la definicion, y como debe
ser, que las operaciones igualmente continuas en E son particularmente cada una continua
enE. (p. 11)

Obs. 13 - Inversamente, si las operaciones en numero finito son continuas en E, estas
son igualmente/también continuas en E. Sin embargo, esta observacion no es correcta para

un namero infinito de operaciones distintas. (p. 11)

Obs. 14 - Si las operaciones de una familia N son igualmente continuas en E, sera
también operaciones de la familia N, formada por conjuntos de operaciones limites en E de

una sucesion infinita de operaciones de N (si existe). (p. 12)

Obs. 15 - Supongamos ahora que E es un conjunto extremal. Si las operaciones
igualmente continuas U,, U, ... convergen a un limite U en un conjunto extremal E, la

convergencia es necesariamente uniforme. (p. 12)

Obs. 16 - Consideremos un conjunto de funciones fn(p) (x) definidas en el intervalo J

y tales que: 1° la sucesion:

FD0, £P ), o fP (), ...

Tenga un limite determinado f;,(x) y sea n cualquiera; 2° la sucesion:

f1(0, f2(0), s fn(X), ..

Tiene un limite determinado f(x). (p. 15)
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Obs. 17 - Una sucesion de elementos de una clase (V): A;, A,, ... tiende a un elemento

A, si la vecindad (A, A) tiende a cero con % (p. 18)

Obs. 18 - Si una sucesion A4, A,, ... tiene un limite A, solo puede tener uno, porque si

B es limite de la misma sucesion, los nimeros (4,4,) Yy (B, A4,) serian infinitamente
pequefios con % por tanto, también (4, B) (segunda condicion). Entonces, (4, B) seria cero

y para la sucesion los elementos A y B no serian distintos (primera condicién). (p. 18)

Obs. 19 - Sin embargo, toda definicion de limite satisface a las condiciones I y 11, no

se puede deducir de la nocion de vecindad. (p. 18)

Obs. 20 - En particular vemos que si E es cerrado, E se descompone en su conjunto

derivado E’ y un conjunto numerable D. (p. 20)

Obs. 21 - Al menos, esta proposicion se encontrara correcta cuando la clase (V) sea
tal que siempre se puede encontrar un elemento cuya vecindad con un elemento
arbitrariamente dado sea inferior a un nimero positivo cualquiera dado. Esta condicion bien

natural se satisface en todos los ejemplos concretos que estudiaremos mas adelante. (p. 20)

Obs. 22 - Si una sucesion tiende a un limite, satisface las condiciones de CAUCHY.
(p. 23)

Obs. 23 - Si una sucesion satisface las condiciones CAUCHY vy es parte de un

conjunto compacto, tiene un elemento limite que es obviamente Unico. (p. 23)

Obs. 24 - Si s6lo sabemos que la sucesion satisface las condiciones de CAUCHY, no
podemos decir que tiende a un limite; lo que se puede decir es que si tiene un elemento

limitante tiene s6lo uno. (p. 23)

Obs. 25 - De manera similar, dada una clase separable (1), es posible, cualquiera

que sea ¢, elegir los conjuntos k, para que K, sea numerable. (p. 25)
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Obs. 26 - Dado un conjunto E que pertenece a una clase separable (V), podemos
formar una infinidad numerable K, de conjuntos K, de elementos de E tal que cada elemento
de E es interior en el sentido estricto de al menos un K, y que la vecindad de cualesquiera

dos elementos de K, siga siendo inferior que €. (p. 25)

Obs. 27 - Todo conjunto cerrado F formado por elementos de una clase normal (V)
es la suma de un conjunto numerable y un conjunto perfecto o nulo sin elementos comunes.
(p. 27) (122)

Obs. 28 - Pero la introduccion de la vecindad es absolutamente necesaria si queremos

extender la nocion de continuidad uniforme. (p. 28)

Obs. 29 - Es claro que de esta definicion toda operacion uniformemente continua en

un conjunto E es continuo en E. El reciproco es cierto en un caso muy general. (p. 29) (129)

Obs. 30 - ... vemos al mismo tiempo que cada una de las operaciones de | son

uniformemente continuas. (p. 29)

Obs. 31 - La distancia es una vecindad que cumple con una propiedad particular, o,

si se desea, toda clase (E) es una clase (V). (p. 30)
Teoremas

l. Dada una operacion U uniforme en un conjunto extrémal E, existe al menos
un elemento A de E tal que el limite superior *) u (finito o no) de U en E es igual al limite
superior de U en cualquier conjunto K de elementos de E que A es interior en sentido estricto
[considerando E como el conjunto fundamental (n°8)]. (p. 8)

. Si U es una operacion continua en un conjunto continuo E, U tomara en al
menos un elemento de E cualquier valor entre dos valores cualquiera de los tomados por U.
(p.9)

II. *Cuando una sucesion de operaciones Uy, U, ...,U,, .. continuas en
cualquier conjunto formado de elementos de una clase (L) converge casi-uniformemente en

E a una operacion de U, esta es continua en E. (p. 10)
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V. *Para que una sucesion de operaciones Uy, Us, ..., U,, ... continuas en un
mismo conjunto E formados de elementos de una clase (L) converge a una operacion
continua en E, es necesario y suficiente que la sucesion sea convergente casi-uniformemente
en todos los conjuntos extremal formados por elementos de E. (p. 10)

V. Para que las operaciones continuas de un mismo conjunto extremal E
formado de elementos de una clase (L), que pertenecen a un mismo conjunto numerable D
o de su derivado D', formen una familia compacta N, es necesario y suficiente que las
operaciones de N sean igualmente/también continuas y limitadas en su conjunto en cualquier
elemento de E. (p. 13y 14)

VI. Dada una familia N de operaciones limitadas en su conjunto e igualmente
continuas en un conjunto cualquiera E, el limite superior de N es una operacion continua en
E. (p. 14)

VII. Considere las funciones fn(p) (x), fn(x), f (x) definidas en un mismo intervalo

J, n'y p enteros cualesquiera y tales que:

M fx) = ,llilﬁlof"(x)’ fnlx) = Il,ilﬁf"(p) (x).Si en general es imposible

elegir los enteros n,., p, tales que la igualdad
f@) = lim ;77 ()

Se verifica en todo punto de /. Al menos siempre es posible determinar de tal
manera que esta igualdad se verifique en cualquier punto de J excepto un conjunto de puntos

de medida cero. (p. 15)

VIII. cualquier funcion f(x) dentro de la clasificacion de SR. BAIRE (lll, page
126) se puede considerar como el limite de una sucesién de polinomios excepto un conjunto
de medida cero *). (p. 17)

IX. El conjunto derivado de un conjunto de elementos de clase (V) es un conjunto
cerrado. (p. 18)
X. El conjunto P de elementos de condensacion *) de un conjunto condensado E

formado de elementos de una clase (V) es un conjunto perfecto o nulo **) (p. 19)
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XI. Sea E un conjunto condensado formado de elementos de una clase (V). El
conjunto D de elementos de E que no son elementos de condensacion de E es un conjunto
numerable ***) (p. 19)

XII. El conjunto D de los elementos de un conjunto compacto E de elementos de
una clase (V) que no pertenece al conjunto E’ derivado de E es numerable *) (p. 19 y 20)

XII. Si un conjunto cerrado F pertenece a un conjunto compacto E formado de
elementos de una clase (), obtendremos Feliminando de E los elementos INTERIORES a
cada esferoide de un cierto conjunto contable de esferoides. *) (p. 21)

XIV. Todo conjunto compacto formado de elementos de una clase (V) es limite. (p.
22)

XV. Sea E un conjunto extremal formado de elementos de una clase (V). Si existe
una sucesion indefinida G de conjuntos I, I, ... tal que todo elemento de E es interior en
sentido estricto de al menos uno de los conjuntos I,,, se puede extraer de G un numero finito
de estos conjuntos formando una familia H con la misma propiedad que G *) (p. 22)

XVI. Para que el conjunto K, [correspondiente a un conjunto E de una clase (V)
NORMAL] pueda ser elegido, cualquiera que sea €, de manera que incluya solo un numero
finito de elementos, es necesario y suficiente que E sea compacto. (p. 25)

XVILI. Sea E un conjunto de elementos de una clase (V) normal. Para que de cada
familia H, NUMERABLE O NO *) de conjuntos I tal que cada elemento de E sea interior en
el sentido estricto de al menos uno de ellos, podamos extraer un nimero finito de conjuntos
I formando una familia G con la misma propiedad que H, es necesario y suficiente que E
sea extremal. (p. 26)

XVIII. Todo conjunto no numerable E formado de elementos de una clase (V)
normal es condensado. (p. 27)

XIX. Sea E cualquier conjunto formado de elementos de una clase separable (V);
existe un conjunto numerable de elementos de E tal que cada elemento de E pertenece, al
conjunto D o a su derivado D’. Cuando E es cerrado, tenemos: E = D + D'. Cuando E es
perfecto, E = D'. (p. 27)

XX. Consideremos una operacion U definida en un conjunto E formado por
elementos de una clase (). La condicion necesaria y suficiente para que U sea una

operacion continua en E es que, si A es un elemento cualquiera de E y de E’, podemos
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corresponder a todo nimero € > 0 un numero 7n, tal que si la desigualdad (4, B) < 14,
implica |U(A) — U(B)| < ¢ para todo elemento de B en E. (p. 28)

XXI. Toda operacion continua en un conjunto EXTREMAL E formado de elementos
de una clase (1), es uniformente continua en E.(p. 29)

XXII. Para que las operaciones continuas en un mismo conjunto extremal E,
formado por elementos de una clase (V) separable, forman una familia compacta J, es
necesario y suficiente que las operaciones de J sean, en todos los elementos de E, igualmente
continuas y limitadas. (p. 30)

XXIII. La condicion necesaria y suficiente para que toda operacion continua en un
conjunto E de elementos de una clase (E), 12 sea acotada en ese conjunto, 22 alcance su

limite superior, es que el conjunto E sea extremal. (p. 31)
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